Seminar Algorithmen - Lineare Programmierung Teil 2

Was wissen wir bereits?

Simplex-Algorithmus 16st Probleme, die in lin. Gleichungssysteme Uberfiihrt werden kénnen.
Er iteriert Uber die Gleichungssysteme indem er aquivalente Umformungen von Schlupfformen durchfiihrt.

Eingabe: Schlupfform eines lin. Programms
Ausgabe: optimale Lésung

Laufzeit: meist polynomial

Gesucht ist Losung, die folgende lin. Funktion
n
Z CjX;
Jj=1

unter den Nebenbedingungen

n

> a,x,;<b, und i=1,2,....m

j=1

x,;20 firj=1,2,...,n
maximiert.

n
Nach Uberfilhrung der Standardform des lin. Programms in die Schlupfform s:bi—z a;Xx; kann
j=1
der Simplexalgorithmus nun die Nichtbasisvariablen maximieren.
Er nimmt mittels seiner Pivot-Funktion Basisvariablenvertauschungen vor und stellt dabei die Gleichungen um.
Sobald alle Zielfunktionskoeffizienten c; <0 sind, liegt ein optimales Ergebnis vor.

Basisvariablenvertauschungen :
die Gleichung die die Maximierung einer Nichtbasisvar. am meisten einengt wird zur Vertauschung vorgenommen.
Die Substitututionen der neuen Basisvariablen folgt in allen Gleichungen.
Terminierungsformen des ,Simplex*:
n+m

Simplexalgorithmus kreiselt nach ) Iterationen, wenn er unbeschrankt ist
m

Simplexalgorithmus terminiert mit zulassiger Losung.

Was bleibt zu zeigen?

TODO: Der Umgang mit LP ohne zulassige Lésung
TODO: Der Umgang mit ungiiltiger initialer Basisldsung

TODO: Liefert ,Simplex* immer optimales Ergebnis?
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Motivation - lineare Programmierung

Der Simplexalgorithmus bietet sich als L6sung fiir viele reale Probleme an.
¢ z.B.: Flussprobleme,

e flr die Erstellung von Flugpléanen, USA 80er Jahre

e Kurzeste Pfade-Probleme

« div. Kostenkonstellationen in der Betriebswirtschaft

Sobald ein Problem einmal als lineares Programm mit polynomialer GroRe formuliert ist, kann es mit ,Simplex* gel6st
werden.

Besonders Interessant: Das Problem des Multiplen Warenflusses kann bisher nur von dem Simplexalgorithmus effiktiv
geldst werden.

Verallgemeinerung von Multiples Warenfluss-Problem :

Gerichteter Graph G = (V,E)
Jede Kante (u,v) e E besitzt Kapazitat c(u,v) >= 0.
Bsp.: k Waren, Ware i mit (g, s;, bj)

g = Quelle, s = Senke, b = Bedarf

k
f(u,v) = Zfi(u,v) (Aggregat-Fluss)
i=1

da in der Problemstellung keine Minimieren vorhanden => Zielfunktion minimiere 0.
Man kann nun die Nebenbedingungen des Problems wie folgt formulieren:

3
Zf.-(u,v) < elw,v) firallewveV,
i=1

filu,v) = —fi(v,u) firallei=1,2,...,kund
fiir alle w,v € V ,
Zfi("vv) = 0 firallei=1,2,..., k und

vev fir alle u € V - {s;,;} ,

3 flsv) = a firalle i =1,2,....,k,

vev
filw,v) € c(u,v) fiir alle w,v € V und
firalle i =1,2,...,k .

Sobald also Simplex O liefert ist eine LOsung vorhanden, sonst nicht.
Simplex-Algorithmus — ungultige initiale Basislosung
initiale Basislésung ungltig - Beispiel

(1)

Standard-Form:
(1) maximiere 2x— Xo

(2) 2X1 —Xg <= 2
(3) X4 — Bxo<= -4
X1, X9 >= 0

— (3)
Schlupfform:
Mz = 2X9 = X9
(@)%3= 2-2x4+ X ¥

(3) x4 =-4 — xq +5x9
X1 X2 X3 X4 >=0
Basislosung: {0,0,-4!,2}
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Simplex-Algorithmus — unlosbar

Der Simplex-Algorithmus liefert ,unlésbar” zuriick wenn:

- Nebenbedingungen im ,Widerspruch“ stehen

- der Lésungsbereich Unbeschrankt ist

Wir benétigen also eine Initialisierungsprozedur fiir jedes Lineare Programm L, wir nennen es ,INITIALIZE-SIMPLEX"®
(nach Cormen).

Was leistet INITIALIZE-SIMPLEX?

-Die Schlupfform wird an die Testprozedur ibergeben

ist die Basislosung zulassig: Riickgabe der original Schlupfform

ist die Basislosung nicht zulassig: weitergeben der Schlupfform an eine neue Hilfsfunktion

wird nach der Hilfsfunktion die Originale Schlupfform zurlickgegeben ist das Programm Iésbar, sonst nicht.
Die ,Hilfsfunktion®:

ein Lineares Programm, dass priift, ob L Idsbar ist.

Innerhalb der Hilfsfunktion wird L veréndert und daher L, genannt.

L» hat zusatzlich zu den n Variablen von L, die Hilfsvariable Xg-

maximiere -Xq (b : Basisvariablen, a : Koeffizienten, x : Nicht-Basisvariblen)

J=1

x;Z20 firj=0,1,...,n

Wenn der optimale Zielfunktionswert des Hilfsprogramms negativ ist, dann hat das urspriingliche lineare Programm
keine zulassige L6sung. Ist die Losung gleich 0, dann hat das urspriingliche LP eine Losung.

Beweis:

wenn es eine Lésung von LP gibt, dann muss es sie auch geben, wenn -x, 0 wird. Da man -x, maximiert und die
Nebenbedingung u.a. xo >= 0 lautet, ist die optimale Lésung der Zielfunktion bestenfalls 0. Gibt es also eine Losung,
muss nach Anwendungen des Simplex-A. (Schlupfumformung, Pivotieren etc.) xo = 0 sein.

Simplex-Algorithmus — unbeschrankt

Ein lineares Programm LP ist unbeschrankt, wenn die Nebenbedingungen den Umfang nicht ausreichend einschranken
und ,Simplex* die Eingangsvariablen beliebig erhdhen kann.

Der Fundamentalsatz der linearen Progammierung

Der Fundamentalsatz der linearen Programmierung besagt Gber ein lineares Programm LP
1. LP besitzt entweder eine optimale Lésung (endlicher Zielfunktionswert) oder

2. LPist unldsbar,

3. LP ist unbeschrankt.

Das Prinzip der Dualitat
Allgemein gilt:

* Die rechten Seiten der Ungleichung der primalen Aufgabe sind die Zielfunktionskoeffizienten
der dualen Aufgabe. Umgekehrt sind die Zielfunktionskoeffizienten der primalen
Aufgabe die rechten Seiten der Ungleichung der dualen Aufgabe.

* Die Koeffizienten der linken Seiten der Ungleichung der primalen Aufgabe ergeben
spaltenweise die Koeffizienten der linken Seiten der Ungleichung der dualen Aufgabe.

Daraus ergibt sich auch, dass die Anzahl der Strukturvariablen der primalen Aufgabe gleich der
Anzahl der Schlupfvariablen der dualen Aufgabe ist, und umgekehrt.
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Formal bedeutet das:

ORI IR

J=1
T
@ > ayr; < b i=1,2,---,m
7=1
Tj 2 0 j=1,2,---,n
m
(3) Z biy‘i
i=1
.
(4) Z AijY; > Cy =12 .n
1=1
yi =2 0 i=1,2,---,m

Als schwache Dualitat wird das Prinzip bezeichnet, wonach das Minimierungs-Programm eines Problems (duales
Programm) die obere Schranke des Maximierungs-Programms eines Problems (primales Programm) darstellt:

m

n
Y i <) by
j=1 i=1

m

n n
(nach 4) Z C’jmj S Z (Z azjyj)TJ
gl g1 4=l

m n

= > (> ajz))y;

i=1 j=1
m

(nach 2) < Z biyi
i=1

Als Weiterfiihrung dieses Prinzips kann man sich tiberlegen, dass wenn beide Programme den gleichen
Zielfunktionswert erreichen, dieser optimal sein muss, also

n n+m

— ! '
Z C;X;=V +Zl C X,
= 1:

Letztendlich kann man u.A. hieraus das PrinZip der starken Dua‘litét, bzw. Dualitat der lineare Programmierung folgern:

n m
ZC,-XJ-:Z b,y
i=1 i=1

Ist x die optimale Lésung des primalen linearen Programms und y die optimale Lésung
des dualen, dann haben beide immer den gleichen Zielfunktionswert. Daraus folgt der Beweis des 1. Satz des
Fundamentaltheorems der linearen Programmierung.
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