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1 Einfiihrung und Motivation

Die Probabilistische Methode ist ein Verfahren fiir den Beweis der Existenz von kombina-
torischen Objekten oder Algorithmen, die nur schwer oder gar nicht explizit konstruiert
werden konnen. Sie bezieht ihre Machtigkeit vor allem aus den Gesetzen der Wahrschein-
lichkeitstheorie und ihren Folgerungen (Linearitit des Erwartungswertes, Tschebytscheff-
Ungleichung, Markov-Ungleichung etc.). Sie stiitzt sich im Wesentlichen auf die beiden fol-
genden, zunéchst trivial erscheinenden Tatsachen:

PM1 Eine Zufallsvariable nimmt wenigstens einen Wert an, der > seinem Erwartungswert
ist.

PM2 Wenn wir aus einer Menge von zuléssigen Objekten ein Element mit bestimmten Ei-
genschaften mit positiver Wahrscheinlichkeit ziehen, so existiert mindestens ein solches
Objekt mit diesen Eigenschaften.

Begriinder dieser Methode ist Paul Erdss (1913-1996), der ab 1947 eine beachtliche Anzahl
von Resultaten mit dieser Methode erziehlte.

Anwendungsgebiete sind z.B. die Graphentheorie (— 2.2, 2.4, 2.5), Kombinatorik (— 2.5),
Zahlentheorie, Statistik (— 2.1, 4.1), Geometrie, Analysis, Numerik und die Informatik,
speziell randomisierte Algorithmen (— 2.1, 2.3, 2.4).

2 Anwendungen

2.1 Das Set-Balancing-Problem

Definition: Gegeben ist eine n x n Matrix A mit Eintrdgen aus {0,1}. Es soll nun ein
Vektor b € {1, —1}" gefunden werden, der ||Ab||_, minimiert.

Ein , Algorithmus®, der jedes b; mit Wahrscheinlichkeit 1/2 mit 1 und mit Wahrscheinlichkeit
1/2 mit —1 belegt, findet mit Wahrscheinlichkeit 1 — 2/n einen Wert fiir b, sodass ||Ab||
nicht groéfer als 4v/nInn ist. Daraus konnen wir wg. PM2 folgern, dass es mindestens einen
solchen Vektor gibt.

2.2 Das MAX-CUT-Problem

Gegeben ein ungerichteter Graph G = (V| E) mit n Knoten und m Kanten. Wir méchten
eine Partition der Knoten in zwei disjunkte Mengen A und B finden, sodass

{(u,v) € Elu € A,v € B}|

maximal wird. Dieses Problem ist NP-hart, mit Hilfe der Probabilistischen Methode kénnen
wir jedoch folgende (iiberraschende?) Tatsache zeigen:



Satz: Es existiert immer eine Zerlegung der Knoten in disjunkte Teilmengen, sodass

{(u,v) € Elu€ A,v € B} > m/2

Beweisidee: Wir machen folgendes Gedankenexperiment: Jeder Knoten wird zuféllig und
gleichverteilt einer der beiden Mengen zugeordnet. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
eine Kante Endpunkte in verschiedenen Mengen hat, ist also 1/2. Wegen der Linea-
ritdt des Erwartungswertes gilt fiir die erwartete Anzahl k der Kanten mit Ecken in
verschiedenen Mengen k > m/2. Also existiert wegen PM2 ein solcher Schnitt. O

2.3 E-MAX-SAT-Problem

Gegeben ist eine Klauselmenge ® mit n Variablen, m Klauseln und minimaler Klausellédnge
k. Finde eine Belegung der Variablen von @, die die Anzahl der erfiillten Klauseln maximiert.

Satz: Es existiert immer eine Belegung der Variablen, die mindestens (1 —27%).m Klauseln
erfiillt.

Beweisidee: Wir belegen jede Variable mit Wahrscheinlichkeit % mit true bzw. false.

Eine Klausel C; mit C; > k ist nicht erfiillt < alle Literale in C; sind false =
Pr[C;j = false] <1 —27% und daraus folgt mit

i =

A 1 falls C; = true
0 sonst

dass die erwartete Anzahl der erfiillten Klauseln

ist. Aus PM1 folgt dann, dass eine solche Belegung existiert. O

2.4 Expandergraphen
2.4.1 Motivation

Expandergraphen haben zahlreiche Anwendungen in der Informatik und bei Telefonver-
mittlungsnetzwerken. Es handelt sich hierbei intuitiv um Multigraphen, die stark zusam-
menhéngend aber wenig dicht sind. Wir beschéftigen uns hier mit dem Spezialfall des OR-
concentrators.

Definition: Ein (n,d, a, c)-OR-concentrator ist ein bipartiter Multigraph G(L, R, E') mit
unabhéingigen Mengen von Knoten L und R, die jeweils Grole n haben und fiir den
gilt:

e Jeder Knoten hat hochstens Grad d.
e Fiir jede Teilmenge S C V mit |S| < an gibt es mindestens ¢|S| Nachbarn in R.

In den meisten Anwendungen moéchte man d moglichst klein und ¢ moglichst grofi machen.

Es ist jedoch nicht klar, ob solche Graphen i.A. iiberhaupt existieren, da die Bedingungen
sehr streng sind.



2.4.2 Beispiel

1

Theorem: Fiir alle n > 0 existiert ein (n, 18, 3, 2)-OR-concentrator.

Beweisidee: Sei ¢ := {Es existiert eine s-Untermenge S C L mit weniger als ¢s Nachbarn
in R}. Wir zeigen

i Pries] < 1.

s>1

Die Existenz folgt dann wieder aus PM2. O

2.5 Ramsey-Zahlen und ein Satz von Erdds
2.5.1 Allgemeine Problemformulierung

Sei G = (V, E) ein Graph. Wie grof muss N = |V] sein, damit G immer entweder eine
k-Clique oder eine [-Anticlique besitzt? Die kleinste solche Zahl wird Ramseyzahl R(k,!)
genannt.

2.5.2 Obere Schranke

Satz (Ramsey): Es gilt

R(k’l)§<k+12>

k—1
Beweisidee: Doppelinduktion iiber k, . Wir zeigen
R(k,l) < R(k—1,1) + R(k,l —1).

Aus der Rekursionsgleichung des Binomialkoeffizienten folgt dann direkt der Satz von
Ramsey. O

Korollar: Es ist R(k, k) < 22(—1),

2.5.3 TUntere Schranke

Man kann eine untere Schranke fiir R(k,!) herleiten, wir beschrianken uns hier aber auf
R(k, k).

Satz (Erdés): Fiir alle k > 2 gilt
R(k, k) > 2¥/2,

Beweisidee: Wir konstruieren einen Zufallsgraphen der Gréfie N < 2%/2 und zeigen, dass
mit positiver Wahrscheinlichkeit weder eine k-Clique noch eine k-Anticlique existiert.
Daraus folgt wg. PM2, dass ein solcher Graph existiert. O

3 Das Lovasz Local Lemma

3.1 Motivation

Angenommen, wir haben paarweise unabhiingige Ereignisse ¢1,...,&, mit Pr[g;] < % fiir
alle 4. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass keines dieser Ereignisse eintritt Pr[z1 N
-++MN&,] > 27". Problem: Bei abhéingigen Ereignissen konnen wir solche Aussagen nicht so
einfach treffen. Das LLL hilft uns jedoch dann, wenn alle Ereignisse nur von maximal einer
konstanten Anzahl d anderer Ereignisse abhingen.



3.2 Das symmetrische LLL

Satz: Sei G = (V, E) ein Abhéngigkeitsgraph fiir die Ereignisse €1,...,&, in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum 2. Wenn

o Vie{l,...,n}: Prleg;] <pmitpel0,1]
e jedes Ereignis ist von hochstens d Ereignissen abhéngig
e ep(d+1)<1

gilt, so ist PrlggN---N&,] > 0.

Beweisidee: Wir zeigen

. . . 1
Vie{l,...,n} VScC{l,...,n}—i: Pr[si|j@5j]§m

denn dann ist

pPr[(& >0 O
i=1

3.3 Das allgemeine LLL

Satz: Sei G = (V, E) ein Abhingigkeitsgraph fiir die Ereignisse €1, ... &, in einem Wahr-
scheinlichkeitsraum . Wenn Vi € {1,...,n} 3x; €[0,1]:

Prle;] < ; H (1—x;)

(i.)€E
dann gilt
n n
pri(&@ =@ -=) >0
i=1 =1

4 Die Methode der bedingten Wahrscheinlichkeiten

Wir illustrieren diese Methode anhand des bereits erwdhnten Set-Balancing Problems.

4.1 Derandomisierung des Set-Balancing Algorithmus’

Wir haben einen randomisierten Algorithmus entwickelt, dessen ,,erwartete“ Losung verniinf-
tig! ist. Wir méchten jedoch diesen Algorithmus derandomisieren, um eine garantierte Giite
zu bekommen. Dazu betrachten wir den Entscheidungsbaum und bestimmen fiir jedes der
Kinder eines Knotens die? Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass unser Wert in einer Zeile grofer
als 4v/nlInn wird. In unserem speziellen Beispiel setzen wir

Pla) = ZPr[si\a] (> Priela))

wobei €1, ...,, die Wahrscheinlichkeiten dafiir sind, dass das Produkt mit der i-ten Zeile
4v/nlnn iibersteigt. Diesen Wert kénnen wir in Polynomialzeit berechnen und wir kénnen
zeigen, dass jeder Knoten ein Kind hat, dessen bedingte Wahrscheinlichkeit eines Versagens
kleiner als seine eigene ist (x). Da die Wahrscheinlichkeit der Wurzel P(r) < 2/n < 1 ist,
jedes Blatt (= kompletter Vektor b) nur die Wahrscheinlichkeit eines Versagens von 0 oder
1 hat (klar?) und die Wahrscheinlichkeit nie vergroiert wird, erreichen wir auf diese Weise
einen Vektor b mit ||Ab|lcc < 4vnlnn. Im Allgemeinen lassen sich jedoch die entsprechen-
den Wahrscheinlichkeiten nicht so einfach berechnen, insbesondere gilt (x) i.A. nicht.

1< 4vnInn

2durch die Wahl der bisherigen Werte von b’ € {1, —1} bedingten




