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Binomial Tree

Rekursive Definition: 

B0 := O (ein Knoten)
Bk := Bk-1 linkes kind von Bk-1
Eigenschaften:

1) hat 2k Knoten

2) die Höhe ist k

3) es gibt genau (ki) Knoten auf Tiefe i = 0, 1, …, k

4) die Wurzel hat Grad k, dieser ist größer als jeder andere in diesem Baum,
weiterhin, wenn man die Kinder von links nach rechts mit i = k-1, k-2, …, 0 numeriert,

dann ist das i-te Kind die Wurzel des Unterbaums Bi
Korrolar: Max. Grad von einem bel. Knoten in einem n-Knoten binom. Baum ist log(n)

Binomial Heap
Eine Menge von binomial Bäumen (BB) mit Eigenschaften:
1) Jeder BB erfüllt die min-heap Eigenschaft

2) Für ein integer k >= 0 gibt es höchst. ein Baum in der Wurzelliste mit Grad k
1) => Die Wurzel eines BB enthält den kleinsten Wert
2) => ein n-Knoten Binom. Heap besteht aus höchst. (log n)+1 BB
Binomial-Heap Operationen:
MAKE-BIN-HEAP

Trivial, gibt einen leeren Heap zurück. In O(1).

BIN-HEAP-MINIMUM(H)
Man geht die Wurzelliste durch um die Wurzel mit kleinstem Wert zu finden. Da es log(n) Knoten i.d. Wurzelliste gibt ist die Laufzeit O(log n).
BIN-HEAP-UNION(H1, H2)
Wird von den meisten anderen Funktionen benutzt.
Sie bekommt zwei Heaps die durch ihre Wurzellisten repräsentiert sind. Jede dieser Listen ist aufsteigend sortiert (nach BH Eigenschaften) bzgl. Grad der Bäume und für jeden Grad gibt es höchst. einen Baum.
Man vermischt die Listen in eine, so dass sie danach wieder aufsteigend nach Grad sortiert ist (wie MERGE beim MERGESORT).

Man traversiert dann die Wurzel anfangend von der linkesten und entscheidet, ob der aktuelle Baum mit seinem rechten Nachbarn verschmolzen werden soll (LINK).
Es gibt 4 Fälle, in 2 davon wird der aktuelle Knoten nicht mit seinem rechten Nachbarn verschmolzen (einfach nach rechts weiter traversieren),und in den anderen 2 Fällen kommt es zu einer Verschmelzung.

Nach den Verschmelzungen ist die Wurzelliste immer noch nach aufsteigendem Grad der Wurzel sortiert und es kommt höchstens nur ein Baum mit einem Grad k vor 

(0<=k<=log(n)).
Laufzeit:UNION(H1,H2)
N1 = |H1|
N2 = |H2|

N = N1 + N2 = |H| = |H1 union H2|

#W1 <=  (log N1) + 1

#W2 <=  (log N2) + 1

#W   <=  (log N1) +  (log N2) 2

         <= 2 log(N) + 2 = O(log n)

Man durchläuft die 2 Wurzellisten um diese zu vermischen, dies kostet O(#W1+ #W2) = O(log N1 + log N2) = O(log N).
Danach durchläuft man die gewonnene Wurzelliste um die Bäume mit selbem Grad zu verschmelzen. Da die Bäumen mit selbem Grad direkt beieinander liegen, hat man in jedem Schritt höchstens eine Verschmelzung (LINK). Und für das ganze braucht man O(log N) Schritten.

Die gesamte Laufzeit ist so O(log N).

BIN-HEAP-INSERT(H, x)
Erstellt einen leeren Heap H´ mit einem einzigen Knoten x,
und gibt UNION(H,H’) zurück.

Die Laufzeit ist O(log n).
BIN-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
Traversiert die Wurzelliste, um den kleinsten Knoten zu finden = x,
entfernt x aus H,

erstellt einen neuen Heap H´,

nimmt die Kinder von x (nach Eigenschaft 4 sind sie angeordnet Bk-1, Bk-2, …, B0 von links nach rechts),

kehrt die Kinder um,

lässt H´ auf die Kinder zeigen,

gibt H = UNION(H, H´) zurück

Laufzeit:

Die Traversierung am Anfang kostet O(log n), die Operationen mit den Kindern auch O(log n) (da Grad x <= log n) und UNION(H,H´) kostet auch O(log n)


( die gesamte Laufzeit in O(log n)

BIN-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, k)
Überprüft, ob k gültig ist (k <= Wert(x) muss sein, wegen min-heap Eigenschaft).

Ersetzt Wert(x) durch k,

Überprüft, ob man x mit seinem Eltern vertauschen muss, um min-heap Ordnung zu erhalten (rekursiv weiter).
Laufzeit: Man geht hoch entlang der Ebenen von einem BB (dessen x Wurzel ist), die Anzahl der Ebenen ist <= k und k ist O(log n) (Eigenschaft 2), die Kosten auf einer Ebene sind O(1) (Vergleich des Wertes des aktuellen Knoten mit seinem Eltern usw.).

( die gesamte Laufzeit ist O(log n)
BIN-HEAP-DELETE(H, x)
Voraussetzung: keiner Knoten hat den Wert -
Aus 2 Zeilen:
1 BIN-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, -)

2 BIN-HEAP-EXTRACT-MINIMUM(H)

Die Laufzeit jetzt einfach: O(log n) + O(log n) = O(log n)
Amort. Laufzeit

Man betrachtet eine Datenstruktur und eine Folge von n Operationen auf ihr.
Bei einer Operation kann man einen gewissen Anteil an Arbeit (Credits, Potentialeinheiten) aufsparen oder auszahlen.
D.h. wenn man z.B. n mal eine O(1) Operation ausführen würde, dann kann bei jeder Operation eine bestimmte konstante Menge c an Potential/Arbeit aufgespart werden (z.B. man verrechnet die Laufzeit der Operation mit einer höheren Konstante als üblich, und dieser Überschuss wird als das Potential aufbewahrt z.B. in der zugehörigen Datenstruktur selbst).

Dieses Potential kann dann später dafür eingesetzt werden, um die schlechteste Laufzeit einer teueren Funktion zu verbessern (amortisierte Laufzeit).
Man hat ein Anfangspotential (meistens 0) und eine Potentialfunktion, die das aktuelle Potential repräsentiert (man wählt diese Funktion so, dass sie die Komplexität der Datenstruktur wiederspiegelt).

Eine Operation kann das Potential ändern.

So ist die gesamte amortisierte Laufzeit für eine Operation =
die eigentliche Laufzeit im schlechtesten Fall (für diese eine Operation) 
+ die Änderung des Potentials.

Änderung des Potentials ist die Differenz des Potentials vor dem Aufruf der Operation und danach.

Wenn man das Potential gut aufbewahrt hat, dann wird die Änderung des Potentials bei einer teueren Funktion negativ sein, so dass sich die gesamte amortisierte Laufzeit verbessern wird.
Dies funktioniert natürlich nur dann, wenn man eine (evtl. große) Folge von n Operationen betrachtet.
Fibonacci Heaps

Unterstützen dieselben Operationen wie die Binomial Heaps, ihre Struktur ist aber so angelegt, dass sie eine bessere amortisierte Laufzeit erlaubt.
Ein Fibonacci Heap ist eine Menge von min-heap geordneten Bäumen,

die Bäume müssen keine Binomial Bäume sein.

Die Knoten sind mit doppelverketten Listen verbunden.

Es gibt markierte und unmarkierte Knoten, erst mal uninteressant (kommt später bei FIB-HEAP-DECREASE-KEY vor).

Für jeden Fibonacci Heap H wird seine Anzahl der Knoten n(H) aufrechterhalten.

Für jeden Knoten x wird sein Grad deg(x) aufrechterhalten.
Potentialfunktion
Wird in der amortisierten Laufzeitanalyse benutzt.

Für ein Fibonacci Heap H sei:

t(h) := # Wurzel in der Wurzelliste

m(h) := # markierter Knoten

Das Potential von einem Fibonacci Heap H: 

(H) = t(H) + 2m(H)
Wir nehmen an, es existiert eine obere Grenze 

D(n) := die obere Grenze für den maximalen Grad eines Knotens in einem 
n-Knoten (also nicht nur #Wurzel sondern #aller Knoten) Fibonacci Heap
Mergeable-heap Operationen

Diese sind MAKE-FIB-HEAP, FIB-HEAP-INSERT, FIB-HEAP-MIN, FIB-HEAP-UNION, FIB-HEAP-EXTRACT-MIN.
Wenn nur diese unterstützt werden sollen in einem Fibonacci Heap, dann ist ein FH einfach eine Menge von ungeordneten Binomialbäumen (UBB).

UBB ist wie BB auch rekursiv definiert:

U0 := O (ein Knoten)

Uk := Uk-1 irgendein Kind von Uk-1
Hat fast die gleichen Eigenschaften wie BB, nur wird 4 zu
4’: ein UBBk hat eine Wurzel mit Grad k, dieser ist echt größer als jeder andere im Baum, die Kinder der Wurzel sind Wurzel der Unterbäume U0, U1, …, Uk-1 in irgendeiner Reihenfolge
MAKE-FIB-HEAP
Erstellt einfach einen leeren Fibonacci Heap H und setzt min(H)=NIL, n(H)=0.

Die eigentliche Kosten sind O(1) und das Potential ist 0, da t(h)=m(h)=0 (es gibt keine Potentialänderung).

FIB-HEAP-INSERT(H, x)
Erstellt ein neues Heap H’ das aus einem einzigen min-heap geordneten Baum, der x enthält, besteht.
Man verbindet die Wurzelliste von H’ mit der von H.
Man wählt die neue minimale Wurzel aus (min(H) und min(H’)=x betrachten).

Nach k Aufrufen von INSERT auf einem FH H wird es k ein-Knoten (min-heap geordnenten) Bäume mehr in der Wurzelliste geben (man konsolidiert hier nicht).
Potentialänderung: (es gibt eine Wurzel mehr in der Wurzelliste)

d = (Hdanach) – (Hdavor) = (t(H)+1 + 2m(H)) – (t(H) + 2m(H)) = 1
Amortisierte Laufzeit: O(1) für eigentlich Kosten + 1 für d = O(1)

FIB-HEAP-MIN(H)
Einfach den min(H) zurückgeben. Keine Potentialänderung. Laufzeit O(1).
FIB-HEAP-UNION(H1, H2)
Man verbindet einfach die Wurzellisten von H1 und H2.
Danach vergleicht man min(H1) und min(H2) um min(H) zu bestimmen.
Auch hier konsolidiert man nicht.

Die eigentliche Laufzeit ist O(1) (verbinden von verketteten Listen und min(H) bestimmen).

d = (t(H1) + t(H2) + 2m(H1) + 2m(H2)) – (t(H1) + 2m(H1)) – (t(H2) + 2m(H2)) = 0
Amortisierte Laufzeit: O(1) + 0 = O(1)
FIB-HEAP-EXTRACT-MIN(H)
Der minimale Knoten z = min(H) von H ist bekannt,

verschiebe all seine Kinder in die Wurzelliste,

entferne z,

setze x (aktueller, zu betrachtender Knoten) auf z -> rechts (rechten Nachbarn),

rufe CONSOLIDATE(H) auf

CONSOLIDATE(H)

Die Aufgabe ist #Bäume in der Wurzelliste zu reduzieren.
Geht die Wurzelliste durch und verschmelzt zwei Bäume gdw. ihre Grade gleich sind.

Dies wird solange gemacht, bis es keine zwei Bäume mit demselben Grad gibt.
Benutzt ein Hilfsarray A[0..D(n)] mit n = |H| für die Suche nach zu verschmelzenden Bäumen.
Bewahrt die Eigenschaft, dass wenn alle Bäumen davor UBBs waren, dann sind sie auch danach.

Amortisierte Laufzeit: O(D(n))

DECREASE und DELETE
Bewahren nicht die Eigenschaft, dass alle Bäume in FH UBB bleiben müssen, wenn sie auch vor ihren Aufrufen dies waren.

Man kann zeigen, dass D(n) immer hin durch O(log n) begrenzt wird.

FIB-HEAP-DECREASE-KEY(H, x, k)

Man macht kein Bubbling-Up (die Ebenen des Baums hochgehen und den Wert von x immer wieder mit dem Wert des Elternknotens vergleichen und evtl. umtauschen bis min-heap wiederhergestellt). wie in BINOM-HEAP-DECREASE-KEY. 
Hier werden die Markierungen benutzt, um die gewünschte Laufzeit zu erreichen. 
CUT(H,x,y) <- Hilfsfunktion die x von y=Parent(x) trennt, x in die Wurzelliste verschiebt und die Markierung von x entfernt (und alle Zeiger entsprechend setzt)

CASCADING-CUT(H, y) <- rekursive Hilfsfunktion, die CUT(H,y,Parent(y)) aufruft, falls y markiert, ansonsten markiert sie y
Vorgang von DECR-KEY:
Wenn der neue Wert k von x die min-heap-Eigenschaft verletzt, dann wird x gleich mit CUT(H,x,y=Parent(x)) entfernt und in die Wurzelliste verschoben. 

Danach wird CASCADING-CUT(H,y=Parent(x)) aufgerufen um rekursiv weiter alle markierten Elternknoten auch zu CUTten.
Anschließend testen, ob x (der von FH-DECR-KEY(H, x, k) der neue min(H) werden soll.
Amortisierte Laufzeit: O(1)

FIB-HEAP-DELETE(H, x)

Ruft FH-DECR-KEY(H, x, -) und anschließend FH-EXTR-MIN(H) auf.
Amort. Laufzeit O(D(n)).
Obere Schranke von D(n)

Wir wissen, wenn alle Bäume in FH UBB sind, dann D(n) = log(n).

FH-DECR-KEY kann die UBB Eigenschaft verletzen (durch CUTS).
Man kann D(n) immer noch durch O(log n) begrenzen.
Size(x) := # Knoten des Baumes dessen x die Wurzel ist (inklusive x)
Lemma 1

Sei x ein Knoten in einem FH, sei deg[x]=k und seien y1,y2,...,yk die Kinder von x in der Reihenfolge, in der sie zu x eingefügt (verschmolzen, LINK) wurden (also y1 das jüngste Kind und yk das älteste).

Dann deg[y1]>=0 und deg[yi]>=i-2 für i=2,3,....,k

Fibo-Zahlen (rek. Def.): 

Für k = 0,1,2,... ist Fk=0 für k=0, Fk=1 für k=1, Fk=Fk-1+Fk-2 für k>=2

Lemma 2: Für k>=0: Fk+2 = 1 + (i=0..k) Fi
Annahme: Fk+2 >= k, mit =(1+5)/2
Lemma 3: Sei x ein Knoten aus einem FH, k=deg[x], dann size(x) >= Fk+2 >= k
Korrolar

Max. Grad D(n) von einem Knoten in einem n-Knoten FH ist O(log n)

( so haben die Op. mit Laufzeit O(D(n)) auch die Laufzeit O(log n)
Literatur: Cormen, Leiserson, Rivest , Introduction to Algorithms, 1990, Kapitel 20,21
