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1. Aussagen

l_Inter_ Aussagen verstehen wir sprachliche Gebilde, von denen man sinnvoll annehmen kann,
sie seien entweder "wahr" oder "falsch". (Wir betreiben eine zweiwertige Logik.) Statt "eine
Aussage ist wahr" sagt man auch "sie ist richtig" oder "sie gilt".

Aussagen kann man negieren; die Negation einer Aussage ist wieder eine Aussage. Zwei Aus-
sagen lassen sich mit Hilfe von Verbindungswortern zu neuen Aussagen verkniipfen. Wir be-
schrinken uns auf den Gebrauch der Junktoren "es ist nicht wahr, daB" (kurz: "nicht"), "und”,

"on

"oder", "wenn - dann", "genau dann, wenn".

1.1 Definition Bezeichnen p und q Aussagen, so verabreden wir:

!)ie Negation "nicht p" (Zeichen: —p ) ist wahr, wenn p falsch ist, und falsch, wenn p wahr

ist.

I?iedKonj unktion "p und q" (Zeichen: p A q) ist nur dann wahr, wenn beide Aussagen wahr
ind.

;iedDisjunktion "p oder q" (Zeichen: p v q) ist nur dann falsch, wenn beide Aussagen falsch

z;:c it:l!plikation "wenn p, dann q" (Zeichen: p = q) ist nur dann falsch, wenn p wahr und q
alsch ist.

Die Aquivalenz "p genau dann, wenn q" (Zeichen: p & q) ist nur dann wahr, wenn beide
Aussagen wahr oder beide Aussagen falsch sind.

Man nennt p die Prdmisse (Voraussetzung) und q die Konklusion (Behauptung) der Impli-
kationp = g.

Fiir p = q sind noch folgende Fiir p & q sagt man auch:
Redewendungen gebriuchlich:

p dann und nur dann, wenn g,

pimpliziertq, p dquivalent g,
g izt lr‘;lc?t:g:ieizdﬁfi‘;;q’ p ist notwendig und hinreichend fiir g.

Wir stellen die Verabredungen noch einmal iibersichtlich in Wahrheitstafeln zusammen. Dabei
schreiben wir abkiirzend "w" fiir wahr und "f" fiir falsch. Man nennt w und f die beiden Wahr-
heitswerte einer Aussage.

p —p p q Iprdlpva | p=4d]|P=d
W £ w | wi ® w W w
f w w f f w ) f
f W f w w f
f f f ® w w
Merke: Eine Implikation mit falscher Primisse ist wahr.
Der Wahrheitswert einer aus einzelnen Aus- sich allein und vollstindig aus den Wahr-

sagen zusammengesetzten Aussage ergibt heitswerten der Einzelaussagen.
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W w f § w w

o w f W w W
Beispiel: p = (q V). W f t H f f
f W w | w w

f W f i w w

f f w il w w

1 [ | f W

p q r lavrip = @vD
W \%% w w W

In der Mathematik spielt der Beweis von Aussagen eine wesentliche Rolle. Eine Aussage - mag
sie auch noch so einsichtig erscheinen - wird erst dann als "wahr" anerkannt und als (mathema-
tischer) Satz bezeichnet, wenn ihre Giiltigkeit durch logische Schliisse aus anderen "wahren"
Aussagen nachgewiesen worden ist. Am Anfang einer mathematischen Theorie stehen Aussa-
gen, deren Giiltigkeit nicht in Frage gestellt wird, die als "wahr" angenommen werden; sie hei-
Ben Axiome. Die Gesamtheit dieser Axiome heiBt (ein) Axiomensystem dieser mathemati-
schen Theorie.

Die Grundform des logischen SchlieBens ist die Abtrennungsregel ("modus ponens"). Sie
erlaubt es, bei einer wahren Implikation von der (Wahrheit der) Pramisse auf die (Wahrheit der)
Konklusion zu schlieBen. Aus diesem Grunde liest man eine wahre Implikation p = q auch:
"Aus p folgt q." Bei einer wahren Aquivalenz kann von jeder der beiden Aussagen auf die an-
dere geschlossen werden. Man spricht in diesem Fall von einem umkehrbaren SchluB.

1.2 Satz (Abtrennungsregel) Ist p wahr und ist p = g wahr, so ist g wahr.

Beweis:
p = q ist in drei der vier moglichen Fille wahr:

p q p=4
W w w
—w— | - —f- Wenn p wabhr ist (1. Fall), dann ist q
t w w ebenfalls wahr.
f f w l

1.3 Definition .
Eine aus einzelnen Aussagen mit Hilfe von Junktoren zusammengesetzte Aussage, die unab-

hiingig von den Wahrheitswerten der Einzelaussagen wahr ist, nennt man aussagenlogisch
allgemeingiiltig, ein Gesetz der Aussagenloiﬁk oder eine Tautolgﬁie.

Beispiele:
p Vv —p ("tertium non datur") ist eine Tautologie. (Stellen Sie die Wahrheitstafel auf.)

Um zu zeigen, daB p => (q Vv r) keine Tautologie ist, geniigt s, die vierte Zeile der obigen
Wabhrheitstafel anzugeben.

p q r “qu p= (@Qvr)
w f f|] f f

Im folgenden Satz stellen wir die wichtigsten Tautologien zusammen. Um Klammern einzu-
sparen, vereinbaren wir:

— bindet stirker als A und v, A und v binden stirker als = und & |.
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1.4 Satz (Gesetze der Aussagenlogik)
P, q, T seien Aussagen. Dann sind die folgenden Aussagen wahr:

a) pAQ & qAPD Kommutativgesetze
PvVqQ & qVvp
b) pA(@AD & PAQAT Assoziativgesetze

pv@vn & (pvQvr

c)palqvr) & PAQV(PAD Distributivgesetze
pv@@arn & @vaP@v)

'd) ~(pvqQ & —-pA—q Gesetze von DE MORGAN
-pAQ & —pv—q
€) —p & P Gesetz von der doppelten Negation
') (p =>q & —pvq Umformung der Implikation
Ppe Qe @=q9a(@=Dp Umformung der Aquivalenz
Pp=29Pr@=1 =@ =1 Transitivitit der Implikation
P PaA@e ) = @ &) Transitivitit der Aquivalenz
'h) (p = q@ & (—q = —p) Kontraposition
Dpp=>@=10) & @Paq=>1 Priamissenverschmelzung
)pe (=p=p Indirekte Beweise

p& (—-p = QAr—9)

k) -(p = q © pA—q Negation der Implikation

Sind p, q zusammengesetzte Aussagen und istp < q eine Tautologie, so nennt man p und q
aussagenlogisch dquivalent. Ist p = q eine Tautologie, so sagt man: Die Aussage q folgt
aussagenlogisch aus p.

Beweis

durch Wahrheitstafeln oder mit Hilfe bereits bewiesener Gesetze, z. B. h)

p q flp=>9}| | P —~q = -p | =q & (-q = —p)
W W w f f w w
w t f w f f W
f w w f W w w
f f w w w w w
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® © (a)
oder:r (p = q & —pVvq —-pvq S —pv-g —PV-oQ & —=q V =P,

() .
——qV-p & (—q = —p), und aufgrund der Transitivitiit der Aquivalenz folgt
@ =9 e (—q = —p)
Man schreibt dafiir verkiirzt (wenn auch nicht ganz korrekt)

o (e) (a)
(p = Q) & pVv(q & =pV-(q < —“—qQV-p & ("|q = —up)

Ein weiterer Beweis durch Aquivalenzumformungen:

) G ©)
K) =p=q & —(-pvq@d & —PAq & P A—Qq M|
Indirekte Beweise:

Der Beweis der Irrationalitit von V2 ist das bekannteste Beispiel eines indirekten Beweises.
Statt p (V2 ist irrational) zu beweisen, widerlegt man die Aussage —p, "fithrt —p zum Wider-

spruch".

Annahme: \5 ist rational. Dann ist \5 darstellbar als Bruch '—:— mit m, n nicht beide durch 2 teilbar. (Sonst
2

kiirze man den Bruch.) Aus V2= % folgt 2= -'3—2- und damit 2n? = m2. Also ist m? gerade. Dann ist auch m

gerade, m = 2k. (Denn das Quadrat jeder ungeraden Zahl ist ungerade!) Aus 2n? = m? und m = 2k folgt 2n% = 4k?,
dh. n? = 2k2. Also ist auch n gerade. Das ist ein Widerspruch; m, n sollten nicht beide durch 2 teilbar sein. a

In vielen Fillen 148t sich ein indirekter Beweis vermeiden, wenn man zur Kontraposition der
Aussage iibergeht: Anstelle der Implikation p =>q beweist man deren (logisch dquivalente)
Kontraposition —qQ = —p.

Beispiel: Fir positive Zahlen gilt: a* < b2 = a<b.

1. Indirekter Beweis. BEssei a®<bZ Annahme: a2 b. Dann folgt durch Multiplikation mit a, daB a? 2 ab,
und durch Multiplikation mit b, daB ab > b, also a2 > b2. Das ist ein Widerspruch.

2. Beweis durch Ubergang zur Kontraposition. Anstelle von a2 <b?* = a <b beweisen wir die Kontraposi-
tion der Aussage: a2b = a?2b’ ,

Aus a 2 b folgt durch Multiplikation mit a, daB a2 > ab, und durch Multiplikation mit b, daB ab 2 b2. Also ist
a? 2 b2,
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Aufgaben
Aufgabe 1.1
Welche der folgenden sprachlichen Gebilde sind Aussagen?
a) 22=95 b) Quadrate schmecken bitter.
c¢) Alle Menschen sind sterblich. d) Bist Du gesund?

e) Auf Alpha Centaur leben intelligente Wesen.  f) EBt mehr Gemiise!
g) Porsche baut die besten Autos.

Aufgabe 1.2

p sei eine wahre, q und r seien falsche Aussagen. Welche Wahrheitswert haben die folgenden
Aussagen:

) @PADV@=1) b) —qvp
) q=>@Vr) d -pA@QvPVvD

Aufgabe 1.3

Zeigen Sie mit Hilfe von Wahrheitstafeln, daf die folgenden Aussagen wahr sind:

a) ~(pAQ@ & —pPvV—q b) peqd o @=29AQG=p)
) pa@@vn & PAQVEAD d pvag=1 & @E=nA@=1)

Aufgabe 1.4
Beweisen Sie die folgenden Umformungen, und geben Sie bei jedem Schritt an, welches

Gesetz der Aussagenlogik benutzt wird:

a) pvAar & (PADVI(QATD

b) v A (Tvs) & PADV(EPAS) VAT VQAS)
0 p=9 & (PAr—q =9

d pag=1 & (PA-D) = —q)

Aufgabe 1.5
Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien?
a) =9 < @=p) b) ~peg & P9

O (p29=n & p=>@g=n) d (@eoen & ee@en)

Aufgabe 1.6
Negieren Sie die folgenden Aussagen:

a) Wenn ich Durst habe, trinke ich Milch.
b) Ich trinke keine Milch, wenn ich Durst habe.
¢) Ich trinke dann und nur dann Milch, wenn ich Durst habe.
d) Ich trinke genau dann keine Milch, wenn ich keinen Durst habe.
¢) Ich trinke nur dann keine Milch, wenn ich Durst habe. (Man vergleiche mit b).)
Es bedeute: d Ich habe Durst.
m Ich trinke Milch.
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Aufgabe 1.7
a) Geben Sie Wahrheitstafeln fiir die folgenden Aussagen an:
i) "entweder p oder q", ii) "weder p nochq".

b) Schreiben Sie diese Aussagen mit Hilfe von —, A, V.
¢) Negieren Sie diese Aussagen.

Aufgabe 1.8

Es seiplq:< —(p A q) (SHEFFER-Funktion, "nand").

a) Stellen Sie die Wahrheitstafel von | auf.

b) Istpl(q!r) < (p!q)!reine Tautologie?

c) Zeigen Sie, daB sich—, A, v, =, & alle nur durch | ausdriicken lassen.

Aufgabe 1.9

Wenn ich Karten bekomme, gehe ich ins Theater. Wenn ich ins Theater gehe, sehe ich "Die
Physiker". Ich bekomme Karten, oder ich drgere mich. Ich sehe "Die Physiker" nicht.
Formalisieren Sie diese Aussagen. Was kann man aus ihnen schlieBen?

Es bedeute: k Ich bekomme Karten.
t Ich gehe ins Theater.
a Ich drgere mich.
P Ich sehe die Physiker.
Aufgabe 1.10

Wenn der Titer ein Mann ist, dann ist er von kleinem Wuchs. Wenn er von kleinem Wuchs ist,
dann stieg er durch das Fenster ein.

Der Titer ist ein Mann, oder er trug zumindest Mannerkleidung. Wenn er Ménnerkleidung trug,
dann - vorausgesetzt, daB die Aussage des Augenzeugen zuverldssig ist - stieg er durch das
Fenster ein.

Die Tatortbesichtigung ergab, da8 der Téter nicht durch das Fenster eingestiegen war.

Es bedeute: m Der Titer ist ein Mann.
k Er ist von kleinem Wuchs.
s Er stieg durch das Fenster ein.
a Er trug Ménnerkleidung.
z Die Aussage des Zeugen ist zuverléssig.

Aufgabe 1.11

Wenn ich die Priifung bestehe, bekomme ich den Fiihrerschein. Ich bestehe die Priifung oder
mein Bruder gewinnt die Wette. Wenn ich den Fiihrerschein bekomme, kaufe ich mir ein Auto.
Ich kaufe mir kein Auto. Was konnen Sie daraus schlieBen?

Es bedeute: P Ich bestehe die Priifung.
f Ich bekomme den Fiihrerschein.
w Mein Bruder gewinnt die Wette.
a Ich kaufe mir ein Auto.
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2. Aussageformen

Entfernt man aus einer Aussage eine oder mehrere Konstanten und besetzt die Leerstellen
durch Platzhalter, sogenannte Variable, so entsteht eine Aussageform.

Beispiele: x ist eine Quadratzahl,
x ist durch 2 teilbar
x ist durch y teilbar,
x ist durch x teilbar.

Aussageformen sind weder wahr noch falsch. Wenn man alle Variablen durch Konstanten er-
setzt, entsteht wieder eine Aussage. Dabei miissen gleiche Variable iiberall durch die gleiche
Konstante ersetzt werden. Zu jeder Variablen gehort die Angabe eines Objektbereichs (Defini-
tionsbereichs), der alle Objekte enthélt, die an die Stelle der betreffenden Variablen treten kén-
nen.

Schreibweise:

Q bedeute: ... ist eine Quadratzahl”. Eigenschaft, einstelliges Pridikat
Dann bedeutet:

Qx " x ist eine Quadratzahl”. Aussageform

Q9 " 9 ist eine Quadratzahl". Aussage

T bedeute: " ... ist durch ... teilbar” Beziehung, zweistelliges Pridikat
Dann bedeutet:

Txy " x ist durch y teilbar" Aussageform mit zwei Variablen
Tx2 " x ist durch 2 teilbar" Aussageform mit einer Variablen
Txx " x ist durch x teilbar" Aussageform mit einer Variablen

Aussageformen konnen wie Aussagen mit Hilfe von logischen Zeichen zu neuen Aussagefor-
men verbunden werden. Aussagen konnen als Aussageformen mit null Variablen angesehen
werden.

Soll Px als Abkiirzung fiir eine bestimmte Aussageform stehen, so benutzen wir das Zeichen
".", gelesen: "per definitionem dquivalent”. Wird etwa Px definiert als die zu x = a #qui-
valente Aussageform, so schreibt man diese Verabredung: Px > x =a (oder auch x =2
&»: Px). Der Doppelpunkt steht auf der Seite des zu Definierenden.

Aus einer Aussageform erhélt man eine Aussage, wenn alle Variablen durch Konstanten ersetzt

werden. Statt dieser Ersetzung kann man auch Wendungen wie "fiir alle x", "es gibt ein x" vor
die Aussageform setzen, gemeint sind alle x aus dem Definitionsbereich der Variablen x. Da-
durch wird eine Variable gebunden. Nicht gebundene Variablen heiffen frei. Gebundene Varia-
blen diirfen nicht mehr durch Konstanten ersetzt werden.

Eine Aussage der Form "fiir alle x gilt", "fiir jedes x gilt" nennt man eine Allaussage.

Eine Aussage der Form "es gibt (mindestens) ein x mit Px", "es existiert (mindestens) ein x mit
Px" nennt man eine Existenzaussage.

Wir fithren die Quantoren /\ und V ein:

/\ Px bedeute: Fiir alle x (aus dem Objektbereich) gilt Px.
X
Fiir jedes x (aus dem Objektbereich) gilt Px.

V Px bedeute:  Es gibt ein x (aus dem Objektbereich) mit Px.
X
Es existiert ein x (aus dem Objektbereich) mit Px.
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Statt /x\ Px schreibt man auch Vx Px, statt V Px auch 3x Px. Man beachte aber: Die
X

Zeichen Vx und 3x sind keine Wortkiirzel. Einer Aussageform wie z. B. xy = yx kann die
sprachliche Wendung "fiir alle x,y" oder "fiir alle x,ye R" nachgestellt werden.
Nachgestelltes Vx,y oder Vx,ye R aber ist falsch.

Gebundene Variable sind austauschbar: /\ Px & A Py & /\ Pz. Eine dhnliche Rolle
Z

. . . . X y
spielen in der Mathematik Integrationsvariable und Summationsindizes,
b

b n n n
[fo0 ax = [fw)du = [f@de und Y =3 aj= 2, ax,
o i=1 i=1 k=1

a a

oder auch Variable in Funktionstermen f(x) = x2, f(u) = u2 oder f(t) = 2.

Uber endlichen Objektbereichen lassen sich All- und Existenzaussagen ohne Quantoren
ausdricker Enthiit der Objektbereich nur die Objekte a, b, ¢, so kann

/\ Px ersetzt werden durch Pa A Pb A Pc, V Px ersetzt werden durch Pa v Pb v Pc.
X X
Das erklirt auch unsere Wahl der Zeichen fiir die Quantoren.

Man beweist eine Allaussage, indem man den Nachweis fiir ein "beliebiges" Objekt (aus dem
Definitionsbereich von x) fiihrt, d.h. fiir ein Objekt, fiir das auBer der Zugehorigkeit zum Defi-
nitionsbereich keine weiteren Eigenschaften vorausgesetzt werden. Haufig bezeichnet man ein

solches Objekt, an dem man den Beweis beispielhaft vorfiihrt, mit dem gleichen Buchstaben
wie die Variable in der Allaussage.

Beispiel: Das Quadrat jeder geraden Zahl ist gerade; fiir jede ganze Zahl x gilt: Ist x gerade, so ist auch x? gerade.
Ist namlich x eine gerade Zahl, also x = 2y, dann folgt x2 = (2y)? = 2 (2y?).

Man beweist eine Existenzaussage, indem man ein entsprechendes Element (aus dem Defini-
tionsbereich von x) vorweist.

Beispiel: Die Aussage "Es gibt eine natiirliche Zahl, die gleich ihrem Quadrat ist.” ist wahr; denn fiir die natiir-
liche Zahl 1 gilt 1 = 12,

Gilt V' Px, so findet man ein Objekt a, fiir das die Aussage Pa wahr ist. Gilt /\ Px, so

X X
kann man nur dann ein Objekt a mit der Eigenschaft P auswiihlen, also auf die Aussage Pa
schlieBen, wenn der Objektbereich nicht leer ist. (Das setzt man gewdhnlich voraus.) Aber von
dieser Einschrinkung abgesehen, kann man mehr: Sind b, c, ... weitere Objekte aus dem Ob-
jektbereich, so folgt auch Pb, Pc, ...

Beispiel: Fiir jede reelle Zahl x gilt x? 2 0. Daraus kann man schlieBen: Fiir nicht-negative reelle Zahlen x, y
gilt (\f; - \f;)2 2 0. (Denn \f; - \/—): ist eine reelle Zahl.) Daraus folgt unter Verwendung der iiblichen Rechen-
regeln —;— x+y)2 \fx—y , die bekannte Ungleichung zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel.
Da iiber x, y nichts weiter vorausgesetzt worden ist, als daB es sich um nicht-negative reelle Zahlen handelt, hat
man bewiesen: -21- x+y)2 \];)_1 fiir alle nicht-negativen reellen Zahlen x, y.

U ber nichtleeren endlichen Objektbereichen ist die Negation einer Allaussage eine Existenzaus-
sage. Wir fordern allgemeiner:
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2.1 Axiom der egation von Allaussagen

Ist P ein Priidikat {iber einem nichtleeren Objektbereich, so gilt: — A Px & V-Px.
X X

——

2.2 Satz (Negation von Existenzaussagen)

Ist P ein Pridikat iiber einem nichtleeren Objektbereich, so gilt: — V Px & /A-Px.
X X

Beweis:

Wir wenden 2.1 auf die Aussage —P an. Dann erhélt man — /A —Px & V--Px,
X X

also = /\ —Px < V Px. Geht man auf beiden Seiten zur Negation iiber, erhilt man 2.2.
X X
2

Damit beherrscht man die Negation von All- und Existenzaussagen. Bei mehrfacher Quantifizie-
rung wird das "nicht" durchgezogen, dabei kehren sich die Quantoren um, Ist etwa S ein vier-
stelliges Pridikat, so gilt

—1/\\x//y\/z\wayz = \W//\\y/\z/——\wayz.

In mathematischen Texten schreibt man die quantifizierenden Wendungen "fiir alle”, "fiir jedes”
und "es gibt", "es existiert" aus Griinden der besseren Lesbarkeit meist aus, benutzt also nicht
die Quantorenschreibweise. Das spricht aber nicht gegen die Niitzlichkeit von Quantoren bei der
Umformung von Aussagen, besonders bei der Negation.

Es gibt Moglichkeiten, Quantifizierungen zu vermeiden:

1) Man arbeitet mit Aussageformen und sagt statt APx  "Px ist allgemeingiiltig”, statt VPx "Px ist er-
fiillbar". ' '

2) Statt APx benutzt man die Wendung: "x sei ein (beliebiges) Objekt aus dem Objektbereich. Dann gilt

X
Px." Diese Formulierung ist in der Mathematik sehr gebrauchlich, da sie dem Beweisschema einer Allaus-
sage entspricht. Auch wir werden diese Sprechweise hiufig verwenden.

VA P = AV ey
* A
/ N G Sl bl = Clek kel

AV /N enleds V(o) (@leg  d=dle)

w0 90 *,nt))

/\ /\ \// "\ [ L= [ (Ga)- ( o)l ¢ ¢ J = c”g, %)
x, €0 b) 40 {0 %)
J

(. \_,\ ey N ;ﬁr {iﬁ\éﬂ (VP aV NS
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Aufgaben

Aufgabe 2.1
Beweisen oder widerlegen Sie:

a) Die Summe zweier gerader Zahlen ist eine gerade Zahl.

b) Das Quadrat einer geraden Zahl ist eine gerade Zahl.

c) Die Summe zweier ungerader Zahlen ist ungerade.

d) Das Produkt einer ungeraden Zahl mit einer geraden Zahl ist gerade.
e) Fir jede natiirliche Zahl gilt: Ist n2 gerade, so ist auch n gerade.

f)  Fiir jede natiirliche Zahl gilt: Ist n2 ungerade, so ist auch n ungerade.

Aufgabe 2.2
Der Objektbereich enthalte genau die reellen Zahlen. Bilden Sie die Negation folgender
Aussagen:

a) Es gibt ein x, so daB fiir alle y gilt xy =y.

b) Zu jedem x gibt es ein y mit xy > 1.

¢) Es gibt kein x mit x2 =-1.

d) Zujedem x gibtes ein y und ein z,sodaBy <xund x <z gilt.

Aufgabe 2.3
Negieren Sie folgende Aussagen:

a) Jede natiirliche Zahl, die durch 5 und 2 teilbar ist, ist durch 10 teilbar.

b) Fiir jede natiirliche Zahl gilt: Wenn sie durch 6 teilbar ist, dann ist sie durch 2 und 3 teilbar.
¢) Es gibt keine natiirliche Zahl, die zugleich Primzahl und gerade ist.

d) Jede natiirliche Zahl, die gerade und groBer als 3 ist, ist die Summe zweier Primzahlen.

e) Jede natiirliche Zahl, die Summe zweier Primzahlen ist, ist gerade und groBer als 3.

f) Zu jeder natiirlichen Zahl n gibt es eine Primzahl p, die groBer als n ist.

Aufgabe 2.4
Formulieren Sie mit Hilfe von Quantoren unter Verwendung des Gleichheitszeichens die

Aussage: Es gibt genau ein x mit Px.

Aufgabe 2.5

Eine Funktion f: R — R ist stetig in x,e R, wenn es zu jedem & >0 ein d > 0 so gibt, dal
fiir alle xe R gilt: Ix —x,1 <8 = If(x)-f(xp)I<e.

Wann ist eine Funktion f: R —> R unstetig (d.h. nicht stetig) in X,€ R?

Aufgabe 2.6
Eine Funktion f: R — R ist stetig in x,€ R, wenn fiir jede Folge (x,,), die gegen X,& R
konvergiert, die Folge (f(x,)) gegen f(x,) konvergiert.

Wann ist eine Funktion f: R —> R unstetig (d.h. nicht stetig) in x,€ R?

Aufgabe 2.7
7wei Vektoren a und b sind linear abhingig, wenn es reelle Zahlen a, $ gibt, die nicht beide
gleich Null sind, so daB gilt: aa + (b =o0.

Wann sind zwei Vektoren a und b linear unabhingig, d.h. nicht linear abhingig?
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3. Gleichheit

Wir beschiftigen uns in der Mathematik mit Objekten wie Zahlen, Geraden, Funktionen und
geben solchen Objekten Namen, meistens Symbole wie Buchstaben, Ziffern oder Aneinander-
reihungen von Symbolen. Dabei kommt es vor, daB ein Objekt mehrere Namen hat, z. B. 7 und
2 + 5. Sind a und b Namen fiir dasselbe Objekt, so schreibt man a =b.

Leider bietet diese anschauliche Vorstellung keine sichere Grundlage fiir den Umgang mit dem
Gleichheitszeichen. Wir haben Gleichheit mit Identitéit erklirt, was aber bedeutet Identitit? Wir
geben daher Anweisungen fiir den Umgang mit dem Gleichheitszeichen.

3.1 Axiome der Gleichheit:

= ist ein zweistelliges Priidikat. Statt =ab schreibt man iiblicherweise a =b (gelesen: a gleich
b). Sind a, b Objekte und ist P ein Prédikat, so gilt:

Glg) a=baAPa = Pb Universelle Ersetzbarkeit

Gl})) a=a Reflexivitit
Gl) a=b = b=a Symmetrie

=b/\b=C = a=¢C Transitivitét

Statt —(a = b) schreibt man # und liest: a ungleichb.

Die Axiome der Gleichheit sind nicht unabhiingig voneinander. Es geniigt Gl und Gl, zu fordem. Gl, und Gl
lassen sich dann schon beweisen.

Ista = b, so gilt nach G jede Aussage, die auf a zutrifft auch fiir b. Nimmt man statt P das Pridikat —P, so
erhalt man die einfache Folgerung: Ist a = b, so gilt jede Aussage, die auf a nicht zutrifft, auch fiir b nicht. Als
Ergebnis halten wir fest:

Ist a = b, dann bleibt der Wahrheitswert jeder Aussage'unverindert, wenn man in ihr a durch b
ersetzt. (Kommt a in der Aussage mehrfach vor, so braucht es nicht notwendig an jeder Stelle
gegen b ausgetauscht zu werden.)

Wenn man Gleichheit als logische Identitiit versteht, wire es grober Unfug, Dinge gleich nennen oder als gleich
definieren zu wollen. Das findet man beispielsweise gelegentlich in Biichern iiber Vektorrechnung. Man nennt
dort zwei Pfeile, bestimmt durch Anfangs- und Endpunkt, gleich, wenn sie gleiche Liange und gleiche Richtung
haben. Zwei Objekte sind gleich, oder sie sind es nicht. Daran ist nichts zu 4ndern. Die Mdglichkeit, Objekte,
die nur in gewissen Eigenschaften iibereinstimmen, zu identifizieren, bietet sich spiter im Rahmen der
Mengeniehre. (Aquivalenzrelationen)

Oft geben wir einem Objekt einen neuen, im allgemeinen: einen kiirzeren Namen. Dazu benut-
zen wir das Zeichen := oder =:, gelesen: per definitionem gleich. Der Doppelpunkt steht auf
der Seite des zu Definierenden, des neuen Symbols.
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4. Mengen

Unter einer Menge versteht man die Zusammenfassung von Objekten zu einem neuen Objekt.
Die Aussage ac M bedeutet:

a ist ein Element der Menge M,

a gehort zu M,

aist aus M,
aliegtin M.

Die Negation dieser Aussage —(ae M) schreibt man ag M.
Statt ac M A be M schreibt man kurz: a,be M.

4.1 Axiom der Gleichheit von Mengen
wci Mengen sind schon 1 dann g leich, wenn sie nur dieselben Elemente haben.

Eine Menge ist durch die Angabe ihrer Elemente eindeutig bestimmt. Dariiber hinaus gibt es fiir
Mengen keine Unterscheidungsmerkmale. Mengen mit nicht allzu vielen Elementen kann man
daher durch Aufschreiben ihrer Elemente angeben. Man benutzt dazu geschweifte Klammern
("Mengenklammern"). Bei dieser Schreibweise handelt es sich um eine Liste der Elemente der
betreffenden Menge. Die Reihenfolge, in der die Elemente notiert werden, ist ohne Bedeutung.
Mehrfachnotierungen eines Elements bleiben wirkungslos.

Beispiele: 2e{-1,2}; l¢{;-1,2}; (1,2,3}=1{2,3,1}; {1,2,1,1} = (1, 2}.

Eine Menge {a} mit einem Element ist sorgféltig zu unterscheiden von dem Element a selbst.
Es gilt: xe{a} <& x=a.

4.2 Definition

A B, gelesen: A ist Teilmenge (oder Untermenge) von B, A ist enthalten in B. bedeutet:
Jedes Element von A gehort auch zu B. ("c" heiBt die Inklusion.)

Statt A B schreibt man auch B O A und liest: B ist Obermenge von A, B umfaft A.

Unter Verwendung der logischen Zeichen 1i8t sich die Definition 4.2 schreiben:

AcB :o A (xeA = xeB)

X
Wenn A c Bund B c A, dann A = B. Umgekehrt folgt aus A =B sowohl ACB als auch
B cA.

Es bezeichnet:

N die Menge der natiirlichen Zahlen 1,2,3, ..,

N, die Menge der natiirlichen Zahlen einschlieSlich der Nul 0,1,2,3,..,
Z die Menge der ganzen Zahlen ..., -3,-2, -1, 0,1,23,..

@ die Menge der rationalen Zahlen, das sind alle Zahlen, die sich als Bruch

%, me 2, ne N schreiben lassen,

R die Menge der reellen Zahlen (veranschaulicht durch alle Punkte der Zahlcngeraderi).

Beispiele:
NcNycZ2cQcR
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2¢N, -7¢N, jeN, -7e2,3¢2Z, 2¢2, 2 @, -7 Q, 2e Q, V3¢ Q, n2¢ Q, n¢ Q, 2R, -TeR,
%eR, V3R, In2¢R, neR.

Die leere Menge, Zeichen: O, ist Teilmenge jeder Menge.

Denn ist A eine beliebige Menge, so gilt fiir alle x: xe@ => xeA. (Implikation mit falscher
Primisse!)

Zu einer Menge A und einer Aussageform Px gibt es genau eine Menge B, so daB fiir alle x gilt:
XxeB & xe A APx.

Fiir diese Menge verabreden wir die Bezeichnung {x | xe A A Px}. Wir merken uns:

Die Aussagen ye {x | xe A A Px} und ye A A Py sind #quivalent.

Beispiele:
ye{xIxe NA3<x<7} & yeNA3<y<T.
ye {x 1 xe 2 A x ist Teiler von 12} <> ye 2 Ay ist Teiler von 12,

Man kann auf diese Weise nur aus einer Menge Elemente mit einer bestimmten Eigenschaft aus-
sondern. Wiinschenswerter wiire, zu jeder Eigenschaft P die Menge {x | Px} bilden zu kon-
nen, ohne Riicksicht darauf, ob diese Objekte schon Elemente einer Menge A sind oder nicht.
Leider fiihrt dieser Versuch zu Widerspriichen (mengentheoretische Antinomien oder Para-
doxien).

4.3 Definition Sind A und B Mengen, so heifit

ANB:={xIxeA AxeB} (A geschnitten B)  der (Durch-)Schnitt,
AUB:={x1xeAvxeB} (A vereinigt B) die Vereinigung,

A\B :={xI1xeAAx¢B} (A ohneB) die Differenz von A und B.

Ist AN B =, so nennt man A und B disjunkt.

A N B ist schraffiert

FA A A
' \ ~ X \v

= &2 &

A U B ist schraffiert

S
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A\B ist schraffiert

Beispiele:

N {1,2,3}n{1,3,57}={1, 3}
Es seien m,ne N. Ist A die Menge aller Teiler von m und B die Menge aller Teiler
von n, dann ist A N B die Menge der gemeinsamen Teiler von m und n.

2) {1,2,3} v {2,34} = {1,2,3,4}
N u{0}=Np

3) {1,2,3}\{2,34} = {1}
{1,2,3} \ {4,5} = {1,2,3}
R \ Q ist die Menge der irrationalen Zahlen.
R \ {0} ist die Menge der reellen Zahlen ohne die Null.

4.4 Satz A, B, C seien Mengen. Dann gelten die folgenden Aussagen:

a) AnB=BnNA Kommutativgesetze
AuUuB=BUA
b ANB)NC=ANBNO) Assoziativgesetze

AuB)UC=AUBUO)

) AnBULUO=ANBLANOC Distributivgesetze
AuBNO=AUBNAUOD

d) C\ (AnB)= (C\A)U(C\B) Gesetze von DE MORGAN
C\ (AUB)= (C\A)N(C\B)

e) A\(A\B)=AnNB Gesetz von der zweifachen Differenz

Wegen b) schreibt man einfacher ANB N C bzw. A U B U C. Die Distributivgesetze ermog-
lichen ein "Ausmultiplizieren" und "Ausklammern”. Wegen der Kommutativgesetze gilt analog

AUuB)NC=ANO) UBNC)und(ANB)UC=AUC) N(BUO).

Ist A Teilmenge einer festen Bezugsmenge X ("Grundmenge"), so schreibt man statt X\ A
cinfach CA und nennt CA das Komplement von A (beziiglich X). Statt CA ist auch A° oder

A iiblich; noch gebriiuchlicher ist A. Die von uns gewihlte Schreibweise zeigt deutlicher die
Analogie zu den entsprechenden Gesetzen der Logik.
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— Fiir A,.B c X gilt:
CanB)=CAauC(B,
A CiauB)=CAanCB,
=" e CCa=A.

Es gilt dann die beweistechnisch niitzliche

Beziehung: A\B = A N CB, bei der die
X\ A schraffiert Komplementbildung beziiglich einer belie-

bigen Obermenge X von A und B vorzu-

nehmen ist (beispielsweise beziiglich

AUB).
Beweis von Satz 4.4:

In den Aussagen a) bis €) spiegeln sich die Gesetze der Aussagenlogik wieder. Alle Beweise
verlaufen #hnlich. Wir beschriinken uns daher auf den Beweis eines Kommutativ- und eines

Distributivgesetzes. Wir zeigen jeweils, daB die beiden Mengen dieselben Elemente haben.
. . 4. (1.4a) 4.3)
a;) Fiirjedes x gilt: xeANB <& xeAAxeB c:a xcBAaxeA & xeBnNA

4.3)
c1) Fiirjedesx gil: xe ANBUC) & xeAaxeBuUC

4.3) (1.4¢)
o xeAA(xeBvxeC) & (xeAAaxeB)v(xeA Axe()
4.3)

@.3)
& xeANBv xeAnC & x€(AnB)u (ANQC)
d;) Wir withlen als Grandmenge eine Menge X, die A, B und C umfafit. Dann gilt:
c\AnB) =CnCAnB=Ccn(CAUCB) =CnCAULCNTB)
=(C\A)U(C\B) a
In der Mathematik werden All- oder Existenzaussagen meistens iiber die Elemente einer

bestimmten Menge ausgesprochen. Daher definieren wir Quantoren, deren Wirkung auf die
Elemente einer Menge eingeschrinkt ist.

4.5 Definition
Essei A eine Menge, Px eine Aussageform. Wir verabreden:

A Px &= A (xeA =Px) und \/APx = V (xe A APx).
X€ X

x€A X

/\ Px iststets wahr, V. Px stets falsch. Die Tatsache, daB /\ Px stets wahr ist, gibt
xe@ xe@ xed

AnlaB zu scherzhaften Aussagen iiber die Elemente der leeren Menge:

Die Elemente der leeren Menge sind griin.

Die Elemente der leeren Menge sind blau.

Die Elemente der leeren Menge sind nicht blau.

Alle drei Aussagen sind wahr; denn ihre Negationen (Es gibt ein Element der leeren Menge, das ...) sind falsch.
Man beachte, daB die dritte Aussage nicht die Negation der zweiten Aussage ist.
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Die Gesetze 2.1 (Axiom) und 2.2 der Pridikatenlogik iiber die Negation von All- und Existenz-
aussagen /\ Px und V Px gelten entsprechend fiir /\A Px und \/A Px. Als Beispiel
X X Xe Xe
beweisen wir — /A Px & V —Px.
x€A X€A
) 4.5 2.1 1.4k
Esist — /\APx & /A (xeA =Px) & V axeA =Px)) & V (x€A A-1Px)
X€E X X X
4.5
L —4 V —Px.

X€A

Zum SchluB definieren wir noch das kartesische Produkt von Mengens ewie die Po‘Leﬂzmehﬂ,e‘

4.6 Definition

(a,b) heiBt das geordnete Paar aus den Objekten a und b. Dabei heiBt a die erste und b die
zweite Koordinate von (a,b). Zwei geordnete Paare sind genau dann gleich, wenn ihre ersten
Koordinaten gleich sind und ihre zweiten Koordinaten gleich sind:

(ab)=(cd) & a=cab=d.
Entsprechend betrachtet man Tripel, Quadrupel,....., allgemein: n-Tupel.

A xB :={(a,b) | ac A und be B} heiBt das kartesische Produkt von A und B.
Statt A x A schreibt man auch A2,

Beispiel: {a, b} x {1,2, 3} = {(a,1), (@2), (@3), (b,1), (b,2), (b,3)}

£ { 3 P p
2 ) b
b 1 b—0-
a b
Jeder Pfeil reprisentiert ein Jeder Punkt reprisentiert ein geordnetes

geordnetes Paar. (Pfeildiagramm) Paar. (Prinzip des Koordinatensystems)

4.7 Definition
Ist A eine Menge, so heiBt die Menge aller Teilmengen von A

PA)={XIXCcA}

die Potenzmenge von A.

Beispiele:
P{1.2,3) = {D, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {23}, {1.2,3}},
P{1D) ={D, {1}}, P ={D}.
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Aufgaben

Aufgabe 4.1

Entscheiden Sie, ob A =B oder A # B gilt:

a) A={123}, B = {2,1,3}

b) A={1,1,2}, B ={2,2,1}

c) A={xl xeR A x#*x}, B={xlxeN A x<0}

Aufgabe 4.2

Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Q) e b) IC I c) Je {IT}

d @ C (I} e) (B} C O H {Dle {D,{D}}
g (B} {9,(D}) h) {G.81C (D} i) {3.8le {{D}}
) @=({D} k) {2} ={{3}}

Aufgabe 4.3

Geben Sie Beispiele fiir Mengen A,B,C an, so daB
a) AcBund AcB, b) AeBeCundAeC, c¢) AeBeCund AeC.

Aufgabe 4.4

A, B, C, X seien Mengen. Beweisen Sie:

a) AUB=BUA b) ANB)NC=ANnBNC)

¢) AU BNC) = (AUB)N (AUO d) XN(AUB) = X\A)N X\B)

Aufgabe 4.5

A, B, C seien Mengen. Beweisen oder widerlegen Sie:

a) (A\B)\C=A\B\O) b ANnB\C) = (ANB)\(ANC)

Aufgabe 4.6

a) Untersuchen Sie die logische Abhiingigkeit folgender Aussagen:
(1) ACB 2) AnB=A 3) AuB=B
4 AnB=0 5) A= AB=0O 6) A= v B=0J
(7) AAB=A (8) AA\B=B 9) A\B=0O

b) Beweisen Sie die Aquivalenz der Aufgaben (1) bis (3).

Aufgabe 4.7
A, B seien Mengen mit
Q) AnB=AUB, b) AnB=A\B, c) AUB=A\B.
Was kann man im Fall a) iiber A und B, im Fall b) iiber A und im Fall ¢) iiber B aussagen?

Aufgabe 4.8
A, B seien Mengen. Zeigen Sie, daB genau eine Menge X existiert, die den folgenden

Gleichungen geniigt:
AUB=AUX und ANnX=0.



BK 18

Anleitung: Geben Sie erstens eine Menge X an, fiir die die Gleichungen erfiillt sind. (Existenz einer LYsung)
Zeigen Sie zweitens die Eindeutigkeit: Sind X und Y zwei Losungen des Gleichungssystems, dann folgt X=Y.

Aufgabe 4.9 ,
X sei eine Menge. Fiir A € X werde das Komplement von A (beziiglich X) definiert durch

CA = {x1xeX A—(xeA)}. Zeigen Sie fir AC X, BC X:

a) Co=Xx b)) AnCA=0O ¢) CAnB)=CAUCB
(x=0 AulAa=X CauB)=CanCB
d CCA=A e) ACB o (Bc(Ca

) AnCB=2 ABNCA=0 = A=B

Aufgabe 4.10

X sei eine Menge, AC X, BC X. Das Komplement (beziiglich X) sei wie in der
vorhergehenden Aufgabe definiert.

a) Zeigen Sie: A\B=An(B.
b) Berechnen Sie mit Hilfe von a):
C(A\B), A\(A\B), An(B\A), AUB\A), A\(AnB), (AUB)\B.

Aufgabe 4.11

A, B seien Mengen. Zeigen Sie, daB die Mengen A\ B und A N B disjunkt sind und ihre
Vereinigung A ist.

Aufgabe 4.12
Geben Sie die Potenzmenge der Menge {QJ, {D}, {F, {J}}} an.

Aufgabe 4.13 Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

a) De P (D), b) DcP (D), ¢) {Dle P(D),
d) {D}cP (D), e) DePP(D), f) {DlePPW),
g) {D)cPPWD).

Aufgabe 4.14

Bilden Sie die Negation folgender Aussagen:

a) Es gibt eine Menge A, so daB fiir alle Mengen X gilt: A ist nicht Element von X, oder X ist
die leere Menge.

b) Jede Menge X hat die Eigenschaft: Wenn X leer ist, dann existiert eine Menge A, die
Element von X ist.
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5. Abbildungen

5.1 Definition

X, Y seien nichtleere Mengen. Unter einer Abbildung f von X nach Y versteht man eine
Vorschrift, die jedem Element von X genau ein Element von Y zuordnet.

Fiir das Tripel (f, X, Y) ist die suggestive Schreibweise f: X —>Y iiblich.

Die Menge X heiBt der Definitionsbereich, die Menge Y der Wertevorrat von f. Das Bild

eines Elementes xe X unter der Abbildung f wird mit f(x) bezeichnet. Hiufig wird die

Zuordnungsvorschrift durch einen quergestrichenen Pfeil angegeben: x ——> f(x).
Ist f(x) =y, so heiBt x ein Original von y oder ein Urbild zu y.

Die Menge graph f := {(x,f(x)) | xe X} heift der Graph der Abbildung f.

Man beachte: "——" steht zwischen Definitionsbereich und Wertevorrat, "——" zwischen
Elementen dieser Mengen.

Statt Abbildung sagt man auch Funktion und nennt dann f(x) den Funktionswert von f an der
Stelle (oder im Punkt) x.

Beispiele und Definitionen

1) Jeder Tip in der Elferwette des FuBballtotos ist eine Abbildung

{S15ees S11} —> {0,1,2}. Jedem der 11 Spiele s;...., 11 wird einer der moglichen
Spielausgénge O (unentschieden), 1 (Sieg der Heimmannschaft) oder 2 (Sieg der Gast-
mannschaft) zugeordnet.

2) Durch g(x) = x + 1 (fiir alle xe N) wird eine Abbildung g: N — N definiert. Die
Schreibweise mit dem quergestrichenen Pfeil erlaubt es, von einer Abbildung zu sprechen,
ohne ihr einen Namen geben zu miissen. Das empfiehlt sich, wenn eine Abbildung nur
einmal erwihnt wird, also spiter nicht mehr auf sie Bezug genommen wird. Man spricht

dann einfach von der Abbildung N —— N, x — x + 1 (fiir alle xe N).

Die quantifizierende Wendung "fiir alle x" gehdrt strenggenommen zur Zuordnungsvorschrift.
Wenn wir sie weglassen, so geschieht das aus Bequemlichkeit. Der Leser kann sie aber leicht
ergiinzen, da der Definitionsbereich einer Abbildung jeweils vor dem einfachen Pfeil notiert
wird. Man beachte, daB dementsprechend die Zuordnungsvorschriften der Abbildungen

NO—"—') No und Z —— No
X x2 X f—> x2

verschieden sind; denn bei der ersten Abbildung ist "fiir alle xe No", bei der zweiten "fiir alle
x€ 2" zu ergénzen.

3) ]Rg —> R, x — \f)_(A, ist eine Abbildung, denn Vx ist eindeutig definiert als die
nichtnegative reelle Zahl, deren Quadrat gleich x ist.

4) Die Addition in R ist eine Abbildung +: R2——RR. Statt +((x,y)) schreibt man iiblicher-
weise x +Yy.

5) X—> X, x — x, heiBt die identische Abbildung von X. Zeichen: idx.
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Zu einer Abbildung gehdren drei Dinge: der Definitionsbereich, der Wertevorrat und die Abbil-
dungsvorschrift. Definitionsbereich und Wertevorrat sind Mengen; was aber ist eine Zuord-
nungsvorschrift ?

Auch die Zuordnungsvorschrift 148t sich auf den Mengenbegriff zuriickfihren. Man identifiziert
dazu die Abbildung(-svorschrift) mit dem Graphen:

Unter einer Abbildung f von einer Menge X nach einer Menge Y versteht man eine Teilmenge
des kartesischen Produkts XxY mit der Eigenschaft:

Abb)  Zu jedem xe X gibt es genau ein ye Y mit (x,y)ef.

Statt (x,y)ef schreibt man f(x) =y.

Bei dieser Definition besteht kein Unterschied zwischen der Abbildung(-svorschrift) und dem

Graphen. Es ist f = {(x,f(x)) | xeX}. Dennoch schreibt man, wenn man die Menge (den Gra-
phen) meint, oft zur Verdeutlichung: graph f.

Eine Abbildung ist also Tripel von drei Mengen. Daraus ergibt sich die Gleichheit von Abbil-
dungen: Zwei Abbildungen (f, X, Y), (g, A, B) (oder in der iiblichen Schreibweise

f: X —> Y, g: A—> B) sind genau dann gleich, wenn gilt: X = A A Y=B A f=g,
d.h. wenn sie den gleichen Definitionsbereich und den gleichen Wertevorrat haben, und wenn
gilt: f(x) = g(x) fiir alle x aus dem gemeinsamen Definitionsbereich.

(Bei der Interpretation der Abbildungsvorschrift als Menge, ist die Bedingung X = A eigentlich tiberfliissig. Denn der
Definitionsbereich ergibt sich als Menge der ersten Koordinaten des Graphen. )

Unterscheiden Sie sorgfiltig zwischen einer Abbildung (oder Funktion) und dem Bild eines
Elementes x (dem Funktionswert an einer Stelle x), also zwischen f und f(x). Am einfachsten
denkt man sich f reprisentiert durch den Graphen; f(x) dagegen ist das Bild von x, der Funk—

tionswert an der Stelle x, bei einer Funktion f: R —> R die Hohe des Punktes (x,f(x)) tiber
der x-Achse.

Unter einer Abbildung konnen verschiedene Elemente des Definitionsbereichs den gleichen
Bildpunkt haben. Eine Abbildung, bei der das nicht passiert, bei der verschiedene Originale
auch verschiedene Bilder haben, nennt man injektiv. Wir werden allerdings die Kontraposition
dieser Aussage formulieren, da sie beweistechnisch leichter zu handhaben ist. Ferner kann es
im Wertevorrat Elemente geben, die kein Original besitzen. Mann nennt eine Abbildung surjek-
tiv, wenn alle Elemente des Wertevorrats ein Original haben, wenn alle Bildpunkte sind.

Definition 5.2
Eine Abbildung f : X —> Y heifit

injektiv, wenn fiir alle x1,x€ X gilt: f(x1) = f(x2) = X1 =Xz
surjektiv, wenn es zu jedem ye Y ein xe X gibt mit f(x) =y.

bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv ist.
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. . ) injektiv . hochstens
Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann { surjektivy, wenn jedes ye Y {mindestens €in
bijektiv genau

. . . . . héchstens
Original besitzt, mit anderen Worten, wenn die Gleichung f(x) = b fiir jedes be Y {mindestens
genau
eine Losung hat.
o~ omdl o
o o o
O~ (] o~ o]
o~
O (o]
weder injektiv noch surjektiv injektiv, aber nicht surjektiv
Oy O o
Oued Oun] o
(o]
o™ o
(4]
surjektiv, aber nicht injektiv injektiv und surjektiv, also bijektiv
L ) injektiven i
Im Pfeildiagramm einer < surjektivenp Abbildung f : X —— Y kommt bei jedem ye Y
bijektiven
héchstens . .
mindestens ¢ ein Pfeil an.
genau

Neben den Pfeildiagrammen benutzt man zur Veranschaulichung von Abbildungen auch Dar-
stellungen, in denen Definitionsbereich und Wertevorrat durch Punktmengen in der Ebene re-
priisentiert werden. (Die Menge der Bildpunkte ist jeweils schraffiert.)

(O ® 1@

weder injektiv noch surjektiv injektiv, aber nicht surjektiv
surjektiv, aber nicht injektiv injektiv und surjektiv, also bijektiv
Beispiele:

1) Die Abbildung f: N — N, definiert durch f(x) = x + 1, ist injektiv; denn fiir alle
xp,x2€ N gilt: f(x1) =f(xp) = x1+1=x+1 = x1=x3. Sie ist aber nicht surjektiv,
denn 1 besitzt kein Original. (Die Gleichung f(x) = 1 hat in N keine Losung.)

}
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2) Die Abbildung g: Z —> Ny, definiert durch f(x) = Ix|, ist surjektiv; denn fiir jedes

be N besitzt die Gleichung g(x) = b, d.h. Ix|= Db, mindestens eine Losung, néimlich b.
Sie ist aber nicht injektiv, denn 1 hat zwei Originale: 1 und —1.

5.3 Definition
Sind zwei Abbildungen f : X ——> Y und g : Y —> Z gegeben, so wird durch
gef(x) := g(f(x)) fiir alle xe X

eine Abbildung gof : X ——> Z definiert, dic Komposition! von f und g. Das Zeichen gef
wird gelesen: g nach f, weil g erst nach f auszufiihren ist.

f g
N £ g
Ot ~ X > Y > Z
o= o= ° X — Z
O O gof
X Y Z
o x l— f(x) > g(f(x))
O = [+
0 X f———— gof(x)
gof

Die Definition Lift sich verallgemeinern: Es geniigt, wenn der Wertevorrat oder sogar nur die
Menge aller Bildelemente der ersten Abbildung im Definitionsbereich der zweiten Abbildung
enthalten ist, wenn also jeder ankommende Pfeil Anschlu8 hat.

Beispiele:

Esseif: R — R definiert durch f(x) =x + 1 und g:R — R durch g(x) = x.

(f addiert 1, g quadriert.) Dann ist gef: R ——> R mit gef(x) = gf(x)) = g(x+1) = (x+1)?
und feg: R — R mit fog(x) = f(g(x)) = f(x?) =x2 + 1.

(gof addiert erst 1 quadriert dann; feg quadriert erst und addiert anschlieBend 1. Die in einer
Komposition rechts stehende Abbildung wird zuerst ausgefiihrt!)

= Die Komposition von Abbildungen ist nicht kommutativ.

Weiter ist fof (x) = ff(x)) =f(x+1)=(x+1)+1=x+2und gog(x) = g(g(x)) = g(x?) =
x2)? =x4.

Wir beweisen nun die wichtigste Eigenschaft der Komposition:

5.4 Satz

Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ:
Istf:: X—> Y, g Y— Z, h: Z——> W, dann gilt (heg)ef = he(gef).

Wir konnen daher die Klammern weglassen und einfach hegef schreiben, ohne Verwechs-
lungen befiirchten zu miissen.

1 Nacheinanderausfiihrung, Verkettung
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Beweis:

(heg)ef und he(gef) sind Abbildungen von X nach W. Um nachzuweisen, da diese beiden

Abbildungen gleich sind, miissen wir zeigen, da (heg)ef (x) = he(gef)(x) fiir alle xe X gilt.
Es sei also xe X. Dann ist (hog)of (x) = (heg)(f (x)) = h(g(f(x)))= h(gef(x))

= he(geH(x). O

Beispiele:

Die Abbildungen f,g,h,k von R nach R seien definiert durch f(x) =x + 1, g(x) = x2, h(x) =
2x, k(x) = 5. Alle Kompositionen dieser Abbildungen sind wieder Abbildungen von IR nach
R, und es gilt fiir alle xe R:

hegef(x) = heg(x + ) =h((x + 1)2) =2 (x + 1)2,

gohef(x) = geh(x + 1) = g2 (x + 1)) =4 (x + 1)2,

fofoh(x) = fof(2x) = f(2x + 1) =2x + 2,

gehoh(x) = 16x2, koheg(x) =5, fokeh(x) =6, gefek(x) = 35.

5.5 Satz

Esseif: X—> Y, g: Y ——> Z.Dann gilt:

a) Sind f und g injektiv, so ist auch gef injektiv.
b) Sind f und g surjektiv, so ist auch gef surjektiv.
¢) Sind fund g bijektiv, so ist auch gof bijektiv.

Beweis:

a) fund g seien injektiv. Dann gilt fiir alle x;,x2€ X:
gof(x1) = gof(x2) = g(f(x1)) = g(f(x2)
= f(x1) =f(x3) (weil g injektiv)
= X1=Xp (weil f injektiv)

b) fund g seien surjektiv. Es sei ze Z. Da g surjektiv ist, existiert ein ye Y mit g(y) =z. Daf
surjektiv ist, existiert ein xe X mit f(x) = y. Also ist gof(x) = g(f(x)) = g(y) =z, d. h. x ist
ein Original von z unter gef.

c) folgt aus a) und b). J

5.6 Satz
Es sei f: X —> Y und g: Y —— X. Gilt gof = idx, dann ist f injektiv und g surjektiv.

Merke: Die innen stehende Abbildung ist injektiv.

Beweis:
1) fistinjektiv, denn fiir alle x;, x2€ X gilt: f(x1) =f(x2) = gf(x1) = gf(x2))
= gof(x)) = geof(x2) = idx(x1) = idg(x2) = X1 =X2.

2) g ist surjektiv, denn fiir xe X gilt x = idg(x) = gef(x) = g(f(x)) = x und f(x)e Y, d.h. f(x)
ist ein Original von x unter g.
L
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5.7 Definition .
Gibt es zu einer Abbildung f: X —> Y eine Abbildung g: Y —> X mit
gof =idx und feg =idy,
so heiBt g eine Umkehrabbildung oder eine Inverse zu (oder von) f (und f heilt umkehrbar
oder invertierbar ).

5.8 Satz
a) Eine Abbildung ist genau dann umkehrbar, wenn sie bijektiv ist.

b) Zu einer Abbildung f: X —> Y gibt es hochstens eine Umkehrabbildung.
Wir diirfen also im Falle der Existenz von der Umkehrabbildung oder von der Inversen von f sprechen und
das Zeichen f! einfiihren.

Beweis:

a) Ist f: X —> Y invertierbar, so gibt es eine Abbildung g: Y — X mit gef =idx und

fog = idy. Nach Satz 5.6 folgt aus gef = idx die Injektivitiit von f und aus fog = idy die
Surjektivitit von f.

Ist umgekehrt f: X ——> Y bijektiv, dann gibt zu jedem ye Y genau ein xe X. Daher wird
durch

gly)=x = f(x)=y

eine Abbildung g: Y — X definiert, und es gilt

gef(x) = g(f(x)) = g(y) = x fiir alle xe X, d.h. gof =idx und
fog(x) = f(g(x)) = f(x) = y fiiralle ye Y, d.h. fog= idy.
Die Abbildung g: Y — Xist also invers zu f.

b) Esseif: X—> Y.
g Y — X sei eine Inverse zu f. Dann gilt gof =idx.
h: Y — X sei eine Inverse zu f. Dann gilt foh =idy.

gofoh = (gof)eh = idxeh = h} = g=h D

Dann folgt gefoh = ge(foh) = geidy = g

5.9 Satz

a) f: X —> Y sei bijektiv und f1: Y — X die Umkehrabbildung von f. Dann ist auch
f-1: Y —> X bijektiv, und es gilt (f1)1 =£.

b) f: X —> Y sei bijektiv und f'l: Y — X die Umkehrabbildung von f,
g: Y — Z sei bijektiv und g'1: Z— Y die Umkehrabbildung von g.
Dann existiert die Umkehrabbildung von gef: X —> Z, und es ist (gof)-! = flogl.

Beweis:

a) Istfl: Y —> X die Umkehrabbildung von f: X — Y, s0 gilt f-1of = idx und fof-1 =
idy. Daher ist auch f: X —— Y die Umkehrabbildung von f1: Y — X, dh. (f1)yl=
f.
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b) Nach Voraussetzung gilt f-1of = idx und fef-! = idy sowie g-log = idy und gog-! = idz.
Dann ist f-leg-1: X —— Z ist die Umkehrabbildung von gef: X ——> Z; denn es gilt
flog-logef = f-lo(glog)ef = f-leidyef = flof = idx und gofoflogl = go(fof-1)eg-l
= geidyeg! = geg'! = idy. Daher ist (gof)! = f-log-l, |

Wir wollen nun die Umkehrabbildung einer bijektiven Abbildung f: X —— Y bestimmen.
Da f bijektiv ist, gibt es zu jedem ye Y genau ein xe X mit f(x) = y. (Die Gleichung f(x) = y
besitzt fiir jedes ye Y genau eine Losung x.)

Definiert man f-1; Y —— X durch

f1(y) =x :¢ f(x) = y fiir alle ye Y2,

dann gilt sowohl f(f1(y)) = y als auch f-1(f(x)) = x.

Beispiele:

1) Die Abbildung f: R ——> R, definiert durch f(x) = ax + b, ist fiir a # 0 bijektiv. Fiir
ye Y hat die Gleichung f(x) = ax + b =y die Losung x =§(y ~b). Dem ye Y muB also

durch die Umkehrfunktion das Element x =§ (y — b) zugeordnet werden:

f-i(y) = i (y — b) fiir alle ye Y. Ersetzt man den "Dummy" y durch den "Dummy" x, lautet
die Zuordnungsvorschrift der Umkehrfunktion (in gewohnter Weise):
£1(x) = ﬁ-(x _b) fiir alle xe Y.

2) Die Abbildung g: R\(3} —— RV(0} mit g(x) =~ ist bijektiv. Aus y = —L folgt x =
;1; + 3. Dabher gilt fiir die Umkehrabbildung g-1: R\{0} — R\{3}:
gly) = ;1,-+ 3 fiir alle ye R\{0}, nach "Dummy-Austausch” also g-1(x) =x-1-+ 3 fiir alle
xe R\{0}.

3) Die Abbildung f: R\{0} ——> R\{0}, definiert durch f(x) =% ist zu sich selbst invers: fof

=idr\o}. (Daher ist im kartesischen Koordinatensystem der Graph von f symmetrisch zur
Winkelhalbierenden des 1. und III. Quadranten.)

Wenn sich eine bijektive Abbildung als Komposition einfacher Abbildungen darstellen 1iBt,
deren Umkehrabbildungen man kennt, kann man die Umkehrfunktion unmittelbar nach 5.13a
angeben: Die Abbildung g aus Beispiel 2 subtrahiert erst 3 und bildet dann den Kehrwert. Die
Umkehrabbildung bildet erst den Kehrwert und addiert dann 3, also

g1(x) =$+ 3.

2 In der Sprache der Graphen bedeutet das: (yx)ef!:@ (x,y)ef, d.h. graph ! entsteht aus graph f
durch Spiegelung an der Winkelhalbierenden des I. und 11, Quadranten (an der Diagonale {(x,x) | xe R}
des kartesischen Produkts RxR).
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Aufgaben

Aufgabe 5.1
Es sei X = {1,2}. Welche der folgenden Mengen ist Graph einer Abbildung von X nach X?
(LD, 1, 1,2}, (D}, ((1L2), 2D}, AxA, (LD, 22}

Aufgabe 5.2
Geben Sie alle Abbildungen an
a) von@nachY, b) vonXnach@, ¢) von {D}YnachY, d) von X nach {J}.

Aufgabe 5.3

Es sei X = {0}, Y = {1, 2}.

a) Geben Sie die Pfeildiagramme aller Abbildungen von X nach X, von X nach Y, von Y nach
X und von Y nach Y an.

b) Welche dieser Abbildungen sind injektiv, surjektiv oder bijektiv?

c¢) Geben Sie bei bijektiven Abbildungen die Umkehrabbildung an.

Aufgabe 5.4

a) Geben Sie alle Abbildungen von X = {0,1,2} nach Y = {0,1}.
b) Welche der Abbildungen sind injektiv, surjektiv, bijektiv ?

¢) Geben Sie von bijektiven Abbildungen die Umkehrabbildung an.

Aufgabe 5.5
Geben Sie eine nicht surjektive Abbildung f: X ——> Y und eine nicht injektive Abbildung
g:' Y — Z so an, daB die Komposition gef bijektiv ist.

Aufgabe 5.6
Schreiben Sie die Bedingungen der Injektivitit und der Surjektivitit mit Hilfe von Quantoren,
und bilden Sie jeweils die Negation.

Aufgabe 5.7
Essei R* ;= {x1xe R, x>0}. Firxe R seiq(x) : = x2. Ist q injektiv, surjektiv, bijektiv,

wenn ) : R —> R, b) ¢ R —> R, ©) ¢ R*—> R, d) @ R" —> R"?
Bestimmen Sie gegebenenfalls die Umkehrfunktion.

Aufgabe 5.8

Welche der folgenden Abbildungen sind injektiv, surjektiv oder sogar bijektiv? Bestimmen Sie
bei bijektiven Abbildungen die Umkehrabbildung.

a) £ R —— R mit f(x)=x3

b) 1 R ——> R mit f(x) = x4

¢) f: R —— R{ mit f(x) =x*
d f R ——> R mit fx)=-x-1

2
o £R— R mit 0= {3 {3 o

f) fR—> R mit f(x) = x2 - x,

g) £ R —— Ry mit f(x)=Ixl, (EsistRg = (x1xeR,x20).)

h) f: R ——> Ry mit f(x)=1x-11,

) £ Rj —— R mit f(x)=vx, (Va ist definiert als die positive Losung
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) R —— R mit f(x)=+IxI, der Gleichung x¢ = a.)
k) f: R0} —> R\{1} mit fx)=1-,
D R ———> Z mit f(x) =[x], ([x] bezeichnet die gréBte ganze Zahl, kleiner oder gleich x .)

m) f: R ——— [0,1] mit f(x) =x-[x]. Esist[0,1[:={x!xeR,0<x<1})

Aufgabe 5.9
Beweisen Sie: Jede streng monotone Funktion f: R —— R ist injektiv.

Aufgabe 5.10

Untersuchen Sie die folgenden Abbildungen auf Injektivitit und Surjektivitiit. Bestimmen Sie
im Fall der Bijektivitit die Umkehrabbildung, im Fall der Injektivitdt nach geeigneter Verklei
nerung des Wertevorrats.

a) f: R —— R, definiert durch f(x) = ax + b mit a,be R,
b) g R\{b} —— R, definiert durch g(x) =>—

¢) h: PX)— P(X) (X eine Menge), definiert durch h(A) = X\ A fiir alle Ae P (X).

f) mit a,be R,

Aufgabe 5.11
Es sei f: Rj —> Ry definiert durch f(x) = Vx und g: R; —— R durch
g(x) =x2+2x + 1. Berechnen Sie gef und fog.
Aufgabe 5.12
, 2x, fir0<sxs<;}
Die Abbildung f: [0,1] ——> [0,1] werde definiert durch f(x) := . .
2-2x, firs-<x <1

Wie sieht der Graph von fefe ... of aus?

——a s
n-mal
Aufgabe 5.13
Es sei f: A——> B, g: B—> C. Dann gilt:
a) gef injektiv = finjektiv,
b) geof surjektiv = g surjektiv,
c) gof bijektiv = finjektiv und g surjektiv.
Aufgabe 5.14

Geben Sie fiir die folgenden Funktionen Definitionsbereich und Wertevorrat (mdglichst grof})
so an, daB sie bijektiv sind, und bestimmen Sie den Term der Umkehrfunktion:

2) fx)=-3x+7, b) g=1-2, ¢ h(x) =5, d) i(x) = (x + 5)3 - 10,
9 ==X, Hk@=G-49 ©pW=523, b =277,
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6. Die natiirlichen Zahlen, vollstindige Induktion

Bevor wir die vollstindige Induktion behandeln, wollen wir eine niitzliche Schreibweise einfiihren. Es ist iiblich
und zweckmiBig eine Summe mit vielen Summanden abgekiirzt zu schreiben, indem man das Summenzeichen
benutzt.

Eine Summe der Form a,, + a,,,; +. .. + a, schreibt man mit Hilfe des Summenzeichens:

n
2 a;. (Eine einwandfreie Definition des Summenzeichens geben wir am Ende dieses
i=m .
Kapitels.) Natiirlich ist es erlaubt, anstelle von i einen anderen Summationsindex, etwa j oder

n
k, zu wihlen, d.h. 2 a; = i a = i ay.

i=m j=m k=m

6.1 Rechenregeln:

1) ¢ Y a = ca 2) iai*’ibi =i(ai+bi)

i=m i=m i=m i=m i=m
n § n S . s n
3) (2 ai)'(X b;) = > (2 ab;) = > (Z a;b;)
1=m j=r i=m j=r j=r i=m
n n+r n-r
4) Z a; = Z a, = Z A,y (Indextransformation)
i=m i=m+r i=m-r

1) folgt aus dem Distributivgesetz, 2) aus dem Kommutativgesetz, 3) aus diesen beiden Gesetzen.
4) Bei der Indextransformation erfordert eine Subtraktion von den Grenzen eine Addition zum Index und analog
eine Addition zu.den Grenzen eine Subtraktion vom Index.

Beispiel:

M=

FirneNsei spj:=2 i = 1+2+..+n

]
—

i

a) Wir berechnen die Summe direkt (nach der Methode des kleinen GAUSS):

Sn 1 + 2 +...+(@]) + n
[ n +@mH+, . .+ 2 + 1

2s, =@+ + @) +... + @)+ @D =n@+1), s =50@+D)

b) Berechnung durch Indextransformation:

n n n n-1
Sa+12- Y2 =Y (+12- 2 G+ =@+1? -1
i=1 i=1 i=1 i=0

n n

i(i+1)2~ iiz = i((i+1)2—i2)= zn‘,(zi+1)= 2Y i+ 3,1 =2s,+n
i=1 i=1 i=1 =1

i=1 i=1

Also 2s, =@+ 12 -1-n=@+1)2 -(n+1)=n(@+1)

Die natiirlichen Zahlen werden charakterisiert durch die PEANO-Axiome. (In einem axiomatischen
Aufbau der Mengenlehre sind diese "Axiome” beweisbar.) Eines dieser Axiome ist das Induktionsaxiom.



Hat eine Teilmenge T von N die beiden Eigenschaften
Indl) OeT, Ind2) neT = n+leT,

so ist T = N,

Dieser Satz liefert die Grundlage fiir die Beweismethode der vollstindigen Induktion:

6.3 Satz (Beweismethode der vollstindigen Induktion)

Um eine Aussage der Form /§ Pn zu beweisen, braucht man nur zu zeigen:
NE Ny

(1) PO (ist wahr) Induktionsanfang

() n& (Pn = P(n+1)) Induktionsschritt (oder Induktionsschluf)
0

Beweis:

Die Menge T := {n | ne Ny A Pn}, die Menge derjenigen natiirlichen Zahlen, fiir die die Aus-
sage Pn wahr ist, ist eine Teilmenge von N,

Indl) Wegen PO gilt O T.

Ind2) AusneT, d.h. aus ne Ny A Pn folgt n+le Ny A P(n+1), also n+leT.

Daher ist T = N, die Aussage Pn ist fiir jede natiirliche Zahl wahr. 1

Beispiel:
n

FiralleneN ist 3,i =3n(@+1).
i=1

Beweis durch vollstindige Induktion:

n
Wir wihlen fiir Pn die Aussageform 2 i=

i=1

(1) Plbedeutet 1=3 -1-2, ist also wahr.

1
5n(n+1).

n n+1 n
@) AusPn,n21,dh Y i =in@m+1),folgt X i=i + @+D
=1 i=1 i=1
n+1) + @+1= 35 (+1) (n+2), alsoP(a+1).

N

1
2

Als Induktionsanfang kann statt 1 eine beliebige natiirliche Zahl nye N, sein.

Um eine Aussage der Form /}\q Pn zu beweisen, braucht nur gezeigt zu werden:
ne Ng
n2ng

(1) Pn, und (2)Pn = P(n+1) fiir alle n 2 n,

6.4 Ahnlich wie in obigem Beispiel beweist man die Summenformeln fiir die ersten n
Quadratzahlen, Kubikzahlen, ungeraden Zahlen:
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n n n
kzllﬂ = tn (n+1) 2n+1), k}_:l k3 =% n2 (n+1)2, kZl(zn — 1) = n2|.

oder die Summenformel fiir die ersten n+1 Glieder einer geometrischen Reihe:

n
~ qn+l
6.5 FirqeR,q# 1,gilt Y gk = l—l—f]_—q— fiir alle ne N.
k=0
Induktionsschritt:
li‘j k (i k) n+l l—g“” n+l 1_qn+l+qn+l_qn+2 l_qn+2
=R J R T TR 1-4 S l-a

6.6 Wir vermerken weiter die wichtige Bernoullische Ungleichung:
Fiir jede natiirliche Zahl n = 2 und alle von Null verschiedenen reellen Zahlen x > -1 ist

1(71+x)“> 1+nx|

Induktionsschritt:
(1+x)P>1+nx = 1+x)"1> 1 +nx)(1+x) =1+ @+ Dx+nx2> 1 + (n+1)x

6.7 Die Binomialkoeffizienten (ﬂ) = - :n- 21)(' oo k4 D) ke Np)

stehen in der n-ten Zeile des PASCALschen Dreiecks (0! := 1). Es gilt:

O ()= g =(" ) firosk<nund (3)=0 furk>n

(i) (k " 1) + (E) = (“ : 1) (Diese Identitit benutzt man bei der Berechnung der
Binomialkoeffizienten mit Hilfe des PASCALschen Dreiecks.)

Beweis:
(i) klar

(i) (k21)+(£)=(k21)+(k21)n—__1l:i—l=(k21)(1+'E:'kk’i‘1)
=(k21)nl-:l=(nltl) J

6.8 Satz (Binomischer Satz)
Ist a,be R, so gilt fiir alle ne N

n
(@+byn=an+ ('11) an-1b + (g) am2p2 + ..+ (n E l) ab"-l 4 bn = 2 (lr:) an-kpk
k=0

Aus dem binomischen Satz folgt

fra=1,b=1  (D)+()+(G)+.. .+ ()=
fra=tb=-1  (O)-(D)+()-+ ..+ (})=0 @D

Den binomischen Satz beweisen wir durch vollstindige Induktion:

Fiir n = 0 ist die Aussage richtig.
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n
Induktionsschritt: (a +b)* = 2 (;:) ankpk = (a+bytl=(a+b)(a+b)"
k=0
n n n
=(a+b Ny an-kpk = Ny an-k+lpk 1) an-kpk+1
a )Z(.)(k)a kzzo(k)a +k§6(“)a
n n-1
— an+l 4 IZ:I (E) ankHpk 4 Z(') (E)’amkbkﬂ + b+l
n n
= antl 4 Z‘l (ﬁ) ank+lpk 4 Z{ (k n 1) an-kelpk 4 potl

n .. n
= g+l 4 Z ((l!:) + (k E l)) an-k+lpk 4 pn+l (1=1) an+l 4 2 (nl-l(-l) an-k+lpk 4 pn+l
k=1 k=1
n+l

- Z (nltl) an-kHlpk O
k=0

Unter einer rekursiven Definition versteht man eine Definition mit Hilfe des Induktions-
prinzips. Wir geben einige Beispiele:

1) n! wird fiir alle ne N rekursiv definiert durch: 0! := 1, (n + ! :=n!-(n + 1) fiir alle
ne No.

Nach dem Prinzip der vollstindigen Induktion ist n! fiir alle ne N definiert.

2) an wird fiir alle ne N rekursiv definiert durch: a0 :=1, a™*! :=aa fiir alle ne N,

3) Das Summenzeichen wird sauber rekursiv definiert durch:
n+l

1 n
Z a:=a;, D8 = Q. a) +a,,; firalleneN.
i=1 i=1 i=1

Analog definiert man das Produktzeichen:
n+l

1 n
[Ta:=2. [Ma = (IT 2 - ans: firalleneN.
i=1 i=1 i=1

Fast alle Programmiersprachen verstehen rekursive Definitionen.
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Aufgaben

Aufgabe 6.1

Schreiben Sie mit Hilfe des Summenzeichens

a) -5-2+1+4+7+10+13+16+19

b) 1+2+4+7+11+16+22+29+37

¢) 1-4+7-10+13-16+19-22,

d) 21-42+63 -84+ 105126+ 147 - 168,

©) Z%g+5%;+£§ ;%—9—+8~110+9-111+10%12+11%13'

Aufgabe 6.2
Vereinfachen Sie:
100 100 50 50
) Yl _ Y2 b) 23,m + 3 (2+1),
=2 k=2 =1 =1
200 . 00 " '
c)jgij-(j+2) - Zﬁ 241
Aufgabe 6.3

n n
Berechnen Sie 2 k2 und 2 k3 durch Indexverschiebung.
k=1 k=1

Aufgabe 6.4
Beweisen Sie die Verallgemeinerung der 3. binomischen Formel:
antl _pntl = (an +amlb+...+bn) (a-b) fiirallea,be R, neN.

Aufgabe 6.5
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion nach ne N:

2) iki" =bh@+n@n+.
k=1

b) 12-22+32-42+-...—(20)2+@2n+ D2=m+1)@2n+1).
¢) Beweisen Sie b) mit Hilfe von a). Hinweis: (2k)2=4Kk2.

d) Die Summe der ersten n ungeraden natiirlichen Zahlen ist nZ,

n n 2
o 2 k=(3 k)
k=1 k=1
Aufgabe 6.6

n
Beweisen Sie firalleneN: Y, = = 2 -2t2
&~ 2 2
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Aufgabe 6.7

Welche der folgenden Aussagen ist richtig?

A 1-1'+22!'+33!'+..+nn! = (n+l)! +1 fiiralle neN,
B) 1.1!'+22!+33'+..+nn! = (n+1)! -1 fiir alle ne N.

a) Beweisen Sie die richtige Aussage durch vollstindige Induktion.

b) Zeigen Sie, daB sich auch bei der falschen Aussage der SchluB von n auf n+1 durchfiihren
14Bt. Warum hat dieser Schlu8 allein keine Beweiskraft?

Aufgabe 6.8
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n die Aussage
3 5 7 2n+1 1
1

+ + ...+ =1- wabhr ist.
12.22  22.32  32.42 n2.(n+1)2 (n+1)2

Aufgabe 6.9
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB sich fiir alle natiirlichen Zahlen n

n2 + n + 2 (ohne Rest) durch 2 teilen 148t

Aufgabe 6.10
Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, daB fiir alle natiirlichen Zahlen n

n3 + (n+1)3 + (n+2)3 (ohne Rest) durch 3 teilbar ist.

Aufgabe 6.11 ,
Beweisen Sie: Das Produkt je vier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist (ohne Rest)

durch 24 teilbar.

Aufgabe 6.12
Die Folge der FIBONACCI-Zahlen f: N ——> N wird rekursiv definiert durch £(0) =0,

£f(1) = 1 und f(n + 2) = f(n + 1) + f(n). Zeigen Sie, daB fiir jedes ne N gilt:

1 1-vs
f(n) = «ILE (¢ *fs)“ - 5.
Aufgabe 6.13
Esseine N, xe R, 0 <x < 1. Dann gilt (1 —x)"<—1—;1n—x.
Aufgabe 6.14

Beweisen Sie fiir ne N
. n .
a) g(l:l)=(?}j§)7 b)go(r;”)=(r+?l+l), re R.

Aufgabe 6. 15

Fiir welche natiirlichen Zahlen gelten die folgenden Ungleichungen
a) 2n<n!, b) 2n+ 1 <n? c) n2<2n
Beweisen Sie Thre Behauptungen durch vollstindige Induktion.
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7. Kombinatorik

Fiir den folgenden Satz bendtigen wir ein einfaches Multiplikationsprinzip:

Wenn eine Folge von r Entscheidungen ansteht, und es

fiir die erste Entscheidung  N; Mdoglichkeiten,
fiir die zweite Entscheidung N; Moglichkeiten,

fiir die r-te Entscheidung N Moglichkeiten gibt,
dann gibt es fiir die Gesamtentscheidung Ni-Np- ... Ny Moglichkeiten.

Beweis durch vollstindige Induktion nach der Anzahl r der Entscheidungen.

7.1 Satz

A = {ay,...,an}, ne N, sei eine n-elementige Menge (kurz: n-Menge) und ke Ny. Dann
k6nnen aus (den Elementen von) A hergestellt werden:

a) n! Permutationen (Anordnungen, Reihenfolgen),

b) (Wk:=n(n-1)(n-2) ...-(n—k+1) k-elementige geordnete Teilmengen (kurz:
geordnete k-Teilmengen, k-Ketten), (n)o :=1,

c) (12) 1= (n% k-elementige Teilmengen (kurz: k-Teilmengen),

d) 27 Teilmengen (einschlieBlich der leeren Menge),
e) nk k-Tupel.

Nach a) gibt es n! bijektive Abbildungen einer n-Menge auf sich.
Nach b) gibt es (n)x injektive Abbildungen einer k-Menge in eine n-Menge.

Nach €) gibt es nk Abbildungen einer k-Menge in eine n-Menge.

Jede Teilmenge von A 1Bt sich als geordnete Menge auffassen, bei der sich die Elemente in
einer ausgezeichneten Ordnung befinden, etwa nach steigenden (oder auch nach fallenden)

Indizes geordnet. Nach ¢) gibt es (E) geordnete k-Teilmengen, bei denen die Elemente nach
steigenden Indizes geordnet sind.

Beweis:

ww 1 1+ 1 ----- |

n nl n2 n-k+1

Wir stellen uns k Kistchen vor, in die wir k Elemente von A legen wollen. Fiir das erste
Kiistchen stehen alle n Elemente zur Wahl. In jedem dieser Fille bleiben fiir das zweite
Kiistchen n — 1 Elemente, fiir das dritte Kistchen jeweils n—2 Elemente usw. Fiir das k-te
Kistchen stehen jeweils noch n—k + 1 Elemente zur Verfiigung.

Es gibt also n-(n—1)-(n-2)-... -n—k+1) =: (n)x mdgliche Belegungen.
(Welches Ergebnis erhilt man im Fallk > n 7

a) folgtausb) firk=n.
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Nacl} b) gibt es (n)k geordnete k-Teilmengen. Wir teilen sie in Klassen ein. Eine Klasse
soll jeweils genau diejenigen geordneten k-Teilmengen enthalten, die dieselben Elemente
haben, sich also nur in der Anordnung der Elemente unterscheiden. Nach a) gibt es k!

mogliche Reihenfolgen; jede Klasse hat also k! Mitglieder. Daher gibt es WS

n ——
kt ©

nn-1DmMm-2)...(n-k+1)
k!

Oder in umgekehrter Richtung argumentiert: (E) bezeichne die noch unbekannte Anzahl
der k-Teilmengen einer n-Menge. Aus jeder k-Teilmenge gibt lassen sich k! geordnete k-

Teilmengen herstellen. Man erhilt so ({:)-k! geordnete k-Teilmengen. Nach b) ist
¢)x = @x.

Fiir jede Koordinate eines k-Tupels gibt es n Moglichkeiten.

= (2) Klassen, d.h. k-elementige Teilmengen.

Wir denken uns jede Teilmenge durch ein n-Tupel charakterisiert, das nur Nullen und
Einsen enthiilt (¢ine Dualzahl der Linge n). Eine Eins oder Null an der i-ten Stelle gibt an,

ob das Element a; zu der Teilmenge gehort oder nicht. Es gibt also 27 n-Tupel mit
Elementen der Menge {0,1}.

Ein anderer Weg: Man erhilt alle Teilmengen einer n-Menge, wenn man die 0-elementigen,

1-elementigen, 2-elementigen, . . . , n-elementigen Teilmengen bildet. Das sind nach c)

(8)’ (lll), e ,(2) . Aus dem binomischen Satz}gl (E) = 2n, 0

Als Anwendung beweisen wir die Eigenschaften der Binomialkoeffizienten 6.7 (i) und (i1)
sowie den binomischen Satz 6.8 durch kombinatorische Argumente:

()] (l‘:) = (n E k) fiir alle k mit 0 <k <n. Es gibt genau so viele k-elementige Teilmengen

einer n-Menge wie (n - k)-elementige Komplemente dieser Teilmengen.

(i) (kE 1)+(E)=(n;l) firl<k<n.

Die k-Teilmengen einer (n+ 1)-Menge lassen sich einteilen in solche, die ein bestimmtes
Element enthalten, und solche, die es nicht enthalten. Mengen, die es enthalten, bestchen
aus diesem Element und einer (k— 1)-Teilmenge der n-Menge ohne dieses Element.
Mengen, die es nicht enthalten, sind k-Teilmengen der n-Menge ohne dieses Element.

9.9) Beim Ausrechnen von (a + b)" = (a + b)-(a + b)-...-(a + b) treten nur Produkte aus n

Faktoren auf, die gleich a oder b sind, z. B. (chne Benutzung des Kommutativgesetzes)
baabab...b. Jedes dieser Produkte lé8t sich eindeutig durch eine Teilmenge von {1,2, ...
,n} beschreiben, die die Plitze angibt, auf denen b steht, im Beispiel {1,4,6, ... ,n}.
Aufgrund des Kommutativgesetzes lassen sie sich zusammenfassen; das Produkt ankbk
kommt so oft vor, wie es k-Teilmengen von

(1,2, ... .n} gibt, also (})-mal. Q
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Aufgaben

Aufgabe 7.1

a) In Berlin sind die Telefonnummern siebenstellig. Fiir wie viele Anschliisse reichen die
Telefonnummern aus? (Beachten Sie, dal am Anfang keine O stehen darf.)

b) Ineiner Stadt mit 200 000 Einwohnern besitzt jeder dritte ein Telefon. Die Telefonnummern
bestehen aus den Ziffern 0 bis 9, wobei die 0 nicht als erste Ziffer vorkommen darf. Wie
viele Stellen miissen die Telefonnummern mindestens haben?

c) Wie viele sechsstellige Telefonnummern gibt es, bei denen jede Ziffer hochstens einmal
vorkommt? (Beachten Sie, daB am Anfang keine O stehen darf.)

Aufgabe 7.2 _

An einem Radrennen nehmen 10 Fahrer teil.

a) Alle erreichen unterschiedliche Zeiten. Auf wie viele Arten kénnen die ersten drei Plitze
belegt werden?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, wenn auch die Fille beriicksichtigt werden, in denen zwei
oder mehr Fahrer zeitgleich das Ziel erreichen?

Aufgabe 7.3

n Kugeln mit den Nummern 1bis n liegen in einer Urne. Nacheinander werden k Kugeln (k<n)
gezogen; dabei wird

a) die jeweils gezogene Kugel nicht zuriickgelegt;

b) die jeweils gezogene Kugel wieder zuriickgelegt.

Wie viele Méglichkeiten gibt es in den beiden Fillen?

Aufgabe 7.4

a) Wie viele dreistellige Zahlen (erste Ziffer keine Null) gibt es, deren Ziffern alle gerade
(ungerade) sind?

b) Wie viele dreistellige Zahlen haben eine gerade Einerziffer, eine ungerade Zehnerziffer und
eine durch 3 teilbare Hunderterziffer?

¢) Wie viele dreistellige Zahlen bestehen aus drei verschiedenen Ziffern?

Aufgabe 7.5
Beim Morsen verwendet man nur die Zeichen "Punkt" und "Strich" Wie viele Worter hochstens
der Linge fiinf sind moglich?

Aufgabe 7.6

Sechs verschieden gefirbte Kugeln sollen in 10 durchnumerierte Késtchen gelegt werden,
wobei in einem Kistchen hichstens eine Kugel liegen darf. Wie viele Arten gibt es, die Kugeln
unterzubringen?

Aufgabe 7.7
Auf wie viele Arten kann man 8 Tiirme auf ein Schachbrett setzen, ohne daB sie sich ge-
genseitig bedrohen?

Aufgabe 7.8

Aus fiinf Ehepaaren wird durch Los ein AusschuB aus vier Personen ausgewdhlt.
a) Wie viele verschiedene Ausschiisse sind moglich?

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, zwei Frauen und zwei Manner auszuwihlen?
¢) In wie vielen Fillen werden nur Miénner oder nur Frauen ausgewdhlt?

d) In wie vielen Fillen besteht der AusschuB aus zwei Ehepaaren?
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Aufgabe 7.9
Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, die Karten eines Skatspiels auf die drei Spieler
und den Skat zu verteilen?
Aufgabe 7.10
(8,8)
A wohnt in (0,0) und arbeitet in
(8,8). Sein Arbeitskollege B wohnt
in (4,4). A fihrt jeden Morgen zur
Arbeit und nimmt B mit. Wie viele
Wege kann er benutzen, ohne einen
Umweg zu fahren?
(4,4)
(0,0)
Aufgabe 7.11
Auf wie viele Arten lassen sich die Felder eines
4 X 4 - Brettes einfirben, wenn
a) nurdie Farben Schwarz und Weil zur
Verfiigung stehen,
b) 2 Felder schwarz, 4 weiB und 10 rot gefirbt
werden?
Aufgabe 7.12

Wie viele Teiler hat die Zahl 1960 = 23.5-72?

Aufgabe 7.13
Wie oft tritt beim Ausmultiplizieren von (a+b)?’ der Summand allbl6 auf?

Aufgabe 7.14 _
Bei wie vielen aller moglichen Tips eines (6 aus 49)-Zahlenlottos sind mindestens zwei der
angekreuzten Zahlen benachbart?

Aufgabe 7.15

10 Ehepaare veranstalten eine Tanzparty. Wie viele Tanzpaare sind moglich, wenn Ehepaare
nicht miteinander tanzen diirfen?
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8. Der Korper der reellen Zahlen

Die reellen Zahlen bilden die Grundlage fiir die Analysis. Bei einem systematischen Aufbau, in dem die natiirli-
chen Zahlen innerhalb einer axiomatischen Mengenlehre konstruiert bzw. durch die PEANO-Axiome charakte-
risiert werden, konstruiert man R aus N iiber Z und Q (Aufbau des Zahlensystems). Wir miissen aus Zeitman-
gel auf diesen lehrreichen Weg verzichten und beginnen gleich mit einer axiomatischen Charakterisierung der
reclien Zahlen.

Die reellen Zahlen bilden einen (ordnungs-)vollstindigen angeordneten Korper, den wir ¢ben-
fal'{l§\n/1\it_lB\ bezeichnen. Die Eigenschaften der reellen Zahlen werden beschrieben durch die

~Korperaxiome, die Axiome der Anordnung und das Vollstindigkeitsaxiom. Die Korperaxiome
charakterisieren die algebraische Struktur der reellen Zahlen.

—— —

8.1 Korperaxiome

R ist ein Korper, d.h. in R sind zwei (innere) Verkniipfungen (Addition und Multiplikation)
RxR — R RxR — R
xy) |— x+y x,y) — x'y

erklirt, die folgende Eigenschaften haben:

Al a+(Mb+c)=@+b)+c fiir alle a,b,ce R.

A2) a+b=b+a fiir alle a,be R.

A3) Es gibt eine Zahl 06 R mita + 0 =a fiir alle ae R.

A4) Zujedem ac R existiert eine Zahl —ae R mit a+(-a) =0.

M1) a- (bc) = (a-b)-c fiir alle a,b,ce R.

M2) a-b=ba fiir alle a,be R.

M3) Es gibt eine Zahl le R mita-1 =a fiir alle acR.

M4) Zu jedem ac R\{0} existiert eine Zahl ale R mitaal=1.

a-(b+c)=ab+ac fiir alle a,b,ce R.

Statt "a-b" schreibt man meistens nur "ab".

A1, M1 sind die beiden Assoziativgesetze, A2, M2 die Kommutativgesetze, A3 und M3 sichern
die Existenz neutraler Elemente (Null, Eins) und A4, M4 die Existenz inverser Elemente,
jeweils beziiglich Addition und Multiplikation. Die Verbindung zwischen Addition und
Multiplikation sichert das Distributivgesetz D.

Assoziativ- und Kommutativgesetz lassen sich auf endlich viele Summanden oder Faktoren
ausdehnen. Man beweist das durch vollstindige Induktion.

Die Ahnlichkeit der Axiome von Addition und Multiplikation fiihrt zum Begriff der kommuta-
tiven Gruppe; das ist eine Menge mit einer inneren Verkniipfung, in der das Assoziativgesetz
und das Kommutatativgesetz gelten, in der es ein neutrales Element gibt und zu jedem Element
ein inverses Element gibt.
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Damit lassen sich die Axiome von IR kiirzer fassen:

A) R mit der Addition ist eine kommutative Gruppe.

M) R\{0} mit der Multiplikation ist eine kommutative Gruppe.
D) Es gilt das Distributivgesetz.

8.2 Folgerungen

a) Die beiden neutralen Elemente sind durch ihre Eigenschaften eindeutig bestimmt.

b) Fiir a,be R hat die Gleichung a + x = b genau eine Losung, nimlich x = (-a) +b.
Fiir a,be R, a # 0, hat die Gleichung ax = b genau eine Lésung, nimlich x = a-lb.

Insbesondere ist das zu a additiv inverse bzw. das zu a # 0 multiplikativ inverse Element
eindeutig bestimmt.

¢) Rechenregeln:

0 =0, —{-a)=a, —~(a +b) =(-a) + (-b),
1-'1=1, (@l)yl=a, (ab)yl=albl (a#0,b=*0),
a-0=0, (-a)b = a(-b) = <(ab), (-a) (-b) =ab.

d) Ausab=0folgta=0oderb=0. (In einem Korper gibt es keine "Nullteiler".)

e) Definiert man fiir a,be R, b # 0, % := ab-l (Bruchschreibweise), so gilt
a c_al+be ac_x b_2d
d b bd b £ bec

b
(b # 0,d # 0 und in der letzten Identitiit zusétzlich ¢ # 0).

Beweis:

\

a) Sei 0'e R ein weiteres Element mit a + 0' = a fiir alle ac IR, dann gilt insbesondere 0 + 0’

= (0. Danach dem Kommutativgesetz A2 aber 0+0'=0'+0 z0 ist, folgt 0 =0".
Entsprechend zeigt man, da3 das neutrale Element der Multiplikation eindeutig bestimmt ist.

b) Wir beschriinken uns auf die Gleichung a+x=b.
Wir zeigen die Existenz einer Losung: x = (-a) + b ist eine Losung, denn es ist
a+(C)+b) 2 @+(a)+b X 0+b Zb+0 % b.
Die Gleichung besitzt also mindestens eine Losung.
Wir zeigen die Eindeutigkeit der Losung. Sind x4, X, Losungen der Gleichung
a+x=>b,dann gilt a+x;=b und a+x,=>b,also a+x; =a+x,. Addition von (-a)
auf beiden Seiten ergibt (-a) + (a + x;) = (-a) + (a + x,), also nach Al
((~a) + a) + x; = ((-a) + a) + X, und nach A2 (a + (-a)) + x; = (a + (-a)) + X,, d.h. nach
A4 0 +x; =0 +x, und folglich nach A2 x, +0 =x, +0, also nach A3
X, = X,. Die Gleichung hat hichstens eine Losung.

¢) Nach A4ist 0+ (-0) =0, nach A3 0+ 0 =0. Da aber das additiv inverse Element nach b)
eindeutig bestimmt ist, folgt -0 =0.

Nach A3 ist —«(—a) das zu —a inverse Element. Andererseits ist nach A2 und A4 auch (-a) +
a =0, also a additiv invers zu —a. Wegen der Eindeutigkeit des additiv inversen Elements zu
-aist —(-a) =a.

—(a + b) ist das zu a + b additiv inverse Element. Andererseits ist wegen
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(a +b) + ((-a) + (-b)) = 0 (nach Al, A2 und A4) auch (-a) + (-b) zu a + b additiv invers.
Es folgt —(a +b) =(-a) + (-b).

Die drei entsprechenden Aussagen fiir die Multiplikation beweist man analog.
Aus 20 2 a(0+0) 2 a0+a0 folgt 0=a0. (Warum?)

Nach A3 ist —(ab) das zu ab additiv inverse Element. Wegen ab + a(-b) 2 a(b + (-b)) 4
a-0 = 0 ist auch a(-b) zu ab additiv invers. Es folgt a(-b) = —(ab).

SchlieBlich folgt daraus (-a)b = b(-a) = —(ba) = —(ab).

Nach den gerade bewiesenen Vorzeichenregeln gilt (-a)(-b) = —(a(-b)) = —(—(ab)) = ab.

Es sei ab = 0. Entweder ist a = 0 oder a % 0. Im zweiten Fall existiert zu a das multiplikativ
inverse Element a'!, und es folgt aus ab=0nach b) b= al0=0.

Wir beschriinken uns auf den Beweis der ersten Bruchrechenregel:

%+% = ab-1 + cd-! = ab-1(dd"!) + cd-1(bbl) = ad(b-1d-t) + be(b-1d-1) = ad(bd)-1 +

be(bd)! = (ad+ be)(bd)! = a“Ty"? A

Bemerkung: Die in 8.2 abgeleiteten Regeln gelten in jedem Korper, z. B. im Korper der ratio-

nalen @Q oder im K&rper der komplexen Zahlen €. Hier zeigt sich zum ersten Mal die Okono-
mie der axiomatischen Methode.
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Aufgaben

Aufgabe 8.1
Beweisen Sie, daB in einem K&rper das neutrale Element der Multiplikation eindeutig bestimmt
1st.

Aufgabe 8.2

Zeigen Sie, daB in einem Kérper K die Gleichung ax = b mit a,beK, a # 0, genau eine Losung
hat , nimlich x = a-1b.

Aufgabe 8.3
In einem Korper ist das zu a # 0 multiplikativ inverse Element eindeutig bestimmt.

Aufgabe 8.4
In einem Korper gilt: a) 1-11=1, b) (@h)l=a, ¢) (@b)l= a-lbl (a#0,b#*0),

Aufgabe 8.5

Beweisen Sie fiir a,be R:

a) Wenn a2 = b2, dann a = b oder a =-b.

b) a3 +b3 = (a +b)(a2—-ab+b?)

¢) Finden Sie eine Faktorisierung von an + b® fiir ungerades n.

Aufgabe 8.6
Beweisen Sie die folgenden Rechenregeln fiir Briiche in einem Korper:
a)%:i%fﬁrb* 0,c =* 0.

b) & =i fiirb#* 0,d =+ 0.
¢)2:2-Efirb+0,c+0,d+0.
d) Essei b+ 0,d# 0.Dann gilt { = 5 genau dann wenn ad = be.

Aufgabe 8.7
In K := {0,1,2} seien zwei innere Verkniipfungen (Addition und Multiplikation) durch die
folgenden Verkniipfungstafeln definiert:

+J0 1 2 <10 1 2
0jo 1 2 0]0 0 O
1{1 2 O 110 1 2
212 0 1 210 2 1

Zeigen Sie, daB (K,+ -) ein Korper ist.
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9. Ordnung und absoluter Betrag

Auf R 148t sich eine Ordnung definieren, die mit der Korperstruktur vertriglich ist, eine Anordnung.

9.1 Anordnungsaxiome
Fiir alle a,b,ce R gilt:
0])) Genau eine der drei Aussagen a <b, a =b, b <a ist wahr. (Trichotomie)
02) Wenna<bundb<c,danna<c. (Transitivitit)

Wenna<b,danna+c<b+c. (Monotonie der Addition)

Statt a < b schreibt man auch b > a.

9.2 Satz

Fiir alle a,b,ce R gilt:

a) Wenna<bundc<d,danna+c<b+d.
b) Wenn a <b und ¢ <0, dann ac > bc.

c) Wenna=* 0,dann0<a2 (Speziell: 0<1.)
d) Wenn a >0, dann % > 0.

Wenn a < 0, dann i <0.

b
Wenn a < bund ab <0, dann % <

e) Wenn a < bund ab >0, dann 1.

Ty [

Beweis:

a) Wenn a <b, dann (nach 03) a+c<b+

c.
Wenn a < b, dann (nach O3) b+c<b+ d.} Alsoa+c<b+d. (02)

b) Wenn ¢ <0, dann 0 <— . (03, wie?)
Nach O4 folgt aus a <b: —ac <-bc.
Addition von ac + bc ergibt bc < ac. (O3)

¢) Wenn a # 0, dann gilt entweder 0 <a oder a<0. (O1)
Wenn 0 < a, dann Oa < a2, also 0 < a2 (04)
Wenn a < 0, dann 0 < —a, also 0 < (-a)?, wie im ersten Fall.
Wegen (—a)? = a2 bedeutet das aber 0 < a2,

d) WennO0 < a,dann 0 + a (O1), also existiert :} .
Nach ¢) ist 0 < (;})2 = ;13 .
Daher gilt nach O4: Wenn 0 < a, dann 0- ;1—2- <a ;12- ,also 0 <§' .
Die zweite Aussage beweist man analog.

e) Wenn 0 < ab,dann0 < ;% (nach d).
Daher gilt nach O4: Wenna <b,danna- y <b ;1; , also %<% .

Die zweite Aussage beweist man analog. J
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a <b bedeutet: entweder a < b oder a =b. Statt a < b schreibt man auch b2 a.

Hieraus folgt unmittelbar: Wenna<bundb<a,danna=b.
a < b ist genau dann falsch, wenn a > b wahr ist.
a < b ist genau dann falsch, wenn a 2 b wahr ist.

Die Schreibweise a < b < ¢ ist eine Abkiirzung fiira<bund b <c.
Entsprechend sind die Schreibweisena<b<c, a<b<c, a<b<c zulesen.

9.3 Definition

Fiir ac R wird der absolute Betrag von a definiert durch lal := {
lal wird Eclesen: ”Betrqg (von) a" oder "a absolut".

a, wennaz20
-a, wenn a <0

9.4 Folgerungen
(@) tac<lal, (i) —lal<a<lal, (i) lal=I1-al, (iv) a<ba-a<b & lal<b.

Beweis:
(@ Ista>0,dannist ~-a<0<a=lal Ista<O0,dannist a<0<-a=lal
(i) Nach()gilta<lal und—-a<lal also—lal<a.

(ii) Fuira=0ist—-a<0,alsolal=aundl-al=-(-a)=a.
Fira<Qist—a>0, alsolal=—aund|-al=-a.

(iv) "=": Esistlal=aoderlal=—a.Giltdahera<ba-a<b,so folgt lal<b.
"e=": Giltlal < b, so folgt nach (i) sowohl a <lal<balso auch—-a<lal<b. |

9.5 Satz Fiir alle a,be R gilt:

B1) lal 20
lal =0 genau dann, wenn a =0.

B2) labl=lal:1bl
B3) la+bl<lal+1bl Dreiecksungleichung

Beweis:
B1) klar

B2) Wir unterscheiden vier Fille: ,
1.Fall: a2 0, b>0. Dannistab20, also labl=ab= lallbl
2. Fall: a2 0, b<0. Dannistab<0,alsolabl=-ab=a(-b)= lalibl.
3. Fall: a<0, b=0. Dannistab <0, also labl =-ab=(-a)b= lalIbl.
4. Fall: a <0, b<0. Dann ist ab> 0, also labl = ab = (-a) (-b) = lal-|bl.

Wegen der Kommutativitit der Multiplikation konnte der 3. Fall auch auf den 2. Fall zuriickgefiihrt

werden. (Wie?)
B3) 1.Fall:a+b20. Dannist la+bl=a+b<lal+Ibl
2 Fall: a +b<0. Dannist la+bl=—(a+b)=—a-b<lal+Ibl. ]

9.6 Folgerung
Fiir alle a,be R gilt: lal-Ibl < la—bl und Ibl-lal < la—-bl,alsollal—-1bll<la—bl
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Beweis:
lal=la—b+bl< la-bl+Ibl = lal—Ibl £ la+bl. Durch Vertauschen von a und b
folgt: Ibl—1lal £ Ib—al=1la-bl. SchlieBlich wende man 9.4 (iv) an. 1

Die Aussagen 9.5, B3 und 9.6 lassen sich wegen |-bl = Ibl verallgemeinern und zusam-
menfassen:

9.7 llal-Ibll <latbl<lal+1bl|

9.8 Lemma lal<b gilt genau dann, wenn -b<a<b.

Analog mit < statt <.
Beweis: X
lal<b & —a<b A a<b & a>-b A a<b & -b<a<hb. J

Mit Lemma 9.8 148t sich die Dreiecksungleichung wie folgt beweisen:

2. Beweis von B3:
Aus:—lalSaSialund—IbleSlbI folgt nach 9.2a: —~(lal+Ibl)<a+b<lal+Ibl Nach
Lemrha 9.6 ist diese Aussage dquivalentzu la+bl<lal+Ibl D

9.9 Lemma lal=+a2 fiir alle ac R.

Beweis:
a2 ist die nichtegative Losung der Gleichung x2 = a2, Die Losungsmenge dieser Gleichung
ist {—lal, lal}, die nichtnegative Losung also lal. |

Durch geduldige Fallunterscheidung lassen sich auch die meisten Ungleichungen, die absolute
Betriige enthalten, 16sen.

Beispiel: 1x-3l+I1x+11<6.

Wir unterscheiden drei Fille: ;

-1 3

1. Fall x<-1. Dann ist x — 3 <0 und x + 1 < 0. Die Ungleichung ist dquivalent zu
—(x-3)-(x+1)<6, d.h. zu x >-2. Die Losungsmenge ist in diesem

Fall L := {(x1xeR,x<-1} N {xIxeR, x>-2}
={xI1xeR,-2<x<-1}

2. Fall -1 €£x <3. Dannistx —3 <0und x + 1 2 0. Die Ungleichung ist &quivalent zu
~(x=3)+ (x + 1) <6, d.h. zu 4 < 6. Die Losungsmenge ist in diesem

Fall L,:={xIxeR,-1<x<3}nR ={xIxeR,-1<x<3}.
3.Fall 3<x. Dann ist x — 3 2 0 und x + 1 2 0. Die Ungleichung ist dquivalent zu

(x —3) + (x + 1) < 6, d.h. zu x < 4. Die Losungsmenge ist in diesem Fall

L;:={x1xeR,3<x} N {xIxeR,x<4} ={x1xeR,3<x<4}.
Die Losungsmenge der Ungleichung ist Ly UL, ULz ={x1xe R,-2<x<4}.
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Aufgaben

Aufgabe 9.1

Beweisen Sie fiir a,b,c,de R:

a) Wenn a <b, dann -b < —a.

b) Wenn a > 1, dann a2 > a.

¢) Wenn0<a<1,danna?<a.

d) Wenn0 <a<bund0<c<d,dannac <bd.

¢) Wenn 0 <a<b,danna2<b2 (Benutzen Sie d).
f) Wenna=0,b>0unda?<b? danna<b.  (Kontraposition!)
g) Wenn a <0, dann % <0.

h) Wenn a <b und ab <0, dann % < %.
Aufgabe 9.2
Zeigen Sie fiir a,be R:
11_1
) ltl= (b*0),
a lal
b |2=1% ®=*0),
¢) la—-bl<lal+Ibl, (Finden Sie einen sehr kurzen Beweis!)
d) la+ b+cl<lal+1bl+l¢l
Aufgabe 9.3
Losen Sie die folgenden Ungleichungen:
a) 4-x<3-2x, b) 5-x2<38, c) 5-x2< -2,
d x-1D)x-3)>0, e) x2-2x+2>0, f) x2+x+1>2,
g x2-x+ 10> 16, h) x2-4x+8<0, ) x-HE+5x-3)>0"
b %+1_1_x>0, k)f—f—i—>0.
Aufgabe 9.4
Losen Sie die folgenden Gleichungen und Ungleichungen:
a) Ix-31=8, b) Ix-31<38, c) Ix+41<2,

d) Ix=1l+Ix-21>1, e) Ix-11+1x+11<3, ) Ix-11+Ix+11<2,
g) Ix-11-1x+11=0, h) Ix=11-1x+21=3, ) Ix+21<Ix-11,

) 12— Ix+111<], k) 12— IxIl = I1xl =31<4,
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10. Vollstindigkeit von R

Uns fehlt noch eine wichtige Eigenschaft von IR, und zwar gerade die Eigenschaft, in der sich

R von @ unterscheidet. Sowohl R als @ sind angeordnete Korper. Der Unterschied 148t sich
an der Zahlengeraden veranschaulichen, Die rationalen Zahlen besetzen zwar recht viele

Punkte. (Zwischen zwei rationalen Zahlen % , % liegt wieder eine rationale Zahl, zum Beispiel

% (% + %) = —392—;393, folglich sogar unendlich viele rationale Zahlen, denn das Verfahren laft

sich beliebig oft wiederholen.) Aber es bleiben Punkte - sogar die meisten Punkte - unbesetzt.
Das zeigen die folgenden Uberlegungen.

Die rationalen Zahlen sind abzihlbar; sie lassen sich mit den naiirlichen Zahlen
durchnumerieren. (Wir zihlen sogar die ungekiirzten Briiche.)

1 2 3 4
1 71 1 71
{ T l Erfinden Sie andere Abzahlmuster.
1 2 3 4
2 © 2 2 2
J : T d
1 2 3 4
3 2 3 7 3 3
d Ordnen wir den positiven rationalen Zahlen die
1 2 3 4 geraden natiirlichen Zahlen zu, so bleiben die
2 € 3¢ 3¢ 1 ungeraden natiirlichen Zahlen fiir die negativen

rationalen Zahlen.

Die reellen Zahlen dagegen sind nicht mehr abz#hibar. (Ebenso die irrationalen Zahlen.) Nicht
einmal die reellen Zahlen zwischen 0 und 1 sind abzéhlbar.

Annahme: Die unendlichen Dezimalbriiche zwischen 0 und 1 sind abzihlbar. Wir denken uns
alle in der Reihenfolge der Numerierung notiert.

0.a11212313814 - . . Nun betrachten wir den Dezimalbruch

0,a21a32a23a24 . . - 0,b1bybsbg... mit

0,a31a32233a34 . - . o= )1 firag *® 1 opang o b # ay;
bi: 2 fira;=1 17

0,a41242243844 . . . fiir alle ie N

10.1 Definition

Es sei A c R. Ein Element g von A heiBt grofites Element von A, wenn X < g fiir alle
xe€ A. Analog definiert man kleinstes Element von A.

Ein Objekt ac A sei nicht groBtes Element von A. Was bedeutet das?
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10.2 Satz

Eine Menge A < R besitzt hichstens ein groftes (kleinstes) Element.
Wir diirfen daher von dem groBten bzw. dem kleinsten Element von A sprechen (falls es
existiert) und dafiir ein Zeichen einfiihren: max A bzw. min A.

Eine Teilmenge von R braucht weder ein kleinstes noch ein groBten Element zu haben, z. B. R oder 10,11.

Beweis:

g1, g seien groBte Elemente von A. Dann gilt:
x £ g, fiir alle xe A, also insbesondere g, < gl.} o g = 0
x £ g, fiir alle xe A, also insbesondere g; < g;. 1= 8

10.3 Definition

Es sei A c R. Dann heiBt se R eine obere Schranke von A in R, wenn gilt:

‘ x £ s fiir alle xe A.
Das kleinste Element der Menge der oberen Schranken von A heift die kleinste obere
Schranke oder das Supremum von A in R. (Zeichen: sup A.)

Analog definiert man: eine untere Schranke von A; die grofite untere Schranke von A oder
das Infimum von A.

Besitzt eine Menge eine obere (untere) Schranke, so heifit diese Menge nach oben (unten)
beschriinkt. Eine Menge heiBt beschrinkt, wenn sie nach oben und unten beschriinkt ist.

| Das groBte Element von A ist also eine obere Schranke von A, die zu A gehort.

Als kleinstes Element (der Menge der oberen Schranken) ist das Supremum - falls es existiert -
eindeutig bestimmt.

Ist @ « R beschrinkt ? Besitzt @ ¢ R eine kleinste obere Schranke ?

EsseiAc R, A+ @, und te R sei nicht obere Schranke von A in R. Was folgt daraus ?

Aufgabe: Eine Teilmenge A von R ist genau dann beschrinkt, wenn es ein Me R,
M >0, gibt mit Ix | <M fiir alle xe A.

10.4 Satz

se R ist genau dann das Supremum von A ¢ R, wenn gilt:
S1) FiirallexeAgiltx<s .
S2) Zujedem & >0 gibt es ein x€ A mit § — & <X.

Beweis:

S1 besagt: s ist eine obere Schranke von A.
S2 besagt: s ist die kleinste obere Schranke von A, denn fiir jedes & >0 ist s —& nicht obere

Schranke von A. D
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Wie lauten die S1, S2 entsprechenden Aussagen 11, 12 fiir das Infimum?

10.5 Vollstindigkeitsaxiom (auch: Supremumsaxiom)
Fiir jede nichtleere, nach oben beschrinkte Teilmen ge von R existiert das Supremum.

In (Q*, <) besitzt z. B. die Menge A := {x | xe Q* A x? <2} kein Supremum. Ist s eine obere

Schranke von A, also s€ Q+ und s2 > 2, dann istszi +22 € @Q* und es gilt:
seQ+ A $2>2 = 2+25<s2+25 = ;2{—152—<s und

seQt A s2>2 = (2s+2)2>2s+2)2 = §21+222>2'

10.6 Satz

Fiir jede nichtleere, nach unten beschréinkte Teilmenge von R existiert das Infimum.

Ist A nichtleer ﬁnd nach unten beschriinkt, so betrachte man die Menge -A := {—x I xe A}, und
iiberlege sich, daB sup (-A) existiert, und inf A = —sup (-A) gilt,



