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Kapitel 1

Einleitung

Die moderne Physik fufit auf zwei grundlegenden Theorien: Quantenmechanik
und Relativitdtstheorie. Die Quantenmechanik ist vermutlich die erfolgreichste
physikalische Theorie dieses Jahrhunderts. Dennoch fiihrt sie in ihrer orthodo-
xen Interpretation (Kopenhagener Deutung) zu konzeptionellen Problemen und
Paradoxien, die mittlerweile seit iiber 60 Jahren sowohl Philosophen als auch
Physiker beschéftigen.!

Die Kopenhagener Deutung lat die Quantenmechanik semantisch unvollstindig:
Das fundamentale Konzept des quantenmechanischen Mef3prozesses wird von ihr
nur unzureichend gelést. Das Mefiproblem der Quantenmechanik besteht, grob ge-
sprochen, im Widerspruch zwischen unitérer Zeitentwicklung gem#fl der linearen
Schrédingergleichung und dem Projektionspostulat, das die Reduktion der Wel-
lenfunktion beschreibt. Solange keine Messung stattfindet, ist die Zeitentwicklung
eines Zustandes |¥) vollstindig durch die Schrodinger-Gleichung determininiert
[47]. Im Falle einer Messung dagegen wird |¥) instantan auf einen Eigenzustand
|t) der gemessenen Observable O reduziert.

Nach géngigem Verstindnis ”verursacht” die Messung von O die Reduktion oder
den Kollaps der Wellenfunktion [14, 45]. Als bloles Postulat ist dies jedoch un-
befriedigend; schlimmstenfalls kaschiert es eine Inkonsistenz in der Theorie. Ver-
steht man die Zustandsreduktion dagegen nicht als rein formale Manipulation des
quantenmechanischen Begriffsapparates, so stellt sich die Frage nach der physi-
kalischen Natur dieses Vorgangs.

Bereits zu Beginn der 50er Jahre versuchten Bohm und de Broglie, durch nicht-
lineare Modifikationen der gewohnlichen Schrodinger-Gleichung Reduktionsme-
chanismen in den quantenmechanischen Formalismus zu integrieren [7, 8]. Ist die

'Das populiirste Paradoxon ist die Burleske von Schridingers Katze, die Schrodinger 1935 in
die Diskussion um die Unvollsténdigkeit der Quantenmechanik einbrachte [43]. Im gleichen Jahr
verdffentlichten auch Einstein, Podolsky und Rosen ihr EPR-Gedankenexperiment [1]. Wigner
entwickelte schliefllich Schridingers Katzen-Paradoxon weiter, indem er den Superpositionszu-
stand der ”lebendig-toten” Katze auf den Beobachter ( Wigners Freund) ausdehnte und damit
den Beobachtungsvorgang zum unendlichen Regref3 werden lief3.
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Schrodinger-Gleichung nicht-linear, ist eine Superposition stationdrer Zustédnde
im allgemeinen nicht mehr stationér. Das schliefit beispielsweise offensichtlich un-
sinnige Superpositionen von lebendigen und toten Katzen, wie sie in Schrédingers
Katzen-Paradoxon vorkommen, aus. Die Schwéche dieser Ansétze liegt in ihrem
rein formalen Charakter. Statt dessen vetraten Didsi, Pearle, Ghirardi, Rimini,
Weber, Karolyhazy und Penrose die Auffassung, daf sich die Standard-Quanten-
mechanik auf eine noch zu entwickelnde, umfassendere Theorie reduzieren lassen
miisse. Die Arbeiten [9]-[13], [18, 23, 16] sowie [35]-[39] geben einen kurzen Ein-
blick in die Entwicklung der letzten 35 Jahre.? Danach sind idealerweise sowohl
unitire Zeitentwicklung als auch Projektionspostulat Grenzfille eines allgemei-
nen, physikalischen Zeitentwicklungsmechanismus.

Die reduzierende Theorie mufl gerade in den Fillen anwendbar sein, in denen
die heutige Quantenmechanik versagt: im Bereich makroskopischer Objekte. Da-
bei geht es nicht in erster Linie um grofiskalige Objekte, sondern vielmehr um
Teilchen, deren Masse im Bereich ”grofler” Gegenstéinde liegt (Cluster schwe-
rer Atome oder Molekiile). Das 148t vermuten, dafl die Zeitentwicklung schwerer
Teilchen wesentlich durch Gravitation beeinflufit ist.

Die oben genannten Ansétze stehen nach wie vor in der aktuellen Diskussion, ins-
besondere bei Di6si, Ghirardi et al. und Penrose [13, 18, 38|. Deren Schwierigkeit
liegt jedoch darin, dafl sie mathematisch auflerordentlich schwer zu handhaben
sind, da bislang kein addquater Formalismus fiir eine quantisierte bzw. semi-
quantisierte Raum-Zeit existiert. Ein alternativer Ansatz, der in der vorliegen-
den Arbeit untersucht wird, ist unter dem Namen Schridinger-Newton-Gleichung
bekannt [19, 20, 39, 42]. Neben der numerischen Behandlung der Schrddinger-
Newton-Gleichung wird eine quasi-klassische Néherung (WKB-Néherung) ent-
wickelt, anhand derer asymptotische Eigenschaften der urspriinglichen Gleichung
im Bereich grofler Quantenzahlen untersucht werden kénnen.

2Nebenbei wurden auf der Basis diverser algebraischer Losungsansitze alternative Formu-
lierungen des Mefiprozesses entwickelt, die Superauswahlregeln fiir die Superpositionen makro-
skopischer Zustinde beinhalten [34].
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Schrodinger-Newton-Gleichung

In der Mechanik werden gewdhnlich gravitativ miteinander wechselwirkende Ob-
jekte durch Newtons Gravitationstheorie beschrieben. Daher erscheint es intuitiv
naheliegend, als Alternative zum iiblichen semi-quantisierten Ansatz, die Wech-
selwirkung zwischen zwei Teilchen durch ein klassisches Gravitationspotential
zu approximieren [42]. Das fiihrt, einer Idee von Penrose folgend, auf die nicht-
lineare Schridinger-Newton-Gleichung — genau genommen, auf ein gekoppeltes
System von zwei nicht-linearen Differentialgleichungen. Im Unterschied zur li-
nearen Schrédinger-Gleichung ist wegen der Nicht-Linearitdt der Gleichung eine
Superposition stationéirer Zustinde im allgemeinen nicht stationér. Vielmehr ist
zu erwarten, dafl eine Superposition

W)= Aln) +pln)  mit AP+ = 1 (2.1)

nach einer endlichen Lebensdauer 7" in einen der beiden (normierten) stationiren
Zusténde |¢y) zerfillt. Die Koeffizienten A und p geben dabei die relativen Wahr-
scheinlichkeiten der Zustéinde |¢;) an. In Ubereinstimmung mit der Heisenberg-
schen Unschérferelation schlug Penrose in [38] die Abschétzung

h

T~
Egrav

(2.2)

vor. Dabei ist Eg,,, die Eigengravitations-Energie des superponierten Zustandes
|¥), die durch den Ausdruck

[T (r)* @ ()

E. .. = —47Gm?>
grav = TEEI Jee T [lr =]

dr’ (2.3)

gegeben ist, wobei m die Masse des Teilchens mit der Wellenfunktion ¥ ist. Sind
|11) und |1)) entartete Eigenzustinde zum Eigenwert E und ist A &~ p, kann Ey,q,
niaherungsweise mit der Energie-Unschérfe von |¥) identifiziert werden, was die
obige Abschétzung fiir 7' rechtfertigt [39]. Die Abschétzung 148t erkennen, warum
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Superpositionen makroskopischer Zusténde nicht stabil sind und zerfallen ( Eigen-
reduktion). Hingegen ist die Lebensdauer mikroskopischer (quantenmechanischer)
Superpositionenszustinde so grof}, dafl die Eigenreduktion praktisch keine Rolle
spielt.!

Es bezeichne nun [¢) einen beliebigen Zustand. Die Schrédinger-Newton-Gleich-
ung (SNG) beschreibt ein Teilchen der Masse m, das sich in seinem eigenen
Gravitationspotential bewegt. Sie hat die allgemeine Form

A= 22 (B~ o), (2.4)
A¢p = —4rGm?|[y|* . (2.5)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte [1|? des Teilchens, multipliziert mit m, wird hier
als seine Massendichte p interpretiert. Dafiir nimmt man an, dafl im klassi-
schen Grenzfall eine eindeutige Raum-Zeit fiir den Zustand [¢) existiert. Die Be-
zeichnung Schridinger-Newton-Gleichung trigt dem Eigengravitationsterm (2.5)
Rechnung und wurde von Penrose in [39] eingefiihrt.

Fiir den Fall, dafl der Hamilton-Operator H nicht-linear ist, existiert kein Spek-
traltheorem, das analog dem linearen Fall die allgemeine Zeitentwicklung e~ #/!*
beschreibt. Ist ¢ Losung von (2.4) und (2.5), so 16st dennoch

LEt

be=Ut)p=e " (2.6)
die zeitabhéngige Schrodinger-Gleichung

'ha = Hy, = h2A 2.7
l&lbt— Tﬁt—(—% +¢>¢t- (2.7)

Da die Greensfunktion des Laplace-Operators bekannt ist, kann die Losung von
(2.5) formal angegeben werden. Es ist
|2
(r) = —Gm? M 3r' . (2.8)
ws |[r— ']
Man sieht somit leicht, dal H mit dem Zeitentwicklungsoperator i/ vertauscht,
woraus unmittelbar obige Behauptung folgt. Mit dem gleichen Argument wird
gezeigt, dafl 1 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit reell gew#hlt werden kann.
Um eine einfachere Form der Schrodinger-Newton-Gleichung zu erhalten, defi-
niert man

__2m o ()
h2

(2.9)

1Ein konkretes physikalisches Modell fiir die Zustandsreduktion wurde in [42] vorgeschlagen.
Der Zerfall des Superpositions-Zustandes |¥) in einen der Eigenzustéinde i) geschieht dort
unter Abstrahlung von Gravitonen. Die daraus berechneten Zerfallszeiten fiir makroskopische
Superpositionen liegen in einem realistischen Bereich.
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Damit erhdlt man die modifizierte SNG als das folgende System von Differenti-
algleichungen in S und U
AS =-SU, (2.10)
AU = -5*. (2.11)

2.1 Skalierungsinvarianz der Eigenfunktion

Da der Hamilton-Operator nicht-linear ist, ist ein Vielfaches einer Eigenfunktion
S im allgemeinen keine Eigenfunktion mehr. Aus diesem Grund kann eine nicht-
normierte Funktion S mit Normquadrat

I::/ S(r)? d*r (2.12)

nicht einfach mittels Division durch v/T normiert werden — vorausgesetzt das Nor-
mierungsintegral existiert. In unserem speziellen Fall kann jedoch aus den Skalie-
rungseigenschaften der SNG eine normierte Eigenfunktion S gewonnen werden.
Man betrachte dazu eine 2-parametrige Gruppe von Skalierungstransformationen
['(A, ), die durch

S(r) = (T(A,m) 0 ) (r) = AS(ur) , A p € Rog (2.13)

gegeben ist. Das modifizierte Potential U ist proportional zu E — ¢, das heif3t, U
skaliert sich wie ¢. Anwendung der Kettenregel und Einsetzen von (2.13) in den
Ausdruck (2.8) fithren auf
AS(r) = M2AS(ur) (2.14)
Ur) = XNp 2U(pr) . (2.15)
Es seien nun S und U Loésungen der modifizierten SNG. Vergleich der letzten bei-
den Gleichungen mit (2.10) ergibt, dafl S und U genau dann auch Eigenlésungen
sind, wenn gleichzeitig
MEAS(ur) = —N2S(ur)U (ur) und (2.16)
AS(pr) = =S(pr)U(pr) (2.17)
erfiillt sind. Dies ist genau dann der Fall, wenn A\~2 = 1 ist und man erhilt eine
Skalierungsinvarianz beziiglich

L: {S U7} {4?S, p*U = 'r} . (2.18)
Das Normierungsintegral (2.12) verhilt sich demzufolge unter der Skalierung

I'(p?, 1) wie

I= / S(r)?d3r = )\2/[3/ S(p)Y’d®p=pul mit p=pr. (2.19)
R3

R3
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Um eine normierte Eigenfunktion S zu erhalten, wihlt man nun einfach p = I .
Der Eigenwert E skaliert sich wie ¢ bzw. U, also gemé&fl

E=»E=1"F. (2.20)

2.2 Analytische Eigenschaften der L6sungen

Die hier betrachtete Losungsmenge der SNG sei auf die rotationssymmetrischen

Eigenlosungen eingeschrinkt. Unter dieser Voraussetzung ist
> 2d

= — 2.21

dr? 5 rdr (221)

Das fiihrt auf ein (gekoppeltes) System von nicht-linearen, gew6hnlichen Diffe-
rentialgleichungen, das wie folgt umgeschrieben werden kann:

2 1d
= i {rSh= 5 -{r' 245y _ _su, (2.22)
2 1d
_ 1d2 — 2 2. 22
rdr {TU} 2d’l“{ d?" S ( 3)

Neben den trivialen Lésungen S = 0 und U = const. gibt es zwei partikulére
Losungen S = 4+2r=2 und U = 2r~2, die am Ursprung r = 0 divergieren. Vom
physikalischen Standpunkt aus sind nun gerade diejenigen Lésungen interessant,
die im gesamten Definitionsbereich D = R stetig sind und deren Normierungs-
integral (2.12) endlich ist.

Tod und Moroz haben in [19] mit einer Modifikation des Existenz- und Eindeu-
tigkeitssatzes von Picard-Lindel6f bewiesen, dafl es eine Klasse von normierbaren
Losungen der SNG gibt, die allesamt auf ganz D stetig sind und von den An-
fangsbedingungen abhéingen (gebundene Zusténde). In dieser Klasse gibt es eine
eindeutige Losung mit minimalem Eigenwert E); (Grundzustand). Die héheren
gebundenen Zustinde kénnen derart numeriert werden, dafl der n-te Zustand ge-
rade n — 1 Nullstellen hat (Knotensatz). Die zugehorigen Energieeigenwerte E,,
streben mit steigendem n streng monoton gegen Null.

Die Existenz und Eindeutigkeit des Grundzustandes wurde bereits 1977 in einer
Arbeit von Lieb mit funktionalanalytischen Mitteln bewiesen [27]. Lieb zeigte
dabei auch, dafl der Grundzustand rotationssymmetrisch ist. Obwohl Tod und
Moroz nicht die Eindeutigkeit der hoheren gebundenen Zusténde bewiesen ha-
ben, gibt es zumindest — wie diese Arbeit zeigen wird — numerische Evidenz fiir
die Eindeutigkeit dieser Losungen. Ahnliche numerische Ergebnisse sind in der
Arbeit [20] von Moroz et. al dargestellt.

Damit gewéhrleistet ist, dafl S und U am Ursprung stetig differenzierbar sind,
ist es nach (2.22) und (2.23) sowohl hinreichend als auch notwendig, daf beide
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Ableitungen dort verschwinden.? Danach lassen sich nun die beiden Gleichungen
(2.22) und (2.23) integrieren:

1 T

S'(r) = =) 22S(z)U(z) dx | (2.24)
Ulr) = —:—2 erS(x)2 dr . (2.25)

Man sieht sofort, daf der Integrand in (2.25) positiv definit ist. Folglich ist U(r)
streng monoton fallend. Durch zweimaliges Integrieren von (2.22) und (2.23) las-
sen sich S und U formal als Integrallosungen angeben. Der erste Schritt fiihrt
auf

%{xS(x)}‘; = %{TS} —-S5(0) = _/07" zS(z)U(z)dz (2.26)
%{xU(x)}‘; = %{’FU} —-U(0) = —/O xS(z)* dz . (2.27)

Eine weitere Integration von 0 bis r ergibt

;—rs(o) = —/Or (/nyS(x)U(x) dm) dy , (2.28)

;_ rU(0) = _/OT (/nyS(x)de> dy . (2.29)

Das duflere Integral auf der rechten Seite kann partiell ausgewertet werden. Man
erhilt als implizite Losung fiir S und U

zS(x)

2U(z)

S(r) = 5(0) — /0 " (1 - ;) S(z)U(x) dz (2.30)
U(r) = U(0) — /Ox (1 - f) S(x)?dz . (2.31)

Es seien nun {Si, U1} und {S,, Us} zwei verschiedene Losungen der SNG. Multi-
pliziert man (2.22) mit r? und zusitzlich jeweils eine Gleichung mit der Wellen-
funktion der anderen, bekommt man

d d
52%(7"251) = —r?$5U;  und 515(7“25;) = —r’S1SU, .  (2.32)

Man integriert anschlielend beide Gleichungen beziiglich  von 0 bis Unendlich
und zieht sie voneinander ab. Nach partieller Integration der linken Seite bleibt

(SQTQS{ — 5’17-25’5)

:o = / 7‘25152((]1 - UQ) dr . (233)
0

2Tm weiteren bezeichne S’(r) die Ableitung von S nach r, U'(r) diejenige von U nach r usw. .
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Unter der Voraussetzung, dafl die hier diskutierten Losungen normierbar seien,
das heifit, S € £? gelte, verschwindet die linke Seite vollstindig. Damit ergibt
sich folgende Beziehung:

/ 7‘25152([]1 - Uz) dr=0. (234)
0

Diese Art von Orthogonalititsrelation ist allerdings keine spezifische Eigenschaft
der SNG, da sie generell fiir zwei beliebige radiale Schrédinger-Gleichungen erfiillt
ist. Sie sei daher auch nur der Vollstindigkeit halber erwihnt.

2.3 Asymptotisches Verhalten der Losungen

Mit Hilfe der Integralgleichungen (2.24) bis (2.29) 148t sich leicht das asympto-
tische Verhalten der Lésungen in der Ndhe von Null sowie fiir grofle Werte von r
angeben. Um das Verhalten in der Umgebung der Ursprungs abzuschétzen, wer-
den die Integrale (2.28) und (2.29) einige Male iteriert. Die Iterationsvorschrift
lautet

Suar(r) = S(0) — /0 " (1 2) Sula)Une) da (2.35)
Un s (r) = U(0) — /Ox (1= %) Su(wyde. (2.36)

Wihlt man als Startpunkt der Iteration Sy = S(0) und Uy = U(0), bekommt
man bereits nach zwei Iterationsschritten

3 2
S(r) = Sy — Sollo 2, 5o LiOUO '+ O(r®) (2.37)
2 2
Ulr) =U, — %7‘2 + S%OUO rt +0(r%) . (2.38)

Dadurch findet man schliellich die Reihenentwicklungen von S und U in der Nihe
des Ursprungs.

S(r) = Z sir® und U(r) = Zuir% ) (2.39)

Es 148t sich problemlos zeigen, daf es eine offene Umgebung um Null gibt, in der
die Reihe konvergiert, die Losungen also analytisch sind. Der Konvergenzradius
héngt dabei, wie Tod und Moroz in [19] gezeigt haben, von den Anfangswerten S,
und Uj ab. Beginnt man die Iteration mit Sy = 0, so folgt wegen der Eindeutigkeit
der Losung bzw. aus (2.35), dafl S = 0 ist, womit unmittelbar klar ist, dafi keine
ungeraden Losungen der SNG existieren. Da die SNG zudem, wie man sich leicht
klarmacht, invariant unter

{S(r),U(r)} = {=5(r),U(r)} (2.40)
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ist, kann Sy ohne weiteres positiv gewahlt werden. Man nehme nun an, dafl U
negativ sei. Anhand von Gleichung (2.24) erkennt man, dafl dann S’(r) positiv ist,
weil U'(r) stets kleiner Null ist. Folglich muf fiir normierbare Lésungen Uy > 0
gelten. Um das asymptotische Verhalten fiir grofie r zu bestimmen, wird zunéchst
(2.31) wie folgt umgeschrieben:

T T
U(r)=U(0) —/ xS(x)Zd:c—i-%/ sz(x)2dx72>°A+§ . (2.41)
0 0
Man sieht, dafl nach der Definition (2.12) der Koeffizient B mit dem Normie-
rungsintegral I identisch ist. Da der Integraloperator monoton ist und z positiv
ist, ergibt sich nach dem Dreifolgensatz unmittelbar, dal dann auch das erste
Integral fiir 7 — oo konvergiert. Ein Vergleich mit dem Ansatz U = 2(E — ¢)
zeigt, dal U gerade gegen das Zweifache des Eigenwertes F konvergiert. Nach
(2.20) ist dann der normierte Eigenwert E

- A A
Das asymptotische Verhalten der Wellenfunktion ergibt sich nun direkt aus der
Differentialgleichung (2.22), wobei U = A als konstant angenommen wird. Mit
dem Ansatz X (r) = rS(r) nimmt die Gleichung die Form

d?X (r)
dr?

=-X(r)A mit A=U(0)— / N zS(z)? dx (2.43)

an. Die allgemeine Losung dieser Gleichung ist X (r) = keXVAr Fiir gebundene
Zustande als Losungen miissen oszillierende asymptotische Losungen ausgeschlos-
sen sein. Das bedeutet, A ist negativ. Aus dem gleichen Grund kommt nur die
exponentiell abfallende Losung in Frage. Nun 148t sich das asymptotische Ver-
halten von S(r) angeben:

T—00 k —
S(r) =% Ze Alr (2.44)
r
Das asymptotische Verhalten von S und U am Ursprung ist im weiteren Verlauf
fiir die numerische Integration der SNG von Bedeutung. Zudem wird sich zeigen,
daf} das Verhalten fiir grofle r gerade mit der WKB-Approximation fiir S und U
in Kapitel 5 konsistent ist.



Kapitel 3

Numerische Behandlung

Das Spektrum nicht-linearer Operatoren ist im allgemeinen kontinuierlich [5]. Ge-
sucht ist jedoch gerade die Menge diskreter Losungen, die normierbar und damit
physikalisch sinnvoll sind. Die Eigenwerte dieser Losungen bilden eine diskre-
te Punktmenge. Um die gebundenen, rotationssymmetrischen Zustédnde und die
zugehorigen Eigenwerte zu berechnen, kann das System gewGhnlicher Differenti-
algleichungen (2.22) und (2.23) mittels numerischer Standardverfahren integriert
werden.

Die Losungen héngen von den positiven Anfangswerten Sy und Uy ab. Aufgrund
der Skalierungsfreiheit (2.18) kann nun ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ei-
ner der beiden Anfangswerte — man nehme beipielsweise U, — beliebig festgelegt
werden, so dafl die Lésung nur noch von einem freien Parameter abhingt. Wir
setzen Uy = 1, womit die Lésungen in der Umgebung des Ursprungs nur noch von
So abhéngen. Das heif3t, die Lésungen werden durch die asymptotischen Formen
(2.37) sowie (2.38)

o Soo, So(SE+1) 4 6

S(r)y =25 " t 190 T +O(r°) , (3.1)
1 _S05 S04 6

Ur) =1 s teo” + O(r°) . (3.2)

vollstdndig bestimmt. Durch Variation des einzigen freien Parameters Sy fin-
det man schliefflich eine unendliche Menge gebundener Zusténde. Die Menge der
tatsichlich erhéltlichen Lésungen wird jedoch in prazi durch die endliche nu-
merische Genauigkeit eingeschrankt. Ferner beschrankt die Genauigkeit des Ver-
fahrens (Diskretisationsfehler) generell die Stabilitdt der numerischen Losung.
Das bedeutet, dal die Losung instabil wird und bei einem endlichen Wert 7,4,
divergiert, sobald der Fehler des Anfangswertes mit dem systematischen Diskre-
tisationsfehler des Integrationsverfahrens zu grofl wird.
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3.1 Regularisierung der SNG

Neben dem systematischen Problem der Genauigkeit des Verfahrens erweist sich
die %-Singu]aritéit des Laplace-Operators in der SNG als problematisch fiir die
numerische Integration: Um die Integration bis in die Ndhe des Ursprungs fort-
zusetzen, mufl mit Schrittweiten in der Gréfenordnung der Systemgenauigkeit
gearbeitet werden. Es gibt jedoch einen Trick, um das nicht-autonome System
aus (2.22) und (2.23) unter Ausnutzung der Skalierungseigenschaften (2.18) in
ein System autonomer Differentialgleichungen zu transformieren. Das Verfahren
ist in [4] beschrieben. Hierzu der folgende Satz.

Satz 1 Ist die 1-parametrige Symmetriegruppe {g"} eines Richtungsfeldes im R™
bekannt, so lafit sich die Integration der entsprechenden Differentialgleichung auf
die Integration einer Differentialgleichung im R~ zuriickfihren (Arnold, 1978).

Die Idee hinter diesem Verfahren geht auf die Theorie der Transformationsgrup-
pen von Lie zuriick [26]. Beweise des obigen Satzes finden sich in beinahe jedem
Buch iiber die Anwendung von Lie-Gruppen auf Differentialgleichungen.
Das System der SNG 18t sich in eine &quivalente Differentialgleichung vierter
Ordnung umschreiben. Das zugehorige Richtungsfeld hat die implizite Darstel-
lung
2 3q g4

%zF(r,S,%,%,%) mit F:R —R. (3.3)
Die Symmetrie der Losungen S, die durch I'(u?, 1) bestimmt ist, bleibt dabei
erhalten. Das Richtungsfeld der SNG 148t sich dann unter Ausnutzung der Sym-
metrieeigenschaften auf den Faktorraum beziiglich der Wirkung von {g#} (Orbit-
raum) abbilden. Abbildung 3.1 illustriert die Vorgehensweise:
Man betrachte das Richtungsfeld (3.3) im Punkt sy € R®, der durch die Bedin-
gung r = 1 festgelegt ist. Es sei C = {g*s¢} der durch den Punkt sy verlaufende
Orbit der Symmetriegruppe sowie Q C R* eine zu C lokal transversale Fliiche.
In der Umgebung von sy kann jetzt ein lokales Koordinatensystem (u,w) defi-
niert werden, so dafl den Koordinaten y € R und w € 2 der Punkt gtw des
urspriinglichen Richtungsfeldes zugeordnet wird.
Es sei nun P die Projektion des Richtungsfeldes der SNG auf den Orbitraum.
Dann ist P folgendermaflen definiert:

Plpw)=weQ und  ¢"(p2,w) = (11 + p2,w) - (3.4)

Nun sei mit 4 = e’ eine Parametrisierung der Gruppe {g”} gegeben. Die neue
Transformationsgruppe {g¢‘} ist danach additiv, das heifit

g =glog". (3.5)
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Abbildung 3.1: Projektion des Richtungsfeldes auf den Orbitraum von g*.

Die transformierte Differentialgleichung wird also invariant unter Translationen
t — t+t' sein. Damit bietet sich unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaft
(2.18) folgende Transformation an:

S(r) — r?S(r) = z(t) , (3.6)
Ulr) = r2U(r) = y(t) mit r=e¢" . (3.7)

Differentiation beziiglich r ergibt nach der Kettenregel

S'(r) = %% {72} = - 2n) (3.9)
Uy = G {e T =M -). 9)

Die punktierten Groflen bezeichnen die Ableitung nach einem Parameter — hier
nach ¢. Nochmaliges Differenzieren fiihrt auf

S"(r) = %% [ —20)} = (@~ 5i + 60) (3.10)
U'(r) = SO L~ 2} = -5+ 6) (3.11)

Setzt man die t-abhéngigen Ausdriicke fiir die ersten und zweiten Ableitungen in
die SNG ein, so erhilt man ein autonomes Differentialgleichungs-System:

i(t) —3a(t) + (2+y(t)z(t) =0, (3.12)
i(t) — 3y(t) +2y(t) + x(t)> = 0. (3.13)

In der Tat verhilt sich das regularisierte System in der Umgebung von r = 0 sowie
fiir groe Werte von r ” gutmiitiger” als die urspriingliche SNG; die Losungskurven
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sind glatter und lassen sich n#dher bis an den Ursprung fortsetzen als die der
SNG. Mit dem regularisierten System kann die Integration fiir kleine Werte von
r bis etwa 10~?° getrieben werden, wohingegen mit dem urspriinglichen System
die Losungen nur bis circa 10~7 stabil blieben. Zudem divergiert die Losung in
den meisten Fillen erst bei grofleren Werten von 7. Abbildung 3.2 zeigt zum
Vergleich die Losungskurven der Wellenfunktionen beider Gleichungen im Bereich
des exponentiell abfallenden Bereichs.

0.0000004

0.0000002

S 0.0000000

-0.0000002
regularisierte SNG
-0.0000004 : ‘ : ‘ :
20.0 22.0 24.0 26.0

r

Abbildung 3.2: Vergleich des exponentiell abfallenden Bereiches der Wellenfunk-
tion S der regularisierten SNG (3.12) und der urspriinglichen Form (2.22).

3.2 Numerische Integration

Mit der regularisierten SNG 148t sich die Integration nun problemlos durchfiihren.
Die numerischen Losungsfunktionen sind hinreichend glatt. Durch die Substitut-
ion r = e' wird der Wertebereich der alten Variablen r €]0, oo[ injektiv auf den
der neuen, unabhingigen Variable ¢t €] — 0o, 00 abgebildet. Der Algorithmus
startet bei betragsméifiig groflen, negativen Werten fiir ¢ und lduft — analog der
numerischen Integration beziiglich r — bis zu einem t,,,,, bei dem die Losung
numerisch instabil wird und divergiert.

Die Integration wird mit der Routine NDSolve des Programms MATHEMATI-
CA durchgefiihrt [22, 29]. Das Programm verwendet standardméflig zwei Verfah-
ren: ein Mehrschritt-Verfahren fiir nicht-steife Differentialgleichungen (Adams-
Moulton-Algorithmus mit variabler Ordnung und automatischer Schrittweitenan-
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passung) sowie ein Riickwérts-Verfahren fiir steife Systeme mit stark unterschied-
lichem Abklingverhalten der einzelnen Lésungen (Riickwéirts-Gear-Methode mit
variabler Ordnung).

3.0
I S(0)=1,0625
/- --- S(0)=1,08886718
! e 8(0)=1,088635768035 ‘
10k /| ——- S(0)=1,0886354445 [
s B e
AN
N\
\
\
-1.0 | \ 1
\
\
\
|
|
|
|
1
-3.0 . 1 . 1 . 1 .
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

r

Abbildung 3.3: Abhéngigkeit der Losungen von den Anfangswerten & = S(0).

3.2.1 Grundzustand

Durch Variation des einzigen freien, positiven Parameters g, der durch die Trans-
formation (3.6) aus Sy hervorgeht, findet man die verschiedenen Eigenldsungen
der SNG.! Der Grundzustand ist der gebundene Zustand ohne Nullstellen. Man
startet mit einem beliebigen Anfangswert &1 € M; =|a;, b;]. Das Intervall M;
mufl wenigstens so grof sein, dafl der tatsichliche Anfangswert Sy sicher in M;
liegt. Man wéhle ag =0, by =2 und & = @ = 1. Wie zu erwarten ist, diver-
giert die daraus gewonnene Funktion S;(r) bereits bei kleinen Werten fiir r; die
Funktion ist nicht normierbar.

Man findet leicht durch Probieren heraus, dafl die Anzahl der Nullstellen der be-
rechneten Funktion S;(r) davon abhiingt, ob & kleiner oder grifler als Sy ist: Ist
& < Sp, hat die Funktion mindestens eine Nullstelle. Ist dagegen & > Sg, so hat
S;(r) keine Nullstelle und divergiert gegen Unendlich. Es sei nun N; die Anzahl

Der Anschaulichkeit halber beziehe ich mich im folgenden auf die urspriingliche Form der
SNG mit den Losungen S(r) und U(r). Die dazugehorigen Anfangswerte Sp und Up konnen
durch die entsprechende Transformation auf die Anfangswerte der regularisierten SNG gebracht
werden.
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der Nullstellen von S;(r). Dann 18t sich eine Folge {M;} rekursiv definieren, fiir
die gilt

o a_ Jls b], falls Np>0
Mz—l—l —]az—l—l,bH—I] — {]ai, é-l] sonst . (314)
Dabei ist & = ‘”‘12& der Mittelpunkt des Intervalls M; ;. Die Folge der M;
bildet eine Intervallschachtelung, so daf}

MyD>M; DMy...D> M, D Myyq...D {So}- (3.15)

Man sieht leicht ein, dafl damit die Folge der &; gegen S, konvergiert. Abbil-
dung 3.3 veranschaulicht das Verfahren der Einschachtelung des Anfangswertes
So durch die M;. Die numerische Approximation des Anfangswertes, die das Ver-
fahren nach einigen Schritten liefert, ist Sy = 1,0886357680344 . ..; analog gilt
fiir die Eigenlosung {S;(r)} — S(r), wobei S(r) hier der Grundzustand der SNG
sei. Simultan findet man durch dieses Verfahren das Potential U zum Zustand
S. Abbildung 3.4 zeigt das Potential und die nicht-normierte Wellenfunktion des
Grundzustandes.

1.2

\ - --- Potential
Y —— Wellenfunktion

04 - : .

-1.2

0.0 | 10.0 | 200 | 300
Abbildung 3.4: Wellenfunktion und Potential des Grundzustandes.

Hat man den Grundzustand gefunden, kann der zugehorige Energieeigenwert nach
den Gleichungen (2.42) und (2.41) berechnet werden, wobei die Integration in
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(2.41) nur bis zu einem endlichen Wert von r, fiir den die numerische Losung
noch stabil ist, durchgefiihrt wird. Die obere Integrationsgrenze wird so gewéhlt,
dafl die Losung noch gerade im exponentiell abfallenden Bereich liegt. Daraus
erhilt man fiir den Grundzustand den dimensionslosen Eigenwert?

E; = —0,0407 + 0,0001 . (3.16)

Die Dimension des Eigenwerts kann leicht bestimmt werden, indem die dimen-
sionsbehafteten Groflen aus (2.9) in die Gleichung (2.42) fiir den Eigenwert ein-
gesetzt werden. Alternativ fiihrt eine Dimensionsanalyse zum gleichen Ergebnis,
wenn man die fundamentalen Konstanten aus der Schridinger-Newton-Gleichung
(2.4) beriicksichtigt. Man findet schliefflich

G?*m®
Egn = 72

(3.17)

3.2.2 Hohere gebundene Zustinde

Um die hoheren gebundenen Zustidnde zu finden, verfihrt man genau wie im
Falle des Grundzustandes: Die jeweiligen Anfangswerte Sy werden durch Inter-
vallschachtelung bestimmt. Es sei n die Nummer (Quantenzahl) des n-ten gebun-
denen Zustandes, also desjenigen Zustandes, der gerade n — 1 Nullstellen hat.
Es sei & € M, wieder ein beliebiger Anfangswert, mit dem die numerische In-
tegration gestartet wird; IV; sei die Anzahl der Nullstellen der entsprechenden
Losung. Man kann jetzt eine verallgemeinerte Folge {M;} definieren:

Miq =aiy1, biy1] = Hi” Zﬂ ’ i?)ﬂit Nezn—1 (3.18)
Wie zuvor konvergiert {M;} gegen die Ein-Punktmenge {Sy}, so dafl man durch
dieses Verfahren zu jedem n eine Losungsfunktion mit n — 1 Nullstellen sowie
das jeweilige Potential findet. Dabei sinken die Anfangswerte Sy mit steigender
Quantenzahl n. Es gibt Grund zu der Annahme, daf} zu jedem n genau ein ge-
bundener Zustand existiert. Das numerische Ergebnis legt dies zumindest nahe.
Die Eigenwerte lassen sich wie im Falle des Grundzustandes berechnen. Fiir die
Anzahl der Nullstellen N; in Abhingigkeit von &; gilt die folgende Abschitzung
aus [19]

31 2
—— < N; <V6 = . 3.19
\fm— <Voewg (319

In [20] wird von Moroz et al. ein #hnliches Verfahren zur Berechnung der Ei-
genlésungen vorgeschlagen. Das Kriterium zur Einschachtelung von Sj ist dabei,

2Die Fehlerabschitzung erfolgt in Abschnitt 3.2.3.
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ob die Losung S; bei einer fest vorgegebenen Anzahl von Nullstellen nach 400
oder —oo divergiert. Das hat den Nachteil, dafi die Zustdnde mit geradem bzw.
ungeradem n getrennt behandelt werden miissen. Das hier vorgestellte Verfahren
ist allgemein auf simtliche Eigenwertprobleme anwendbar, bei denen gebundene
Zustiande mit einer definierten Anzahl von Nullstellen auftreten.

Abbildung 3.5 zeigt drei (nicht-normierte) Wellenfunktionen zu n = 1, n = 3
sowie n = 9. Die Potentiale zu den hoheren gebundenen Zustéinden unterschei-
den sich im wesentlichen nur noch dadurch voneinander, daf} ihre Nullstelle zu
grofleren Werten von r wandert. Ein typisches Potential fiir einen hohen ge-
bundenen Zustand ist exemplarisch in Abbildung 3.6 dargestellt. Ein doppelt-
logarithmischer Plot der ersten neunzehn Eigenwerte fordert ein Potenzgesetz
fiir die Abhéngigkeit der Eigenwerte von n zutage. Die Gerade in Abbildung 3.7
wurde durch einen linearen Fit erzeugt. Beriicksichtigt man die Fehlergrenzen der
Eigenwerte, so erhilt man fiir die Steigung der Geraden m = —2.1 +0.1. Es fillt
auf, daf die letzten Eigenwerte oberhalb der Geraden liegen. Trigt man nur die
Eigenwerte ab n = 10 doppelt-logarithmisch auf, zeigt sich in der Tat, daf} die
Geradensteigung der Ausgleichsgeraden nur noch etwa m = —2.03 + 0.4 betrigt.
Das gibt Grund zu der Annahme, daf fiir grofle n asymptotisch die Beziehung

E, o n™?

fir n— oo (3.20)
gilt. Eine Tabelle der Eigenwerte befindet sich im Anhang. Moroz et al. schreiben
in der bereits zitierten Arbeit [20], die Abhéngigkeit der Eigenwerte von n ent-
spriche nicht der Abhéngigkeit der Balmer-Serie des Wasserstoff-Atoms (3.20).
Der dort gezeigte Plot der ersten 10 Eigenwerte 148t allerdings vermuten, daf sie
nicht das asymptotische Verhalten der Eigenwerte untersucht haben. Es wird sich
im Verlauf dieser Arbeit in Kapitel 6 zudem zeigen, dafl sich die asymptotische
E(n)-Abhingigkeit mit dem Resultat (3.20) aus der WKB-Niherung fiir die SNG
ableiten 1d8t. Die iibrigen numerischen Ergebnisse in [20] stimmen ansonsten im
wesentlichen mit den hier prisentierten iiberein.

3.2.3 Genauigkeit des Verfahrens

Der Diskretisationsfehler numerischer Verfahren zur Losung von Differentialglei-
chungen héngt lokal iiblicherweise von der Ordnung des Integrationsverfahrens
sowie der gewihlten Schrittweite ab. So hat beispielsweise ein Mehrschritt-Ver-
fahren vierter Ordnung mit Schrittweite h einen lokalen Diskretisationsfehler in
einer Groflenordnung von O(h%). Die Routine NDSolve, mit der die numerische
Integration durchgefiihrt wird, verwendet allerdings unterschiedliche Verfahren
mit variabler Ordnung, so daf§ der Fehler des verwendeten Algorithmus nicht oh-
ne weiteres angegeben werden kann.

Dennoch ist es moglich, den Fehler der Eigenwerte zumindest grob abzuschétzen.
Dafiir multipliziert man (2.22) mit 72 und integriert die Gleichung beziiglich r
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40.0 60.0

Abbildung 3.5: Wellenfunktionen des ersten, dritten und neunten gebundenen
Zustandes.

von 0 bis Unendlich. So erhilt man
/ (r*S" +2rS'") dr = —/ r?SU dr . (3.21)
0 0

Der Ausdruck auf der linken Seite 148t sich vereinfachen, indem nur der erste
Summand partiell integriert wird. Nutzt man weiterhin aus, da§ S(r) und damit
S’(r) im Unendlichen exponentiell abfillt, bleibt

0=—rs

OO:/ r2SU dr . (3.22)
0

0

Einsetzen des Ansatzes (2.9) fiir U in die letzte Gleichung ergibt dann
0= 2/ r*S(E V) dr. (3.23)
0

Der Eigenwert wird nach Gleichung (2.42) aus dem Potential U berechnet. Folg-
lich bestimmt der numerische Fehler des Potentials den des Eigenwerts. Man kann
nun annehmen, dafl die Wellenfunktion S gegeniiber dem Potential U numerisch
hinreichend genau bestimmt ist.
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1.5

—05 . | . | .
0.0 40.0 80.0 120.0
r

Abbildung 3.6: Potential zum zwdlften gebundenen Zustand. (Die ”Knicke” der
Funktion in der Ndhe ihres Umkehrpunktes sind vermutlich durch numerische
Ungenauigkeiten bedingt.)

Es sei also Spum = Serart- Bezeichnet ¢ die positive Abweichung des numerischen
Eigenwerts E,,,, vom exakten Eigenwert E,qx:, so gilt

/ r2S (Epym — V) dr
0

’:/ r*Se dr (3.24)
0

und damit ndherungsweise

/T2SUd7‘ 2/ r2S dr
0 0

Im nachhinein erweist sich Annahme als gerechtfertigt, dafl der Fehler von S
gegeniiber ¢ vernachlissigt werden kann. Nimmt man statt dessen an, dafl der
numerische Fehler der Wellenfunktion €4 grofler ist als e, 148t sich in Analogie zu
(3.25) ein Ausdruck fiir g finden. Es ist

/7“2SUd7“ 2/ r2U dr
0 0

Vergleicht man g mit dem Fehler ¢ des Eigenwerts, so fillt auf, dafl 5 etwa
um einen Faktor 102 bis 10% kleiner ist als . Die Fehlerabschiitzung eignet sich
insbesondere dazu, zu iiberpriifen, bis zu welcher Quantenzahl n der Algorithmus

-1

€= (3.25)

-1

(3.26)

Eg =
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Abbildung 3.7: Doppelt-logarithmischer Plot der Eigenwerte in Abhéngigkeit von
der Quantenzahl n.

noch verldflliche Losungen und Eigenwerte liefert. So zeigt sich, dafl etwa ab
n = 20 der Fehler ¢ sprungartig ansteigt. Fiir fast alle folgenden Eigenwerte ist
¢ grofler als F selbst. Anhand von Abbildung 3.7 148t sich zudem erkennen, dafl
bereits ab dem zehnten gebundenen Zustand der Fehler signifikant ansteigt. Aus
diesem Grund soll im folgenden Teil dieser Arbeit eine Ndherungslésung der SNG
fiir grole Quantenzahlen n entwickelt werden. Ziel ist es, erstens ein effektives
Potential aus einem Niherungsansatz fiir die Feldgleichung (2.23) sowie zweitens
eine asymptotische Formel zur Berechnung hoherer Eigenwerte dhnlich wie (3.20)

zu finden.



Kapitel 4
WKB-Niherung der SNG

Die zeitunabhéngige, eindimensionale Schrédinger-Gleichung zihlt zur Klasse ein-
dimensionaler Differentialgleichungen zweiter Ordnung, fiir die ein allgemeines
Verfahren zur ndherungsweisen Losung bekannt ist. Diese Klasse wird durch die
Differentialgleichungen der Form

§"(2) =’ f(2)s(2) =0, 7 €Rsy, 2€C und f(z) beliebig fest (4.1)

gebildet. Das Verfahren zur Losung derartiger Gleichungen ist in der Literatur als
Wentzel-Kramers-Brillouin-Methode bekannt (WKB-Methode, 1926) [6, 31]. Die
zweite Bezeichnung Liouville-Green-Niherung wird eher selten verwendet [33].
Die radialsymmetrische Schrédinger-Gleichung 148t sich effektiv als eindimensio-
nales Problem formulieren. Mit dem Ansatz X (r) = rS(r) erhilt man aus der
SNG (2.22) eine effektiv eindimensionale Differentialgleichung der oben beschrie-
benen Klasse, wobei z = 7 in diesem Fall reell und f(z) = —y2U(r) ist:

X"(ry==U(r)X(r) . (4.2)

Das Potential U ist dabei nach wie vor durch die (modifizierte) Feldgleichung
(2.23) gegeben. Die Idee hinter dem WKB-Ansatz fiir die Schridinger-Newton-
Gleichung ist, aus der WKB-Néaherung fiir die Wellenfunktion S, und der Feld-
gleichung ein genéhertes Potential Uy, berechnen zu kénnen.

4.1 WKB-Verfahren

Das WKB-Verfahren 148t sich vor allem auf Differentialgleichungen der Art (4.1)
anwenden, bei denen die Funktion f(z) nur schwach verénderlich und ~y ein grofier
Parameter ist. Im quantenmechanischen Formalismus wird f durch den Poten-
tialterm —vy~2U reprisentiert mit A~2 als groflem Parameter. In physikalischer
Terminologie bedeutet ”schwach verdnderlich”, dal die de-Broglie-Wellenlénge
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27rk(7°)_% klein gegeniiber den geometrischen Abmessungen des Systems ist, wo-
bei k(r) = |U(r)|2 der Wellenvektor sei.! Anders ausgedriickt: Das Potential U
darf nur schwach ortsabhéngig sein. Diese Bedingung ist insbesondere im Be-
reich grofler Quantenzahlen erfiillt. Quantenmechanische Teilchen verhalten sich
dann beinahe wie klassische. Hier greift das Korrespondenzprinzip zwischen klas-
sischer Mechanik und Quantenmechanik, weshalb das WKB-Verfahren oft als
quasi-klassisches Ndherungsverfahren bezeichnet wird.

Wiire die Funktion f in (4.1) konstant, das hiele f(z) = fy, liee sich die Glei-
chung sofort losen und s(z) wire von der Form s(z) = e*"V/0# (ebene Welle fiir
fo < 0). Fiir ein nur leicht verénderliches f sollte man daher eine Exponential-
funktion mit schwach z-abhingigem Argument erwarten. Das legt nun folgenden
Ansatz nahe, der etwas modifiziert in [33] vorgeschlagen wird:

s(2) = exp (j:q/ / :w(z) dz) . (4.3)

Setzt man den Ansatz in die Gleichung (4.1) ein, erhilt man eine Riccatische
Differentialgleichung fiir w:

w(z)? £y ' (2) = f(2) . (4.4)

Gemif der Voraussetzung, dafl v ein grofler Parameter ist, kann w’ auf der lin-
ken Seite zunéchst vernachlédssigt werden und man erhélt in erster Ndherung
wy = £f 3. Durch Einsetzen von w; in die Differentialgleichung bekommt man
schliellich die nichste Naherung w,, also

==V f(2) Fytwi(z) - (4.5)

Dieses Spiel liefe sich im Prinzip durch sukzessives Einsetzen der w; in die Diffe-
rentialgleichung beliebig weit fortsetzen. Die Rekursionsvorschrift lautete dann

wini(2) = £/ F 7 wl(2) - (4.6)

Wir wollen uns jedoch hier mit der Néherung w = w, zufriedengeben. Der
Giiltigkeitsbereich dieser Nédherung wird in Abschnitt 4.1.2 abgesteckt. Somit

w -
\

— -1 /' 3 ~ 3 flil
wi=xf+7y 2f% +f2 L7y (4.7)

af "’

vorausgesetzt, daff f' < 2f3 ist. Setzt man (4.7) in den Ansatz (4.3) fiir s ein
und wertet den zweiten Summanden des Integranden aus, erhédlt man

() = Cilf e (0 [ fraz) (48)

!Die de-Broglie-Wellenléinge entspricht im Falle der SNG in etwa dem Nullstellen-Abstand
der Wellenfunktion.
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wobei die Konstanten Ci noch festzulegen sind. Die Schwiiche des Niherungsan-
satzes fiir s liegt auf der Hand: Hat f im Definitionsbereich der Lésung eine oder
mehrere Nullstellen, divergiert s. An diesen Stellen, den Umkehrpunkten ist der
Losungsansatz (4.8) unbrauchbar.

Im Falle der SNG mit f(z) = —y~2U(r) gibt es genau eine Nullstelle, so daf} sich
der Definitionsbereich von s in zwei Gebiete teilt: Ist U positiv, so ist s oszillie-
rend und zerfillt in die linear unabhingigen Teillsungen sin und cos (klassisch
erlaubter Bereich), fiir U < 0 dagegen fiillt oder steigt s exponentiell ab oder an
(klassisch verbotener Bereich). Fiir die physikalisch relevanten Losungen wihlt
man sinnvollerweise den reellen und exponentiell abfallenden Lésungszweig.

Die Korrespondenz zwischen klassischer Mechanik und Quantenmechanik ist of-
fensichtlich: Es sei s(r) = X (r) eine reelle Ein-Teilchen-Wellenfunktion im klas-
sisch erlaubten Bereich. Der WKB-Ansatz lautet dann

X(r)=CFfU i R {exp (iz/ Uz dr)} mit U >0. (4.9)

Im Falle grofler Quantenzahlen, also vieler und schneller Oszillationen kann dann
die Phase von X (r) (Cosinus-Term) n#herungsweise durch die Wurzel des qua-
dratischen Mittelwertes 3 ersetzt werden. (Abbildung 4.1). Im klassisch erlaubten
Bereich wird die Aufenthaltswahrscheinlichkeit eines Teilchens folglich durch die
Wahrscheinlichkeitsdichte

IX(r)2 = X(r)? o U(r)2 (4.10)

beschrieben. Substituiert man schlieBlich k(r) = U(r)2 und faBt den Wellenvektor
k als eine Art Teilchenimpuls p(r) = kk(r) auf, so ist die Aufenthaltwahrschein-
lichkeit des Teilchens in einem Intervall Ar umgekehrt proportional zu seinem
Impuls, das heifit zur Geschwindigkeit im Intervall Ar. Dies ist aus mechanischer
Sicht unmittelbar einleuchtend.

4.1.1 WKB-Niherung in der Nidhe der Umkehrpunkte

Es gibt eine Vielzahl von Verfahren, um die Losungszweige im Bereich eines Um-
kehrpunktes einander anzupassen [17, 24, 32, 41, 44]. Der Umkehrpunkt werde
mit zy bezeichnet. Da die WKB-Losung bei zy nicht regulér ist, scheidet ste-
tiges Anpassen der Zweige aneinander jedoch aus. Ublicherweise wird f in der
Umgebung von 2z, linearisiert, so daf

F(2) = f'(20)(z = 20) + O(|z = 2|*) (4.11)

ist. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit sei f negativ fiir z < 2y und positiv,
falls z > z ist. Setzt man das linearisierte f in die Ausgangs-Differentialgleichung
(4.1) ein, bekommt man

§"(2) = Vfolz —20)8(z) =0  mit f) = f'(z) . (4.12)
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Abbildung 4.1: Wellenfunktion mit quadratisch gemittelter Phase bei groflen
Quantenzahlen.

Man definiert nun als neue Variable ¢ := (72f1)3(z — z) € R und erhilt eine
Differentialgleichung fiir S(¢) = s({(2)):

S"(¢)=¢S5(¢)=0. (4.13)

Gleichung (4.13) ist eine Airy-Gleichung, die als Losung gerade die linear un-
abhéingigen Airy-Funktionen Ai({) und Bi({) hat (Abbildung 4.2). Die Airy-
Funktionen lassen sich durch die Bessel-Funktionen ausdriicken. Es sei I, ()
mit v ¢ Z Losung der modifizierten Besselschen Differentialgleichung

1/2

e

Damit schreiben sich die Airy-Funktionen als

Ai©=$ (12 (3¢) -1, (3¢)) (415)
Bi(¢) = (%)%(I;<§g3)-+1+é<§gi)>. (4.16)

)MOZO- (4.14)

sowie
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Abbildung 4.2: Airy-Funktionen Ai(¢) und Bi(().

Entscheidend ist, dal die Airy-Funktionen asymptotisch fiir ( — 4oo in die
WKB-Losung der Airy-Gleichung (4.13)

1 ¢ 1 1 3
Swrs(€) = Cﬂi|§|‘Z exp | + 2 dl’ ) = Coi|§|‘z exp igG (4.17)
0 3

mit den entsprechenden Ci iibergehen. In [6] wurde gezeigt, daff (4.1) nicht
nur in der Umgebung des Umkehrpunktes, sondern auf ganz R durch die Airy-
Gleichung approximiert werden kann (gleichmdfige Approrimation). Zu diesem
Zweck definieren wir ((z) auf dem gesamten Definitionsbereich der WKB-Lsung

und zwar derart, dafl

7/z|f(z')|%dz' fir f<0, (4.18)

2 3
gC(ZV

wleo

2 4 3mi Nl L, .

§C(Z) =e 27| f()2dz fir f>0. (4.19)
20

Der Phasenfaktor in (4.19) sorgt dafiir, daf§ ¢ im klassisch verbotenen Gebiet

reell und negativ ist. Offenbar ist fiir z — 2o Gleichung (4.18) mit dem Ausdruck

¢ = (v2f1)3 (2 — 20) &quivalent. In den Airy-Funktionen ausgedriickt, lautet dann
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die gendherte WKB-Lésung

((=)]* )| g (C(2)) . (4.20)

J(2) ()

Die Funktion Bi (¢) ist fiir { — oo unbeschréinkt, so da8 fiir physikalisch relevante,
sprich normierbare, Losungen Cj = 0 gefordert werden muf}. Setzt man die
asymptotischen Formen der Airy-Funktion in die WKB-Lésung ein, so erhilt
man schliefflich die beiden Losungszweige fiir f < 0 und f > 0:

51 (2) = \/_|f |4cos</|f dz——) fir f<0, (4.21)
s,(z):ﬁ( 4exp( /f ) fir f>0, (4.22)

wobei C eine Normierungskonstante sei.?2 Zwar konvergieren s, und s_ fiir grofie
z gleichméiBig gegen die exakte Losung von (4.1), dennoch bleiben sie als Losung
an den Umkehrpunkten nach wie vor unbrauchbar. Der Umweg iiber die asym-
ptotischen Formen von Ai(z) diente lediglich dazu, die beiden Lésungszweige
mit den Konstanten Cy” und Cy zu bestimmen. Ublicherweise werden (4.21) und
(4.22) als eigentliche WKB-Losung bezeichnet. Teilweise bietet sich dennoch an,
zum Beispiel bei der graphischen Darstellung der Losungen, die Airy-Niherung
x(z) als globale WKB-Losung fiir den gesamten Definitionsbereich zu verwenden.
Damit sind jetzt die methodischen Voraussetzungen gegeben, um aus der SNG
ndherungsweise eine analytische Losung des Potentials fiir hohe Quantenzahlen
n zu berechnen. Zur Anwendung muf} jedoch zunéchst noch beleuchtet werden,
unter welchen Voraussetzungen das WKB-Verfahren anwendbar ist.

x(2) = Cy Ai(¢(2)) + Cy

4.1.2 Giiltigkeitsbereich der WKB-Niherung

Die bisherige Aussage iiber die Giiltigkeit des WKB-Ansatzes beschrénkte sich auf
die vage Formulierung, daf} die Funktion f beziiglich z nur schwach verénderlich
sein diirfe. Um den Giiltigkeitsbereich genauer abzustecken, kénnte man beispiels-
weise die Rekursion der w; weiter fortsetzen und untersuchen, ab welchem w;, die
Bedingung wy; < wy fiir simtliche [ > 0 erfiillt ist, so dafl die Rekursion ab-
gebrochen werden kann. In unserem Falle miifite gepriift werden, ob tatséchlich
nach ws alle weiteren Reihenglieder vernachléssigt werden koénnen.

Es erscheint allerdings etwas einfacher, sich dem Problem von der anderen Seite
zu ndhern. Dazu sieht man sich die Differentialgleichung an, deren exakte Losung

’Die asymptotischen Formen der Airy-Funktionen findet man beispielsweise in [21]. Zur
Vereinfachung der Schreibweise wird im folgenden der Vorfaktor 72 mit in die Normierungs-
konstante C' geschrieben.
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die allgemeine WKB-Losung (4.8) ist. Zweifaches Ableiten von s fiir z # 2o fiihrt

auf
1\ 2 " z
s"(z) = (15_6 <f7) + ¥ f - F) CE|f|™% exp (:I:y/ & dz) . (4.23)

Danach 16st s die Differentialgleichung

5 f/ 2 f”
s"(z) = (V*f(2) +e(2)) s(z) =0 mit e(z) = 6 (7> ~ (4.24)
Der Vergleich mit der urspriinglichen Gleichung (4.1) zeigt, dafi der WKB-Ansatz
genau dann gerechtfertigt ist, wenn

SN I | | B (Y

16 \ f f? 16/ \ f f?
ist. Offensichtlich ist dieses Giiltigkeitskriterium nur weit weg von irgendwelchen
Umkehrpunkten erfiillbar, wo f = 0 ist. An den Umkehrpunkten ist die WKB-
Losung singuldr und ohnehin keine brauchbare Niherung mehr fiir (4.1).

In gleicher Weise 148t sich ein Giiltigkeitskriterium fiir die Airy-Ndherung (4.20)
angeben. Die Funktion y ist Losung der Differentialgleichung

< 7? (4.25)

X'(2) — (PTE) +0E) x(z) =0 mit o) =~ e (6)

Analog zu (4.25) ist x gerade dann eine akzeptable Naherung fiir (4.1), wenn gilt:
1 d?
e R (4.27)

Nach Voraussetzung ist am Umkehrpunkt §(z) = 0 und die Airy-Néherung ex-
akt. Weit weg vom Umkehrpunkt ist nach [6] allerdings (4.27) ein schwécheres
Kriterium als (4.25). Jedoch konvergiert die Airy-Néherung fiir z — +o00 gegen
die eigentlichen WKB-Losungen (4.21) und (4.22).



Kapitel 5
Die WKB-Gleichung

Um mittels WKB-Ansatz fiir die Schrodinger-Newton-Gleichung das Potential
berechnen zu kénnen, wird zunéchst die Wellenfunktion S in der WKB-N#herung
als Funktion von U formuliert. Mit der WKB-Wellenfunktion kann dann die Feld-
gleichung fiir das Potential (2.23) zu einer einzigen Differentialgleichung fiir U
umgeschrieben werden. Durch die Substitution X (r) = rS(r) erhdlt man aus
(2.22) Gleichung (4.2), auf die sich die WKB-Methode anwenden l#ft. Die allge-
meine WKB-Lésung fiir X ist dann

Xump(r) = CEIU(r)| 1 exp (j: / (~U("))> dr’) Vr >0, (5.1)
To

wobei U(rg) = 0 sei; in dem Gebiet r < ry ist U positiv, fiir 7 > ry dagegen

negativ. Riicksubstitution ergibt schliellich die allgemeine WKB-Lésung fiir S

= Cuertes(+ [coentar)  wso. 62

r o

kab(T )

Im klassisch erlaubten Bereich U > 0 kann bei groflen Quantenzahlen n die ver-
einfachte Form (4.10) fiir X, bzw. Sykp als hinreichende Niherung angenommen
werden (Abbildung 4.1). Dagegen ist im klassisch verbotenen Bereich U < 0 das
exponentielle Abfallen der Wellenfunktion charakteristisch.! Fiir gro8e » kann U
ndherungsweise als konstant angenommen werden. Unterscheidet man also die
beiden Gebiete r < rg und r > rg, scheint folgender Ansatz gerechtfertigt zu sein:

5.(r) = U@y

S_(r) = éexp (— /T: Wdr') fir U<O. (5.4)

Die Konstanten C und |Us| 1 & |U(r)| "% wurden in der letzten Gleichung zu C*
zusammengefafft. Wenn man nun die beiden Lisungszweige in die Feldgleichung

-

fir U >0, (5.3)

Im folgenden wird auf die Bezeichnung ”wkb” verzichtet, da Verwechslungen zwischen
WKB-Losungen und numerischen bzw. exakten Losungen nicht zu befiirchten sind.
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AU = —S? einsetzt, erhilt man zwei WKB-Gleichungen fiir das Potential. Mit
einer weiteren Néherung im Ansatz (5.4) fiir den klassisch verbotenen Bereich las-
sen sich beide Gleichungen analytisch 16sen. Durch stetiges und differenzierbares
” Anstiickeln” kann die Losung auf ganz R, fortgesetzt werden.

5.1 Klassisch erlaubtes Gebiet

Man betrachte zunichst das klassisch erlaubte Gebiet, in dem U positiv ist. In
diesem Gebiet lautet die WKB-Gleichung nach dem Ansatz (5.3)

" 2 / C? -1
U'(r)+ ;U (r) + T—2U(T‘) > =0. (5.5)
Eine dquivalente Form ist
42 = —C2U ()t 5.6
2PV} = —CPUG) (5.6)
Integration von 0 bis r < ry ergibt
r2U'(r) = —02/ U(T’I)_% dr' + B_; mit [_; <0. (5.7)
0

Das asymptotische Verhalten der Losung U wird erst in Abschnitt 5.3 behandelt.
Dort wird sich zeigen, dafl 72U’ am Ursprung endlich ist. Die negative Konstante
B_1 bezeichnet den Grenzwert r?U’ fiir r — 0. Damit ist klar, da§ U’(r) am
Ursprung gegen —oo divergiert. Aus der asymptotischen Entwicklung fiir U wird
zudem deutlich, dafl U fiir 0 < r < r( streng monoton fallend ist.

Die Substitution Y (r) = rU(r) fithrt auf eine Emden-Fowler-Differentialgleichung

N

Y'(r)+C*(rY(r)) 2 =0, (5.8)
In der Literatur, insbesondere in [2]| finden sich einige spezielle Lésungen von
Gleichungen dieser Klasse. Fiir den hier vorliegenden, speziellen Fall C? > 0 ist
jedoch bisher keine Losung bekannt.

Wie die SNG 148t sich auch die WKB-Gleichung durch eine geeignete Symmetrie-
Transformation in eine autonome Differentialgleichung umwandeln. Man betrach-
te dazu eine 3-parametrige Gruppe von Skalierungstransformationen I'(\, p, o),
die wie folgt definiert ist

Ur)y=ToU)(r)=AU(ur) und C=ToC =0C, (5.9)

wobei A, p und o allesamt positive, reelle Parameter seien. Zweifaches Ableiten
von U fiihrt auf U(r) = Ap2U"(pr). Tst also U(r) Lésung der WKB-Gleichung
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(5.5), dann ist U(r) genau auch eine Lésung, wenn gilt:

2 1
MU (ur) + ;)\MU'(/M) + UT—()\U(,LM')Y5 =0 und (5.10)

U"(ur) + %U’(,ur) + U(ur)™2 =0. (5.11)

(pr)?

Das ist gerade der Fall, wenn oA~ 2 = 1ist. In diesem Fall kann 1 beliebig gewéhlt
werden. Das bedeutet, daf§ U invariant unter der Gruppe {g*} der Dilatationen

U(r) = Ulpr) (5.12)

ist. Gemaf} der Vorgehensweise bei der numerischen Behandlung der SNG, wihlen
wir als Parametrisierung von {¢g#} wieder z = e’ und betrachten das Richtungs-
feld der WKB-Gleichung bei r = 1. Wir definieren ferner eine Funktion z(¢) in
der Art, dafl

z(t) = U(e") . (5.13)

Damit erhalten wir fiir die erste und zweite Ableitung von U

U'(r) = %é—f = e 'a(t) (5.14)
U"(r) = %Z—f = e 2 () — (1)) . (5.15)

Einsetzen in (5.5) ergibt eine autonome WKB-Gleichung
#(t) +a(t) + CPx(t) "2 =0, (5.16)

Es wurde angenommen, da§ U im Intervall |0, o] streng monoton fallend ist.
Nach Gleichung (5.14) gilt somit auch fiir z, daf§

B(t) <0 Vte M=]-o0,t , (5.17)

wobei ¢y = Inry ist. Folglich gibt es zu z(¢) in M eine Umkehrfunktion ¢(z) und
wir kénnen eine Funktion p(x) = 4(¢(z)) definieren, so daf

i) = P = P (e (5.18)

ist. Es sei nun x die unabhéngige, p die abhéngige Variable. Damit schreibt sich
die autonome WKB-Gleichung (5.16) als

p(z)p (z) + plz) + C2272 =0. (5.19)
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Eine weitere Variablensubstitution mit s = —2C/z fiihrt auf do = 555ds und
damit zu der Gleichung fiir P(s) = p(—2C+/x)

P(s)P'(s) + 2LCQP(S) =1, (5.20)

die eine Abelsche Gleichung zweiter Art ist. Fiir einige dieser nicht-linearen Glei-
chungen, die allesamt die Form P(s)P'(s) — f(s)P(s) = g(s) haben, sind in der
Literatur Losungen bekannt. In [2] wird fiir den hier vorliegenden, speziellen Fall
eine Substitution vorgeschlagen, die auf eine parametrische Losung der speziellen
Riccati-Gleichung fiihrt. Dazu wird ein Parameter o wie folgt definiert:

a:=P(s)+— . (5.21)

Implizites Differenzieren des Parameters ergibt die Beziehung

do dP ds s ds
o]y .22
o ds da T 202 da’ (5.22)
die leicht zu
S
! / —
s'(c) (P (5) + 50 02) 1 (5.23)

umgeformt werden kann. Ein Vergleich mit der Differentialgleichung (5.20) fiir
P(s) zeigt, dal s'(a) = P(s(«)) ist. Mit (5.21) folgt schliefllich die spezielle
Riccati-Gleichung fiir s():

—a=0. (5.24)

Die spezielle Riccati-Gleichung ist hinldnglich bekannt [2, 3, 46]. Ihre Losung 148t
sich durch die Airy-Funktionen ausdriicken. Es sei also

s(a) = 402% : (5.25)

Differentiation beziiglich o und Einsetzen in (5.24) ergibt, dafl u(a) dann Losung
der Gleichung

4C%*u" (o) — au(a) =0 (5.26)

ist. Ersetzt man jetzt noch die Variable oo durch 7 = (20)%(1, dann 16st die
Funktion w(7) = u((2C)3a) die Airy-Gleichung

w" (1) — Tw(r) =0. (5.27)
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Damit hat man bereits eine Parametrisierung fiir  und U gefunden. Es ist

Ua) = z(a) = Sigl — 4C? (%) (5.28)

WIN| ol

a)

mit w als den Losungen der Airy-Gleichung. Um eine vollstindige, parametrische
Losung {U(«), ()} der WKB-Gleichung zu erhalten, muf noch eine parametri-
sche Form fiir r entwickelt werden. Da r = €' ist, kann dies jedoch ebensogut fiir
die Variable ¢ durchgefiihrt werden. Es sei ty = t(ay). Dann gilt

o fas [t 529

Verwendet man weiter die Beziehung p(z) = 4(¢) und substituiert z durch s, so
bleibt

_ L fs 1 @),
aTo / P(s) = 202 / Plsa)) ™ (5.30)

Ein letzter Substitutions-Schritt fithrt dann zu

1
t—toz%cq/s(a)da=2/—d—2da, (5.31)

wobei ausgenutzt wurde, dal P(s) = s'(«) ist. Das Integral 148t sich jetzt sofort
auswerten:

t—t0:21nuﬁ. (5.32)
0

Nach Voraussetzung ist ty = 21nuy und man erhélt fiir
r(@) = @ = uw(a)? = w((20) 3a)? . (5.33)

Die vollstindige, parametrische Losung {r, U} der WKB-Gleichung im klassisch
erlaubten Gebiet lautet somit

{r,U} :  a—{w(2C) ia)?, 4C? (M) . (5.34)

5.2 Klassisch verbotenes Gebiet

Im klassisch verbotenen Gebiet, das durch U < 0 charakterisiert ist, gelte die
N#herung (5.4) fiir die Wellenfunktion. Da fiir grofie  das Potential niherungs-
weise konstant ist und gegen den (zweifachen) Eigenwert konvergiert, kann das
Integral umgeschrieben werden. Ohnehin gilt die WKB-N&herung nur weit weg
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vom Umkehrpunkt, das heifit fiir » > ry. Es sei also U =~ U, fiir simtliche
T > 11 > 9. Dann ist

S(r):%exp <—/r:1\/Wdr—/r:\/mm"> Vs (5.35)

Das erste Integral hdngt nicht mehr von r ab, sondern ist eine Konstante. Das
zweite Integral kann problemlos ausgewertet werden. Fafit man anschlieflend
simtliche Konstanten zu einer einzigen zusammen, bekommt S folgende, ein-
fache Form

*%

S_(r) ~ C; exp (—Mr) , (5.36)

wobei die Konstante
C*™ = Cexp (—/ VIU(r) | dr + +/ |Uoo|7“1) : (5.37)

ist. Daraus erhélt man eine WKB-Gleichung fiir das klassisch verbotene Gebiet
r > 19. Streng genommen, gilt die Losung wegen der Niherung (5.35) sogar nur
fiir » > r;. Die stetige Anpassung der Zweige aneinander wird jedoch zeigen, dafl
die Losung dennoch als hinreichende Nidherung im Bereich ry < r < r; akzeptabel
ist. Die WKB-Gleichung lautet nun

2 *% 2 _
U'(r)+ 20(r) + ST =g (5.38)

712
Wie auch im klassisch erlaubten Bereich ist U invariant unter der Gruppe {g*}

der Dilatationen r — p~'r. Mit der Substitution Y (r) = rU(r) bekommt man
eine separierbare Differentialgleichung, die elementar zu integrieren ist:

C**2 _
V() + ——e 2VIUlr g (5.39)

Integration der Gleichung von oo bis r fiihrt auf

! ! *%2 ? ep /
Y(ir)-Y, =-C N dp' . (5.40)
Dabei wurde p = —24/|Uy|r substituiert. Ferner wurde angenommen, daf§ Y’

im Unendlichen beschrinkt ist. Das bestimmte Integral auf der rechten Seite der
Gleichung wird Integralezponentialfunktion genannt und mit Ei(p) bezeichnet.
Integriert man die Gleichung ein weiteres Mal formal von einem R €|rq, r1] bis 7,
wobei die rechte Seite partiell integriert wird, erhélt man schliefilich

C**2€_2V ‘Uoo‘r
2y/|Uss|

Y(r)=Kp+Y.r— — C*?rEi (=2/|Ux|r) - (5.41)
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Die Konstante Ky fait simtliche Integrationskonstanten der Lésung zusammen:

C**2e_2\/ |Uoo|R
Krp=Y(R)-Y.R+ > + C*?REi (-2¢/|Ux|R) . (5.42)

Usol

Riicksubstitution zu U ergibt

KR C**2€_2v |Uoo|r
Ur)= =2+ U, -
r 2@7‘

Hier wurde ausgenutzt, daf Y, = U, ist, was sich unmittelbar aus der Differen-
tialgleichung (5.39) oder aus (5.40) ergibt. Ein numerischer Vergleich der beiden
letzten Summanden mit den iibrigen zeigt, dal diese fiir grofie r, insbesondere
also fiir » > ry vernachléssigt werden konnen. Damit erhédlt man nun fiir U ei-
ne WKB-Losung, die mit der asymptotischen Form (2.41) des SNG-Potentials
iibereinstimmt:

— C™Ei (=2/|Us]r) . (5.43)

U(r) := Uy + — - (5.44)

Die beiden Integrationskonstanten Uy, und Kg lassen sich durch stetiges und dif-
ferenzierbares (glattes) Anpassen der Lsung an den Zweig im klassisch erlaubten
Gebiet festlegen.

5.3 WKB-Losung

Fiir das Potential aus der SNG galten die Anfangsbedingungen Uy = 1 und
Uy = 0, die sich aus der Reihenentwicklung von U bei 0 ergaben. Einsetzen der
Reihenentwicklung (2.38) in die WKB-Gleichung (5.5) zeigt allerdings sofort, daf
diese nicht miteinander vertréiglich sind. Daher wird zunéchst das Verhalten der
Losung (5.34) am Ursprung untersucht.

Wegen des Wurzel-Terms in (5.5) empfiehlt es sich, U in gebrochenen, positiven
sowie negativen Potenzen zu entwickeln. Das heifit

Ur)=> Bt (5.45)

t=—00

Nach Gleichung (5.33) ist r(a) = u(a)?. Es sei nun oy eine Nullstelle von r(a).
Dann 148t sich u(a) in der Umgebung von «; in eine Potenzreihe entwickeln:

aqu' (o)

5 (@— 1)’ +0(la -l (5.46)

u(a) =u' (o) (a— o) +
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Ein Vergleich mit (5.28) fiihrt auf

Ula) = (“'(O‘)> = L 20—l (5.47)

u(c) a—aq)? 3

Offenbar bricht die Reihe (5.45) fiir negative Potenzen bereits bei einem endlichen
1 ab. Sinnvollerweise wird die iibrige Entwicklung nur bis zu dem konstanten Term
durchgefiihrt und der Rest O(|a — oy |) vernachléssigt.

Substituiert man in (5.47) die Variable o durch 7 in niedrigster Ordnung gem#f

rla—ao) =u'(on)*(a—o)? + O0(la— %), (5.48)

erhalt man

-1 2&1 1 .
Ulr)=—+ -5t O(r?)  mit B =u'(an)?. (5.49)
T
2.0
10 —— WKB-Potential des Grundzustandes i
A ---- SN-Potential des Grundzustandes
U 00 L
-1.0 +
2.0 . | . | . | .
0.0 10.0 20.0 30.0 40.0

r

Abbildung 5.1: WKB-Potential und numerisches Potential zum Grundzustand.
(Vergleiche die Abbildungen 3.4 und 3.6.)

Wie man sieht, ist S_; positiv. In Abschnitt 5.1 wurde davon ausgegangen, dafl
U(r) bzw. z(t) monoton sind. In (5.17) wurde diese Annahme ausgenutzt, um
die Funktion p(z) = #(t(x)) zu definieren, die auf Gleichung (5.19) fiihrte. Da
B-1 > 0 ist, gibt es nun eine offene Umgebung um den Ursprung, in der U'(r)
negativ ist. Ein Vergleich mit (5.7) zeigt, dafl dann U’(r) stets kleiner 0 sein muf,
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weil die rechte Seite der Gleichung immer negativ ist. Damit ist die Giiltigkeit
der Annahme bewiesen.

Es bezeichne nun «y den Parameter am Umkehrpunkt ry = u(ag)?. Damit 18t
sich die erste Anfangsbedingung U(ro) = 0 im klassisch erlaubten Bereich formu-
lieren:

U(a) =0 = u' () =0, (5.50)
rla)=ry = ulag) =10 (5.51)
Der Parameter o < 0 lduft von «q bis zu «;, das durch die Bedingung (o) =0

festgelegt ist. In den Airy-Funktionen ausgedriickt, lautet schliefilich die Lésung
von (5.27)

2

u(a) = my/ro Bi'((20) "3 0) Ai ((2C) ) (5.52)
—7/To Ai'((2C) "3 )Bi ((2C) 3 a) .

Die zweite Anfangsbedingung U’(r) = U] wird durch die Wahl des o festgelegt.
Nach der Kettenregel gilt
dU  dr dU

9o " dadr (5.53)

Am Umkehrpunkt verschwindet nach (5.50) auch die Ableitung 7/(c). Daher ist
r(«) an dieser Stelle nicht umkehrbar und U nicht differenzierbar. In dem offenen
Intervall oy, ap[ 148t sich U'(r) jedoch angeben:

dU _dU (dr o 4u”(a)u(a) —u'(a)?
dr  da \ do B u(a)t
Ersetzt man jetzt noch 4u”(«), Gleichung (5.25) folgend, durch au(a) und be-
trachtet den linksseitigen Limes r — 7, reduziert sich U'(r) auf die einfache

Beziehung
)y _

dr'r=ro  py

(5.54)

r<ry, (5.55)

die den Parameter ¢ in (5.52) festlegt und im iibrigen der Definition (5.21) von
« entspricht. Letzteres wird sofort klar, wenn in (5.21) die Funktion P(s) an der
Stelle s = 0 gemiB Gleichung (5.14) durch (t) = €' U'(r(t)) ersetzt wird.

Anschlielend mufl noch der zweite Losungszweig r > 1y durch geeignete Wahl
der Parameter U,, und Kg glatt an den Umkehrpunkt angestiickelt werden. Ab-
bildung 5.1 zeigt die WKB-Losung des Potentials im gesamten Gebiet r > 0. Am
Umkehrpunkt stellt der Computer den Graphen nur ungenau dar: Der Graph
“knickt” dort etwas ab, was vermutlich darauf zuriickzufiihren ist, daf} die pa-
rametrische Losung U bei ry nicht differenzierbar ist. Wie nach der Laurent-
Entwicklung von U zu erwarten war, divergiert die Losung am Ursprung. Durch
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25

- --- SN-Grundzustand
—— WKB-Grundzustand

20.0 30.0
r

Abbildung 5.2: WKB-Wellenfunktion zum WKB-Potential in Abbildung 5.1.
(Vergleiche Abbildung 3.4.)

Einsetzen der aneinander angepafiten Losungszweige in die Airy-Nédherung der
allgemeinen WKB-Losung (4.8) erhilt man die zugehorigen Zweige der Wellen-
funktion. In der parametrischen Form lautet die Lésung im klassisch erlaubten
Bereich

Clo) |7 5 (@), (5.56)

U(a)
wobei ((a) nach Gleichung (4.18) durch

x+(a) =Cy

a

=3 /a U(e!)7u(a! ) (o) do! = 6/ u' (o) do/ (5.57)

0 e%1]

3
2

9y

gegeben ist. Das Integral 148t sich analytisch 16sen, so dal S(a) explitzit an-
gegeben werden kann. Das fiihrt nach einigen Zwischenschritten schliellich zu
dem selbst in der kompaktesten Schreibweise immer noch reichlich unhandlichen
Ausdruck

3 o’
T (COMURE (5.58
4 o1 (bz‘;g—z> ok (bj;(g—;)

+ Z Vi,
ij=1

I'(b;) T'(by)
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mit den entsprechenden Parametern ¢ und b und Koeffizienten . Die geschweiften
Klammern um die Parameter symbolisieren p- bzw. ¢-Tupel von Koeffizienten

Die komplette Rechnung ist im Anhang aufgefiihrt. Analog gilt fiir das klassisch
verbotene Gebiet

3mi
¢(r): = —ei / Use * , (5.59)
To
was mit ein paar Substitutionen auf
Knl|2
C(r)? = —3Kgr Uy + —2 (5.60)
r
1
3K Kr|?  Kg )
+—L In|2r|Uy+—| — — 24/ Ugr
2/ |Us| ( r VIUs|
fithrt. Der zugehorige Ausdruck fiir die Wellenfunktion ist
¢(r) e
() =C |77 =| A : 5.61
X (1) = Cy | s | A (561
0.8
0.6
04 - ]
s 1
| ---- 13-ter gebundener Zustand
0.2 L —— WKB-Wellenfunktion zu n=13
-0.2 L | ,

0.0 40.0 80.0 120.0

r

Abbildung 5.3: Vergleich von WKB-Wellenfunktion und numerischer Losung der
SNG zur Quantenzahl n = 13.

Einige WKB-Wellenfunktionen sind exemplarisch in den Abbildungen 5.2 bis 5.4
dargestellt. Zum Vergleich mit den numerischen Losungen der SNG wurden die
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04 n

! —— WKB-Wellenfunktion zu n=20
! - --- 20-ter gebundener Zustand
0.2 b

0.0 50.0 100.0 150.0
r

Abbildung 5.4: WKB-Wellenfunktion und numerische Losung der SNG zur Quan-
tenzahl n = 20.

WKB-Lésungen auf die SN-Lésungen normiert. Durch Umskalieren von U und
Verschieben des Umkehrpunktes ist es moglich, Wellenfunktionen zu beliebigen
Quantenzahlen n zu konstruieren. So wurde die Wellenfunktion in Abbildung 5.4
durch Umskalieren des Grundzustands aus Abbildung 5.2 erzeugt.

Wegen der Singularitit von U am Ursprung divergieren dort die Wellenfunktio-
nen. Zudem gilt der Knotensatz nicht mehr. Statt dessen hat jede Wellenfunktion
unendlich viele Nullstellen, die sich in einer Umgebung des Ursprungs hiufen.
Trotz qualitativer Ahnlichkeit stimmen offensichtlich WKB- und SN-Wellenfunk-
tionen in ihren Phasen nicht iiberein. Dennoch ist das Giiltigkeitskriterium (4.25)
fiir die WKB-Naherung schon bei kleinen Quantenzahlen erfiillt, wie Abildung 5.5
deutlich macht. Diese Diskrepanz muf} jedoch nicht weiter verwundern: Schlief}-
lich wurde im WKB-Ansatz (5.3) fiir U der Phasenterm von S vernachlissigt.
Moglicherweise pafit sich die Phase der WKB-Losungen erst bei sehr viel grofleren
Quantenzahlen n der Phase der numerischen Lésung an. Dies ist zwar pure Speku-
lation, entspréiche allerdings der urspriinglichen Motivation des WKB-Ansatzes.
Wegen der instabilen numerischen Losungen bei hohen Quantenzahlen, 148t sich
diese These leider nicht {iberpriifen.

Um eine WKB-Wellenfunktion mit korrektem Phasenverhalten bei kleinen Quan-
tenzahlen zu erhalten, miifite vermutlich der Ansatz (5.3) um einen Phasenterm
erweitert werden. Ob die daraus hervorgehende WKB-Gleichung aber noch ana-
lytisch losbar ist, bleibt fraglich.
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1.0

0.0

0.0 20.0 40.0 60.0 80.0
r

Abbildung 5.5: Giiltigkeitskriterium (4.25) fiir den vierten gebundenen Zustand.



Kapitel 6

Asymptotik der Eigenwerte

Die numerische Behandlung der Schridinger-Newton-Gleichung brachte ein Po-
tenzgesetz fiir die n-Abhéingigkeit der Eigenwerte hervor. Im Abschnitt 3.2.2
wurde bereits darauf hingewiesen, daf§ die Beziehung (3.20) auch aus der WKB-
Néaherung abgeleitet werden konne. Tatséchlich ist es moglich, aus der Bohr-
Sommerfeldschen Quantisierungsregel zusammen mit den Skalierungseigenschaf-
ten der WKB-Gleichung im klassisch erlaubten Gebiet die asymptotische n-
Abhéngigkeit von E zu bestimmen.

6.1 Quantisierungsregel

Die Bohr-Sommerfeldsche Quantisierungsregel erlaubt, zu einer festen Quanten-
zahl n die moglichen Energieeigenwerte der gebundenen Zustinde zu berech-
nen. Im Zusammenhang mit dem WKB-Verfahren wird auch hdufig der Be-
grift Phasenintegral-Quantisierung verwendet. Dort taucht die Quantisierungsre-
gel auf, wenn die Eindeutigkeit der WKB-L6sung im klassisch erlaubten Gebiet
zwischen zwei Umkehrpunkten gefordert wird. Dies soll jedoch an dieser Stelle
nicht naher erldutert werden.

Anschaulich betrachtet, beschreibt die Quantisierungsregel, wieviele Zusténde
n(E) zu einer vorgegebenen Energie F in eine ” Zustands-Kugel” vom Radius r
passen. Um in der quantenmechanischen Terminologie zu bleiben, bezeichne nun
die Funktion s(z) in (4.8) eine Wellenfunktion. Damit ist die Wellenfunktion auf
C\ {2} analytisch. Ferner werde angenommen, daf} die Zahl ihrer Nullstellen der
Anzahl der gebundenen Zustéinde bis zum Energieeigenwert E entspreche (Kno-
tensatz). Ein moglicher Ansatz zur Herleitung der Quantisierungsregel findet sich
in [30]. Die Idee ist, die Anzahl n der Nullstellen direkt aus s zu berechnen:

Es sei also s(z;) = 0, wobei der Index i € {1,2,3,4,5,...,n} C N stets grofier
als 0 ist. Nach wie vor bezeichne zy den Umkehrpunkt von f mit f(z) = 0. An
dieser Stelle ist die WKB-Losung s singulér. Fiir unsere Zwecke stelle man sich
vor, dafl s invariant unter z — —z ist, so dafl —z; ein zweiter, symmetrisch zu zg
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liegender Umkehrpunkt ist. Die Nullstellen liegen demnach symmetrisch um den
Ursprung verteilt. In der Ndhe einer Nullstelle z; 148t sich s in eine Potenzreihe
bis zur ersten Ordnung entwickeln:

s(z—2)=s1(z —2) + O]z — z|%) . (6.1)

Der Quotient ¢(z) = s'(z)s(z) ! entspricht dann seiner eigenen Laurent-Entwick-
lung bis (2 — 2;)™!, das bedeutet

qz)=(z—z)"'. (6.2)

Danach hat ¢ an Stelle z; einen Pol mit Residuum 1. Integriert man ¢ iiber eine
geschlossene Kurve C;, die je eine Nullstelle z; von s umschlieit, ergibt sich nach
dem Residuensatz

n = ZRes (s,2) = Z 2%” ?{ q(2)dz . (6.3)

Es sei C eine Kurve, die sdmtliche Nullstellen einschlie3t sowie die beiden Um-
kehrpunkte z; und —z; enthélt. Innerhalb von C gilt also f < 0. Umgeformt
ergibt das Integral aus (6.3)

iq(z) dz = ][; dilzln|s(z)|dz. (6.4)

Setzt man jetzt die WKB-N&herung fiir s ein und wihlt ohne Einschrénkung der
Allgemeinheit die partikuldre Losung in (4.8), die durch das Pluszeichen gegeben
ist, erhilt man

d _ 11z
@111‘8(2)‘ - 4f(Z)

Der erste Summand § = f'f~! 148t sich wieder leicht integrieren. Die Vorgehens-
weise ist bereits klar: Entwicklung von f in der Umgebung des Umkehrpunktes
z und Integration iiber eine geschlossene Kurve Cj um z;. Beriicksichtigt man
auch den zweiten Umkehrpunkt —z,, folgt nach dem Residuensatz

N[

+ f(2)2 . (6.5)

1
2 = Res(q, 2) + Res (¢, —2) = Z 9 j{i q(z)dz . (6.6)
+ Co

Aus den letzten vier Gleichungen erhélt man nun unmittelbar die Bohr-Sommer-
feldsche Quantisierungsregel

2W<n+%>=?€|f(z)|%dz, F<0. (6.7)
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Das Ergebnis 148t sich ohne weiteres auf die Losung der WKB-Gleichung (5.5)
mit nur einem Umkehrpunkt ry iibertragen, wobei die Singularitdt von U am
Ursprung beriicksichtigt werden muf: Der Quotient ¢ = U'U ! hat nach Glei-
chung (5.49) dort einen Pol mit Residuum -1. Es sei also U(r) Losung der WKB-
Gleichung im klassisch erlaubten Gebiet. Anstatt die Integration von —rg bis 7
durchzufiihren, kann aus Griinden der Symmetrie ebensogut von 0 bis 7y inte-
griert werden und die linke Seite von (6.7) durch 2 geteilt werden. Beriicksichtigt
werden mufl dabei allerdings, da8 die Anzahl der Nullstellen in | — r¢, 79[ dann
2n betragt. Damit hat man

2 (n + %) = /OTO U(r)z dr . (6.8)

6.2 Skalierungsverhalten des Phasenintegrals

Aufgrund der bei der Herleitung des Phasenintegrals gemachten WKB-Naherung
ist die Formel (6.8) nur fiir grofle Quantenzahlen n giiltig, so da§ der Summand
7 vernachlissigt werden kann. Es ist nun zu untersuchen, wie sich das Phasenin-
tegral unter Umskalierung von U verhélt. Nach (5.12) ist das WKB-Potential U

invariant unter Dilatationen
U(r) = Ulur) . (6.9)

Man betrachte zunéchst U am Umkehrpunkt ro. Die Nullstelle des skalierten
Potentials U werde mit 7y bezeichnet. Dann gilt

0=U(7) = (Do U) (7o) = U(uig) =0 . (6.10)

Folglich transformiert sich der Umkehrpunkt gemif rq — p 'rq = 7, was zu
erwarten war. Es bezeichne nun P(ry) das Phasenintegral. Unter der Skalierung
[': r— p~'r verhilt sich P(ry) dann wie

P(7y) = (T o P) (7) :/OTOU(T‘);dT‘Z/OTO Uur)? dr (6.11)

uFo L
= u‘I/ U(p)? dp = =" P(ro) ,
0

wobei p = pur substituiert wurde. In gleicher Weise skaliert sich formal das n,
das heift n — p~'n =: fi. Anschaulich kann man sich 7 — 1 als Anzahl der
Nullstellen der Wellenfunktion S als Losung der Schriodinger-Newton-Gleichung
zu einem gegebenen U vorstellen, sofern 7 ganzzahlig ist. Das erklirt auch den
aus der numerischen Untersuchung der SNG gewonnenen Eindruck, daf} sich die
Potentiale zu den hoheren Eigenzustianden nur noch durch Streckungen des Ar-
guments voneinander zu unterscheiden scheinen.



KAPITEL 6. ASYMPTOTIK DER EIGENWERTE 46

6.3 Skalierungsverhalten der Eigenwerte

Zu untersuchen ist noch, wie sich der (normierte) Eigenwert E unter I' transfor-
miert. In Abschnitt 2.3 wurde der Eigenwert durch die Koeffizienten der asymp-
totischen Form des SNG-Potentials ausgedriickt:

A

In den Koeffizienten A und B ausgedriickt, lautet die asymptotische Form des
Potentials U = A + Br—!. Dies entspricht im iibrigen der WKB-Ldsung des
Potentials im klassisch verbotenen Bereich mit Kr = B. Der Unterschied be-
steht lediglich darin, da} die WKB-Wellenfunktion im allgemeinen nicht mittels
Division durch K% normiert werden kann, da sich Kg nicht durch das Normie-
rungsintegral I ausdriicken 148t.

Nimmt man nun an, daf} die asymptotische Form fiir U in der Ndhe des Umkehr-
punktes das tatsédchliche Potential hinreichend genau approximiert, so kann der
Eigenwert als Funktion von U’(r) und r geschrieben werden. Es gilt somit

B B
U — A+ — =0 =__ 6.13
()=A+-=0 > m=-7 (6.13)
sowie
B A?
1 - - _= 14
U (TO) T,g B (6 )

Durch den Vergleich mit (6.12) erhédlt man fiir £

1 1
E=- . 6.15
27 U ’(T 0) ( )
Aus Gleichung (6.10) ist bereits bekannt, wie sich der Umkehrpunkt unter der
Skalierung I' verhélt. An der Stelle 7 ist die Ableitung U'(r)

Qo) =L@y ()| . = u(ur) = ' (ro) (6.16)

r=fo r r=fg

Die Skalierung des Eigenwerts F +— E erhiilt man jetzt durch Einsetzen von
(6.16) und (6.10) in (6.15):

-1 1 1 2

E=-— = u’E . 6.17
2R0G) 2 17

Der transformierte Eigenwert ist gerade der Eigenwert, der zu der n-ten Ei-
genlosung S gehort, die wiederum aus dem umskalierten WKB-Potential U ge-
wonnen wurde. Es sei also E,, ein Eigenwert zu einer festen, hinreichend grofien
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Quantenzahl n € N. Nach (6.11) und (6.17) gilt dann fiir jedes ganzzahlige n > n
folgende Beziehung

Eﬁ_(n
N n

= o= Baa (6.18)
Es ist einsichtig, dafl das Skalierungsverhalten von U und damit das von P oder
E unabhingig von der Ordnung ist, bis zu der die asymptotische Form von U
oder die WKB-Lésung entwickelt wird. Alle Summanden einer Potenzreihen-
Entwicklung miissen schliellich das gleiche Skalierungsverhalten haben — das der
Funktion selbst ndmlich. Ein Vergleich mit den numerischen Ergebnissen aus Ab-
schnitt 3.5 legt nahe, daf sich mit dem asymptotischen Gesetz (6.18) beliebige
Eigenwerte ab etwa n = 20 berechnen lassen — vorausgesetzt, dafl der zwanzigste
Eigenwert hinreichend genau bestimmt wurde.



Kapitel 7

Zusammenfassung

FaBft man die Reduktion der Wellenfunktion als einen physikalischen Vorgang
auf, liegt es nahe, den Einfluf} der Gravitation ndher zu beleuchten. Der {ibliche
Ansatz ist, das Gravitationsfeld dabei als semi-quantisiert anzunehmen. Als Al-
ternative dazu wird, einer Idee von Penrose folgend, in der vorliegenden Arbeit
eine Modifikation der Ein-Teilchen-Schridinger-Gleichung mit vollsténdig klassi-
schem Gravitationspotential untersucht.

Die Schridinger-Newton-Gleichung (SNG) beschreibt ein Teilchen, das sich in
seinem eigenen Gravitationsfeld bewegt (Eigengravitation). Das Gravitationsfeld
wird als Losung der Newtonschen Feldgleichung angenommen, wobei die Mas-
sendichte durch die Wahrscheinlichkeitsdichte des Teilchens gegeben ist. Fiir die
SNG existiert eine Klasse gebundener, normierbarer Zustinde mit eindeutigem
Grundzustand. Die Eindeutigkeit der hGheren gebundenen Zustinde erscheint im
Hinblick auf die numerischen Ergebnisse ebenso evident. Ferner gilt eine Art Kno-
tensatz: Die Zustéinde lassen sich derart numerieren, dafy der n-te Zustand gerade
n — 1 Nullstellen hat.

Da das Richtungsfeld der SNG invariant unter einer 1-parametrigen Symmetrie-
gruppe von Skalierungstransformationen ist, kann nach Arnold die Ordnung der
Differentialgleichung um 1 erniedrigt werden. Das fiihrt auf ein System auto-
nomer Differentialgleichungen, das sich leichter numerisch integrieren 148t als
das urspriingliche System der SNG. Ahnlich wie beim Wasserstoff-Atom existiert
ein Potenzgesetz fiir die n-Abhéngigkeit der Eigenwerte, jedoch mit dem abwei-
chendem Exponenten 2.1. Fiir die Eigenwerte 148t sich eine Fehlerabschitzung
angeben. Daraus geht hervor, dafl das Integrationsverfahren nur etwa bis zum
zwanzigsten Zustand hinreichend genaue Ergebnisse liefert.

Um eine asymptotische Form des Gravitationspotentials fiir groffie Quantenzahlen
n sowie eine asymptotische n-Abhéngigkeit der Eigenwerte zu finden, wird eine
Quasi-WKB-Niherung fiir die SNG entwickelt. Das fiihrt auf zwei nicht-lineare
Differentialgleichungen fiir das Gravitationspotential im klassisch erlaubten bzw.
klassisch verbotenen Bereich. Mit einer Nidherung des Ansatzes fiir den klassisch
verbotenen Bereich, kénnen beide Gleichungen explizit gelost werden, wobei die
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Losung des klassisch erlaubten Bereichs am Ursprung divergiert. Die Ldsungen
sind dilatationsinvariant und lassen sich stetig und differenzierbar aneinander
anpassen.

Aus dem WKB-Potential kann schliellich eine WKB-Approximation der Wel-
lenfunktion fiir den gesamten Definitionsbereich berechnet werden, so dafl sich
jedem n-ten Zustand eindeutig ein WKB-Zustand zuordnen lifit. Die unter-
schiedlichen Wellenfunktionen gehen durch Umskalieren (Dilatation des WKB-
Potentials) auseinander hervor. Wegen der Divergenz des Potentials gilt jedoch
der Knotensatz nicht mehr. Vielmehr hat jede Wellenfunktion unendlich viele
Nullstellen, die sich in einer Umgebung des Ursprungs haufen. Das Phasenver-
halten der numerischen Losung gibt die WKB-Wellenfunktion nicht wieder.

Fiir das Phasenintegral des WKB-Potentials gilt in Analogie zur Bohr-Sommer-
feldschen Quantisierungsregel eine modifizierte Quantisierungsregel. Bei groflen
Quantenzahlen ist das Phasenintegral ungefihr proportional zu n. Da sich Eigen-
werte und Phasenintegral unter Umskalierung des WKB-Potentials unterschied-
lich verhalten, kann daraus die n-Abhéngigkeit der Eigenwerte E bestimmt wer-
den. Das fithrt in Ubereinstimmung mit den numerischen Ergebnissen auf die
asymptotisch giiltige Beziehung E oc n~2.

Bislang fehlt eine verallgemeinerte WKB-Theorie, die sich auf die Schrédinger-
Newton-Gleichung exakt anwenden 1at. Die Entwicklung einer Theorie ist je-
doch eine mogliche Aufgabe fiir die Zukunft. Ebenso ist die Ausdehnung der Un-
tersuchungen auf nicht-rotationssymmetrische sowie nicht-stationédre Losungen
anzustreben. Im Falle nicht-stationérer Lésungen ist es sicherlich zunéchst aus-
reichend, eine Superposition zweier stationirer Losungen zu betrachten. Ferner
wiren weitere Modellierungen der der Reduktion der Wellenfunktion zugrunde-
liegenden physikalischen Mechanismen zu begriifien.



Anhang A

Tabelle der Eigenwerte

n-ter Zustand

Eigenwert E,

© 00 1 O Ot = W N -

e e e S g
© 00 ~J O Ot B~ W N = O

-0.040693+0.00007
-0.0076993440.00000008
-0.003131624 0.00002
-0.00168689+0.000007
-0.0010522940.0000004
-0.000718492+0.0001
-0.000521568+0.00002
-0.000395759+0.00004
-0.000310533+£0.000001
-0.000250149-+0.0001
-0.000205794-£0.000003
-0.0001722744-0.000007
-0.000146317+0.0001
-0.000125825+0.0001
-0.000109345-+0.0001
-0.0000959092+0.00004
-0.0000848061+0.00002
-0.0000755083£0.00002
-0.0000676649£0.00003



Anhang B

Integrale des WKB-Potentials

B.1 Klassisch erlaubtes Gebiet

Um das Integral aus (5.57)

((@)? = 6/a u' (o) do (B.1)

0

zu losen, bietet sich zunéchst an, v’ gem#f (4.15) und (4.16) durch die Bessel-
Funktionen I.,(«) auszudriicken. Nach [25] gilt

I (0) = 5 (Leys (@) + Laun (0) (B.2)

Nutzt man diese Beziehung aus und vereinfacht den Ausdruck, der durch das
Ableiten von (5.52) entsteht, bekommt man

o 1 1 1

wobei k; abkiirzend fiir die Koeffizienten aus (5.52)

ky = 770 Bi'((20) 3ay) , (B.4)
ky = — /o Ai’((20) 3 )

steht und K., mit Iy, das Fundamentalsystem von (4.14) bildet. Multipliziert
man den Integranden in (B.1) aus, lassen sich immer jeweils 2 Faktoren zu Hy-
pergeometrischen Funktionen yF),(a,b; o) zusammenfassen [28]. Substituiert man
noch das Argument gemif da = /add, 1Bt sich das Integral mit dem Computer
oder anhand von Tabellen spezieller Funktionen lésen [21, 25, 28].
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Das fiihrt nach wenigen Zwischenschritten und Riicksubstitution trotz anschlie-
Bender Vereinfachung zu dem immer noch etwas unschénen Ausdruck

2 3 3
3 ao’r() 1 O{O 5 O{O
2 = — = F .Y F —_._Y )
((a) 0 1(3’36) 0 1(3’36) (B.5)

2 3 3 3
g To 1 o 5 o 1 2 2 «
- — —F — .2 F — .2 F - _ - \._

6 01<3’36>01<3’36 pra 2071 3°3) 36

2
3

5.% a?
abron?a of (3’36) ol (3’36)

W r )
F 5 043 2 F 3 4.«
aérowza01(§’_6) 01( 3’36)0 1(5’%)
i T )0
5\ 2 2
1.¢ 5.a3
rom2ad oF1 (53—8) oF1 (5’3_)
162 NONNON
1 ag)? 2. a3 8.ad
ro ™ o1 (5’%) of1 (5’_6) oF1 (ga—(,-)
162 FETETE)

Obwohl die implizite Integraldarstellung (5.57) bzw. (B.1) von ((a) um einiges
platzsparender ist, hat die explizite Form hier den Vorteil, dal sie numerische
Operationen sowie graphische Darstellungen mit dem Computer wesentlich be-
schleunigt.

B.2 Klassisch verbotenes Gebiet

Fiir das klassisch verbotene Gebiet gilt

3 37rz
C(r)? = Ze* dr' . (B.6)

Das Integral 148t sich zu

1
T T o'+ K 3
/ dr' = —i/ (7(] rt R) dr' (B.7)
70 To

7nl
umschreiben. Substitution des Integranden fiihrt dann auf

1

v v'? Usr + Kg\?

= —SKR/ e dV, v= <7) ) (B.8)
v (v — Uy )2 r

K
U+—R

Wl

((v)
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Als weiterer Schritt empfiehlt sich nun die Substitution durch Trigometrische
oder Hyperbolische Funktionen — also beispielsweise v = /A cosht. Zweifache
partielle Integration und Riicksubstitution ergeben schlieflich

K
((r)? = —3Kgr U + =~ (B.9)
3K ( Kpl>  Kg )
In (27 |Us + —| ——= —2yUxr | .
2v/|Us] r VI Us|
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