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✺✳✶ ❑✉%③❡✐♥❢+❤%✉♥❣ ✐♥ ◆♦0❛0✐♦♥ ✉♥❞ ❋✉♥❦0✐♦♥❡♥

❆✉- ●1:♥❞❡♥ ❞❡1 ▲❡-❜❛1❦❡✐+ ✉♥❞ ❞❡♠ ❜❡--❡1❡♥ ❱❡1-+N♥❞♥✐- ✇❡1❞❡♥ ✇✐1 ❱❡❦+♦✲

1❡♥ ✉♥+❡1-❝❤❡✐❞❡♥✱ ❞✐❡ K♦-✐+✐♦♥❡♥✱ ❘✐❝❤+✉♥❣❡♥ ♦❞❡1 ❋❛1❜❡♥ 1❡♣1N-❡♥+✐❡1❡♥ ✭-✐❡❤❡

❆❜❜✳ ✺✳✷✮✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✿ ▲✐♥❦$✿ ▲✐❝❤($()❛❤❧❡♥ ✇❡)❞❡♥ ❜❡✐ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤(✉♥❣$♠♦❞❡❧❧❡♥ ✈♦♥ ❞❡♥ ❖❜❥❡❦(❡♥
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)❡♥❞❡ ▲✐❝❤($()❛❤❧❡♥ ♠✐( ♠❡❤)❡)❡♥ ❖❜❥❡❦(❡♥ ✐♥(❡)❛❣✐❡)❡♥✳
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✇❡✐'❡ ❡✐♥❡ ▲✐❝❤*>✉❡❧❧❡ L ♠✐* 5♦'✐*✐♦♥ PL✱ ❱♦"③✉❣'"✐❝❤*✉♥❣
~l ✉♥❞ ❋❛"❜❡ cL✳

❆❧❧❡ ❞/❡✐ ❱❛/✐❛♥2❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ✐♥ 3✲❞✐♠❡♥5✐♦♥❛❧❡/ ❋♦/♠ ✈♦/✳ ❲✐/ ✇❡/❞❡♥✱ ✇❛♥♥ ✐♠♠❡/

❡5 ♠❛❝❤❜❛/ ✐52✱ ❛❧❧❡ ❋♦/♠❡❧♥ ♠♦2✐✈✐❡/❡♥✱ ❤❡/❧❡✐2❡♥ ✉♥❞ ❊✐♥❜❧✐❝❦❡ ✐♥ ❖/✐❣✐♥❛❧❛/✲

❜❡✐2❡♥ ✈♦/♥❡❤♠❡♥✱ ❛♥52❛22 ❞✐❡5❡ ✇✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡/ ❋♦/♠❡❧5❛♠♠❧✉♥❣ ♥✉/ ❛✉❢③✉❧✐52❡♥✳

❆✉❢ ❞✐❡5❡ ❲❡✐5❡ ❦C♥♥♥❡♥ ✇✐/ ❣❛♥③ ♥❡❜❡♥❜❡✐ ❡✐♥ ✇❡♥✐❣ ▲✐♥❡❛/❡ ❆❧❣❡❜/❛ ✐♥ ❞❡/

♣/❛❦2✐5❝❤❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❡/❧❡❜❡♥✳

❆♠ ❊♥❞❡ ❥❡❞❡5 ❑❛♣✐2❡❧5 ❣✐❜2 ❡5 ❡✐♥❡♥ ❆❜5❝❤♥✐22✱ ❞❡/ ❞✐❡ ✇✐❝❤2✐❣52❡♥ ❊/❦❡♥♥2✲

♥✐55❡ ✉♥❞ ❋♦/♠❡❧♥ ❦♦♠♣❛❦2 ✉♥❞ H❜❡/5✐❝❤2❧✐❝❤ ❞❛/52❡❧❧2✳

✺✳✶✳✶ ❱❡❦&♦(❡♥ ❛❧, ❘✐❝❤&✉♥❣❡♥

❉✐❡ ❜❡❦❛♥♥2❡ ❱❡❦2♦/❡♥5❝❤/❡✐❜✇❡✐5❡ ~v✱ ~w✱ . . . ✇❡/❞❡♥ ✇✐/ ❢H/ ❱❡❦2♦/❡♥ ✈❡/✇❡♥✲

❞❡♥✱ ❞✐❡ ❘✐❝❤2✉♥❣❡♥ /❡♣/K5❡♥2✐❡/❡♥✳ ❊5 ❤❛♥❞❡❧2 5✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✇✐❡ H❜❧✐❝❤ ✐♠♠❡/ ✉♠

❙♣❛❧2❡♥✈❡❦2♦/❡♥✳ ❙♦❧❧2❡♥ ✇✐/ ❛✉5 M❧❛2③❣/H♥❞❡♥ ❱❡❦2♦/❡♥ ✐♠ ❚❡①2 ❜❡5❝❤/❡✐❜❡♥✱

✈❡/✇❡♥❞❡♥ ✇✐/ ❞✐❡ ❩❡✐❧❡♥5❝❤/❡✐❜✇❡✐5❡ ✈♦♥ ❙♣❛❧2❡♥✈❡❦2♦/❡♥ ~v = (v1, v2, . . . , vn)✳
❆❜❡/ ❆❝❤2✉♥❣✿ ❉❡/ ❱❡❦2♦/ ~v ✐52 ✐♠♠❡/♥♦❝❤ ❡✐♥ ❙♣❛❧2❡♥✈❡❦2♦/✳

❖❜ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤2✉♥❣ ❜❡✐5♣✐❡❧5✇❡✐5❡ ③✉ ❡✐♥❡/ ▲✐❝❤2Q✉❡❧❧❡ ❤✐♥✲ ♦❞❡/ ✈♦♥ ❞✐❡5❡/ ✇❡❣✲

③❡✐❣2✱ ❦❛♥♥ ❢H/ ❞✐❡ ❇❡/❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✈❛/✐✐❡/❡♥ ✐52 ❞❡♠ ❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ❑♦♥2❡①2 ③✉ ❡♥2✲

♥❡❤♠❡♥✳ ❯♠ ❞✐❡ ❘✐❝❤2✉♥❣ ③✉ K♥❞❡/♥ ♠H55❡♥ ✇✐/ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❱♦/③❡✐❝❤❡♥ ❞❡/

❑♦♠♣♦♥❡♥2❡♥ ✉♠❞/❡❤❡♥✳

❙❡✐ ❛❧5 ❇❡✐5♣✐❡❧ ~v ❣❡❣❡❜❡♥ ♠✐2 ~v = (−1, 2, 0)✱ ❞❛♥♥ ③❡✐❣2 ❞❡/ ❱❡❦2♦/ −~v ✐♥ ❞✐❡

❡♥2❣❡❣❡♥❣❡5❡2③2❡ ❘✐❝❤2✉♥❣✿

−~v = (−1) · ~v = (−1) ·





−1
2
0



 =





(−1) · (−1)
(−1) · 2
(−1) · 0



 =





1
−2
0





❙❦❛❧❛$❡ ✉♥❞ ❱❡❦*♦$❡♥

❙❦❛❧❛/❡ s✱ k✱ . . . ❤❛❜❡♥✱ ✇❡♥♥ ♥✐❝❤2 ❛♥❞❡/5 ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ✐♠♠❡/ ❞❡♥ ❲❡/2❡❜❡/❡✐❝❤ R

✉♥❞ ❦C♥♥❡♥ ❘✐❝❤2✉♥❣❡♥ ~w = s~v ♠✐2 s > 1 52/❡❝❦❡♥✱ ♠✐2 s < 1 52❛✉❝❤❡♥ ♦❞❡/ ♠✐2

s < 0 ✉♠❞/❡❤❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡/ ❙❦❛❧❛/✇❡/2 s ❦♦♠♣♦♥❡♥2❡♥✇❡✐5❡ ♠✐2 ~v ♠✉❧2✐♣❧✐③✐❡/2

✇✐/❞ ✭5✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✸✮✳

❇❡5♦♥❞❡/❡ ❙❦❛❧❛/❡ ❞✐❡ ❲✐♥❦❡❧ ❞❛/52❡❧❧❡♥ ✇❡/❞❡♥ ✇✐/ ♠✐2 ❣/✐❡❝❤✐5❝❤❡♥ ❇✉❝❤52❛❜❡♥

α✱ β✱ . . .✳ ❜❡③❡✐❝❤♥❡♥✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✸✿ ❲✐" #❡❤❡♥ ❤✐❡" ❞✐❡ ❱❡")♥❞❡"✉♥❣❡♥ ❞❡# ❱❡❦-♦"# ~v✱ ✇❡♥♥ ❞✐❡#❡" ♠✐- ✈❡"#❝❤✐❡❞❡♥❡♥

❙❦❛❧❛"✇❡"-❡♥ ♠✉❧-✐♣❧✐③✐❡"- ✇✐"❞✳

❍✐❧❢$❡✐❝❤❡ ❋✉♥❦,✐♦♥❡♥

❉✐❡ ▲0♥❣❡ ❡✐♥❡1 ❱❡❦4♦61 ~v✱ 1②♠❜♦❧✐1✐❡64 ❞✉6❝❤ ‖◦‖✱ ❡6❣✐❜4 1✐❝❤ ❛✉1 length(~v) =
‖~v‖ =

√

v21 + v22 + . . .+ v2n ✉♥❞ ❧✐❡❢❡64 ❡✐♥ ❙❦❛❧❛6✳ ❉✉6❝❤ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣ ❞❡6 ❋✉♥❦✲

4✐♦♥ norm(~v) ❡6❤❛❧4❡♥ ✇✐6 ❡✐♥❡♥ ❊✐♥❤❡✐41✈❡❦4♦6 ✐♥ ❘✐❝❤4✉♥❣ ✈♦♥ ~v ❞❡6 ▲0♥❣❡ 1✳
❉❛♠✐4 ❦E♥♥❡♥ ✇✐6 ❜❡✐1♣✐❡❧1✇❡✐1❡ ~w = norm(~v) = ~v

‖~v‖ 1❝❤6❡✐❜❡♥ ✉♥❞ 1♣❡✐❝❤❡6♥

✐♥ ~w ❞✐❡ ♥♦6♠✐❡64❡ ❱❡61✐♦♥ ❞❡1 ❱❡❦4♦61 ~v✱ 1♦ ❞❛11 ‖~w‖ = 1 ❣✐❧4✳ ❲✐6 ❦E♥♥❡♥ ❢H6

~v = norm(~v) ❛✉❝❤ ❛❧1 ❡✐♥❡ ❆♥✇❡✐1✉♥❣ ❦✉6③ norm(~v) 1❝❤6❡✐❜❡♥✳ ❉❛1 ❙❦❛❧❛6♣6♦✲

❞✉❦4 ③✇❡✐❡6 ❱❡❦4♦6❡♥ ~v • ~w ❡6❣✐❜4 1✐❝❤ ❛✉1 ❞❡6 ❙✉♠♠❡ ❞❡6 ❦♦♠♣♦♥❡♥4❡♥✇❡✐1❡♥

▼✉❧4✐♣❧✐❦❛4✐♦♥✿

~v • ~w =

n
∑

i=1

vi · wi

K❜❡6 ❞✐❡ ✇✐❝❤4✐❣❡ ❑♦1✐♥✉1❢♦6♠❡❧ ❦E♥♥❡♥ ✇✐6 ❞❡♥ ❑♦1✐♥✉1 ❞❡1 ❲✐♥❦❡❧1 α ③✇✐1❝❤❡♥

③✇❡✐ ❱❡❦4♦6❡♥ ~v ✉♥❞ ~w ❡6♠✐44❡❧♥✿

cos α =
~v • ~w

‖~v‖ · ‖~w‖

❩✇❡✐ ❱❡❦4♦6❡♥ ~v ✉♥❞ ~w ❧✐❡❣❡♥ ✐♠ 1❡❧❜❡♥ ❍❛❧❜6❛✉♠✱ ✇❡♥♥ ❞❡6 ❲✐♥❦❡❧ α ③✇✐1❝❤❡♥

❞✐❡1❡♥ ♣♦1✐4✐✈ ✐14✳ ❉❛ cos α ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤4✉♥❣1♠♦❞❡❧❧❡♥ ❡✐♥❡♥ ✇✐❝❤4✐❣❡♥ ♠✉❧✲

4✐♣❧✐❦❛4✐✈❡♥ ●❡✇✐❝❤41❢❛❦4♦6 ❞❛614❡❧❧4✱ 1✐♥❞ ♦❢4 ♥✉6 ♣♦1✐4✐✈❡ ❲✐♥❦❡❧ ✐♥4❡6❡11❛♥4✳

❲✐6 ❣❡❤❡♥ ❛❧1♦ ❞❛✈♦♥ ❛✉1✱ ❞❛11 ❡✐♥ ▲✐❝❤4146❛❤❧ ③✉ ❞❡6 ❖❜❡6❢0❝❤❡♥♥♦6♠❛❧❡♥ ♠✐4

❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ ❣6ER❡6 ❛❧1 90➦ ❦❡✐♥❡♥ ❊✐♥✢✉11 ❛✉❢ ❞✐❡ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐4 ❛♥ ❞✐❡1❡6 T♦1✐4✐♦♥

❤❛4✳ ◆✉♥ ❦E♥♥❡♥ ✇✐6 H❜❡6 ❞✐❡ ❑♦1✐♥✉1❢♦6♠❡❧ ❛✉❝❤ ♥❡❣❛4✐✈❡ ❲❡64❡ ❡6③❡✉❣❡♥✳ ❲✐6

✈❡6❧❛♥❣❡♥ ❢H6 ❞✐❡1❡ ❋0❧❧❡ ❛❧1♦ 14❛44 ❡✐♥❡♠ ♥❡❣❛4✐✈❡♥ ❲❡64 ❡✐♥❡ 0✿

max(
~v • ~w

‖~v‖ · ‖~w‖
, 0)

❖❞❡6 ❢❛❧❧1 ~v ✉♥❞ ~w ❜❡6❡✐41 ♥♦6♠✐❡64 1✐♥❞✿

max(~v • ~w, 0)
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❉❛♠✐& ✇✐( ✉♥♥+&✐❣ ❧❛♥❣❡ ❋♦(♠❡❧♥ ✈❡(♠❡✐❞❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐( ③✉❦6♥❢&✐❣ ❞❛❢6( ❢♦❧❣❡♥❞❡

◆♦&❛&✐♦♥ ✈❡(✇❡♥❞❡♥✿

~v • ~w = max(
~v • ~w

‖~v‖ · ‖~w‖
, 0)

❆❧&❡(♥❛&✐✈ ✇❡(❞❡♥ ✇✐( ♠✐& ❞❡♠ ❙&(✐❝❤ 6❜❡( ❡✐♥❡♠ ❆✉?❞(✉❝❦ ❡✐♥❡ ❑✉(③❢♦(♠ ❢6(

❋♦(♠❡❧♥ ❞❡( ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❋♦(♠ ✈❡(✇❡♥❞❡♥✿

a = min(a, 1)

✺✳✶✳✷ ❱❡❦'♦)❡♥ ❛❧- .♦-✐'✐♦♥❡♥

❉✐❡ ◆♦&❛&✐♦♥ ✈♦♥ A✉♥❦&❡♥ L✱ P ✱ Q✱ . . . ✇✐(❞ ❢6( ❱❡❦&♦(❡♥ ✈❡(✇❡♥❞❡&✱ ❞✐❡ A♦✲

?✐&✐♦♥❡♥ (❡♣(E?❡♥&✐❡(❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ❦+♥♥❡♥ ✇✐( ❥❡❞❡(③❡✐& ③✇✐?❝❤❡♥ A✉♥❦&✲ ✉♥❞ ❱❡❦✲

&♦(❞❛(?&❡❧❧✉♥❣ ✇❡❝❤?❡❧♥✳ ❩✳ ❇✳ ❦+♥♥❡♥ ✇✐( ❞❡♥ ❱❡❦&♦( ③✇✐?❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❣❡❣❡❜❡♥❡♥

A✉♥❦&❡♥ P ✉♥❞ Q ❛♥❣❡❜❡♥ 6❜❡( ~p = P −Q✶

♦❞❡( ❞❡♥ A✉♥❦& L ♠✐& L = ~l ❛♥❣❡✲

❜❡♥✱ ❞❡( ?✐❝❤ ❛♠ ❊♥❞❡ ❞❡? ❱❡❦&♦(?

~l ❜❡✜♥❞❡&✱ ✇❡♥♥ ❞❡( ❱❡❦&♦(

~l ✐♠ ❯(?♣(✉♥❣

?&❛(&❡&✳

❍✐❧❢$❡✐❝❤❡ ❋✉♥❦,✐♦♥❡♥

■♥ ❡✐♥✐❣❡♥ ❋E❧❧❡♥ ✇❡(❞❡♥ ✇✐( ❞❡♥ ❆❜?&❛♥❞ ③✇✐?❝❤❡♥ ③✇❡✐ A✉♥❦&❡♥ ❜❡♥+&✐❣❡♥✳ ❊?

❣✐❜& ✈❡(?❝❤✐❡❞❡♥❡ ❊♥&❢❡(♥✉♥❣?♠❡&(✐❦❡♥✱ ✐♥ ❞❡♥ ♠❡✐?&❡♥ ❋E❧❧❡♥ ✇❡(❞❡♥ ✇✐( ❞❡♥

❡✉❦❧✐❞✐?❝❤❡♥ ❆❜?&❛♥❞ distEUK ✈❡(✇❡♥❞❡♥✳ ❉❛♥♥ ?❝❤(❡✐❜❡♥ ✇✐( ❡✐♥❢❛❝❤✿

distEUK(A,B) = ‖A−B‖ = length(~a−~b)

❍✐❡( ❤✐❧❢& ✉♥? ❞✐❡ ❉❛(?&❡❧❧✉♥❣ ❞❡( A✉♥❦&❡ ❛❧? ❱❡❦&♦(❡♥✱ ❞❡♥♥ ✇✐( ❜❡(❡❝❤♥❡♥

❡✐♥❢❛❝❤ ❞✐❡ ▲E♥❣❡ ❞❡? ❱❡❦&♦( A−B✱ ❞❡( ③✇✐?❝❤❡♥ A ✉♥❞ B ❜❡?&❡❤&✳

✺✳✶✳✸ ❱❡❦'♦)❡♥ ❛❧- ❋❛)❜❡♥

❉❛ ?✐❝❤ ❋❛(❜❡♥ ❜❡?♦♥❞❡(? ❜❡✐ ❞❡( ▼✉❧&✐♣❧✐❦❛&✐♦♥ ✭❋❛(❜♠♦❞✉❧❛&✐♦♥✮ ✐♠ ❱❡(❣❧❡✐❝❤

③✉ ❱❡❦&♦(❡♥ ❡&✇❛? ❛♥❞❡(? ✈❡(❤❛❧&❡♥ ?♦❧❧❡♥✱ ❢6❤(❡♥ ✇✐( ❋❛(❜❡♥ ❡✐♥❡ ❡✐❣❡♥❡ ◆♦&❛✲

&✐♦♥ ❡✐♥✳

▼✐& c✱ d✱ . . . ✇❡(❞❡♥ ❱❡❦&♦(❡♥ (❡♣(E?❡♥&✐❡(&✱ ❞✐❡ ❋❛(❜❡♥ ❞❡? ❘●❇✲❋❛(❜(❛✉♠❡?

❞❛(?&❡❧❧❡♥ ✭?✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✹✮✳

❉❛❜❡✐ ?&❡❧❧& ❡✐♥❡ ❋❛(❜❡ c ❡✐♥❡ ▼✐?❝❤✉♥❣ c = (cR, cG, cB) ❛✉? ❞❡♥ ❞(❡✐ ❋❛(❜✲

❦❛♥E❧❡♥ cR ❢6( ❘♦& ✭ ❡❞✮✱ cG ❢6( ●(6♥ ✭❣ ❡❡♥✮ ✉♥❞ cB ❢6( ❇❧❛✉ ✭❜❧✉❡✮ ❞❛(✳ ❋6(

?✐❝❤&❜❛(❡ ❋❛(❜❡♥ ❧✐❡❣❡♥ ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥&❡♥ ❥❡✇❡✐❧? ✐♠ ❲❡(&❡❜❡(❡✐❝❤ [0, 1]✳ ❉❛♠✐&

❡♥&?♣(✐❝❤& (0, 0, 0) ❞❡( ❋❛(❜❡ ❙❝❤✇❛(③ ✉♥❞ (1, 1, 1) ❞❡( ❋❛(❜❡ ❲❡✐??✳ ❲✐( ✇♦❧✲

❧❡♥ ❢6( ❞✐❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥&❡♥ ❜❡✐ ❞❡♥ ❇❡(❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ❛❧❧❡(❞✐♥❣? ❞✐❡ ❲❡(&❡♠❡♥❣❡ R

✈♦(6❜❡(❣❡❤❡♥❞ ❡(❧❛✉❜❡♥✳ ❙♦❧❧&❡ ❡✐♥ ❋❛(❜✇❡(& ?♣E&❡( ❞❛(❣❡?&❡❧❧& ✇❡(❞❡♥✱ ♠6??❡♥

✶

❑❧❡✐♥❡% ❚✐♣♣✿ ❉✐❡ ❊+❡❧+❜%-❝❦❡ ✒❑1♣❢❝❤❡♥ ♠✐♥✉+ ❙❝❤✇8♥③❝❤❡♥✑ ✈❡%%8<✱ ✐♥ ✇❡❧❝❤❡ ❘✐❝❤<✉♥❣

❞❡% %❡+✉❧<✐❡%❡♥❞❡ ❱❡❦<♦% ③❡✐❣<✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✹✿ ❉❡" ❘●❇✲❋❛"❜"❛✉♠ ✐-. ❡✐♥ ❛❞❞✐.✐✈❡" ❋❛"❜"❛✉♠ ♠✐. ❞❡♥ ❞"❡✐ ●"✉♥❞❢❛"❜❡♥ ❘♦.✱

●"5♥ ✉♥❞ ❇❧❛✉✳ ■♥ ❖♣❡♥●▲ ❧✐❡❣❡♥ ❛❧❧❡ ❑♦♠♣♦♥❡♥.❡♥ ✐♠ ❲❡".❡❜❡"❡✐❝❤ [0, 1]✳

❦✉/③ ✈♦/ ❞❡/ ❱✐5✉❛❧✐5✐❡/✉♥❣ ♠✐8 ck = min(max(ck, 0), 1) ❢:/ k = R,G,B ❞✐❡

■♥8❡/✈❛❧❧❣/❡♥③❡♥ ③✉ [0, 1] 8/❛♥5❢♦/♠✐❡/8 ✇❡/❞❡♥✳

❏❡8③8 ❦>♥♥❡♥ ✇✐/ ③✇❡✐ ❋❛/❜❡♥ c ✉♥❞ b ❦♦♠♣♦♥8❡♥✇❡✐5❡ ❛❞❞✐❡/❡♥ c+ d = (cR +
dR, cG + dG, cB + dB) ♦❞❡/ ♠✉❧8✐♣❧✐③✐❡/❡♥ c · d = (cR · dR, cG · dG, cB · dB)✳
❉✐❡ ■♥8❡♥5✐8B8 ❧B558 5✐❝❤ ❛✉❝❤ ❤✐❡/ ❞✉/❝❤ ❞✐❡ ▼✉❧8✐♣❧✐❦❛8✐♦♥ ♠✐8 ❡✐♥❡♠ ❙❦❛❧❛/ s

✈❛/✐✐❡/❡♥ sc = (scR, scG, scB)✳

✺✳✷ ▼❛%❡'✐❛❧❡✐❣❡♥,❝❤❛❢%❡♥

❉✐❡ ✉♥8❡/5❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛8❡/✐❛❧❡✐❣❡♥5❝❤❛❢8❡♥ ❡♥85❝❤❡✐❞❡♥ ♠❛G❣❡❜❧✐❝❤ :❜❡/ ❞✐❡

■♥8❡/❛❦8✐♦♥❡♥ ③✇✐5❝❤❡♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤858/❛❤❧❡♥ ✉♥❞ ❖❜❡/✢B❝❤❡ ✉♥❞ 5✐♥❞ 5♦

❢:/ ❞✐❡ ❱✐❡❧❢❛❧8 ❞❡/ ❱✐5✉❛❧✐5✐❡/✉♥❣5♠>❣❧✐❝❤❦❡✐8❡♥ ✈❡/❛♥8✇♦/8❧✐❝❤✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐/ ❛❧5

❱❡/❣❧❡✐❝❤ ❞✐❡ ❧❛❝❦✐❡/8❡ ❖❜❡/✢B❝❤❡ ❡✐♥❡5 /♦8❡♥ ❆✉8♦5 ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❣/:♥❡ ❑/❡✐❞❡8❛❢❡❧✳

▲❛❝❦✐❡/8❡ ❖❜❡/✢B❝❤❡♥ ❣❧B♥③❡♥ ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❤♦❤❡♥ 5♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥5✲

❛♥8❡✐❧✳ ❑/❡✐8❛❢❡❧♥ /❡✢❡❦8✐❡/❡♥ ✐♠ ❱❡/❣❧❡✐❝❤ ❞❛③✉ ❡❤❡/ 58❛/❦ ❞✐✛✉5✳

❊5 ❣✐❜8 ❛✉❝❤ 8/❛♥5♣❛/❡♥8❡ ▼❛8❡/✐❛❧✐❡♥✱ ❞✐❡ ❆♥8❡✐❧❡ ❞❡/ ▲✐❝❤858/❛❤❧❡♥ ❤✐♥❞✉/❝❤✲

❞/✐♥❣❡♥ ❧❛55❡♥✳ ❉✐❡5❡ 8/❛♥5♠✐88✐❡/❡♥❞❡ ▲✐❝❤858/❛❤❧❡♥ ✇❡/❞❡♥ ✐♥ ❛❧❧❡/ ❘❡❣❡❧ ✈♦♥

✐❤/❡/ ❇❛❤♥ ❛❜❣❡❧❡♥❦8✱ ✇❛5 ❛❧5 ❘❡❢/❛❦8✐♦♥ ❜❡③❡✐❝❤♥❡8 ✇✐/❞✳ ❊✐♥❡ ❦❧❡✐♥❡ T❜❡/5✐❝❤8

❞❡/ ✇✐❝❤8✐❣58❡♥ ❇❡❣/✐✛❡ ✐♥ ❞✐❡5❡♠ ❑♦♥8❡①8 5✐♥❞ ❞❡/ ❆❜❜✳ ✺✳✺ ③✉ ❡♥8♥❡❤♠❡♥✳

✺✳✸ ▲✐❝❤%2✉❡❧❧❡♥♠♦❞❡❧❧❡

❆❧❧❡ ▲✐❝❤8U✉❡❧❧❡♥ L ❤❛❜❡♥ ❣❡♠❡✐♥✱ ❞❛55 5✐❡ ❡✐♥❡ ❋❛/❜❡ ❜③✇✳ ■♥8❡♥5✐8B8 cL ❤❛❜❡♥✳

❙♦❧❧8❡ ❦❡✐♥❡ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥ 5❡✐♥✱ 5♦ ❣❡❤❡♥ ✇✐/ ✈♦♥ ❞❡/ ❋❛/❜❡ ❲❡✐55 ♠✐8 ❞❡/ ♠❛①✐♠❛❧❡♥

■♥8❡♥5✐8B8 cL = (1, 1, 1) ❛✉5✳ ❉✐❡ ❣/✉♥❞❧❡❣❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤8U✉❡❧❧❡♥❛/8❡♥ ✉♥8❡/5❝❤❡✐❞❡♥

5✐❝❤ ③✉♥B❝❤58 ✐♠ ❱♦/❤❛♥❞❡♥5❡✐♥ ❡✐♥❡/ W♦5✐8✐♦♥ PL ✉♥❞ ❡✐♥❡/ ❘✐❝❤8✉♥❣

~l ✭5✐❡❤❡

❞❛③✉ ❆❜❜✳ ✺✳✻✮✳

❆♠❜✐❡♥8❡5 ▲✐❝❤8 ✉♥❞ ❘✐❝❤8✉♥❣5❧✐❝❤8 ✇❡/❞❡♥ ❛❧5 ❡❧❡♠❡♥8❛/❡ ❇❡❧❡✉❝❤8✉♥❣5♠♦❞❡❧❧❡

✐♥ ❆❜5❝❤♥✐88 ✺✳✺ ❜❡5♣/♦❝❤❡♥✳ ❉✐❡ ❇❡5♦♥❞❡/❤❡✐8❡♥ ✈♦♥ W♦5✐8✐♦♥5❧✐❝❤8 ✉♥❞ ❙8/❛❤❧❡/
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✺✿ ❖❜❡♥✿ ❱♦♥ ❧✐♥❦* ♥❛❝❤ .❡❝❤/* ❡.❤0❤/ *✐❝❤ ✐♥ ❞✐❡*❡. ❉❛.*/❡❧❧✉♥❣ ❞❡. ●.❛❞ ❞❡.

❙/.❡✉✉♥❣✳ ❙♦ *❡❤❡♥ ✇✐. ❜❡✐ ❞❡. ❘❡✢❡①✐♦♥✱ ❞❛** ✐♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥ ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡. ▲✐❝❤/*/.❛❤❧ ❞✐.❡❦/

.❡✢❡❦/✐❡./ ✇✐.❞✳ ❊.❤0❤/ *✐❝❤ ❞❡. ●.❛❞ ❞❡. ❙/.❡✉✉♥❣ *♦ ❤❛❜❡♥ ✇✐. ❡✐♥❡♥ ❙/.❡✉❦❡❣❡❧ ✉♥❞ ♥❡♥♥❡♥

❞✐❡*❡ ❆./ ❞❡. ❘❡✢❡①✐♦♥ *♣❡❦✉❧❛.✳ ❇❡✐ ❞❡. ✐❞❡❛❧❡♥ ✉♥❞ ❞❡. *♣❡❦✉❧❛.❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ✐*/ ❞✐❡ E♦*✐/✐♦♥ ❞❡*

❇❡/.❛❝❤/❡.* ❢F. ❞✐❡ ❲❛❤.♥❡❤♠✉♥❣ ❡♥/*❝❤❡✐❞❡♥❞✳ ❏❡ ♥I❤❡. ❞✐❡*❡. ③✉♠ ✐❞❡❛❧❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥*❜❡.❡✐❝❤

*/❡❤/✱ ❞❡*/♦ ✐♥/❡♥*✐✈❡. ✐*/ ❞✐❡ ❲❛❤.♥❡❤♠✉♥❣✳ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠ *❡❤. ❤♦❤❡♥ ❙/.❡✉✉♥❣*❣.❛❞ ✇✐.❞ ❞✐❡ ❘❡✲

✢❡①✐♦♥ *❡❤. ❞✐✛✉*✳ ❉❛* ❜❡❞❡✉/❡/✱ ❞❛** ❞✐❡ E♦*✐/✐♦♥ ❞❡* ❇❡/.❛❝❤/❡.* ❥❡/③/ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ♠❡❤. *♣✐❡❧/✳

▼✐//❡✿ ▼❛/❡.✐❛❧✐❡♥ ❦0♥♥❡♥ ▲✐❝❤/*/.❛❤❧❡♥ ❛❜*♦.❜✐❡.❡♥✱ ❡* ✜♥❞❡♥ ❛❧*♦ ❦❡✐♥❡ ❘❡✢❡①✐♦♥❡♥ */❛//✳ ❯♥/❡♥✿

❏❡ /.❛♥*♣❛.❡♥/❡. ❞✐❡ ❊✐❣❡♥*❝❤❛❢/ ❡✐♥❡* ▼❛/❡.✐❛❧*✱ ❞❡*/♦ ♠❡❤. ▲✐❝❤/*/.❛❤❧❡♥ ❞.✐♥❣❡♥ ❤✐♥❞✉.❝❤✳ ❆✉❝❤

❤✐❡. *♣✐❡❧/ ❞❡. ●.❛❞ ❞❡. ❙/.❡✉✉♥❣❢F. ❞✐❡ ❲❛❤.♥❡❤♠✉♥❣ ❞❡* ❇❡/.❛❝❤/❡.* ❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡✳ ❉✐❡ ❊✐❣❡♥*❝❤❛❢✲

/❡♥ /.❡/❡♥ ❜❡✐ .❡❛❧❡ ▼❛/❡.✐❛❧✐❡♥ ♥✐❡ ❡✐♥③❡❧♥ ❛✉❢✱ *✐♥❞ ❛❧*♦ ③✉♥I❝❤*/ ❡❤❡. ✈♦♥ /❤❡♦.❡/✐*❝❤❡♠ ■♥/❡.❡**❡✳

❆❧❧❡.❞✐♥❣* ❦0♥♥❡♥ ✇✐. ❑♦♠❜✐♥❛/✐♦♥❡♥ ❞✐❡*❡. ❊✐❣❡♥*❝❤❛❢/❡♥ ✇❛❤.♥❡❤♠❡♥✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✻✿ ▲✐♥❦*✿ ❆♠❜✐❡♥/❡* ▲✐❝❤/ ❤❛/ ✇❡❞❡. ❡✐♥❡ E♦*✐/✐♦♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❱♦.③✉❣*.✐❝❤/✉♥❣✳

❘✐❝❤/✉♥❣*❧✐❝❤/ ❜❡*/❡❤/ ♥✉. ❛✉* ❡✐♥❡. ❘✐❝❤/✉♥❣✳ E♦*✐/✐♦♥*❧✐❝❤/ ♥✉. ❛✉* ❡✐♥❡. E♦*✐/✐♦♥✳ ❊✐♥ ❙/.❛❤❧❡.

✈❡.❡✐♥/ *♦✇♦❤❧ E♦*✐/✐♦♥ ❛❧* ❛✉❝❤ ❱♦.③✉❣*.✐❝❤/✉♥❣✳ ❘❡❝❤/*✿ ❇❡✐*♣✐❡❧❡ ③✉ ❞❡♥ ❡♥/*♣.❡❝❤❡♥❞❡♥ ▲✐❝❤/✲

❛./❡♥✳ ❉❛ ❛♠❜✐❡♥/❡* ▲✐❝❤/ .❡❛❧ ♥✐❝❤/ ❡①✐*/✐❡./✱ ✇✉.❞❡ ❡✐♥ *❡❧❜*/❧❡✉❝❤/❡♥❞❡*✱ .♦/✐❡.❡♥❞❡* ❱✐❡.❡❝❦ ❛❧*

❇❡✐*♣✐❡❧ ❣❡✇I❤❧/✳



❑❆"■❚❊▲ ✺✳ ▲❖❑❆▲❊ ❇❊▲❊❯❈❍❚❯◆● ❯◆❉ ❙❈❍❆❚❚■❊❘❯◆● ✹✶

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✼✿ ❉❛" #♦"✐&✐♦♥"❧✐❝❤& ✇✐,❞ ❞✉,❝❤ ❞✐❡ #♦"✐&✐♦♥ PL ❜❡"&✐♠♠&✳ ❉✐❡ ❍❡❧❧✐❣❦❡✐& ♥✐♠♠&

❜❡✐ ❣,67❡, ✇❡,❞❡♥❞❡, ❊♥&❢❡,♥✉♥❣ ③✉♠ ❖❜❥❡❦&♣✐①❡❧ ❛♥ ❞❡, #♦"✐&✐♦♥ P ❛❜✳

❜❡/0❛❝❤/❡♥ ✇✐0 ✐♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜8❝❤♥✐//❡♥✳

✺✳✸✳✶ $♦&✐(✐♦♥&❧✐❝❤(

◆❡❜❡♥ ❞❡0 ❋❛0❜❡ cL ✇✐0❞ ❡✐♥ ;♦8✐/✐♦♥8❧✐❝❤/ ✭❡♥❣❧✳ ♣♦✐♥$ ❧✐❣❤$✮ L✱ ✇✐❡ ❡8 ❞❡0 ◆❛♠❡

✈❡0♠✉/❡♥ ❧A88/✱ ♠❛B❣❡❜❧✐❝❤ ❞✉0❝❤ 8❡✐♥❡ ;♦8✐/✐♦♥ PL ❜❡8/✐♠♠/✳ ❉❛❜❡✐ ♥✐♠♠/ ❞✐❡

■♥/❡♥8✐/A/ ❜❡✐ ❣0EB❡0❡0 ❊♥/❢❡0♥✉♥❣ ❛❜ ✭8✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✼✮✳

❯♠ ❞✐❡ ❋❛0❜❡ cP ❢H0 ❡✐♥❡ ;♦8✐/✐♦♥ P ③✉ ❜❡8/✐♠♠❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐0 ✐♥ ✉♥8❡0❡ ●❧❡✐✲

❝❤✉♥❣ ❞❡0 ❊✐♥❢❛❝❤❤❡✐/ ❤❛❧❜❡0 ❡✐♥❡ ♥♦❝❤ ✉♥❜❡❦❛♥♥/❡ ❆❜8❝❤✇A❝❤✉♥❣8❢✉♥❦/✐♦♥ ✭❛$✲

$❡♥✉❛$✐♦♥✮ att ❡✐♥❢H❤0❡♥✿

cP = att(d(P, PL)) · cL

❉✐❡ ❋✉♥❦/✐♦♥ att ❧✐❡❢❡0/ ✐♠♠❡0 ❲❡0/❡ ❦❧❡✐♥❡0 1 ✉♥❞ ✐8/ ❛❜❤A♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡0 ❊♥/❢❡0✲

♥✉♥❣ ✭❞✐-$❛♥❝❡✮ d ❞❡0 ❜❡✐❞❡♥ ;✉♥❦/❡ L ✉♥❞ P ✳ ◆❡❤♠❡♥ ✇✐0 ❜❡✐8♣✐❡❧8✇❡✐8❡ ❞❡♥

❡✉❦❧✐❞✐8❝❤❡♥ ❆❜8/❛♥❞ H❜❡0 ❞✐❡ ▲A♥❣❡ ❞❡8 ❱❡❦/♦08 ③✇✐8❝❤❡♥ ❞❡♥ ③✇❡✐ ;✉♥❦/❡♥

d(P, PL) = ‖P − PL‖

❛❧8 8❡❤0 ✐♥/✉✐/✐✈❡8 ✉♥❞ ❣❡❜0A✉❝❤❧✐❝❤❡8 ❊♥/❢❡0♥✉♥❣8♠❛B✳ ❇❡✐ ❣0EB❡0 ✇❡0❞❡♥❞❡♠

d 8♦❧❧ att(d) ❡♥/8♣0❡❝❤❡♥❞ ❦❧❡✐♥❡0 ✇❡0❞❡♥ ✭❡♥❡/❣② ❞❡♥-✐$② ❢❛❧❧♦✛ ✮✳ ❉❛8 ❡0❢H❧❧/

❜❡✐8♣✐❡❧8✇❡✐8❡ 8❝❤♦♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❱❡08✐♦♥✿

att(d) =
1

d

❊✐♥ ❧✐♥❡❛0❡0 ❆❜❢❛❧❧ 8✐❡❤/ ✐♥ ♣0❛❦/✐8❝❤❡♥ ❇❡✐8♣✐❡❧❡♥ ❛❧❧❡0❞✐♥❣8 ♥✐❝❤/ 8❝❤E♥ ❛✉8✳

❉❛❤❡0 ❦E♥♥/❡♥ ✇✐0 ❡8 ♠✐/ ❡✐♥❡♠ Q✉❛❞0❛/✐8❝❤❡♥ ❆❜❢❛❧❧ ✈❡08✉❝❤❡♥✿

att(d) =
1

d2

❆✉❝❤ ❤✐❡0 ❤❛❜❡♥ ✇✐0 ❉❛08/❡❧❧✉♥❣8♣0♦❜❧❡♠❡✳ ❇❡✐ ✇❡✐/ ❡♥/❢❡0♥/❡♠ ▲✐❝❤/ ✈❛0✐✐❡0/

att(d) ❦❛✉♠ ✉♥❞ ❜❡✐ ❞✐❝❤/❡♠ ▲✐❝❤/ ③✉ ✈✐❡❧✳ ❉❛8 ❦❛♥♥ ③✉ ✉♥/❡08❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❇❡✲

❧❡✉❝❤/✉♥❣❡♥ ✈♦♥ ❖❜❥❡❦/❡♥ ❜❡✐ ❣❧❡✐❝❤❡0 ❆✉80✐❝❤/✉♥❣ ③✉0 ▲✐❝❤/Q✉❡❧❧❡ ❢H❤0❡♥ ✭8✐❡❤❡

③✳ ❇✳ ❙✳ ✼✷✻ ✐♥ ❬✻❪✮✳
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❇❡"#❛❝❤"✉♥❣ ❛"♠♦,♣❤.#✐,❝❤❡# ❊✐♥✢2,,❡

◆❛❝❤❞❡♠ ✇✐+ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦0❢❛+❜❡♥ ❜❡30✐♠♠0 ❤❛❜❡♥✱ ❦5♥♥❡♥ ✇✐+ ❛0♠♦3♣❤8+✐3❝❤❡

❊✐♥✢;33❡ ✇✐❡ ❜❡✐3♣✐❡❧3✇❡✐3❡ ◆❡❜❡❧ ❜❡0+❛❝❤0❡♥✳ ❉❛♥♥ ✇❡+❞❡♥ ✇❡✐0❡+ ❡♥0❢❡+♥0 ❧✐❡✲

❣❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦0❡ ♠✐0 ✇❡♥✐❣❡+ ■♥0❡♥3✐080 ❞❛+❣❡30❡❧❧0✳ ❊✐♥❡ ❡✐♥❢❛❝❤❡ ▼5❣❧✐❝❤❦❡✐0 ✐30

❞✐❡ ❋❡30❧❡❣✉♥❣ ❡✐♥❡+ ◆❡❜❡❧❢❛+❜❡ n✱ ❞✐❡ ✐♥ ❆❜❤8♥❣✐❣❦❡✐0 ③✉+ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣ ✈♦♥ ❇❡✲

0+❛❝❤0❡+ ✉♥❞ ❖❜❥❡❦0 ❡✐♥❡ ❆❜30✉❢✉♥❣ ✈♦+♥✐♠♠0 ♠✐0✿

cL = f · cL + (1− f) · n

❉❛❜❡✐ ❣✐❜0 ❡3 ✈❡+3❝❤✐❡❞❡♥❡ ❱❛+✐❛0✐♦♥❡♥ ❢;+ f ♠✐0 ❧✐♥❡❛+❡♠✱ K✉❛❞+❛0✐3❝❤❡♠ ♦❞❡+

❡①♣♦♥❡♥0✐❡❧❧❡♠ ❱❡+❤❛❧0❡♥ ✭3✐❡❤❡ ③✳ ❇✳ ❬✺❪✮✳

❱❛#✐❛❜❧❡# ❆❜,❝❤✇.❝❤✉♥❣,❦♦♠♣#♦♠✐,,

▼♦0✐✈❡+0 ❛✉3 ❞❡♠ R❤8♥♦♠❡♥ ❞❡+ ❛0❤♠♦3♣❤8+✐3❝❤❡♥ ❆❜3❝❤✇8❝❤✉♥❣ ✭❛!♠♦$♣❤❡✲

)✐❝ ❛!!❡♥✉❛!✐♦♥✮ +❡3✉❧0✐❡+0 ❢♦❧❣❡♥❞❡ ■❞❡❡✿ ❙❛❣❡♥ ✇✐+ ✇❡✐0❡+❤✐♥✱ ❞❛33 ❑♦♥30❛♥0❡♥

kc ✭❢;+ ❦♦♥30❛♥0❡♥ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣3❛♥0❡✐❧✮✱ kl ✭❢;+ ❧✐♥❡❛+❡♥ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣3❛♥0❡✐❧✮ ✉♥❞

kq ✭❢;+ K✉❛❞+❛0✐3❝❤❡♥ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣3❛♥0❡✐❧✮ ❛❧3 ❥✉30✐❡+❜❛+❡ R❛+❛♠❡0❡+ ❡①✐30✐❡+❡♥✱

✉♠ ❞❛3 ❇❡❧❡✉❝❤0✉♥❣3✈❡+❤❛❧0❡♥ ;❜❡+ ❞✐❡ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣ d ✇❡✐0❡+ ③✉ ✈❛+✐✐❡+❡♥✱ ❞❛♥♥

❤❛❜❡♥ ✇✐+ ♠✐0

att(d) =
1

kc + kld+ kqd2

❡✐♥❡ ❣✉0❡✱ ✢❡①✐❜❧❡ ❇❡3❝❤+❡✐❜✉♥❣ ❞✐❡3❡3 ❱❡+❤❛❧0❡♥3✳

❏❡0③0 ❦5♥♥❡♥ ❜❡✐ 3❡❤+ ❦❧❡✐♥❡+ ❊♥0❢❡+♥✉♥❣ ✉♥❞ ❦❧❡✐♥❡♥ ❑♦♥30❛♥0❡♥✱ ❲❡+0❡ ❣+5W❡+

❛❧3 1 ❡♥030❡❤❡♥✳ ❯♠ ❞❛3 ③✉ ✈❡+♠❡✐❞❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐+ ❞✐❡ ❆❜3❝❤✇8❝❤✉♥❣ ♥❛❝❤ ♦❜❡♥

♠✐0 1 ❜❡❣+❡♥③❡♥✿

att(d(P, PL)) = min

(

1

kc + kld+ kqd2
, 1

)

✭✺✳✶✮

❊✐♥❣❡❢;❣0 ✐♥ ✉♥3❡+❡ ✉+3♣+;♥❣❧✐❝❤❡ ❋♦+♠❡❧ ❜❡❞❡✉0❡0 ❞❛3 3❝❤❧✐❡W❧✐❝❤✿

cP = min

(

1

kc + kld+ kqd2
, 1

)

· cL

■♥ ❑✉+③❢♦+♠✿

cP =

(

1

kc + kld+ kqd2

)

· cL
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✽✿ ❊✐♥ ❙$%❛❤❧❡% L ❜❡+✐$③$ ❡✐♥❡ ❡✐♥❞❡✉$✐❣❡ 0♦+✐$✐♦♥ PL ✉♥❞ ❡✐♥❡ ❱♦%③✉❣++$%❛❤❧%✐❝❤✲

$✉♥❣

~l✳ ❉❡% ▲✐❝❤$❦❡❣❡❧ ❡%+$%❡❝❦$ +✐❝❤ ✐♥ ❡✐♥❡♠ ❲✐♥❦❡❧ β ✉♠

~l✳ ■♥ ❆❜❤=♥❣✐❣❦❡✐$ ✈♦♠ ❲✐♥❦❡❧ α

③✇✐+❝❤❡♥ ❞❡% ❱♦%③✉❣+%✐❤$✉♥❣

~l ✉♥❞ ❞❡% ❘✐❝❤$✉♥❣ ~p ✈♦♥ PL ③✉ P ✇✐%❞ ❞✐❡ ▲✐❝❤$✐♥$❡♥+✐$=$ ❜❡+$✐♠♠$✳

✺✳✸✳✷ ❙%&❛❤❧❡&

❲✐❡ ❜❡✐ ❞❡♥ ❛♥❞❡1❡♥ ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡♥ ❣✐❜5 ❡7 ❛✉❝❤ ❤✐❡1 ③✉♥9❝❤75 ❡✐♥❡ ❋❛1❜❡ cL✳ ❇❡✐

❡✐♥❡♠ ❙51❛❤❧❡1 ✭ ♣♦#❧✐❣❤#✮ ❦♦♠♠❡♥ ✇❡✐5❡1❤✐♥ ❞❡1 ❲✉♥7❝❤ ♥❛❝❤ ❡✐♥❡1 C♦7✐5✐♦♥ PL

✉♥❞ ❡✐♥❡1 ❱♦1③✉❣71✐❝❤5✉♥❣

~l ③✉7❛♠♠❡♥✳ ❉❛❜❡✐ ✇91❡ ❡7 ✭❛✉F❡1 ❜❡✐ ❞❡1 ❙✐♠✉❧❛5✐♦♥

❡✐♥❡1 ❧❛7❡19❤♥❧✐❝❤❡♥ ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡✮ 7✐❝❤❡1❧✐❝❤ 7✐♥♥✈♦❧❧✱ ❛♥❛❧♦❣ ③✉ ❡✐♥❡1 ❚❛7❝❤❡♥❧❛♠✲

♣❡ ❡✐♥❡♥ ✈❛1✐❛❜❧❡♥ ▲✐❝❤5❦❡❣❡❧ ❛♥③✉❣❡❜❡♥✳ ❉❡♥ L✛♥✉♥❣7✇✐♥❦❡❧ ✇❡1❞❡♥ ✇✐1 ♠✐5 β

❛♥❣❡❜❡♥ ✭7✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✽✮✳

❍✐❡1 ♥✐♠♠5 ✇✐❡ ❜❡✐♠ C♦7✐5✐♦♥7❧✐❝❤5✱ ❞✐❡ ■♥5❡♥7✐595 ❜❡✐ ❣1PF❡1❡1 ❊♥5❢❡1♥✉♥❣ ❛❜✳

❆❧❧❡1❞✐♥❣7 7♦❧❧ ✐♥ ❆❜❤9♥❣✐❣❦❡✐5 ③✉♠ ❲✐♥❦❡❧ α ③✇✐7❝❤❡♥ ❞❡1 ❍❛✉♣51✐❝❤5✉♥❣ ❞❡7

▲✐❝❤57

~l ✉♥❞ ❞❡1 ❞✐1❡❦5❡♥ ❘✐❝❤5✉♥❣ ~p ③✇✐7❝❤❡♥ ❞❡♠ C✉♥❦5 P ✉♥❞ ❞❡1 ▲✐❝❤5✲

♣♦7✐5✐♦♥ L ❡✐♥❡ ❆❜7❝❤✇9❝❤✉♥❣ ❜❡✐ ❣1PF❡1❡♠ ❲✐♥❦❡❧ 75❛55✜♥❞❡♥✳ ▲✐❡❣❡♥ ❜❡✐❞❡

U❜❡1❡✐♥❛♥❞❡1✱ ✐75 ❛❧7♦ ❞❡1 ❲✐♥❦❡❧ α = 0✱ ❧✐❡❣5 ❞✐❡ ♠❛①✐♠❛❧❡ ■♥5❡♥7✐595 ✈♦1✳

●❡7✉❝❤5 ✐75 ❛❧7♦ ❡✐♥❡ ❙51❛❤❧❡1❢✉♥❦5✐♦♥ spot✱ ❞✐❡ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ α ❛✉7 ❞❡1 ❱♦1③✉❣7✲

1✐❝❤5✉♥❣

~l ✉♥❞ ❞❡1 ❘✐❝❤5✉♥❣ ~p ❜❡75✐♠♠5 ✉♥❞ ❞❛1❛✉7 ✐♥ ❆❜❤9♥❣✐❣❦❡✐5 ③✉1 ❆❜✲

7❝❤✇9❝❤✉♥❣7❢✉♥❦5✐♦♥ att(d(P, PL)) ✭7✐❡❤❡ ❞❛③✉ ✈♦1❤❡1❣❡❤❡♥❞❡♥ ❆❜7❝❤♥✐55 ❋♦1✲

♠❡❧ ✺✳✶✮ ❡✐♥ ▼❛F ❢U1 ❞✐❡ ▲✐❝❤5✇✐1❦✉♥❣ ❡1③❡✉❣5✿

cP = spot(~l, ~p) · att(d(P, PL)) · cL

= spot(~l, ~p) ·min
(

1
kc+kld+kqd2 , 1

)

· cL

= min
(

spot(~l,~p)
kc+kld+kqd2 , 1

)

· cL

■♥ ❞❡1 ❘❡❣❡❧ ♥♦5✐❡1❡♥ ✇✐1 ▲✐❝❤5751❛❤❧❡♥ ✐♠♠❡1 ✐♥ ❘✐❝❤5✉♥❣ ❞❡1 ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡✱ ❞❡♥♥

❜❡✐ ❧♦❦❛❧❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤5✉♥❣7♠♦❞❡❧❧❡♥ ❡♥57❝❤❡✐❞❡♥ ✇✐1 ✉♥❛❜❤9♥❣✐❣ ❢U1 ❞✐❡ C✐①❡❧✱ ✇❡❧✲

❝❤❡ ▲✐❝❤5✈❡1❤9❧5♥✐77❡ ❞♦15 ❡①✐75✐❡1❡♥ ✉♥❞ ❡1♠✐55❡❧♥ ❞♦15 ❞✐❡ ❘✐❝❤5✉♥❣❡♥ ③✉ ❞❡♥

✈♦1❤❛♥❞❡♥❡♥ ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡♥✳ ❋U1 ❞✐❡ ❜❡77❡1❡ ❆♥7❝❤❛✉✉♥❣ ❤❛55❡♥ ✇✐1

~l ❢U1 ❞❡♥

❙51❛❤❧❡1 ✈♦♥ ❞❡1 ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡ ✇❡❣751❛❤❧❡♥ ❧❛77❡♥✳ ❉❡7❤❛❧❜ ♠U77❡♥ ✇✐1 ~p ❡❜❡♥❢❛❧❧7

7♦ ❦♦♥751✉✐❡1❡♥✱ ❞❛77 ❞❡1 ❱❡❦5♦1 ✈♦♥ ❞❡1 ▲✐❝❤56✉❡❧❧❡ ✇❡❣③❡✐❣5✳ ❉❛7 ❙❦❛❧❛1♣1♦✲

❞✉❦5 ✈♦♥ ❞❡♥ ❊✐♥❤❡✐57✈❡❦5♦1❡♥

~l ✉♥❞ ~p ❧✐❡❢❡15 ✉♥7 ❞❡♥ ❑♦7✐♥✉7 ❞❡7 ❲✐♥❦❡❧7✿

cos α = ~p •~l

❉❛♠✐5 ✇✐1 ♥✉1 ♣♦7✐5✐✈❡ ❲❡15❡ ❡1❧❛✉❜❡♥✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐1 0 ❛❧7 ✉♥5❡1❡ ❲❡15❡❣1❡♥③❡

❢❡75❧❡❣❡♥ ✉♥❞ ❤❛❜❡♥ ❞✐❡ ❡175❡ ❱❡17✐♦♥ ❢U1 s✿
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spot(~l, ~p) = max(~p •~l, 0)

❯♠ ❞❛% ❧✐♥❡❛*❡ ❱❡*❤❛❧-❡♥ ❞❡% ▲✐❝❤-❦❡❣❡❧% ③✉ ✈❡*♠❡✐❞❡♥ ✉♥❞ ❡-✇❛% ♠❡❤* ❘❡❛✲

❧✐%♠✉% ③✉ ❡*③❡✉❣❡♥✱ ❢:❣❡♥ ✇✐* ❡✐♥❡♥ ❙-*❛❤❧✉♥❣%❡①♣♦♥❡♥-❡♥ sp ❤✐♥③✉✱ ❞❡* ❞✐❡

▲✐❝❤-❦♦♥③❡♥-*❛-✐♦♥ ✉♠ ❞✐❡ ❍❛✉♣-*✐❝❤-✉♥❣ ❤❡*✉♠ ❡*❤@❤-✿

spot(~l, ~p) = max(~p •~l, 0)sp

❯♠ ❞❡♥❲✐♥❦❡❧ β ❥❡-③- ✇✐❡❞❡* ✐♥% ❙♣✐❡❧ ③✉ ❜*✐♥❣❡♥ ✉♥❞ ❞✐❡ ❲✐*❦✉♥❣ ❞❡% ❙-*❛❤❧❡*%

❞❛*❛✉❢ ③✉ ❜❡%❝❤*E♥❦❡♥✱ ♠:%%-❡♥ ✇✐* spot ❡✐❣❡♥-❧✐❝❤ ♠✐- ❡✐♥❡* ❋❛❧❧✉♥-❡*%❝❤❡✐❞✉♥❣

✈❡*%❡❤❡♥✿

spot(~p,~l, β) =











1 , falls keinStrahler (z.B. Positionslicht)

max(~l • ~p, 0)sp , falls ~p innerhalb desLichtkegels β

0 , falls ~p ausserhalb desLichtkegels β

❆❜❡* ❞❛ ❞❡* ❦:♥%-❧✐❝❤❡ ❑❡❣❡❧*❛♥❞ ❜❡*❡✐-% ❞✉*❝❤ ❞❡♥ ❊①♣♦♥❡♥-❡♥ sp ❣❡%-❡✉❡*-

✇✐*❞✱ ❦@♥♥❡♥ ✇✐* ✉♥%❡*❡ ●❡%❛♠-❢♦*♠❡❧ ✈❡*❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ③✉✿

cP = min

(

max(~p •~l, 0)sp

kc + kld+ kqd2
, 1

)

· cL ✭✺✳✷✮

■♥ ❆❜%❝❤♥✐-- ✺✳✶✳✶ ❤❛❜❡♥ ✇✐* ❡✐♥❡ ✈❡*❦:*③-❡ ◆♦-❛-✐♦♥ ❡✐♥❣❡❢:❤*- ✉♥❞ %❝❤*❡✐❜❡♥

~p •~l %-❛-- max(~p •~l, 0) ✉♥❞ a ❢:* min(a, 1)✿

cP =





(

~p •~l
)sp

kc + kld+ kqd2



 · cL ✭✺✳✸✮

✺✳✹ ❚❡①&✉(✲▼❛♣♣✐♥❣

❯♠ ❞✐❡ ❖❜❥❡❦-❡ %✐❝❤-❜❛* ③✉ ♠❛❝❤❡♥✱ ✇❡*❞❡♥ ✇✐* ♠✐- ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❚❡①-✉*✲

▼❛♣♣✐♥❣ ✭ ❡① ✉$❡ ♠❛♣♣✐♥❣✮ ❜❡❣✐♥♥❡♥✳ ❉❛③✉ *❡♥❞❡*♥ ✇✐* ❡✐♥❡ ❙③❡♥❡ ❣❛♥③ ♦❤♥❡

▲✐❝❤-X✉❡❧❧❡♥✳ ❊% %-❡❤❡♥ ✉♥% ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞✐❡ ❡♥-%♣*❡❝❤❡♥❞❡♥ ❚❡①-✉*❡♥ ③✉* ❱❡*❢:✲

❣✉♥❣✿

cP = t ✭✺✳✹✮

■♠ Y*✐♥③✐♣ ❡♥-%❝❤❡✐❞❡- ❜❡✐♠ ❚❡①-✉*❡✲▼❛♣♣✐♥❣ ♦❤♥❡ ❇❡❧❡✉❝❤-✉♥❣ ❞✐❡ ❦♦**❡♥%✲

♣♦♥❞✐❡*❡♥❞❡ ❋❛*❜❡ t ✐♥ ❡✐♥❡* ❚❡①-✉* :❜❡* ❞❡♥ ❋❛*❜✇❡*- ❛♥ ❞❡* Y♦%✐-✐♦♥ P ✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✾✿ ❆♠❜✐❡♥&❡' ▲✐❝❤& ❤❛& ✇❡❞❡. ❡✐♥❡ /♦'✐&✐♦♥ ♥♦❝❤ ❡✐♥❡ ❘✐❝❤&✉♥❣✳

✺✳✺ ❊❧❡♠❡♥'❛)❡ ❇❡❧❡✉❝❤'✉♥❣/♠♦❞❡❧❧❡

❲✐. ✇❡.❞❡♥ ❙❝❤.✐44 ❢6. ❙❝❤.✐44 ❞✐❡ ❡❧❡♠❡♥4❛.❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤4✉♥❣:♠♦❞❡❧❧❡ ✉♥❛❜❤<♥✲

❣✐❣ ✈♦♥❡✐♥❛♥❞❡. ❦❡♥♥❡♥❧❡.♥❡♥ ✉♥❞ :✐❡ ✐♥ ❞❡♥ ❞❛.❛✉❢ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥ ❆❜:❝❤♥✐44❡♥ ✐♥

❦♦♠♣❧❡①❡.❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤4✉♥❣:♠♦❞❡❧❧❡♥ ③✉:❛♠♠❡♥❢6❤.❡♥✳

✺✳✺✳✶ ❆♠❜✐❡♥)❡* ▲✐❝❤)

❖❜✇♦❤❧ ❞❛: ❛♠❜✐❡♥4❡ ▲✐❝❤4 ✭❛♠❜✐❡♥& ❧✐❣❤&✮ ✐♥ ❞❡♥ ❇❡.❡✐❝❤ ❞❡. ▲✐❝❤4♠♦❞❡❧❧❡

❣❡❤G.4✱ ✇♦❧❧❡♥ ✇✐. ❡: ❤✐❡. ❛❧: ❡✐♥ ❡❧❡♠❡♥4❛.❡: ❇❡❧❡✉❝❤4✉♥❣:♠♦❞❡❧❧ ❜❡4.❛❝❤4❡♥✳

❆♠❜✐❡♥4❡: ▲✐❝❤4✱ ❛✉❝❤ ❙4.❡✉❧✐❝❤4 ❣❡♥❛♥♥4✱ ❤❛4 ❦❡✐♥❡ I♦:✐4✐♦♥ ✉♥❞ ❦❡✐♥❡ ❘✐❝❤4✉♥❣

✭:✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✾✮✳

❲✐❡ ❛♥❞❡.❡ ▲✐❝❤4K✉❡❧❧❡♥ ❛✉❝❤ ✈❡.❢6❣4 ❞❛: ❛♠❜✐❡♥4❡ ▲✐❝❤4 6❜❡. ❡✐♥❡ ❋❛.❜❡ cL✳

❉✐❡ .❡:✉❧4✐❡.❡♥❞❡ ❋❛.❜❡ cP ❛♥ ❡✐♥❡. I♦:✐4✐♦♥ P ✐:4 ❛❜❤<♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ▼❛4❡.✐❛❧❡✐✲

❣❡♥:❝❤❛❢4❡♥ c
(A)
P ✭❛♠❜✐❡♥&✲+❡✢❡❝&✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥& ✮ ✐♥ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❛♠❜✐❡♥4❡: ▲✐❝❤4

❛♥ ❞✐❡:❡. ❙4❡❧❧❡✿

cP = c
(a)
P · cL

❙♦ ❦G♥♥❡♥ ③✇❡✐ ❖❜❥❡❦4❡ ♠✐4 ✉♥4❡.:❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ▼❛4❡.✐❛❧❡✐❣❡♥:❝❤❛❢4❡♥ ❛✉❢ ❞❛:

❣❧❡✐❝❤❡ ❛♠❜✐❡♥4❡ ▲✐❝❤4 ✉♥4❡.:❝❤✐❡❞❧✐❝❤ .❡❛❣✐❡.❡♥✳ ❉❛♠✐4 ✇✐. :♣<4❡. ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤✲

4✉♥❣:♠♦❞❡❧❧❡ ✈❡.:4<♥❞❧✐❝❤❡. ❦♦♠❜✐♥✐❡.❡♥ ❦G♥♥❡♥✱ :❝❤.❡✐❜❡♥ ✇✐. ❢6. ❞✐❡ ❋❛.❜❡

❞❡: ❛♠❜✐❡♥4❡: ▲✐❝❤4: a :4❛44 cL✉♥❞ ❢6. ❞✐❡ ▼❛4❡.✐❛❧.❡❛❦4✐♦♥ aP :4❛44 c
(a)
P ✿

cP = aP · a ✭✺✳✺✮

❑6♥:4❧❡. ♠G❣❡♥ ❛♠❜✐❡♥4❡: ▲✐❝❤4 ♥✐❝❤4✱ ❡✐♥❡♥ ●.✉♥❞ ❞❛❢6. :❡❤❡♥ ✇✐. ✐♥ ❆❜❜✳

✺✳✶✵✳

✺✳✺✳✷ ❉✐✛✉*❡* ▲✐❝❤)

▼❛44❡ ❖❜❡.✢<❝❤❡♥ .❡✢❡❦4✐❡.❡♥ ❡✐♥❡♥ ❣.♦U❡♥ ❆♥4❡✐❧ ❞✐✛✉:❡♥ ▲✐❝❤4:✳ ❉✐❡:❡. ❊✛❡❦4

✐:4 ❛✉❝❤ ❛❧: ▲❛♠❜❡.4✲❘❡✢❡①✐♦♥ ✭❧❛♠❜❡+&✐❛♥ +❡✢❡❝&❛♥❝❡✮ ❜❡❦❛♥♥4✳ ❉❛❜❡✐ ✐:4 ❞❡.

❲✐♥❦❡❧ ③✇✐:❝❤❡♥ ❞❡. ◆♦.♠❛❧❡♥ ❞❡. ❖❜❥❡❦4♦❜❡.✢<❝❤❡ ~n ✉♥❞ ❞❡. ▲✐❝❤4.✐❝❤4✉♥❣

~l

❡♥4:❝❤❡✐❞❡♥❞✳ ❉✐❡ I♦:✐4✐♦♥ ❞❡: ❇❡4.❛❝❤4❡.: :♣✐❡❧4 ❞❛❜❡✐ ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ ✭:✐❡❤❡ ❆❜❜✳

✺✳✶✶✮✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✵✿ ❲❡♥♥ ✇✐% ❡✐♥❡ ❙③❡♥❡ ❛✉❢❤❡❧❧❡♥ ✇♦❧❧❡♥✱ ❞❛♥♥ ❢0❤%1 ❞❡% ❊✐♥3❛1③ ✈♦♥ ❛♠❜✐❡♥1❡♠

▲✐❝❤1 ❞❛③✉✱ ❙❝❤❛11❡♥❜❡%❡✐❝❤❡ ❤❡❧❧❡% ❡%3❝❤❡✐♥❡♥ ③✉ ❧❛33❡♥✱ ♦❤♥❡ ♠❡❤% ❙1%✉❦1✉% ③✉ ③❡✐❣❡♥ ✭❆❜❜✐❧❞✉♥✲

❣❡♥ ❛✉3 ❬✸❪✮✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✶✿ ❉❡% ❲✐♥❦❡❧ α ③✇✐3❝❤❡♥ ❞❡% ❖❜❡%✢F❝❤❡♥♥♦%♠❛❧❡♥ ~n ✉♥❞ ❞❡% ▲✐❝❤1%✐❝❤1✉♥❣ ~l

✭❧✐♥❦3✮ ❡♥13❝❤❡✐❞❡1 ♠❛G❣❡❜❧✐❝❤ 0❜❡% ❞✐❡ ■♥1❡♥3✐1F1 cP ❞❡% ❞✐✛✉3❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥ ❞❡% L♦3✐1✐♦♥ P

✭%❡❝❤13✮✳ ❉✐❡ ✈❡%3❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❱❡%3✐♦♥❡♥ ✈♦♥ cP ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛33 ❞✐❡ L♦3✐1✐♦♥ ❞❡3 ❇❡1%❛❝❤1❡%3 ❢0% ❞❛3

❞✐✛✉3❡ ▲✐❝❤1 ❦❡✐♥❡ ❘♦❧❧❡ 3♣✐❡❧1✳ ◆❛10%❧✐❝❤ ✇✐%❞ ♥✉% ❡✐♥ cP ♣%♦ L♦3✐1✐♦♥ P ❜❡%❡❝❤♥❡1✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✷✿ ▲✐♥❦$✿ ▲❛$$❡♥ ✇✐) ❡✐♥❡ ▼❡♥❣❡ ✈♦♥ ▲✐❝❤0$0)❛❤❧❡♥✱ ❞✐❡ 4❜❡) ❡✐♥❡ ❋❧7❝❤❡ FL

✈❡)0❡✐❧0 $✐♥❞✱ $❡♥❦)❡❝❤0 ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❖❜❡)✢7❝❤❡ 0)❡✛❡♥✱ $♦ ❡♥0$♣)✐❝❤0 ❞❛$ ❞❡) ❋❧7❝❤❡ ❞❡) ❛✉❢0)❡✛❡♥❞❡♥

▲✐❝❤0$0)❛❤❧❡♥✳ ❘❡❝❤0$✿ ❲❡♥♥ ✇✐) ❞✐❡ ❣❧❡✐❝❤❡ ▲✐❝❤0♠❡♥❣❡ 4❜❡) FL ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♠✐0 ❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ α

❣❡♥❡✐❣0❡ ❖❜❡)✢7❝❤❡ 0)❡✛❡♥ ❧❛$$❡♥✱ $♦ ✈❡)❣)BC❡)0 $✐❝❤ ❞✐❡ ❖❜❡)✢7❝❤❡ ③✉

FL

cos α
✳ ❉❛$ ❢4❤)0 ❞❛③✉✱

❞❛$$ $✐❝❤ ❞✐❡ ▲✐❝❤0$0)❛❤❧❡♥ ❛✉❢ ❡✐♥❡ ❣)BC❡)❡ ❋❧7❝❤❡ ✈❡)0❡✐❧❡♥ ♠4$$❡♥✱ ✇❛$ ❢4) ❞❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤0❡) ❞✐❡

❲❛❤)♥❡❤♠✉♥❣ ❡✐♥❡) ❆❜$❝❤✇7❝❤✉♥❣ ❞❡) ●❡$❛♠0✐♥0❡♥$✐070 ③✉) ❋♦❧❣❡ ❤❛0✳

■♠ ❆❜1❝❤♥✐44 ✺✳✸✳✷ ❤❛❜❡♥ ✇✐9 ✉♥1 ❜❡9❡✐41 ❢;9 ❞✐❡ ▲✐❝❤4=✉❡❧❧❡ ❙49❛❤❧❡9 ❡✐♥❡ ❱❡91✐♦♥

❞❡9 ❋✉♥❦4✐♦♥ spot ❡9❛9❜❡✐4❡4✱ ❞✐❡ ❢;9 ✉♥1❡9❡♥ ❋❛❧❧ ❡✐♥ ▼❛E ✐♥ ❆❜❤F♥❣✐❣❦❡✐4 ③✉♠

❲✐♥❦❡❧ ③✇✐1❝❤❡♥ ③✇❡✐ ❱❡❦4♦9❡♥ ~n ✉♥❞

~l ❧✐❡❢❡94✿

spot(~n,~l) = max(~n •~l, 0)

❉❛❜❡✐ ♠;11❡♥ ~n ✉♥❞

~l ❜❡9❡✐41 ♥♦9♠✐❡94 1❡✐♥✳ ❲❛9✉♠ ❤✐❡9 ❞❡9 ❑♦1✐♥✉1 ✈❡9✇❡♥❞❡4

✇✐9❞✱ ③❡✐❣4 ❆❜❜✳ ✺✳✶✷✳

❇❡✐ ❦❧❡✐♥❡9 ✇❡9❞❡♥❞❡♠ ❲✐♥❦❡❧ α ❦♦♥✈❡9❣✐❡94 cos α ③✉ 1✱ ✇❛1 ③✉9 ❋♦❧❣❡ ❤❛4✱

❞❛11 ❞❛1 ❡✐♥❢❛❧❧❡♥❞❡ ▲✐❝❤4 ❦♦♠♣❧❡44 9❡✢❡❦4✐❡94 ✇✐9❞✳ ❇❡✐ ❣9OE❡9 ✇❡9❞❡♥❞❡♠ α

1♦❧❧ cos α ❣❡❣❡♥ 0 ❦♦♥✈❡9❣✐❡9❡♥✳ ❲✐9 ♠;11❡♥ ❞❛③✉ ✇✐❡❞❡9 ❞✐❡ ❋✉♥❦4✐♦♥1✇❡94❡ ❛♠

✉♥4❡9❡♥ ■♥4❡9✈❛❧❧❡♥❞❡ ❛✉❢ 0 ❜❡❣9❡♥③❡♥✳ ❉❛1 ❢;❤94 ✉♥1 ③✉✿

cP = max(~n •~l, 0) · cL ✭✺✳✻✮

❆♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❛♠❜✐❡♥4❡♥ ▲✐❝❤4✱ ❦O♥♥❡♥ ✇✐9 ❛✉❝❤ ❤✐❡9 ✇✐❡❞❡9 ✉♥4❡91❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡ ▼❛✲

4❡9✐❛❧❡✐❣❡♥1❝❤❛❢4❡♥ c
(d)
P ✐♥ ❆❜❤F♥❣✐❣❦❡✐4 ③✉ ❞✐✛✉1❡♠ ▲✐❝❤4 ❞❡✜♥✐❡9❡♥✳ ❉❛1 ❢;❤94

✉♥1 ③✉✿

cP = c
(d)
P ·max(~n •~l, 0) · cL

❉❛♠✐4 ✇✐9 1♣F4❡9 ❞✐❡ ❇❧❡✉❝❤4✉♥❣1♠♦❞❡❧❧❡ ✈❡914F♥❞❧✐❝❤❡9 ❦♦♠❜✐♥✐❡9❡♥ ❦O♥♥❡♥✱

1❝❤9❡✐❜❡♥ ✇✐9 ❢;9 ❞✐❡ ❋❛9❜❡ ❞❡1 ❞✐✛✉1❡♥ ▲✐❝❤41 d 14❛44 cL✉♥❞ ❢;9 ❞✐❡ ▼❛4❡9✐❛❧✲

9❡❛❦4✐♦♥ ❞❛9❛✉❢ dP 14❛44 c
(d)
P ✿

cP = max(~n •~l, 0) · dP · d ✭✺✳✼✮



❑❆"■❚❊▲ ✺✳ ▲❖❑❆▲❊ ❇❊▲❊❯❈❍❚❯◆● ❯◆❉ ❙❈❍❆❚❚■❊❘❯◆● ✹✽

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✸✿ ❆♥❛❧♦❣ ③✉♠ ▲✐❝❤-♠♦❞❡❧❧ ❙-1❛❤❧❡1 ❤❛❜❡♥ ✇✐1 ❤✐❡1 ❡✐♥❡ ❱♦1③✉❣5❧❡✉❝❤-1✐❝❤-✉♥❣✱

❞✐❡ 5✐❝❤ ❦❡❣❡❧❢91♠✐❣ ✉♠ ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥5✈❡❦-♦1 ~r ❤❡1✉♠ ❛✉❢❜❛✉-✳ ❉❛❜❡✐ 5♣✐❡❧- ❞✐❡ A♦5✐-✐♦♥ ❞❡5

❇❡-1❛❝❤-❡15 ❡✐♥❡ ✇✐❝❤-✐❣❡ ❘♦❧❧❡✱ ❞❡♥♥ ❥❡ ❣19D❡1 ❞❡1 ❲✐♥❦❡❧ β ③✇✐5❝❤❡♥ ❇❡-1❛❝❤-❡1 ~v ✉♥❞ ~r✱ ❞❡5-♦

❛❜♥❡❤♠❡♥❞❡1 ❞✐❡ ❲❛❤1♥❡❤♠✉♥❣ ❞❡1 ❘❡✢❡①✐♦♥5✐♥-❡♥5✐-F-✳

❆✉❝❤ ❤✐❡2 ❦4♥♥❡♥ ✇✐2 ❞✐❡ ❦62③❡2❡ ◆♦:❛:✐♦♥ ✭=✐❡❤❡ ❆❜=❝❤♥✐:: ✺✳✶✳✶✮ ✈❡2✇❡♥❞❡♥✿

cP = ~n •~l · dP · d ✭✺✳✽✮

✺✳✺✳✸ ❙♣✐❡❣❡❧♥❞❡+ ▲✐❝❤/

❇❡✐ =♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ♦❞❡2 ❛✉❝❤ =♣❡❦✉❧❛2❡♥ ❖❜❡2✢D❝❤❡♥ =♣✐❡❧: ❞✐❡ E♦=✐:✐♦♥ ❞❡= ❇❡✲

:2❛❝❤:❡2= ❡✐♥❡ ❡♥:=❝❤❡✐❞❡♥❞❡ ❘♦❧❧❡✳ ❚2✐✛: ❡✐♥ ▲✐❝❤:=:2❛❤❧

~l ❛✉❢ ❡✐♥❡ ♣❡2❢❡❦: =♣✐❡✲

❣❡❧♥❞❡ ❖❜❡2✢D❝❤❡✱ ❞❛♥♥ ✇✐2❞ ❞✐❡=❡2 ✐♥ ❘✐❝❤:✉♥❣ ❞❡= ❘❡✢❡①✐♦♥=✈❡❦:♦2 ~r ❜❡✐

❣❧❡✐❝❤❡♠ ❲✐♥❦❡❧ α ③✉26❝❦❣❡✇♦2❢❡♥✳ ❲❡♥♥ =✐❝❤ ❡✐♥ ❇❡♦❜❛❝❤:❡2 ✐♥ ❘✐❝❤:✉♥❣ ~v

❜❡✜♥❞❡: ✉♥❞ ❣✐❧: norm(~v) = norm(~r)✱ ❞❛♥♥ ❡2=❝❤❡✐♥: ❞✐❡ =♣✐❡❣❡❧♥❞❡ ❘❡✢❡①✐♦♥

♠❛①✐♠❛❧✳

❉❛ ❡= ❦❡✐♥❡ ♣❡2❢❡❦: =♣✐❡❣❡❧♥❞❡♥ ❖❜❡2✢D❝❤❡♥ ✐♥ ❞❡2 ❘❡❛❧✐:D: ❣✐❜:✱ ✇❡2❞❡♥ ✇✐2 ❤✐❡2

❛♥❛❧♦❣ ③✉2 ■❞❡❡ ❞❡= ❙:2❛❤❧❡2=✱ ❡✐♥❡ ❍❛✉♣:2✐❝❤:✉♥❣ ✭✐♥ ❞✐❡=❡♠ ❋❛❧❧ ~r✮ ❛♥❣❡❜❡♥

✉♥❞ ❞✐❡ ■♥:❡♥=✐:D: ✐♥ ❆❜❤D♥❣✐❣❦❡✐: ③✉♠ ❲✐♥❦❡❧ β ③✇✐=❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤:❡2 ~v ✉♥❞

❘❡✢❡①✐♦♥=✈❡❦:♦2 ~r ✈♦2♥❡❤♠❡♥✳ ❊2❤4❤: =✐❝❤ ❞❡2 ❲✐♥❦❡❧✱ ❞❛♥♥ ✈❡22✐♥❣❡2: =✐❝❤ ❞✐❡

■♥:❡♥=✐:D: ✭=✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✶✸✮✳

❏❡:③: ❦4♥♥❡♥ ✇✐2 ❞✐❡=❡♥ ✐♥ ✈❡2❣❧❡✐❝❤❜❛2❡2 ❲❡✐=❡ ③✉♠ ❞✐✛✉=❡♥ ▲✐❝❤: ✭=✐❡❤❡ ●❧✳

✺✳✻✮ ✈❡2✇❡♥❞❡♥✱ ❛❜❡2 ♥❡❤♠❡♥ ❞❡♥ ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐=❝❤❡♥ ~r ✉♥❞ ~v✿

cP = ~r • ~v · cL

❯♠ ❞✐❡ ❉✐❝❤:❡ ❞❡= ▲✐❝❤:❦❡❣❡❧= ③✉ ❜❡❡✐♥✢✉==❡♥ ✇✐2❞ ❛✉❝❤ ❤✐❡2 ❛♥❛❧♦❣ ③✉♠ ❙:2❛❤✲

❧❡2 ✭=✐❡❤❡ ❆❜=❝❤♥✐:: ✺✳✸✳✷✮ ❡✐♥ ❊①♣♦♥❡♥: ✭ ♣❡❝✉❧❛' ❡①♣♦♥❡♥+ ✮ ✈❡2✇❡♥❞❡:✿

cP = (~r • ~v)
s
· cL

❉❛ ▼❛:❡2✐❛❧❡♥ ❞❡♥ =♣❡❦✉❧❛2❡♥ ❆♥:❡✐❧ ✉♥:❡2=❝❤✐❡❞❧✐❝❤ 2❡✢❡❦:✐❡2❡♥✱ ❦4♥♥❡♥ ✇✐2

③✉=D:③❧✐❝❤ ✇✐❡❞❡2 ❡✐♥❡ ▼❛:❡2✐❛❧❡✐❣❡♥=❝❤❛❢: c
(s)
P ❛♥❣❡❜❡♥✿

cP = (~r • ~v)
s
· c

(s)
P · cL
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✹✿ ❲✐" ❣❡❤❡♥ ❞❛✈♦♥ ❛✉,✱ ❞❛,,

~l ✉♥❞ ~n ♥♦"♠✐❡"/ ✈♦"❧✐❡❣❡♥✳ ❉✐❡ 3"♦❥❡❦/✐♦♥ ✈♦♥ ~l

❛✉❢ ~n ❤❛/ ❞✐❡ ▲8♥❣❡ cos α ❛❧,♦ ~n • ~l ✉♥❞ ❡"❣✐❜/ ,♦♠✐/ ♣"♦❥✐③✐❡"/ ❛✉❢ ~n ❞❡♥ ❱❡❦/♦" (~n • ~l)~n✳ ❉❡"

❱❡❦/♦" ✈♦♥ ❞❡" ❙♣✐/③❡ ❞❡, ♥❡✉❡♥ ❱❡❦/♦", ③✉

~l ❧❛✉/❡/ ❞❛♥♥ ~l − (~n • ~l)~n✳ ❲❡♥♥ ✇✐" ❞✐❡,❡♥ ❱❡❦/♦"

③✇❡✐♠❛❧ ✈♦♥

~l ❛❜③✐❡❤❡♥✱ ❡"❤❛❧/❡♥ ✇✐" ,❝❤❧✐❡@❧✐❝❤ ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥,✈❡❦/♦" ~r✳

❉❛♠✐1 ✇✐3 4♣61❡3 ❞✐❡ ❇❡❧❡✉❝❤1✉♥❣4♠♦❞❡❧❧❡ ✈❡3416♥❞❧✐❝❤❡3 ❦♦♠❜✐♥✐❡3❡♥ ❦>♥♥❡♥✱

4❝❤3❡✐❜❡♥ ✇✐3 ❢A3 ❞✐❡ ❋❛3❜❡ ❞❡4 4♣❡❦✉❧❛3❡♥ ▲✐❝❤14 s 41❛11 cL✉♥❞ ❢A3 ❞✐❡ ▼❛1❡3✐✲

❛❧3❡❛❦1✐♦♥ ❞❛3❛✉❢ sP 41❛11 c
(s)
P ✿

cP = (~r • ~v)
s
· sP · s ✭✺✳✾✮

❏❡1③1 ♠A44❡♥ ✇✐3 ❛❜❡3 ❡341❡✐♥♠❛❧ ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥4✈❡❦1♦3 ~r ❜❡41✐♠♠❡♥✳

❘❡✢❡①✐♦♥'✈❡❦*♦+ ❜❡'*✐♠♠❡♥

❩✉♥6❝❤41 ❦❧✐♥❣1 ❞❛4 ❱♦3❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ 3❡✢❡❦1✐❡3❡♥❞❡♥ ❱❡❦1♦3 ❢A3

~l ③✉ ❜❡41✐♠♠❡♥

4❡❤3 ❡✐♥❢❛❝❤✱ ❞❡♥♥ ✇✐3 ✇✐44❡♥ ❥❛✱ ❞❛44 ❞❡3 ❊✐♥❢❛❧❧4✇✐♥❦❡❧ ❣❧❡✐❝❤ ❞❡♠ ❆✉4❢❛❧❧4✇✐♥✲

❦❡❧ ✐41✳ ❆❧❧❡3❞✐♥❣4 ❦>♥♥1❡♥ ✇✐3 ✉♥❡♥❞❧✐❝❤ ✈✐❡❧❡ ❱❡❦1♦3❡♥ ❛♥❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠

❲✐♥❦❡❧ ✈♦♥ α ③✉ ❡✐♥❡♠ ③✇❡✐1❡♥ ❱❡❦1♦3 41❡❤❡♥✳ ❲❛4 ✇✐3 ❦♦♥❦3❡1 4✉❝❤❡♥ ✐41 ❞❡3

❱❡❦1♦3 ~r ❛✉❢ ❞❡3 ✒❛♥❞❡3❡♥ ❙❡✐1❡✑ ③✉

~l✳ ❊4 ♠A44❡♥ ❛❧4♦ ~n✱ ~l ✉♥❞ ~r ✐♥ ❞❡34❡❧❜❡♥

❊❜❡♥❡ ❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛♥♥ ❣✐❜1 ❡4 ❣❡♥❛✉ ③✇❡✐ ❱❡❦1♦3❡♥✱ ❞✐❡ ❞❛4 ❑3✐1❡3✐✉♠ ❡3❢A❧❧❡♥ ✉♥❞

❡✐♥❡♥ ❦❡♥♥❡♥ ✇✐3 ❜❡3❡✐14✳

❉✐❡4❡ ■❞❡❡ ♥✉1③❡♥ ✇✐3 ✉♥❞ ❧❡✐1❡♥ ✉♥4 ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥4✈❡❦1♦3 ~r ❤❡3 ✭4✐❡❤❡ ❞❛③✉

❆❜❜✳ ✺✳✶✹✮✳

❉❛3❛✉4 ❡3❣✐❜1 4✐❝❤ ❞❡3 ❘❡✢❡①✐♦♥4✈❡❦1♦3 ~r ♠✐1 ❞❡♥ ♥♦3♠✐❡31❡♥ ❱❡❦1♦3❡♥

~l ✉♥❞ ~n✿

~r = ~l − 2 · [~l − (~n •~l)~n]

= ~l − 2~l + 2(~n •~l)~n

= −~l + 2(~n •~l)~n

= 2(~n •~l)~n−~l

❉❡3 ❘❡✢❡①✐♦♥4✈❡❦1♦3 4♦❧❧1❡ ♥♦3♠✐❡31 ✈♦3❧✐❡❣❡♥✱ ❞❡♥♥ ♥✉3 4❡✐♥❡ ❘✐❝❤1✉♥❣ ✐41 ❡♥1✲

4❝❤❡✐❞❡♥❞✿

~r = norm
(

2(~n •~l)~n−~l
)
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✺✿ ❙!❛!! ❞❡% ❘❡✢❡①✐♦♥%✈❡❦!♦.% ✐♥ ❆♥❤1♥❣✐❣❦❡✐! ✈♦♥ ~n ✉♥❞

~l✱ ✇✐.❞ ❞❡. ❍❛❧❢✇❛②✲

❱❡❦!♦. ❛❧% ❙✉♠♠❡ ✈♦♥ ~v ✉♥❞

~l ❜❡%!✐♠♠!✳

❲✐. /❡❤❡♥ /❝❤♦♥✱ ❞❛// ❡/ ❡6✇❛/ ❛✉❢✇❡♥❞✐❣ ✐/6✱ ❞❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥/✈❡❦6♦. ③✉ ❜❡/6✐♠✲

♠❡♥✳

❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞✉+❝❤ ❆❧-❡+♥❛-✐✈❡

~h

❙6❛66 ❞❡/ ❘❡✢❡①✐♦♥/✈❡❦6♦./ ~r ❦B♥♥❡♥ ✇✐. ❛✉❝❤ ❡✐♥❡♥ ✇❡♥✐❣❡. ❛✉❢✇C♥❞✐❣❡♥ ❱❡❦6♦.

~h ❜❡.❡❝❤♥❡♥✱ ❞❡♥ /♦❣❡♥❛♥♥6❡♥ ❍❛❧❢✇❛②✲❱❡❦6♦. ❬✶✵❪ ✭/✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✶✺✮✳

❉❛❜❡. ❜❡③✐❡❤❡♥ ✇✐. ❞✐❡ ❍❛✉♣6.✐❝❤6✉♥❣ ♥✐❝❤6 ❞✉.❝❤ ❞✐❡ ❱❡❦6♦.❡♥ ~n ✉♥❞

~l✱ /♦♥❞❡.♥

✈❡.✇❡♥❞❡♥ ❧❡❞✐❣❧✐❝❤ ❞❡♥ ♠✐66❧❡.❡♥ ❱❡❦6♦. ③✇✐/❝❤❡♥ ~v ✉♥❞

~l ♠✐6✿

~h = norm
(

~v +~l
)

❉❡. ❇❡.❡❝❤♥✉♥❣/❛✉❢✇❛♥❞ ✐/6 ❤✐❡. ✐♠ ❱❡.❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❘❡✢❡①✐♦♥/✈❡❦6♦. ❣❡.✐♥❣❡.✳

❉✐❡ ■♥6❡♥/✐6C6 ♠❛❝❤❡♥ ✇✐. ❥❡6③6 ❛❜❤C♥❣✐❣ ✈♦♠ ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐/❝❤❡♥

~h ✉♥❞ ~n✳ ❉❛♠✐6

❦B♥♥❡♥ ✇✐. ❡✐♥❡ ❜❡/❝❤❧❡✉♥✐❣6❡ ❱❡./✐♦♥ ❞❡. /♣❡❦✉❧❛.❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❛♥❣❡❜❡♥ ♠✐6✿

cP =
(

~h • ~n
)s

· sP · s

❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞✉+❝❤ ❋❛❧❧✉♥-❡+"❝❤❡✐❞✉♥❣

❲❡♥♥ ③✳ ❇✳ ❞❡. ❲✐♥❦❡❧ ③✇✐/❝❤❡♥❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❇❡③✉❣/✈❡❦6♦.❡♥ ❣.BP❡. ❛❧/ 90➦ ✐/6✱

❤❛❜❡♥ ✇✐. ✉♥♥B6✐❣❡♥ ❆✉❢✇❛♥❞ ✐♥ ❞✐❡ ❇❡.❡❝❤♥✉♥❣ ❣❡/6❡❝❦6✳ ❉❛❤❡. /♦❧❧6❡♥ ✇✐.

❡./6❡✐♥♠❛❧ ❞❛/ ❙❦❛❧❛.♣.♦❞✉❦6 ❜❡❢.❛❣❡♥✱ ♦❜ ❜❡✐❞❡ ❱❡❦6♦.❡♥ ✐♠ /❡❧❜❡♥ ❍❛❧❜.❛✉♠

❧✐❡❣❡♥✳ ❉❛/ ❜.✐♥❣6 ✉♥/ ❡✐♥❡ ❊.✇❡✐6❡.✉♥❣ ❞❡. ●❧❡✐❝❤✉♥❣ ✺✳✾ ❛✉❢ ✭/✐❡❤❡ ❬✶✶❪✮✿

cP =

{

(~r • ~v)
s
· sP · s , wenn ~n •~l > 0

0 , sonst
✭✺✳✶✵✮

❉✐❡ ❱❛.✐❛♥6❡ ♠✐6 ❞❡♠ ❍❛❧❢✇❛②✲❱❡❦6♦. ❡.✇❡✐6❡.♥ ✇✐. ③✉ ✭/✐❡❤❡ ❬✶✵❪✮✿

cP =

{
(

~h • ~n
)s

· sP · s , wenn ~n •~l > 0

0 , sonst
✭✺✳✶✶✮
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❇❡"❝❤❧❡✉♥✐❣✉♥❣ ❞✉+❝❤ ❊①♣♦♥❡♥0❡♥❛❧0❡+♥❛0✐✈❡

❉✐❡ ❍❛✉♣)*❡❝❤❡♥❧❛/) ❢1* ❞✐❡ /♣❡❦✉❧❛*❡ ❘❡✢❡①✐♦♥ ❧✐❡❣) ❜❡✐ ❞❡♥ ✈♦*❣❡/)❡❧❧)❡♥ ❇❡✲

*❡❝❤♥✉♥❣❡♥ ✐♠♠❡*♥♦❝❤ ❜❡✐♠ ❊①♣♦♥❡♥)❡♥✳ ❉✐❡ ❋♦*♠❡❧♥ /❡❧❜/) /✐♥❞ ❣✉)❡ ❆♥♥B✲

❤❡*✉♥❣❡♥ ❞❡* ❘❡❛❧✐)B)✱ ✉♥)❡*❧✐❡❣❡♥ ❛❜❡* ❦❡✐♥❡♠ ♣❤②/✐❦❛❧✐/❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧✳ ❉❛❤❡*

❦F♥♥❡♥ ✇✐* ❤✐❡* ❛❧)❡*♥❛)✐✈❡ ❇❡*❡❝❤♥✉♥❣/✈♦*/❝❤*✐❢)❡♥ ❡✐♥/❡)③❡♥✱ ❞✐❡ B❤♥❧✐❝❤❡ ❊✐✲

❣❡♥/❝❤❛❢)❡♥ ❛✉❢✇❡✐/❡♥✳

❊/ ❣✐❜) ❡✐♥❡ ❱✐❡❧③❛❤❧ ✈♦♥ ▼F❣❧✐❝❤❦❡✐)❡♥✱ ❤✐❡* /❡✐ ❡✐♥❡ ✈♦♥ ❈❤*✐/)♦♣❤❡ ❙❝❤❧✐❝❦

✈♦*❣❡/)❡❧❧) ❬✽❪✿

t = ~h • ~n
cP = t

s−st+t

❩✉♥B❝❤/) ✇✐*❞ max(~h •~n, 0) ❡✐♥♠❛❧ ❡*♠✐))❡❧) ✉♥❞ ✐♥ t ③✇✐/❝❤❡♥❣❡/♣❡✐❝❤❡*)✳ ❆♥✲

/❝❤❧✐❡Q❡♥❞ ❦♦♠♠) ✇✐❡❞❡* ❞❡* ❙♣❡❦✉❧❛*❡①♣♦♥❡♥) s ③✉♠ ❊✐♥/❛)③✳

✺✳✺✳✹ ❊♠✐&&✐♦♥

❖❜✇♦❤❧ ✇✐* ♠✐) ❞❡♠ ❛♠❜✐❡♥)❡♥ ▲✐❝❤) ❞❡♥ ❖❜❥❡❦)❡♥ ❜❡*❡✐)/ ❡✐♥❡♥ ❦♦♥/)❛♥)❡♥

▲✐❝❤)❛♥)❡✐❧ ✭♦❤♥❡ ▲✐❝❤)V✉❡❧❧❡✮ /♣❡♥❞✐❡*) ❤❛❜❡♥✱ ❛✉❢ ❞✐❡ ❥❡❞❡/ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧ *❡❛✲

❣✐❡*❡♥ ❦❛♥♥✱ ❣✐❜) ❡/ ❖❜❥❡❦)❡✱ ❞✐❡ ❡✐❣❡♥/)B♥❞✐❣ ❧❡✉❝❤)❡♥✳ ❙✐❡ ❡♠✐))✐❡*❡♥ ▲✐❝❤)✱

❣❡❜❡♥ ❛❧/♦ ❛❦)✐✈ ▲✐❝❤) ❛❜✳ ❆❧❧❡*❞✐♥❣/ ❤❛) ❞✐❡/❡ ▲✐❝❤)❛❜❣❛❜❡ ❦❡✐♥❡ ❆✉/✇✐*❦✉♥❣

❛✉❢ ✉♠❧✐❡❣❡♥❞❡ ❖❜❥❡❦)❡✳

❚②♣✐/❝❤❡*✇❡✐/❡ ✇✐*❞ ❞❛③✉ ❡✐♥❡ ❡♠✐))✐❡*❡♥❞❡ ❋❛*❜❡ e ❞❡/ ❖❜❥❡❦)/ ❛♥❣❡❣❡❜❡♥✱ ❞✐❡

✐♥ ❱❡*❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐) ❡✐♥❡* ❊♠✐//✐♦♥/)❡①)✉* eP ❡✐♥❡♥ ❋❛*❜✇❡*) ❛♥ ❞❡* Y♦/✐)✐♦♥ P

❡*③❡✉❣)✿

cP = e · ep

❊♠✐//✐♦♥/❧✐❝❤) ✇✐*❞ ❜❡✐/♣✐❡❧/✇❡✐/❡ ✐♥ ❱❡*❜✐♥❞✉♥❣ ♠✐) /✐❝❤)❜❛*❡♥ ▲✐❝❤)V✉❡❧❧❡♥

✈❡*✇❡♥❞❡)✱ ✉♠ ❞❛/ ❉✉*❝❤/❝❤❡✐♥❡♥ ③✉ /✐♠✉❧✐❡*❡♥✳

✺✳✻ #❤♦♥❣✲❇❡❧❡✉❝❤.✉♥❣/♠♦❞❡❧❧

❊✐♥ ♦❢) ✈❡*✇❡♥❞❡)❡/ ♦❞❡* ❡*✇❡✐)❡*)❡/ ❇❡❧❡✉❝❤)✉♥❣/♠♦❞❡❧❧ ✐/) ❞❛/ ✈♦♥ ❇✉✐ ❚✉♦♥❣

Y❤♦♥❣ ❬✶✶❪✳ ❊* /❝❤❧B❣) ❞❛❜❡✐ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❇❡*❡❝❤♥✉♥❣/✈♦*/❝❤*✐❢) ❢1* ❡✐♥❡ ▲✐❝❤)V✉❡❧❧❡

✈♦*✿

SP = Cp[cos(i)(1− d) + d] +W (i)[cos(s)]n

❲✐* ❤❛❜❡♥ ❛❧/♦✿

farbe = diff + spec
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✻✿ ❇❡✐♠ ❇❡❧❡✉❝❤(✉♥❣+♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ /❤♦♥❣ ✇❡1❞❡♥ ❞❡1 ❞✐✛✉+❡ ✉♥❞ +♣❡❦✉❧❛1❡ ❆♥(❡✐❧

❦♦♠❜✐♥✐❡1(✳

❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✶✼✿ ❇❡✐+♣✐❡❧❡ ♠✐( ✉♥(❡1+❝❤✐❡❞❧✐❝❤❡♥ ❲❡1(❡♥ ❢;1 s ❞❛" #❤♦♥❣✲❇❡❧❡✉❝❤.✉♥❣"♠♦❞❡❧❧

✭❆❜❜✳ ❛✉" ❬✻❪✮

❲✐" ❦♦♠❜✐♥✐❡"❡♥ ❛❧+♦ ❡✐♥❡♥ ❞✐✛✉+❡♥ ✉♥❞ ❡✐♥❡♥ +♣❡❦✉❧❛"❡♥ ▲✐❝❤3❛♥3❡✐❧ ✭+✐❡❤❡

❆❜❜✳ ✺✳✶✻✮✱ ✇♦❜❡✐ ❞✐❡ ❜❡"❡✐3+ ✐♥ ❞❡♥ ✈♦"❤❡"❣❡❤❡♥❞❡♥ ❆❜+❝❤♥✐33❡♥ ✈♦"❣❡+3❡❧❧3❡♥

❞✐✛✉+❡♥ ✉♥❞ +♣❡❦✉❧❛"❡♥ ❘❡✢❡①✐♦♥+♠♦❞❡❧❧❡ ♥♦❝❤ ❡3✇❛+ ❛❧❧❣❡♠❡✐♥❡" +✐♥❞✳

❲❡♥♥ ✇✐" ❞❛+ ✐♥ ✉♥+❡"❡ ◆♦3❛3✐♦♥ C❜❡"❢C❤"❡♥ ❡"❤❛❧3❡♥ ✇✐"✿

cP = cL[(~n •~l) · (1− dP ) + dP ] + sP · (~r • ~v)
s

✭✺✳✶✷✮

G❤♦♥❣+ ❇❡❧❡✉❝❤3✉♥❣+♠♦❞❡❧❧ ❡✐❣♥❡3 +✐❝❤ ❣✉3 ❛❧+ ❊✐♥+3✐❡❣ ✉♥❞ ●"✉♥❞❧❛❣❡ ❢C" ❦♦♠✲

♣❧❡①❡"❡ ❇❡❧❡✉❝❤3✉♥❣+♠♦❞❡❧❧❡ ✭❇❡✐+♣✐❡❧❡ +✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✶✼✮✳

❲✐" ❦M♥♥❡♥ ❞❛+ ❇❡❧❡✉❝❤3✉♥❣++❝❤❡♠❛ ❛✉❢❣"✉♥❞ ❞❡" ▲✐♥❡❛"✐3N3+❡✐❣❡♥+❝❤❛❢3❡♥ +❡❤"

❡✐♥❢❛❝❤ ❛✉❢ n ▲✐❝❤3O✉❡❧❧❡♥ ❡"✇❡✐3❡"♥✿
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farbe =

n
∑

i=1

[

ambL(i) + diffL(i) + specL(i)

]

❉❛$ ❜&✐♥❣* ✉♥$ $❝❤❧✐❡0❧✐❝❤ ③✉ ❢♦❧❣❡♥❞❡♠ ●❡$❛♠*❛✉$❞&✉❝❦✿

cP =
n
∑

i=1

[

aP · a(i) + ~n •~l · dp · d+ (~r • ~v)
s
· sp · d

]

✭✺✳✶✸✮

❲♦❜❡✐ ❤✐❡& d ✉♥❞ s ♠❡✐$* ✐❞❡♥*✐$❝❤ $✐♥❞ ✉♥❞ >❜❡& cL(i) = s = d ❛♥❣❡❣❡❜❡♥

✇❡&❞❡♥✳

✺✳✼ ❖♣❡♥●▲✲❇❡❧❡✉❝❤/✉♥❣1♠♦❞❡❧❧

❉❛$ ✐♥ ❖♣❡♥●▲ ✈❡&✇❡♥❞❡*❡ ❇❡❧❡✉❝❤*✉♥❣$♠♦❞❡❧❧ ❜❛$✐❡&* ❛✉❢ ❞❡♠ ✈♦♥ E❤♦♥❣✱

✈❡&✇❡♥❞❡* ❞❛❜❡✐ ❛❜❡& ❞❡♥ ❍❛❧❢✇❛②✲❱❡❦*♦& ❢>& ❞❡♥ $♣❡❦✉❧❛&❡♥ ❆♥*❡✐❧✳ ❙♦ ✇✉&✲

❞❡♥ ✇❡✐*❡&❤✐♥ ❢♦❧❣❡♥❞❡ ❊&✇❡✐*❡&✉♥❣❡♥ ✈♦&❣❡♥♦♠♠❡♥✿ ❊♠✐$$✐♦♥$❢❛&❜❡ ❞❡$ ❖❜✲

❥❡❦*$ e · ep✱ ❣❧♦❜❛❧❡& ❊✐♥✢✉$$ ❡✐♥❡$ ❛♠❜✐❡♥*❡♥ ▲✐❝❤*$ aP · aL✱ ❆❜$❝❤✇P❝❤✉♥❣

❞❡& ■♥*❡♥$✐*P*❡♥ ❜❡✐ E♦$✐*✐♦♥$❧✐❝❤* ✉♥❞ ❙*&❛❤❧❡& att✱ ❙*&❛❤❧❡&❢✉♥❦*✐♦♥ spot ③✉&

▼❛♥✐♣✉❧❛*✐♦♥ ❞❡$ ▲✐❝❤*❦❡❣❡❧$✳

❙❝❤❛✉❡♥ ✇✐& ✉♥$ ❞❛$ ❇❡❧❡✉❝❤*✉♥❣♠♦❞❡❧❧ ✈♦♥ ❖♣❡♥●▲ ❢>& n ▲✐❝❤*S✉❡❧❧❡♥ ✐♠

❉❡*❛✐❧ ❛♥✿

cP,L(i) = att(~n,~lL(i)) · spot(~p,~lL(i), βL(i)) · (ambL(i) + diffL(i) + specL(i))

cP = e · emi+ t · ambL + t ·
∑n

i=1 cP,L(i)

❲✐& $❡*③❡♥ ❡♥*$♣&❡❝❤❡♥❞ ❞✐❡ ❜❡❦❛♥♥*❡♥ ❇❡❧❡✉❝❤*✉♥❣$❡❧❡♠❡♥*❡ ❡✐♥✿

cP,L(i) = att(~n,~lL(i)) · spot(~p,~lL(i), βL(i))·

([aP · aL(i)] + [~n •~l · dp · cL(i)] + [
(

~h • ~n
)s

· sp · cL(i)])

cP = e · [ep] + t · [aP · aL] + t ·
∑n

i=1 cP,L(i)

❉❛$ ❢>❤&* ✉♥$ $❝❤❧✐❡0❧✐❝❤ ③✉✿

cP,L(i) = att(~n,~lL(i)) · spot(~p,~lL(i), βL(i))·

(aP · aL(i) + ~n •~l · dp · cL(i) +
(

~h • ~n
)s

· sp · cL(i))

cP = e · ep + t · aP · aL + t ·
∑n

i=1 cP,L(i)

▲❡✐❞❡& ✇✐&❞ ❞❛$ E❤♦♥❣✲❇❡❧❡✉❝❤*✉♥❣$♠♦❞❡❧❧ ✐♥ ✈✐❡❧❡♥ E✉❜❧✐❦❛*✐♦♥❡♥ ③✉& ❈♦♠♣✉✲

*❡&❣&❛✜❦ ❜❛$✐❡&❡♥❞ ❛✉❢ ❞❡& ■♠♣❧❡♠❡♥*✐❡&✉♥❣ ✐♥ ❖♣❡♥●▲ ✈♦&❣❡$*❡❧❧*✱ ♦❜✇♦❤❧ $✐❝❤

❞✐❡ ❉❛&$*❡❧❧✉♥❣ ✈♦♥ ❞❡& ❖&✐❣✐♥❛❧❛&❜❡✐* ✈♦♥ ❇✉✐ ❚✉♦♥❣ E❤♦♥❣ $❡❤& ✉♥*❡&$❝❤❡✐❞❡*

❬✶✶❪✳
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❆❜❜✐❧❞✉♥❣ ✺✳✷✶✿ ❲❡♥♥ ✇✐% ✉♥' ❞✐❡ ❑❛♥+❡♥ ❞❡% ❋❧.❝❤❡♥ ③✉❡✐♥❛♥❞❡% ❣❡♥❛✉ ❛♥'❝❤❛✉❡♥✱ ✇✐%❦❡♥ ❞✐❡

❥❡✇❡✐❧' ❧✐♥❦❡♥ 6✐①❡❧ ❞❡✉+❧✐❝❤ ❞✉♥❦❧❡% ✉♥❞ ❞✐❡ %❡❝❤+❡♥ ❞❡✉+❧✐❝❤ ❤❡❧❧❡%✳ ❆❧❧❡%❞✐♥❣' ✇✉%❞❡♥ ❞✐❡ ❣%❛✉❡♥

❋❧.❝❤❡♥ ✈♦❧❧❦♦♠♠❡♥ ❣❧❡✐❝❤♠.=✐❣ ❡✐♥❣❡❢.%❜+✳ ❲❡♥♥ ❙✐❡ ♥✐❝❤+ ❣❧❛✉❜❡♥✱ ❞❛'' ❞✐❡ ❋❧.❝❤❡♥ ❥❡✇❡✐❧' ❡✐♥❡

❣❧❡✐❝❤❡ ❋.%❜✉♥❣ ❛✉❢✇❡✐'❡♥✱ ❞❛♥♥ +❡'+❡♥ ❙✐❡ ❞❛'✱ ✐♥❞❡♠ ❙✐❡ ❞✐❡ ❙❡✐+❡♥ ♠✐+ ❡✐♥❡♠ ✇❡✐=❡♥ ❇❧❛++

✈❡%❞❡❝❦❡♥✳

.❡♥ ❖❜❡1✢3❝❤❡♥ ❑❛♥.❡♥✳ ❖❜✇♦❤❧ :✐❝❤ ❞✐❡ ■♥.❡♥:✐.3.❡♥ ❞❡1 ❉1❡✐❡❝❦ ♥✉1 ♠❛1❣✐♥❛❧

✉♥.❡1:❝❤❡✐❞❡♥✱ ✈❡1:.31❦. ❞✐❡ ❆1. ✉♥❞ ❲❡✐:❡✱ ✇✐❡ ✉♥:❡1❡ ✈✐:✉❡❧❧❡ ❲❛❤1♥❡❤♠✉♥❣

❢✉♥❦.✐♦♥✐❡1.✱ ❞✐❡ ✈♦1❧✐❡❣❡♥❞❡♥ ❑❛♥.❡♥✳ ❉❛: ✇♦❧❧❡♥ ✇✐1 ✉♥: ✐♥ ❞❡♠ ❢♦❧❣❡♥❞❡♥

❆❜:❝❤♥✐.. ❦✉1③ ❛♥:❝❤❛✉❡♥✳

✺✳✽✳✸ ▼❛❝❤(❝❤❡ ❙+,❡✐❢❡♥

❇❡✐ ❞❡♥ E❜❡1❣3♥❣❡♥ ✈♦♥ ❡✐♥❢❛1❜✐❣❡♥✱ ❣1❛✉❡♥ ❋❧3❝❤❡♥ ❧❛::❡♥ :✐❝❤ ❡♥.❧❛♥❣ ❞❡1

●1❡♥③❡♥ :♦❣❡♥❛♥♥.❡ ▼❛❝❤:❝❤❡ ❙.1❡✐❢❡♥ ❛❧: ♦♣.✐:❝❤❡ ■❧❧✉:✐♦♥ ❡1❦❡♥♥❡♥ ✭:✐❡❤❡ ❆❜❜✳

✺✳✷✶✮✱ ❞✐❡:❡: M❤3♥♦♠❡♥ ✇✉1❞❡ ❜❡1❡✐.: 1865 ✈♦♥ ❊1♥:. ▼❛❝❤ ❜❡:❝❤1✐❡❜❡♥ ❬✶✷❪✳

❊: ❤❛♥❞❡❧. :✐❝❤ ❞❛❜❡✐ ✉♠ ❞✐❡ ❜❡:♦♥❞❡1❡ ❊✐❣❡♥:❝❤❛❢. ✉♥:❡1❡1 ✈✐:✉❡❧❧❡♥ ❲❛❤1♥❡❤✲

♠✉♥❣ ❛✉❢❣1✉♥❞ ❞❡1 ❱❡1:❝❤❛❧.✉♥❣ ✉♥:❡1❡1 ❧✐❝❤.❡♠♣✜♥❞❧✐❝❤❡♥ ◆❡✉1♦♥❡♥ ✐♥ ❞❡1

❘❡.✐♥❛✱ ❑❛♥.❡♥ ❜❡:♦♥❞❡1: ❤❡1✈♦1③✉❤❡❜❡♥✳ ❉❛: ❧3::. :✐❝❤ ❤❡1✈♦11❛❣❡♥❞ ❛♥ ❡✐♥❡♠

❦❧❡✐♥❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ❞❡♠♦♥:.1✐❡1❡♥✳

❙❝❤❛✉❡♥ ✇✐1 ✉♥: ❞❛③✉ ③✉♥3❝❤:. ❦✉1③ ❛♥✱ ✇✐❡ ✇✐1 ❛❧: ■♥❢♦1♠❛.✐❦❡1 ♥❡✉1♦♥❛❧❡

❩❡❧❧❡♥ :♦❣❡♥❛♥♥.❡ ◆❡✉1♦♥❡♥ ✐♠ ❘❡❝❤♥❡1 ❞❛1:.❡❧❧❡♥✳

●❡"❝❤✐❝❤&❡ ❞❡( ◆❡✉(♦♥❡♥♠♦❞❡❧❧❡

❯♠ ❞✐❡:❡♥ ❆❜:❝❤♥✐.. :❡❤1 ❦✉1③ ③✉ ❤❛❧.❡♥✱ ✇❡1❞❡♥ ❞✐❡ ▼♦❞❡❧❧❡ ♥✉1 ❦♦♠♣❛❦.

❞❛1❣❡:.❡❧❧.✳ ❊✐♥❡ ❱❡1.✐❡❢✉♥❣ ✐♥ ❞✐❡ ▼❛.❡1✐❡ ❜✐❡.❡. ❜❡✐:♣✐❡❧:✇❡✐:❡ ❞❡1 ❑❧❛::✐❦❡1

✒◆❡✉1♦♥❛❧❡ ◆❡.③❡✑ ✈♦♥ ❘❛Z❧ ❘♦❥❛: ❬✼❪✳

❊✐♥❡: ❞❡1 ❡1:.❡♥ ▼♦❞❡❧❧❡ ✐:. ❞❛: ❜❡1❡✐.: 1943 ✈♦♥ ▼❝❈✉❧❧♦❝❤ M✐..: ✈♦1❣❡:❝❤❧❛✲

❣❡♥❡✱ ❞❛: :✐❝❤ :.❛1❦ ❛♠ ❜✐♦❧♦❣✐:❝❤❡♥ ▼♦❞❡❧❧ ♦1✐❡♥.✐❡1. ✭:✐❡❤❡ ❆❜❜✳ ✺✳✷✷✮✳

❲✐1 ❤❛❜❡♥ ❡✐♥❡♥ ❩❡❧❧❦❡1♥ ✭♥✉❝❧❡✉%✮ ✉♥❞ ❡✐♥❣❡❤❡♥❞❡ ❡①✐.❛.♦1✐:❝❤❡ ❱❡1❜✐♥❞✉♥❣❡♥

x1, x2, . . . , xn✱ ❞✐❡ ❥❡✇❡✐❧: ♠✐. ❞❡♥ ❲❡1.❡♥ 0 ♦❞❡1 1 ✈♦1❧✐❡❣❡♥ ❦_♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❲❡1.❡

❞❡1 ❛♥❧✐❡❣❡♥❡♥❞❡♥ ❑❛♥.❡♥ ✇❡1❞❡♥ ❛✉❢:✉♠♠✐❡1.✳ ❲❡♥♥ ❣❡♥`❣❡♥❞ ❊11❡❣✉♥❣ ✐♥ ❞❡1

❙✉♠♠❡ ✈♦1❤❛♥❞❡♥ ✐:.✱ ❞❡1 ❲❡1. ❛❧:♦ ♠✐♥❞❡:.❡♥: :♦ ❣1♦a ✇✐❡ ❡✐♥ ❙❝❤✇❡❧❧❡♥✇❡1.

Θ ✐:.✱ ✇✐1❞ `❜❡1 ❡✐♥❡ ❆✉:❣❛❜❡❧❡✐.✉♥❣ ✭❛①♦♥✮ ❡❜❡♥❢❛❧❧: ❡✐♥❡ 1 ❣❡❧✐❡❢❡1.✳ ❆♥:♦♥:.❡♥

③❡✐❣. ❞✐❡ ❩❡❧❧❡ ❦❡✐♥❡ ❊11❡❣✉♥❣✱ ❞❡1 ❲❡1. ❞❡1 ❆✉:❣❛❜❡❧❡✐.✉♥❣ ❜❧❡✐❜. ❜❡✐ 0✳
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