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Vorwort

Das vorliegende Skript entstand im Winter- und Sommersemester 2005/06 wiih-
rend ich die Vorlesungen ,,Mathematik fiir Informatiker I und IT“ an der Univer-
sitdt Dortmund hielt. Ich habe versucht, die wichtigsten Punkte der behandelten
Themen darin zusammen zu stellen, um den Horerinnen und Hérern einen Leit-
faden fiir die Nachbereitung der Vorlesung an die Hand zu geben. Das Skript
erhebt nicht den Anspruch eines Lehrbuchs hinsichtlich Exaktheit, Vollstandig-
keit und Préasentation der Themen. Ich méchte beispielhaft auf einige Lehrbiicher
verweisen, die beim weiteren Studium der Materie hilfreich sein kénnten.

e M. Aigner. Diskrete Mathematik. Vieweg Verlag, 2004.

M. Brill. Mathematik fiir Informatiker. Hanser Verlag, 2001.

D. Hachenberger. Mathematik fiir Informatiker. Pearson Studium, 2005.

P. Hartmann. Mathematik fiir Informatiker. Vieweg Verlag, 2004.

G. Rosenberger. Lineare Algebra und algebraische Strukturen fiir Informa-
tiker. Shaker Verlag, 2002.

A. Steger. Diskrete Strukturen (Band 1). Springer Verlag, 2001.

M. Wolff, P. Hauck und W. Kiichlin. Mathematik fiir Informatik und Bio-
informatik. Springer Verlag, 2004.

Dariiber hinaus gibt es natiirlich eine Vielzahl weiterer Lehrbiicher, auf die ich
hier jedoch nicht ndher eingehe.

Teile dieses Skripts basieren auf Skripten und Aufzeichnungen zu fritheren
Vorlesungen an der Universitdat Dortmund, die mir meine Kollegen freundlicher-
weise zur Verfiigung gestellt haben. Mehr dazu findet sich zu Beginn der ent-
sprechenden Kapitel. Die Assistenten der beiden Vorlesungen, Ronald Koch und
Sammy Barkowski, haben mit zahlreichen wertvollen Text- und Bildbeitrédgen,
Hinweisen und Verbesserungsvorschliagen wesentlich zum Gelingen des Skripts
beigetragen. Dafiir sei ihnen ganz herzlich gedankt.
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Aufgrund der begrenzten Zeit, die ich auf das Erstellen dieses Skripts verwen-
den konnte, ist es sicherlich weit davon entfernt, fehlerfrei zu sein. Fiir entspre-
chende Hinweise (am besten per Email an martin.skutella@uni-dortmund.de)

bin ich jederzeit dankbar.

Dortmund, im Juli 2006 Martin Skutella


mailto:martin.skutella@uni-dortmund.de
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Kapitel 1

Aussagen, Mengen, Abbildungen,
Relationen

Das erste Kapitel dieses Vorlesungsskriptes beruht teilweise auf Skripten von
Herrn Kahlhoff, Herrn Moller und Herrn Scharlau, denen ich hiermit ganz herzlich
danke.

1.1 Aussagen

1.1.1 Informelle Definition von Aussagen

Im téglichen Leben ziehen Menschen mehr oder weniger korrekte Schlussfolge-
rungen, ohne sich der Gesetze bewusst zu sein, nach denen sich dieses Schliefien
vollzieht. Fiir wissenschaftliches, insbesondere mathematisches Arbeiten erweist
sich dieses intuitive Schlieffen als unzureichend. Zudem zeigt sich, dass die Um-
gangssprache in mancher Hinsicht zu diffus ist, um mit ihr prézise einen mathema-
tischen Sachverhalt ausdriicken zu kénnen. Der Begriffsinhalt von Substantiven
und Adjektiven ist manchmal mehrdeutig, manchmal nur unscharf abgegrenzt
und zudem Schwankungen unterworfen, sowohl von Mensch zu Mensch wie auch
fiir den einzelnen selbst im Laufe seines Lebens. Beispiele:

e Schloss — Bank — Hahn — Messe — Steuer — . ..
e alter Mensch — Freiheit — grofl — unertréglich — warm — kalt — . ..

Bei den ersten fiinf Worten liegt Mehrdeutigkeit vor (das bekannte Kinderspiel
des ,, Teekesselratens beruht gerade auf solchen Mehrdeutigkeiten), die auch bei
wissenschaftlichen Bezeichnungen (bedauerlicherweise) zu finden ist. Die weite-
ren Begriffe weisen ein diffuses, subjektives Begriffsspektrum auf. So ist eine Ju-
gendliche geneigt, einen Vierzigjahrigen schon als ,alten Mann®“ zu bezeichnen,
wahrend eine Achtzigjdhrige in diesem noch einen jungen Mann sieht. Ebenso ist

1
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beispielsweise die Abgrenzung von ,warm* und , kalt“ nicht eindeutig an einer
Temperaturgrenze festzumachen.

Auch die Satzverbindungen, die die logischen Zusammenhénge beinhalten,
werden in wechselnden Bedeutungen verwendet. So etwa im Falle des Wortes
Lund“:

e Lena und Jakob sind Skifahrer.
e 3 und 5 sind Primzahlen.

Lena und Jakob sind befreundet.

3 und 5 ist &.

Lena und Jakob haben ein Auto.

Jakob wird krank und der Arzt kommt.

Der Arzt kommt und Lena wird krank.

e ...na und?

Die somit fiir den wissenschaftlichen Gebrauch notwendige begriffliche Prézisie-
rung der Sprache fiihrt einerseits zu den in Definitionen klar umrissenen Fach-
ausdriicken (deren Bedeutung freilich bei verschiedenen Autoren unterschiedlich
sein kann) und andererseits im Falle der Satzverbindungen zu logischen Operati-
onsvorschriften, die Einzelaussagen zu einer neuen Aussage verbinden. Was sind
aber zunéchst Aussagen?

Erklarung 1.1.1. Aussagen sind sprachliche Gebilde, denen genau einer der
Wahrheitswerte w (wahr) oder f (falsch) zugeordnet ist.

Beispiele.
e A; := ,Die Erde ist eine Scheibe.* ist Aussage (Wahrheitswert f).
e Ay := 64 ist durch 4 teilbar.“ ist Aussage (Wahrheitswert w).

o Az :=  Diese Aussage ist falsch.” ist keine Aussage.

A4 — 225964951
»

— 1 ist eine Primzahl.“ ist Aussage (Wahrheitswert w).

4

o A; := ,Jede gerade Zahl > 4 ist Summe zweier Primzahlen.“ ist Aussage
(Wahrheitswert unbekannt, Goldbachsche Vermutung, ...12 =54 7...).

o Ag := ,Es gibt unendlich viele Zahlen a, so dass a und a + 2 Primzahlen
sind.“ ist Aussage (Wahrheitswert unbekannt, z.B. 5 und 7 oder 9629 und
9631).
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1.1.2 Logische Verkniipfungen

Durch Negation und Verkniipfung (Junktion) von Aussagen erhilt man neue
Aussagen, die wir im Folgenden definieren.

Definition 1.1.2. Im Folgenden seien A und B zwei Aussagen.

a)

Als Negation von A bezeichnen wir die Aussage ,nicht A“ und schreiben
kurz —A. Die Negation —A hat den Wahrheitswert f, wenn A den Wahrheits-
wert w hat; hat umgekehrt A den Wahrheitswert f, so hat = A den Wahrheits-
wert w.

Beispiel. A, =64 ist nicht durch 4 teilbar.“ (falsch)
—As =, Es gibt eine gerade Zahl > 4, die nicht als Summe zweier Primzahlen
geschrieben werden kann.“ (Wahrheitswert unbekannt)

Die Verkettung der Aussagen A und B durch das logische ,,und“ nennen wir
Kongjunktion und schreiben kurz A A B. Die Konjunktion A A B ist nur dann
wahr, wenn sowohl A als auch B wahr sind.

Beispiel. A; A A5 =,64 ist durch 4 teilbar und jede gerade Zahl > 4 ist
Summe zweier Primzahlen.“ (Wahrheitswert unbekannt)

Die Verkettung der Aussagen A und B durch das logische ,,oder nennen wir
Disjunktion und schreiben kurz AV B. Die Disjunktion AV B ist wahr, falls A
oder B oder beide wahr sind.

Beispiel. Ay V A5 =64 ist durch 4 teilbar oder jede gerade Zahl > 4 ist
Summe zweier Primzahlen (oder beides).“ (wahr)

Die Verkettung der Aussagen A und B zu ,wenn A, dann B* nennen wir
logische Folgerung oder Implikation und schreiben kurz A = B. Wir nennen A
Voraussetzung und B Behauptung der Implikation. Die Implikation ist wahr,
falls A falsch ist oder B wahr ist (oder A falsch und B wahr ist).

Beispiel. A :=, Jeder Tag ist ein Sonntag.“ (falsch), B :=,Der BVB ist Deut-
scher Meister.“ (falsch)

(A = B)=,Wenn jeder Tag ein Sonntag ist, dann ist der BVB Deutscher
Meister.“ (wahr)

Die Verknupfung der Aussagen A und B zu ,, genau dann A, wenn B“ nennen
wir Aquivalenz und schreiben kurz A < B. Die Aquivalenz ist wahr, falls A
und B denselben Wahrheitswert haben.

Beispiel. (A & B)=,Genau dann, wenn jeder Tag ein Sonntag ist, ist der
BVB Deutscher Meister.“ (wahr)
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Wir fassen die in Definition [1.1.2] getroffenen Vereinbarungen in der folgenden

Wahrheitstafel zusammen:

A B -A =B AAB vVB A=B A&B
w w f f w w w w
w f f w f w f f
v w f f w w f
f f w w f f w w

Definition 1.1.3. Ein logischer Ausdruck, der fiir beliebige Wahrheitswerte der
enthaltenen Aussagen immer wahr ist, heiflit Tautologie.

Satz 1.1.4. Es seien A, B und C' beliebige Aussagen. Dann sind die folgenden

logischen Ausdriicke Tautologien:

)
)
AN (BAC))
AV (BVO))

(AVB)AN(AV (D))
((ANB)V(ANC))

f) ~(Av B)
—(AA B)

(mAN-B)
(mAV -B)

—\A\/B)

-B = -A)

¢ ¢ ¢ g

(
(
(AAB)V (mAA-B)
(

j) A= B) & (A= B)AN(B=A))

(Neutralitit von f bzgl. V)
(Neutralitiat von w bzgl. N)

(Idempotenz von A)
(Idempotenz von V)

(Kommutativitit von A)
(Kommutativitit von V)

(Assoziativitit von A)
(Assoziativitit von V)

(Distributivitdt)
(Distributivitdt)

(De Morgan’sche Regel)
(De Morgan’sche Regel)

Teil |h) des Satzes ist Grundlage fiir den Widerspruchsbeweis: Wenn man be-
weisen mochte, dass unter einer Voraussetzung A eine Behauptung B gilt, dann
geniigt es zu beweisen, dass die Voraussetzung A nicht erfiillt ist, falls die Be-

hauptung B nicht erfiillt ist.
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Auch Teil @ ist von Bedeutung in der Beweistechnik. Wenn man beweisen
mochte, dass zwei Aussagen A und B dquivalent sind, dann zeigt man das in den
allermeisten Fiéllen in zwei Schritten: Man beweist, dass aus A die Aussage B
folgt und dass aus B die Aussage A folgt.

Beweis. Wir beweisen beispielhaft den ersten Teil von @ mit Hilfe einer Wahr-
heitstafel. Die anderen Behauptungen des Satzes kénnen analog bewiesen werden.

A B -A =B —\(A\/B) -AN-B —|(A\/B) & (—|A/\—|B)

wow ff f f w

w o f f  w f f w

frw wo f f f w

f f w w w w w
Aus der letzten Spalte der Tabelle folgt, dass die Aussage ~(AV B) < (mAA-B)
unabhéngig von den Wahrheitswerten von A und B immer wahr ist. 0
1.2 Mengen

1.2.1 Mengen und deren Beschreibungen

Wir verzichten hier auf eine formale axiomatische Einfithrung der Mengenlehre
und beschrénken uns bei der Definition des Begriffs ,, Menge* auf die folgende Be-
schreibung, die auf Georg Cantor (1845-1918), den Begriinder der Mengenlehre,
zuriickgeht.

Erklarung 1.2.1. Eine Menge ist eine Zusammenfassung bestimmter wohlun-
terschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens — welche die
Elemente der Menge genannt werden — zu einem Ganzen.

Wir verwenden die folgenden Schreibweisen:

e © € M steht fiir die Aussage ,,x ist ein Element der Menge M.

e Die Negation dieser Aussage bezeichnen wir mit x ¢ M, d.h. ,x ist kein
Element von M.

Beispiel. Hose € {Jacke, Hose}, Hut ¢ {Jacke, Hose}

Definition 1.2.2 (Standard-Bezeichnungen fiir Mengen).

N = {1,2,3,4,...} die natiirlichen Zahlen

No = {0,1,2,3,4,...} die natiirlichen Zahlen mit Null

Z = {..,—2,—1,0,1,2,...} die ganzen Zahlen

Q {®|m € Z, n € N} die Bruchzahlen, rationalen Zahlen
R die reellen Zahlen

0 die leere Menge
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Erklirung 1.2.3 (Beschreibung von Mengen).
[. Durch Aufzihlung der Elemente, z.B.

M:{173’5’6}7 X:{a7bﬂc7d’e7f};

dieses ist prinzipiell bei endlichen Mengen moglich, unter Umsténden auch
bei unendlichen Mengen, wenn keine Missverstdndnisse zu befiirchten sind:

Ny ={0,1,2,3,4...},
G ={2,4,6,8,...} die Menge der geraden Zahlen.

II. In beschreibender Form, d.h. durch Angabe der Eigenschaften der Elemente,
z.B.
G ={z |z € Nund z ist gerade} .

Die allgemeine Form ist:

M = {x | A(z)},

dabei ist A(z) eine Aussage iiber x, also z.B. ,z ist eine natiirliche Zahl
und x ist gerade.*

Man kann auch schreiben:
G = {x € N| z ist gerade},

d.h. die “Grundmenge”, in der sich die Elemente der zu definierenden Men-
ge befinden, hier die Menge N, wird nicht unter den Aussagen (bzw. Ei-
genschaften), sondern bereits vor dem Trennstrich in der Mengenklammer
genannt.

III. In abgekiirzter beschreibender Form, z.B.
G={2-m|meN}.

Man verzichtet hier auf einen speziellen Namen fiir die Elemente und gibt
sofort ein Bildungsgesetz, z.B. einen Term oder algebraischen Ausdruck, an.
Ein anderes Beispiel hierzu:

K = {1+32|z€Z}
= {...,-5-214,710,..}.

Beispiel. Die Menge der Quadratzahlen in allen drei Beschreibungsformen:

Q =1{1,4,9,16,25,.. .}
= {y | y € N und es existiert ein z € N mit 22 = yt
= {z? |z € N}
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Kurzer Exkurs. Wir weisen an dieser Stelle darauf hin, dass ein naiver Um-
gang mit Mengen schnell zu scheinbar unauflésbaren Widerspriichen fithren kann.
Ein schones Beispiel hierfiir ist die Russellsche Antinomie: ,Es sei M die Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten, also

M:={X|X¢gX}

Die Frage, ob M in sich selbst enthalten ist oder nicht, fithrt zu einem unauflosba-
ren Widerspruch. Ein sauberer axiomatischer Aufbau der Mengenlehre erlaubt
daher keine solche Menge M.

Das beschriebene Pardoxon kann auch leicht in das tégliche Leben iibersetzt
werden. Man stelle sich vor, es gébe in einer Bibliothek ein Nachschlagewerk, das
alle Biicher der Bibliothek zitiert (auflistet), die sich nicht selbst zitieren. Die
Frage, ob dieses Nachschlagewerk sich selbst zitiert oder nicht, fithrt zu demsel-
ben Paradoxon. Ein anderes bekanntes Paradoxon ist der Dorf-Barbier, der alle
Ménner des Dorfes rasiert, die sich nicht selbst rasieren. . .

1.2.2 Allquantor und Existenzquantor

Definition 1.2.4 (Allquantor und Existenzquantor). Es sei M eine nichtleere
Menge und fiir jedes x € M sei A(x) eine Aussage.

a) Mit Vo € M : A(z) bezeichnen wir die Aussage ., Fiir alle x € M gilt A(x).“

b) Mit 3z € M : A(x) bezeichnen wir die Aussage ,Es gibt ein z € M, fiir
das A(x) gilt.“

c) Mit 3z € M : A(x) bezeichnen wir die Aussage ,,Es gibt genau ein z € M,
fir das A(z) gilt.“

Man nennt V den Allquantor und 3 den Existenzquantor.

Beispiel. Es sei M die Menge der Studentinnen und Studenten dieser Vorlesung
und fiir einen Studierenden x € M sei A(x) die Aussage ,,z fahrt mit dem Fahrrad
zur Uni.“ Dann steht Vo € M : A(z) fir die Aussage ,, Alle Studierenden dieser
Vorlesung fahren mit dem Fahrrad zur Uni.“ Der Ausdruck 3z € M : A(z) steht
fiir ,Mindestens eine(r) der Studierenden dieser Vorlesung féhrt mit dem Fahrrad
zur Uni.“ Schliefllich steht der Ausdruck 3z € M : A(x) fiir ,,Genau eine(r) der
Studierenden dieser Vorlesung fihrt mit dem Fahrrad zur Uni.®

Lemma 1.2.5. Es sei M eine nichtleere Menge und fiir jedes x € M sei A(x)
eine Aussage. Die Negation der Aussage Yx € M : A(x) ist die Aussage Jx €
M : =A(x), d.h.

(Ve e M: Ax)) & (Jzxe M:-Ax)) .
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Beispiel. In Fortsetzung des Beispiels von oben stellen wir fest, dass die Nega-
tion von ,,Alle Studierenden dieser Vorlesung fahren mit dem Fahrrad zur Uni“
die folgende Aussage ist: ,Es gibt eine Studentin oder einen Studenten dieser
Vorlesung, die/der nicht mit dem Fahrrad zur Uni f&hrt.“

Lemma ist die formale Rechtfertigung fiir den Beweis durch Gegenbei-
spiel. Wenn man etwa beweisen mochte, dass die Aussage ,,Alle Studentinnen
und Studenten dieser Vorlesung fahren mit dem Fahrrad zur Uni“ falsch ist, so

geniigt es, eine Studentin oder einen Studenten zu finden, die/der nicht mit dem
Fahrrad zur Uni féhrt.

1.2.3 Mengenoperationen

Definition 1.2.6 (Teilmenge).

a) Eine Menge X heifit Teilmenge einer Menge M, falls jedes Element von X
auch Element von M ist (d.h.: Vo € X : x € M). Die entsprechende Beziehung
zwischen X und M heifit auch Inklusion (von X in M).

Bezeichnung: X C M .

Wir weisen ausdriicklich darauf hin, dass bei der Inklusion die Gleichheit der
beiden Mengen erlaubt ist: Es gilt M C M.

b) Eine Menge X heifit echte Teilmenge einer Menge M, falls X Teilmenge von
M und X # M ist. Die entsprechende Beziehung zwischen X und M heift
auch echte Inklusion (von X in M).

Bezeichnung: X C M oder X &M oder X C M.

Definition 1.2.7 (Operationen mit Mengen). Es seien X und Y zwei Mengen.
Wir definieren:

i) XnY ={zx|zreXAzeY} (Durchschnitt)
(i) XuY :={z|zeXVvreY} (Vereinigung)
(i) X\Y:={z|ze XAz gY} (Differenzmenge)

Ist X NY = (), dann sagt man, dass X und Y disjunkt sind.

Bemerkung. Man beachte, dass bei der Differenzmenge X \ Y die Menge Y
nicht in der Menge X enthalten sein muss. Man kann sich allerdings immer auf
diesen Fall zuriickziehen, denn es gilt offensichtlich

X\Y=X\(XNnY) .

Veranschaulichung im sogenannten Venn-Diagramm:
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Definition 1.2.8 (Komplement). Ist X Teilmenge der Grundmenge M, so be-
zeichnen wir das Komplement von X in M mit X := M \ X.

Satz 1.2.9 (Grundgesetze bei Mengenoperationen). Es seien X, Y und Z Teil-
mengen einer Grundmenge M. Dann gelten die folgenden Gesetze:

a) XNO=10

XUM=M

XUb=X (Neutralitit von () bzgl. U)

XNM=X (Neutralitat von M bzgl. N)
b)) XNX=Xund XUX =X (Idempotenz)
) XNY=YNXund XUY =YUX (Kommutativitdt)

d) (XnY)NZ=XN{YNZ)und ( XUY)UZ=XU(YULZ)(Assoziativitdit)

e) XuYNZ)=XUuY)N(XUZ)und XN(YUZ)=(XNY)Uu(XnNZ)
(Distributivitdt)

) XNY=XUY und XUY =XNY (De Morgan’sche Regeln)

Beweis. Die Gesetze folgen im Wesentlichen aus den in Satz [L.1.4][a])-{f) beschrie-
benen Gesetzen fiir die Verkniipfung von Aussagen. Wir machen den Zusam-
menhang beispielhaft fiir Teil |c) klar. Dazu definieren wir fiir x € M die Aus-
sagen A(x) :=,x ist Element der Menge X.“ und B(x) :=,x ist Element der
Menge Y.“ Die Aussagen in |c) konnen dann wie folgt neu formuliert werden:
Ve e M : (A(z) A B(z)) < (B(z) A A(z))
Ve e M : (A(x) VvV B(z)) < (B(z)V A(x))
Aus dem entsprechenden Teil von Satz folgt sofort, dass diese Aussagen
wahr sind. ]

Definition 1.2.10 (Kartesisches Produkt).
a) Das kartesische Produkt zweier Mengen X und Y ist definiert als

X xY = {(z,y)|lzeXNyeY}.
»,X kreuz Y

Ein Element (z,y) € X X Y heifit geordnetes Paar. Nach Definition gilt fir
beliebige z, 2’ € X und y,y' € Y:

(z,y) = (@'y) & (x=2"Ny=y) .
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b) Allgemeiner ist das kartesische Produkt von n Mengen X, Xo, ..., X, definiert
als

X1><X2><---xXn::{($1,w2,...,$n)|x,~€Xiﬁ'1ri:1,...,n}.

Ein Element (x1,2s,...,2,) € X3 X Xg X -+ X X,, heiBt n-Tupel. Nach Defi-
nition gilt fiir beliebige x;,y; € X;, i =1,...,n:

(X1, T2, xn) = (Y1, Y2y - -y Yn) < (ry=y; flri=1,...,n) .

Zwei n-Tupel sind also nur dann gleich, wenn an entsprechenden Stellen das-
selbe Element der jeweiligen Menge X; steht. Insbesondere kommt es in geord-
neten Paaren auf die Reihenfolge der beiden Elemente an: Es gilt (z,y) # (y, x),
falls * # y. (Es miissen z und y beide in X und Y liegen, damit die fraglichen
Paare in X x Y liegen. Wir denken bei dieser Bemerkung insbesondere an den
wichtigen Fall X = Y.) Beziiglich Reihenfolge verhlt sich also (z,y) anders als
die Menge {z,y}, fiir die offenbar {z,y} = {y,z} gilt. Ubrigens sollte man die
Notation {z,y} nur benutzen, wenn x # y ist (sonst notiert man die einelemen-
tige Menge natiirlich als {z}), wiahrend ein geordnetes Paar (z,z) durchaus Sinn
macht.

Bei n-Tupeln (wir nehmen hier der Einfachheit halber den Fall X; = X, =
-+ =X, =: X an) kommt es erst recht auf die Reihenfolge an: Wenn etwa x,y, z
drei verschiedene Elemente aus X sind, dann konnen wir hieraus 6 verschiedene

Tripel in X x X x X bilden, ndmlich

(z,9,2), (v,2,9), (y,2,2), (,2,7), (2,2,9), (2,y,2) .

1.2.4 Maéachtigkeit endlicher Mengen

Definition 1.2.11 (Michtigkeit, Kardinalitéit). Eine Menge M heifit endlich,
wenn sie aus nur endlich vielen Elementen besteht. Andernfalls heifit sie unend-
lich. Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge heifit die Mdachtigkeit oder
auch Kardinalitdt von M, in Zeichen | M| oder #M.

In Abschnitt kommen wir auf den Begriff der Méchtigkeit zuriick und
gehen dann auch auf unendliche Mengen ein.

Lemma 1.2.12. Es seien M und N zwei endliche Mengen. Dann ist auch thr kar-
tesiches Produkt endlich und seine Mdchtigkeit gleich dem Produkt der Mdchtig-
keiten von M und N:

IM x N| = [M]-|N] .

Definition 1.2.13 (Potenzmenge). Die Menge aller Teilmengen einer Menge M
heiflit Potenzmenge von M und wird mit P(M) bezeichnet:

P(M):={X | X C M} .
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Beispiel. Es sei M = {z,y, z}. Dann ist

P(M) = {0, {z}, {u}, {z} {z, y} {z, 2} {y, 2}, M} .

Lemma 1.2.14. Wenn M eine endliche Menge ist, dann besteht P(M) aus 2/
Elementen:

()| =2

Definition 1.2.15 (Disjunktes Mengensystem, Partition). Es sei M eine Menge
und S C P(M) ein Mengensystem iiber M.

a) Falls je zwei verschiedene Elemente X und Y von S disjunkt sind (d.h. VX,Y €
S: X #Y = XNY =), so nennt man S ein disjunktes Mengensystem.

b) Ist S ein disjunktes Mengensystem tiber M, das nicht die leere Menge enthélt,
und ist jedes Element von M in einer (und damit in genau einer) Menge von S
enthalten, dann heifit § Partition oder Zerlegung von M.

Beispiel. Es sei M := {a,b,c,d,e, f}. Dann ist S = {{c,e},{b,d, f}} ein dis-
junktes Mengensystem und S U {{a}} ist eine Partition von M.

Das néchste Lemma folgt mit einem einfachen Abzéhlargument.

Lemma 1.2.16. Ist M eine endliche Menge und S eine Partition von M, dann
st die Kardinalitit von M die Summe der Kardinalititen der Mengen in S.

1.3 Abbildungen

1.3.1 Abbildungsvorschrift, Definitions- und Bildbereich

Definition 1.3.1 (Abbildung). Es seien X und Y zwei Mengen. Eine Abbildung
von X in Y ist gegeben durch eine Vorschrift f, die jedem Element z € X genau
ein Element y € Y zuordnet. Man schreibt y = f(x) (lies: ,,f von z*). Fiir die
gesamte Abbildung schreibt man

f: X =Y (lies: ,,f von X nach Y oder ,,...in Y*).
Fiir ein Element £ € X benutzt man die Notation

z+— f(x) (lies: ,x wird abgebildet auf f(x)*).

f(z) heiBt das Bild von x unter f.
X heifit Definitionsbereich.
Y heifit Bildbereich oder Wertebereich.
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Wichtig: Zwei Abbildungen sind nur dann gleich, wenn die Vorschriften und auch
die Definitions- und Bildbereiche iibereinstimmen.

Die Abbildungen f des folgenden Beispiels sind alle verschieden, auch
wenn die Vorschrift immer die gleiche, ndmlich das Quadrieren einer Zahl ist.

Beispiele.
(1) X=N, Y=N, f(z)=2*
X=Z Y=N, f[flzr)=22

»,Reelle Funktionen“, wie man sie in der Analysis studiert, sind ebenfalls
Abbildungen.

(5) Die Menge X sei endlich. Dann kann die ,,Vorschrift“ als eine (endliche) Ta-
belle aufgefasst werden. Zum Beispiel: X = {1,2,3,4,5}, Y = {u,v,w,x,y, 2}

x |12 3 45
f@) ]y v wz w

Veranschaulichung mit Pfeildiagramm:

1 U

2 v
j P
i N

Y

z

Bei jedem Element des Definitionsbereichs X beginnt genau ein Pfeil.

Definition 1.3.2. Es seien X und Y zwei Mengen und X’ C X. Die Ein-
schrankung einer Abbildung f : X — Y auf X’ ist die Abbildung

flx: X' =Y  mit  flx(z):=f(z) firalleze X"

1.3.2 Bilder und Urbilder

Definition 1.3.3 (Bilder und Urbilder von Teilmengen). Es sei f : X — Y eine
Abildung.

a) Fiir Z C X definieren wir

f(Z):= {y€eY | esgibtein x € Z mit f(z) =y}
= {f@)|zez}.
Wir nennen f(Z) das Bild von Z unter f.
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b) Die Menge f(X) (also das Bild von ganz X unter f) heifit auch die Bildmenge
oder einfach das Bild von f.

c¢) Fiir Z C Y definieren wir f~(Z):={z € X | f(z) € Z} und nennen f~(Z)
das Urbild von Z unter f.

d) Fiir einelementiges Z = {z} schreiben wir kurz f~!(z) := f~1({z}).
Beispiele. Wir betrachten einige Beispielabbildungen von oben.

X=N,Y=N, f(x) =2?
f({1,2,3}) = {1,4,9}
( 5,7,12}) = {25,49, 144}
({25,36,49}) ={5,6,7}
1({10,11,12,...,20}) = {4}
1({100,101,...,200}) = {10, 11, 12,13,14}

'({25}) = {5, -5}
1({25 36, 49}) — {45,46,+7} (6 Elemente)

{1 3,...0) =10
B) X =11,2,3,4,5}, Y ={u,v,w,z,y,2}, f: X =Y

1 u

f
f-

B X=2 Y=2 f()=2
5
1"
1

\%

w

8

,/v><r Y

2
3
4
5

<

7 {u,v}) = {2}
“({eh =0
_1({U7 w}) = {27 3, 5}

Lemma 1.3.4. Ist f: X — Y eine Abbildung, so ist

S={f"y |yeY}\{0}

eine Partition von X.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass S ein disjunktes Mengensystem ist. Es sei-
en U,V € § mit U # V. Dann gibt es u,v € Y mit u # v, U = f~1(u)
und V' = f~!(v). Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass x € UNV.
Dann gilt f(z) =u,daz € U, und f(z) =v,daz € V, also u = v — ein Wider-
spruch.
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Um zu beweisen, dass S eine Partition ist, miissen wir noch zeigen, dass
jedes r € X in einer Teilmenge aus S liegt. Das ist aber klar, da x € f~!(f(x)) €
S. O

Beispiel. Wir betrachten noch einmal Beispiel von oben. Hier gilt

{7 @ lyeyi\o = {{2},{3.5}, {4}.{1}} .

was offenbar eine Partition der Menge X = {1,2,3,4,5} ist.

1.3.3 Eigenschaften und Komposition von Abbildungen

Definition 1.3.5 (Injektivitét, Surjektivitiat, Bijektivitéit). Eine Abbildung f :
X — Y heifit

a) injektiv <= (Ve,y € X :x £y = f(x) # f(y));
d.h. verschiedene Elemente in X haben auch verschiedene Bilder unter f.

b) surjektiv <= f(X) =Y
d.h. jedes Element in Y kommt als Bild unter f vor.

¢) bijektiv <= f ist injektiv und surjektiv.

Im Pfeildiagramm bedeuten diese Eigenschaften:

injektiv. : Es laufen keine zwei Pfeile zusammen.
surjektiv. : Bei jedem y € Y endet ein Pfeil.
bijektiv.  : Bei jedem y € Y endet genau ein Pfeil.

Aus einer beliebigen Abbildung f : X — Y kann man leicht eine surjektive
Abbildung konstruieren: Man ersetze namlich Y durch die Bildmenge f(X).

Definition 1.3.6 (Graph). Es sei f : X — Y eine Abbildung. Der Graph von f
ist definiert als
Ipi={(z,f(z)) |z e X} X xY .

Definition 1.3.7 (Komposition von Abbildungen). Es seien f : X — Y und
g Y’ — Z zwei Abbildungen, wobei der Wertebereich der ersten im Definiti-
onsbereich der zweiten enthalten ist, d.h. Y C Y’. Die Komposition, Verkettung
oder Hintereinanderausfihrung

gof: X —Z7
(lies: ,,g nach f*) ist definiert durch

(go f)(x)=g(f(x)) firallexe X .
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Lemma 1.3.8. Es seien X, Y und Z Mengen und f : X - Y und g:Y — Z
zwet Abbildungen.

a) Sind f und g injektiv, so ist auch go f: X — Z injektiv.
b) Sind f und g surjektiv, so ist auch go f: X — Z surjektiv.
c) Sind f und g bijektiv, so ist auch go f: X — Z bijektiv.

Beweis. Zufa): Es seien z, 2’ € X mit x # z’. Da f injektiv ist, folgt f(z) # f(2/).
Da g auch injektiv ist, folgt daraus g(f(x)) # g(f(z')), so dass also g o f injektiv
ist.

Zu |E[): Es sei z € Z. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € Y mit g(y)
Da f surjektiv ist, gibt es ein x € X mit f(z) = y. Damit gilt also (g o f)(x)
g(f(x)) = g(y) = z und folglich ist g o f surjektiv.

Teil [c) folgt nach Definition aus [a) und [b]). O

zZ.

Lemma 1.3.9. Die Komposition von Abbildungen ist assoziativ, d.h. wenn f :
XY, 9:Y - Z, h:Z' — W drei Abbildungen sind mitY CY' und Z C Z',
50 1st

ho(gof)=(hog)of .
Beweis. Fiir jedes beliebige Element x € X gilt

(ho(gof))(x) = h((gof)(x)) = n(g(f(x))) ,
((hog)o f)(x) = (hog)(f(x)) = hg(f(x))) -

Also sind die Abbildungsvorschriften gleich:
ho(gof)=(hog)of .
Der Definitionsbereich X und der Zielbereich W stimmen ebenfalls iiberein. [

Definition 1.3.10 (Identische Abbildung). Es sei X irgendeine Menge. Die iden-
tische Abbildung

dy: X — X

ist definiert durch idy(z) = z fir alle x € X.

Bemerkung. Fiir eine beliebige Abbildung f: X — Y gilt

foidy =f=idyof .
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1.3.4 Bijektive Abbildungen
Satz 1.3.11 (Umkehrabbildung). Es sei f : X — Y eine Abbildung.

a) Die folgenden beiden Eigenschaften sind dquivalent:

(d1) f ist bijektiv.

(d2) Es gibt eine Abbildung g:Y — X mait
g(f(x)) =z fir allex € X, d.h. go f =idyx und
flg(y)) =y firalley €Y, d.h. fog=idy.

Die Abbildung g ist eindeutig und heif$t die zu f inverse Abbildung, oder
Umbkehrabbildung von f. Man schreibt auch g = f~*.

b) Wenn f: X — Y bijektiv ist, so ist auch f~':Y — X bijektiv und es gilt
(fHt=r
Beweis. Zu : Nach Satz E[) sind zwei Implikationen zu zeigen:
»[1) = (a2)*: Zu jedem y € Y gibt es genau ein x € X mit f(z) =y, denn
f ist surjektiv und injektiv. Definiere nun eine Abbildung g : ¥ — X geméf
g(y) := x. Dann gilt nach Konstruktion

g(f(x)) =z firaleze X |

wie unter als erstes behauptet. Wir zeigen nun die zweite Behauptung un-
ter . Es sei y € Y beliebig. Weil f surjektiv ist, existiert ein x € X mit
f(z) =y. Es folgt

wie gewiinscht.

,, - “: Wir miissen zeigen, dass f sowohl injektiv als auch surjektiv
ist. Wir beginnen mit der Injektivitit: Es seien z, 2’ € X mit f(z) = f(2’). Dann
ist . = g(f(x)) = g(f(2")) = 2/, wie gewiinscht.

Es bleibt zu zeigen, dass f surjektiv ist: Es sei y € Y gegeben. Setze x := g(y).
Dann ist

wie gewiinscht.
Wir beweisen als néchstes die Eindeutigkeit von g: Angenommen h : Y — X
hat die gleichen Eigenschaften wie g. Dann gilt

h=hoidy =ho(fog)=(hof)og=idxog=yg .
Teil |E[) des Satzes folgt schliellich aus @) O

Lemma 1.3.12. Es seien X, Y und Z Mengen und f : X — Y und g:Y — Z
bijektive Abbildungen. Dann gilt

(gof)™ = flog™".
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Beweis. Es gilt wegen Lemma [1.3.9] (Assoziativitit)

(fTtog™o(gof) = flo((g7 eg)of) = flolidyof) = fTlof = idx ,
und

(gof)o(ftog™) = (go(fof™))og™" = (goidy)og™ = gog™' = idy .

Die Behauptung folgt damit aus Satz |1.3.11] 0J

1.4 Maichtigkeit von Mengen

Wir betrachten zunéchst noch einmal endliche Mengen.

Satz 1.4.1. Es seien X und Y endliche Mengen.

a) Es gibt eine surjektive Abbildung von X nach'Y genau dann, wenn | X| > |Y].
b) Es gibt eine injektive Abbildung von X nach'Y genau dann, wenn | X| < |Y].
c) Es gibt eine bijektive Abbildung von X nach'Y genau dann, wenn |X| =Y.

Beweis. Es seien X = {1, 22,...,2x;} und Y = {y1, 92, ..., yjv| }-

Zu @): Wir nehmen zunichst an, dass f : X — Y surjektiv ist. Betrachte
die Partition S = {f~'(y) | ¥y € Y} von X. Da die Kardinalitit von X nach
Lemma und Lemma die Summe der Kardinalititen der nichtleeren
Mengen f~!(y) iiber alle y € Y ist, gilt

X =)+ [ )]+ I ) > Y
—_——— —— —_———

>1 >1 >1

Ist umgekehrt | X| > |Y'|, dann ist die Abbildung f: X — Y mit

y;  fallse <Y,
() = { .
Yly| sonst,
nach Definition surjektiv.
Teil |E[) zeigt man analog. Teil |cf) folgt schliefflich aus E[) und |E[) O

Satz motiviert die folgende Definition fiir den Fall unendlicher Men-

gen.
Definition 1.4.2 (Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit).

a) Zwei undendliche Mengen X und Y heiflen gleichmdchtig oder von gleicher
Kardinalitit, wenn es eine bijektive Abbildung von X nach Y (und damit auch
eine bijektive Abbildung von Y nach X)) gibt.
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b) Eine Menge M heiit abzihlbar unendlich oder kurz abzdihlbar, falls es eine
bijektive Abbildung von N auf M gibt.

c¢) Eine unendliche Menge, die nicht abzdhlbar ist, heifit iberabzahlbar.

Beispiele.

(i)

(i)

(iii)

Die Mengen N und Nj sind gleichméchtig, da die Abbildung pred : N — N
mit pred(n) := n — 1 bijektiv ist. (Der Name pred kommt von predecessor
— Vorgénger.) Insbesondere ist also Ny abzdhlbar unendlich.

Die Mengen Ny und Z sind gleichméchtig, da die Abbildung f : Ny — Z
mit

—5  falls n gerade,

ntl  falls n ungerade,

bijektiv ist. Die Komposition der bijektiven Abbildungen pred und f zu fo
pred : N — Z zeigt nach Lemma [c), dass auch Z abzéhlbar unendlich

1st.

Essei J:={z € R|0 <z < 1}. Dann sind J und R gleichméchtig. Um
dies zu zeigen, betrachte man die Abbildung f : J — R mit

r—1

f(x) = 2=

Mit einfachen Methoden der Analysis kann man zeigen, dass f bijektiv ist.

Satz 1.4.3. Die Menge der rationalen Zahlen Q ist abzdihlbar.

Beweisskizze. Der Beweis verwendet das Diagonalisierungsschema von Cauchy.
Wir betrachten die folgende unendlich grofie Tabelle, in der alle Briiche § mit p,q €
N stehen:

1 2 3 4
1 2 3 4
2 2 2 2
1 2 3 4
3 3 3 3
1 2 3 4
1 1 4 1

Man beachte, dass jede rationale Zahl mehrfach in dieser Tabelle auftaucht. So
steht beispielsweise auf der Diagonalen (von links oben nach rechts unten) iiberall
die Zahl eins. Wir konnen alle Briiche dieser Tabelle aufzdhlen, indem wir die
Tabelle wie folgt durchlaufen:

1 2 3 2

=
(S
N[\
wlw
DO [~
ot
(@)
DOt
[SIITN

1
3
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Loscht man aus dieser unendlichen Folge alle doppelten Zahlen, so erhélt man
die unendliche Folge

11 3 2 1 1 5 4

in der jede positive rationale Zahl genau einmal vorkommt. Wir koénnen dar-
aus leicht eine bijektive Abbildung f von N in die positiven rationalen Zahlen
konstruieren, indem wir f(n) fir alle n € N als die n-te Zahl in dieser Folge defi-
nieren. Damit haben wir gezeigt, dass die Menge der positiven rationalen Zahlen

abzahlbar ist. Die modifizierte Folge

1 11 1 3 3 2 2
o1 -12 -2 5 —5 3 —3 3 -3 4 -4 35 —5 £ —2
liefert mit derselben Definition eine Bijektion zwischen N und Q. U

Man kann zeigen, dass die Menge der reellen Zahlen R iiberabzéihlbar ist. Da
man dazu etwas Hintergrundwissen iiber reelle Zahlen bené6tigt, beweisen wir hier

zunéchst ein verwandtes Resultat. Die Beweisidee ist fiir die reelen Zahlen jedoch
dieselbe.

Satz 1.4.4. Die Menge {0, 1} aller Abbildungen von N nach {0,1} (formal: {0, 1} :=
{¢|¢:N—{0,1}}) ist iberabzihlbar.

Wir kénnen uns die Menge {0,1}" als die Menge aller (unendlich langen)
Folgen von Nullen und Einsen vorstellen.

Beweis. Wir fithren einen Widerspruchsbeweis. Wir nehmen an, die Menge {0, 1}
sei abzdhlbar unendlich. Dann gibt es eine bijektive Abbildung f : N — {0, 1},
Fiir n € N sei ¢, := f(n). Wir betrachten die folgende unendlich groe Tabelle:

e1(1) w1(2) »1(3) ¢1(4)

p2(1) ©2(2) ©2(3) @2(4) -
e3(1) ©3(2) @3(3) @s3(4) -
ea(1) a(2) ©a(3) @a(4) -+

Die i-te Zeile entspricht der Abbildung ¢; € {0,1}Y, also einer Folge von Nul-
len und Einsen. Da f bijektiv und damit insbesondere surjektiv ist, muss jede
mogliche Folge von Nullen und Einsen einer Zeile dieser Tabelle entsprechen. Be-
trachte die Abbildung ¢ : N — {0, 1}, die definiert ist durch ¢(n) := 1 — p,(n)
fiir alle n € N. Anschaulich gesprochen haben wir die Folge von Nullen und Ein-
sen definiert, die man erhélt, wenn man entlang der Diagonale der Tabelle von
links oben nach rechts unten geht und dabei Nullen und Einsen miteinander ver-
tauscht. Es bleibt zu zeigen, dass ¢ # @y fiir alle £ € N und damit ¢ ¢ f(N).
Das ist aber klar, da p(k) = 1 — pp(k) # pr(k).

Damit haben wir einen Widerspruch zu unserer urspriinglichen Annahme er-
zielt. Folglich ist die Menge {0, 1} iiberabziihlbar. O
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Das im Beweis verwendete Verfahren heifit Diagonalverfahren von Cantor. Es
findet auch im Rahmen der Komplexitiatstheorie Anwendung. Man verwendet es
dort um zu zeigen, dass es sogenannte nicht-entscheidbare Probleme gibt, also
Probleme, die nicht von Computern gelost werden kénnen.

1.5 Relationen

In diesem Abschnitt werden Relationen allgemein eingefiihrt. Es werden verschie-
dene Sichtweisen des Relationsbegriffs erldutert und der Zusammenhang zu dem
bekannten Begriff einer Abbildung (Funktion) geklirt. Ahnlich wie Mengen und
Abbildungen gehoren Relationen zum Grundhandwerkszeug der modernen Ma-
thematik (wie auch der Informatik). Zwar gibt es keine tief liegende Theorie iiber
allgemeine Relationen, aber sie dienen zur Beschreibung und Formalisierung von
zahlreichen Problemfeldern und sind von daher allgegenwiértig.

1.5.1 Grundbegriffe und Notationen

Informelle Definition. Eine (bindre) Relation auf einer Menge M bezieht
sich auf je zwei Elemente a,b € M (unter Beachtung der Reihenfolge). Es wird
festgelegt, ob @ und b ,,in Relation stehen® oder nicht. Wie dieses festgelegt wird,
héngt von der Situation ab.

Verallgemeinerungen: Die Elemente a und b kénnen aus verschiedenen Mengen
M; und M, kommen; statt zwei Elemente kann eine Relation n Elemente fiir ein
festes n betrachten. Die folgenden einfachen Beispiele illustrieren das Konzept.

Beispiele (Relationen I).
(i) Die Gleichheitsrelation x = y auf einer beliebigen Menge M.
(ii) Die Teilbarkeitsrelation a | b (,a teilt b*) auf der Menge Z.
(iii) Die Anordnung a <b (,,a ist kleiner oder gleich b*) auf N, Z oder R.

(iv) Die Relation || (,parallel*) auf der Menge G aller Geraden in der Ebene R?:

gllh = (9g=h VvV gNh=0), fiir g,h €G.

(v) Die Relation ,ist Teilmenge von“ auf der Potenzmenge P (M) einer gegebe-
nen Menge M. Notation: A C B fiir A, B € P(M).

Wir sehen, dass es fiir {ibliche Relationen Standardbezeichnungen gibt; das
Relationssymbol (z.B. =, |, <, ||, €) steht dabei zwischen den in Frage stehen-
den Elementen (sogenannte Infiz-Notation). Eine allgemeine Relation wiirden wir
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etwa mit R bezeichnen und dann aRb schreiben, wenn a und b in Relation zu-
einander stehen. Fiir jede Relation R auf einer Menge M koénnen wir die Menge
aller geordneten Paare aus in Relation stehenden Elementen betrachten:

R:={(zx,y) € M x M | xRy} .

Aus dieser Menge von Paaren kann man die Relation in offensichtlicher Weise
zuriickgewinnen:
TRy <— (z,y) € R .

Entsprechendes gilt natiirlich auch fiir eine Relation zwischen den Elementen von
zwei verschiedenen Mengen. Diese Uberlegungen motivieren die iibliche mengen-
theoretische Definition einer Relation.

Definition 1.5.1 (Relation).

a) Eine bindre Relation R zwischen den Mengen M; und M, ist eine Teilmenge
des kartesischen Produktes M; x M,, also R C My x M. Im Fall M; = M, =:
M nennt man sie auch Relation in (oder auf) M.

Fir (z,y) € R benutzt man die Sprechweise: ,, und y stehen in der Relati-
on R“.

b) Eine n-dire oder n-stellige Relation zwischen n Mengen M, Ms, ..., M, ist
eine Teilmenge von M; X My X - -+ x M,.

Die Infix-Notation benutzt man auch, wenn es kein spezielles Symbol fiir die
Relation (im Unterschied zur Paarmenge) gibt. Die Schreibweise ist dann al-
so xRy statt (x,y) € R. Fiir die Negation der Relation, also (x,y) € R, schreibt
man auch kurz xR y. Wir geben im Folgenden noch einige Beispiele von Relatio-
nen in Mengennotation an.

Beispiel (Relationen II).
(1) M1 = M2 :R, Rl = {(l’,y) S ]R2 | .732 = y}
(i) My =M, =R, Ry ={(z,y) e R* |z =y?}.

(iii) M; := M beliebige Menge, M, := P(M) die Potenzmenge von M, R; =
{(,Y)e M xP(M)|zeY}.

(iv) Die Elemente von R? fassen wir wie iiblich als Punkte der Ebene auf. Eine
ternire (dreistellige) Relation Ry, C R? x R? x R? ist gegeben durch

Ry ={(Py, P>, P3) | P1, P5, P3 liegen auf einer Geraden} .

(V) My =My =My =7, Rs = {(2,y,2) € Z° | v <y < 2}.
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Weiter oben haben wir den Begriff der Abbildung (Funktion) eingefiihrt (,ein-
deutige Zuordnung®). Als mengentheoretisch prézise Definition gibt es den Gra-

phen
Dy = {(z, /(@) |2 € X} S X x ¥

einer Abbildung f : X — Y. Der Graph ist eine Teilmenge von X x Y, formal
also eine Relation zwischen X und Y. Jede Abbildung stellt also insbesondere
eine Relation dar. Wir fassen diese Beobachtung in der folgenden Bemerkung
zusamien.

Bemerkung. Jede Abbildung f : X — Y kann als Relation aufgefasst werden:
Jedes z € X steht mit seinem eindeutigen Bild f(z) und keinem weiteren Element
aus Y in Relation. Als Teilmenge von X x Y aufgefasst stimmt die Relation mit
dem Graphen der Abbildung iiberein.

1.5.2 Verkettung und Inverse

Die folgende Definition der Verkettung zweier Relationen ist eine natiirliche Ver-
allgemeinerung der Verkettung von Abbildungen.

Definition 1.5.2 (Verkettung von Relationen). Es seien M;, My und M3 Men-
gen, R eine Relation zwischen M; und Ms und S eine Relation zwischen My
und Mjs. Das Produkt oder die Komposition S o R von R und S ist die wie folgt
definierte Relation zwischen M; und M;:

SoR:={(x,z) € My x M3 | Iy € My : xRy NySz }.

Bemerkung. Man beachte besonders die Reihenfolge der Faktoren in S o R.
Diese wird wegen des (formalen) Spezialfalles der Abbildungen so definiert (Ver-
kettung « — g(f(z))). Die Infix-Notation xRy, ySz wiirde eher die Notation RoS
nahelegen.

Definition 1.5.3 (Inverse Relation). Es sei R eine Relation zwischen M; und M.
Die zu R inverse Relation R~ C M, x M, ist dann wie folgt definiert:

R :={(y,z) € My x M; | xRy} .
Beispiele.

(i) Die Inverse der Kleiner-oder-Gleich-Relation von Zahlen = < y ist definiti-
onsgeméaf die Griofler-oder-Gleich-Relation y > x.

(ii) Die Inverse der Teilbarkeitsrelation a | b in Z ist die Vielfachen-Relation.

(iii) Die Inverse einer bijektiven Abbildung, aufgefasst als Relation, ist die be-
kannte Umkehrabbildung (inverse Abbildung); sieche Satz (1.3.11]
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Bemerkung.

a) Fiir eine beliebige Relation R gilt (R7!)™! = R. Anders als bei bijektiven
Abbildungen ist aber R o R~! in der Regel nicht die Gleichheitsrelation.

b) Unmittelbar aus der Definition der Komposition ergibt sich auch die folgende
Beobachtung: Es sei R eine Relation zwischen M; und M, und S eine Relation
zwischen M, und Mj;. Dann gilt

(SoR) '=R1'oS".

Fiir bijektive Abbildungen hatten wir das schon in Lemma [I.3.12] beobachtet.

1.5.3 Aquivalenzrelationen

Eine Relation auf einer Menge M heifit Aquivalenzrelation, wenn sie die cha-
rakteristischen Eigenschaften der Gleichheitsrelation besitzt. Nach der genauen
Definition und einigen einfachen Beispielen zeigen wir, dass jede beliebige Aqui-
valenzrelation eine Partition von M liefert. Es gilt auch die Umkehrung: Zu einer
Partition von M kann man leicht eine Relation auf M definieren, die sich als
Aquivalenzrelation herausstellt.

Definition 1.5.4 (Aquivalenzrelation). Es sei M eine nichtleere Menge und ~
eine bindre Relation auf M mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Fir alle x € M gilt z ~ z (Reflexivitdt)
(ii) Furallez,ye M giltt z ~y = y~z (Symmetrie)
(iii) Fir alle z,y,z€ M gilt: (xt ~y AN y~z) = x~z ( Transitivitdt)

Dann heiBt ~ eine Aquivalenzrelation. Fiir x € M nennt man die Menge [z]. :=
{y € M | x ~ y} die Aquivalenzklasse von .

Bemerkung.

(i) Die in Definition geforderte Symmetrie kann man alternativ auch
wie folgt definieren. Eine Relation R auf der Menge M ist symmetrisch,

falls R = R~

(ii)) Aus Definition und folgt fiir eine Aquivalenzrelation R auf
einer Menge M, dass R = Ro R.
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Beispiele.
(i) Esseien X und Y nichtleere Mengen und f : X — Y eine Abbildung. Dann
ist die (binére) Relation ~; auf X mit
v~ e f(2) = F(&)
eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen sind die Urbildmengen f~!(y)
fir y € f(X).
(ii) Eine Aquivalenzrelation auf Z kann wie folgt definiert werden:
x ~y & x—y gerade.
Die beiden verschiedenen Aquivalenzklassen sind
O0l.={2k|keZ} und [1].={2k+1]|keZ} .
(i) Es sei M :=7Z x N und ~ die durch
()~ (') = p-d=p"q

definierte Relation. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation. Diese Aquivalenzre-
lation spielt bei der formalen Definition der rationalen Zahlen eine tragende
Rolle (siehe unten).

Satz 1.5.5.

a) Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M. Dann gilt:

(d1) Fiir z,y € M gilt: [z]. # [y]l~ = [z]~N[y]~ = 0.

(d2) Es sei 2 .= {[z]. | = € M} die Menge der Aquivalenzklassen. Dann
ist Z eine Partition von M.

b) Ist M eine Menge und Z = {Z; | i € 1} eine Partition von M, dann ist die
durch
x~y & xundy liegen in derselben Teilmenge Z;

definierte Relation ~ auf M eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenzklassen
gerade die Z; sind.

Beweis. Zu (al): Es sei [z]N[y]. # 0. Wir miissen zeigen, dass dann [z]. = [y]..
Es sei z € [z]. N[y~ und u € [z]. beliebig. Wegen Symmetrie ist y ~ z ~ z ~ u
und daher wegen Transitivitéit y ~ u, so dass u € [y].. Damit haben wir gezeigt,
dass [z]~ C [y]~. Analog kann man zeigen, dass [y|. C [z]. und damit [z]. = [y]~.
Zu : Wegen ist Z ein disjunktes Mengensystem. Aus der Reflexivitét
von ~ folgt, dass z € [z]. fiir alle z € M. Daher ist Z eine Partition von M.
Zu (]ED: Man {iberzeugt sich leicht davon, dass die so definierte Relation refle-
xiv, symmetrisch und transitiv ist. U
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Die Aquivalenzklassen einer Aquivalenzrelation kann man als Elemente einer
neuen Menge (sogenannte Faktormenge oder Quotientenmenge) auffassen. Die-
ses ist ein wichtiges Prinzip zur Konstruktion neuer mathematischer Objekte aus
bekannten, das insbesondere bei algebraischen Strukturen genutzt wird. In die-
sem Zusammenhang interessiert man sich auch fiir sogenannte Vertretersysteme
(Repriisentantensysteme) einer Klasseneinteilung bzw. Aquivalenzrelation.

Definition 1.5.6 (Reprisentantensystem). Es sei ~ eine Aquivalenzrelation auf
der Menge M und Z die Menge der Aquivalenzklassen. Ist o : Z — M eine
Abbildung mit o([z].) € [z]. fiir alle z € M, dann heifit das Bild o(Z) Re-

prdasentantensystem fiir ~.

Beispiel. Wir skizzieren kurz, wie die rationalen Zahlen Q aus den ganzen Zah-
len Z ,konstruiert* werden kénnen. Dazu betrachten wir zunéchst noch einmal
ein Beispiel von oben: Es sei M := 7 x N und ~ die durch

p 7
(p,g) ~@,q) = p-d=pq ( — 5_5)

definierte Aquivalenzrelation.

Fiir (p,q) € M erhélt man durch Kiirzen des Bruches § 7u %: das eindeutige
teilerfremde Zahlenpaar (p', ¢') € M mit (p,q) ~ (¢, ¢'). Definiert man o([(p, ¢)]~) :
(p',¢') so erhilt man eine bijektive Abbildung zwischen der Menge der Aquiva-
lenzklassen und den teilerfremden Zahlenpaaren in M. Letztere bilden also ein
Représentantensystem. Man hat damit insbesondere eine bijektive Abbildung
zwischen den Aquivalenzklassen und den rationalen Zahlen Q definiert. Die ra-
tionalen Zahlen kénnen also mit den Aquivalenzklassen identifiziert werden. Wir
werden diesen Zusammenhang im néchsten Kapitel weiter vertiefen.

1.5.4 Ordnungsrelationen

Definition 1.5.7 (Ordnungsrelation).

a) Eine Halbordnung (partielle Ordnung) auf einer Menge M ist eine Relation <
auf M mit

(i) Fiir alle z € M gilt: x <z (Reflexivitét)
(i) Fir alle z,y € M gilt: (+ <y AN y=<z) = =y  (Antisymmetrie)
(iii) Fir alle z,y,z € M gilt: (x <y AN y=z2) = ==z (Transitivitét)

Die Menge zusammen mit der Relation (M, <) wird ebenfalls als Halbordnung
bezeichnet, im Englischen poset (partially ordered set).

b) Eine totale Ordnung oder lineare Ordnung ist eine Halbordnung, in der je zwei
Elemente vergleichbar sind:

Ve,yeM:x <y V y=<uz.
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Wenn eine Halbordnung (totale Ordnung) (M, <) gegeben ist, sagt man auch
bequem, aber etwas unprézise: Die Menge M ist partiell (linear) geordnet. Der
Begriff der ,,Ordnungsrelation® oder einfach ,,Ordnung®“ oder ,Anordnung* wird
ebenfalls verwendet, ist aber nicht einheitlich definiert: Oft werden nur die Eigen-
schaften einer Halbordnung verlangt, anderswo ist eine Ordnung immer linear.
Auch die Reflexivitat (die in gewissem Sinne unwesentlich ist, siche unten) wird
nicht immer gefordert.

Beispiele.

(i) Die iibliche Anordnung, also die Kleiner-oder-Gleich-Relation = < y auf N,
Z oder R ist eine Halbordnung, sogar eine lineare Ordnung.

(ii) Die Teilbarkeitsrelation a | b auf N ist eine Halbordnung.

(iii) Die Inklusions-Relation C ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge P (M)
einer beliebigen Menge M.

Bemerkung. Wenn < eine Halbordnung auf M ist und wir
Tmy & Yz

definieren, dann ist auch (M, >) eine Halbordnung. Sie heifit die zu (M, <) duale
Halbordnung. (Man beachte, dass die hier definierte Relation = genau die inverse
Relation zur gegebenen Relation = im Sinn der allgemeinen Deﬁm’tion ist.)

Bemerkung. Fiir eine gegebene Halbordnung (M, <) ist die durch
r<y = 3y Nr#y

definierte Relation < (,,strikte Ordnung*) weiterhin antisymmetrisch und transi-
tiv. Wenn umgekehrt eine antisymmetrische und transitive Relation < gegeben
ist, dann ist die durch

ry & r<yVar=y

definierte Relation eine Halbordnung.

Halbordnungen lassen sich mit Hilfe von sogenannten Hasse-Diagrammen ver-
anschaulichen. Dabei gilt © < y, wenn eine Verbindung zwischen x und y besteht,
x aber tiefer als y liegt.

Beispiele.

(i) In Abbildung[l.1]ist das Hasse-Diagramm der Halbordnung (P ({1, 2, 3}), C)
abgebildet.
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{1,2,3}

RN

{1,2} {1,3} {2,3}

XX

0

Abbildung 1.1: Das Hasse-Diagramm der Halbordnung (P({1,2,3}), C).

U.S.W.
8 12 18 20 27 28  w.s.w. (3 Primfaktoren)
LA
4 6 9 10 14 15  u.s.w. (2 Primfaktoren)
el

2 3 5 7 11 13 us.w. (1 Primfaktor)
1
Abbildung 1.2: Das Hasse-Diagramm der Halbordnung (N, |).

(ii) Das Hasse-Diagramm der Halbordnung (N, <):

(iii) In Abbildung ist das Hasse-Diagramm der Halbordnung (N, |) abgebil-
det.
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Definition 1.5.8. Es sei (M, <) eine Halbordnung und X Teilmenge von M.

minimales

a) Ein Element a € X heifit { .
maximales

an {150}

b) Ein Element a € X heift {
gm{g§§}

c¢) Ein Element b € M heift {
gilt { Z;i } .

d) Ein Element b € M heifit { Infimum } von X, wenn b { grofites } Ele-

Supremum kleinstes

} Element in X, wenn fiir kein x € X

kleinstes

griftes } Element in X, wenn fiir alle x € X

untere

} Schranke von X, wenn fiir alle x € X
obere

unteren

ment der Menge aller { oberen

} Schranken von X ist.

Ob minimale, maximale, kleinste und grofite Elemente in X existieren, hangt
von X und der Halbordnung ab. Genauso ist es bei Schranken und beim Supre-
mum und Infimum.

Bemerkung.

(i) Ein kleinstes bzw. grofites Element einer Teilmenge X ist (erst recht) auch
minimal bzw. maximal in X.

(ii) Bei total geordneten Mengen fallen die Begriffe zusammen.

(iii) Ein kleinstes bzw. groites Element von X ist auch Infimum bzw. Supremum
von X.

(iv) Infimum bzw. Supremum miissen nicht selbst in X liegen.

(v) Wenn ein Infimum bzw. Supremum in X liegt, dann ist es auch kleinstes
bzw. grofites Element von X.

Bemerkung. Eine Teilmenge X einer Halbordnung (M, <) kann héchstens ein
kleinstes (grofites) Element und hochstens ein Infimum (Supremum) besitzen.
Falls es existiert, spricht man von dem kleinsten (grofiten) Element, auch Mini-
mum (Maximum) genannt, und von dem Infimum (Supremum) der Teilmenge X.
Bezeichnung

min X, max X, inf X, sup X .
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/\
\/

c
a b
Abbildung 1.3: Hasse-Diagramm einer Halbordnung auf der Men-
ge {a7 b7 C? d7 67 f7 g}'

Beispiel. Es sei auf M := {a,b,c,d, e, f, g} eine Halbordnung durch das in Ab-
bildung gegebene Hasse-Diagramm definiert.

e Die Teilmenge X = {d,e, f,g} besitzt d als kleinstes (und damit auch als
minimales) Element.

e In {e, f,g} sind e und f minimale Elemente, aber es gibt kein kleinstes
Element.

e {e,f,g} hat a,b,c¢,d als untere Schranken, d ist Infimum (groBte untere
Schranke).

e {a,b,c} hat keine untere Schranke.

1.5.5 Verbande

Infimum und Supremum sind schon fiir zweielementige Teilmengen interessant.

Definition 1.5.9. Eine Halbordnung (M, <), in der fiir jede zweielementige Teil-
menge {x,y} C M das Infimum und das Supremum existieren, heifit Verband.
Man schreibt dann

inf{z,y} = Ay (Englisch: meet), sup{z,y} := = Vy (Englisch: join).

Bemerkung. Das Element s = x A y ist definitionsgemafl charakterisiert durch
die folgenden zwei Eigenschaften:
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(i) s <z und s <y (d.h. s ist untere Schranke von x und y).

(ii) Aus z <z und z <y folgt z < s (d.h. s ist groBte untere Schranke).
Dualisieren gibt die analoge Beschreibung fiir x V y.
Beispiele.

(i) Jede total geordnete Menge (M, <) ist ein Verband mit x A y = min{z, y}
und z Vy = max{z,y}.

(ii) N mit der Teilbarkeitsrelation a | b als Halbordnung ist ein Verband. Dabei
ist a Ab = ggT(a,b) (grofiter gemeinsamer Teiler) und a V b = kgV(a,b)
(kleinstes gemeinsames Vielfaches).

(iii) Die Potenzmenge (P(M),C) einer beliebigen Menge M ist ein Verband.
Hier gilt AAB=ANBund AVB=AUB fir A,BC M.

Bemerkung. In einem Verband besitzt jede endliche Teilmenge ein Infimum und
ein Supremum. Falls dieses sogar fiir beliebige Teilmengen gilt, spricht man von
einem vollstdindigen Verband.

Aus der Definition eines Verbandes 148t sich eine Anzahl von weiteren Eigen-
schaften ableiten. So gilt beispielsweise der folgende Satz.

Satz 1.5.10. Es sei (M, =) ein Verband. Dann gelten fir A\ und vV die Gesetze

a) tAx=x, sVr =1 (Idempotenz)
b) tANy=yAz, cVy=yVze (Kommutativitdt)
c) xNyNz)=(@xAy) ANz, aV(yVz)=(xVy Vz (Assoziativitit)
d xN(xVy)==z, zV(zAy) =z (Absorption)
e) xRy <= TrANy=1 < xVy=y (Konsistenz)

Definition 1.5.11. Ein distributiver Verband ist ein Verband (M, <), in dem die
folgenden beiden Distributivgesetze gelten:

(i) Ve,y,ze M :xV(yANz)=(xVy A(zV=2)
(ii) Ve,y,ze M:xAN(yVz)=(xAy)V(zAz)

Bemerkung. Eine total geordnete Menge ist nicht nur ein Verband, sondern
sogar distributiv. Dieses ist aber nur als ein “trivialer Fall” von Distributivitéat
anzusehen. Jeder Potenzmengenverband ist distributiv.



Kapitel 2

Z.ahlbereiche

Das zweite Kapitel dieses Vorlesungsskriptes beruht teilweise auf Skripten von
Herrn Scharlau, dem ich hiermit ganz herzlich danke.

2.1 Natiirliche Zahlen, vollstindige Induktion
und Rekursion

2.1.1 Axiome der natiirlichen Zahlen

Die natiirlichen Zahlen und ihre grundsétzlichen Eigenschaften sind uns schon von
Kindheit an bekannt und wir haben einen vertrauten Umgang mit diesen Zahlen
erlernt. Eine ,;saubere“ Beschreibung (und Definition) der Menge der natiirlichen
Zahlen N kann man wie folgt erhalten.

Definition 2.1.1 (Peano Axiome). Die Menge N der natiirlichen Zahlen wird
wie folgt definiert:

(i) 1 ist eine natiirliche Zahl.

(ii) Jede natiirliche Zahl n hat genau einen von 1 verschiedenen Nachfolger n™,
der eine natiirliche Zahl ist.

(iii) Verschiedene natiirliche Zahlen haben verschiedene Nachfolger.

(iv) Ist M € N mit 1 € M und der Eigenschaft, dass aus n € M auch n* € M
folgt, so ist M = N.

Die Eigenschaften f heiflen Peano sz’omeE]. Sie stehen ganz am Anfang
der Theorie der natiirlichen Zahlen und bilden die Grundlage fiir alles Weitere.

LAls Aziome werden im Allgemeinen die grundlegenden Definitionen der Mathematik be-
zeichnet, auf denen dann ganze Theoriegebiude aufgebaut werden. Das bedeutet, dass alle
bekannten Resultate aus diesen Axiomen herleitbar sind, die Axiome selbst jedoch nicht be-
wiesen oder gefolgert werden konnen, jedoch als gegebene Grundsteine allgemein akzeptiert
sind.

31
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Mit dem in geforderten Nachfolger der natiirlichen Zahl n ist offenbar die
natiirliche Zahl n + 1 gemeint.

2.1.2 Vollstindige Induktion

Aus dem Axiom in Definition kann man jetzt unmittelbar das Beweis-
prinzip der vollstandigen Induktion ableiten.

Satz 2.1.2 (Vollstandige Induktion). Fir allen € N sei A(n) eine Aussage tiber
die natirliche Zahl n. Dann gilt

<A(1) A(YneN: A(n) = A(n + 1))) — (VneN:A®m)) .

In Worten bedeutet das: Ist die Aussage A(1) wahr (,Induktionsanfang“) und
folgt fiir jedes n € N aus der Aussage A(n) die Aussage A(n + 1) (,Induktions-
schluss“), dann ist die Aussage A(n) fir alle n € N wahr.

Beweis. Wir nehmen an, dass A(1) wahr ist und fiir alle n € N gilt, dass aus A(n)
die Aussage A(n+1) folgt. Es sei M := {n € N| A(n)}. Aus Definition
folgt dann M = N und damit die Behauptung des Satzes. 0J

Als erste Anwendung des Beweisprinzips der vollstéandigen Induktion beweisen
wir die folgende Aussage iiber geometrische Summen.

Lemma 2.1.3 (Geometrische Summe). Es sei x € R\ {1}. Dann gilt fir alle
neN

LE”+1 -1

4ttt = (2.1)
r—1

Beweis. Fiir n € N sei A(n) die Aussage ([2.1). Induktionsanfang: A(1) ist wahr,

denn )
0 1 r—1 ¢ —1
:1 = 1. —
r 4+ +x (x+1) 71 ——71

Induktionsschluss: Es sei jetzt n € N beliebig aber fest gewéahlt. Ist A(n) wahr,
dann gilt

n+1_1 n+1_1 -1
x0+x1+___+xn+xn+1:$w—1+xn+1:2—1+xn+1.%
B xn+1_1+xn+2_:€n+1 B l’n+2—1
oz —1 r—1 r—1

Damit haben wir also gezeigt, dass A(n + 1) wahr ist, falls A(n) wahr ist (In-
duktionsschluss). Die Behauptung des Lemmas folgt mit vollstandiger Induktion

(Satz P-1.2). 0
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Das Prinzip der vollstiandigen Induktion aus Satz kann wie folgt verall-
gemeinert werden.

Korollar 2.1.4. Es sei ng € Z. Fir alle ganzen Zahlen n > ng sei A(n) eine
Aussage tiber die Zahl n. Dann gilt

(A(no) A (Vn>no: A(n) = A(n + 1))) — (Yn>no: A(n)) .

Wir geben im Folgenden eine weitere Verallgemeinerung des Induktionsprin-
Zips an.

Satz 2.1.5. Es seing € Z. Fir alle ganzen Zahlen n > ng sei A(n) eine Aussage
tiber n. Dann gilt

<A(n0) A(Vn>ng: (Vg <k <n:A(k)) = Aln+ 1))) — (Yn>mn: A(n)) .

In Worten bedeutet das: Ist die Aussage A(ng) wahr und folgt aus den Aussa-
gen A(k) mit ng < k < n die Aussage A(n + 1), dann ist die Aussage A(n) fir
alle n > ng wahr.

Formal ist dieses Induktionsprinzip stéarker als die Version aus Satz[2.1.2} Man
darf beim Induktionsschluss mehr voraussetzen. Das verallgemeinerte Induktions-
prinzip ist beispielsweise beim Beweis des folgenden Lemmas von Nutzen.

Lemma 2.1.6. Ist n > 2 eine natiirliche Zahl, so qibt es eine Primzahl p, die n
teult.

Bevor wir das Lemma beweisen, reichen wir noch eine formale Definition des
Begrifts Primzahl nach.

Definition 2.1.7. Eine natiirliche Zahl n > 2 heifit Primzahl, falls sie nur von 1
und sich selbst geteilt wird, d.h. wenn gilt:

VmeN: (mln = me{l,n}) .

Beweis von Lemma[2.1.60. Wir beweisen das Lemma mit Hilfe der verallgemei-
nerten vollstéindigen Induktion (siehe Satz . Induktionsanfang: Die Behaup-
tung ist offenbar wahr fiir n = 2, da 2 eine Primzahl ist und sich selbst teilt.
Induktionsschluss: Es sei n > 2 beliebig aber fest gewéhlt und die Behauptung
gelte fiir alle 2 < k < n. Ist n + 1 eine Primzahl, so gilt die Behauptung offen-
sichtlich auch fiir n+ 1. Ist n+ 1 keine Primzahl, so besitzt n 4 1 nach Definition
einen Teiler ¢ mit 2 < ¢ < n 4+ 1. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es eine
Primzahl p mit p|g. Da die Teilerrelation transitiv ist, gilt dann p|(n + 1). O
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2.1.3 Rekursive Abbildungen

Analog zum induktiven Beweis von Aussagen, die fiir alle n € N gelten, kann man
auch Abbildungen mit Definitionsbereich N | induktiv® definieren. Hier spricht
man allerdings iiblicherweise von einer rekursiven Definition. Wir erlautern das
zunéchst anhand eines einfachen Beispiels.

Beispiel. Die Fakultitsfunktion g : Ng — N mit
gn):=nl:=1-2-3-...-(n—1)-n

kann man préaziser wie folgt rekursiv definieren:

ol 1 fiir n =0,
U ln-(n—=1) fiirn> 0.

Satz 2.1.8 (Rekursionssatz). Es seing € Z, X :={n €Z|n>no} und Y eine
beliebige, nicht leere Menge. Weiter sei f : X XY — 'Y eine Abbildung und s € Y.
Dann liefert die folgende rekursive Vorschrift eine eindeutige Abbildung g : X —
Y:

(i) g(no) := s,
(i) g(n+ 1) := f(n,g(n)) firn > ng.

Beweis. Wir zeigen mit vollstéandiger Induktion, dass g(n) € Y fiir alle n > nq
durch die gegebene Vorschrift eindeutig definiert ist. Induktionsanfang: g(ng) ist
offenbar durch (i) eindeutig definiert. Induktionsschluss: Fiir ein beliebiges, fest
gewéhltes n > 0 sei g(n) eindeutig definiert. Dann ist auch g(n + 1) durch
eindeutig definiert. O

Beispiel.

(i) Es seien ng € Z und a; € R fiir k& > ng. Fiir jedes n > ng definieren
wir Y a durch

no n+1 n
E ag = Qp, und E ay = E ap + apyq  fir n > ng.
k=no k=no k=no

Damit kéonnen wir in Zukunft die etwas unprézise Notation
ano+ano+1+"'+an

vermeiden. Fiir n < ng definieren wir auBerdem )7 a; := 0.
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(ii) Analog zu der Summendefinition in (i) konnen wir auch beliebig lange Pro-
dukte definieren. Es sei

ng n+1 n
H ag 1= Qp, und H ay ‘= H ag + apyq  fiir n > ng.
k=ng k=ng k=ng

Fiir n < ng definieren wir auflerdem szno ap = 1.

In Abschnitt haben wir neben der Grundversion der vollstandigen Induk-
tion (siehe Satz auch eine verallgemeinerte Version kennen gelernt (siehe
Satz[2.1.5)). Ganz analog kénnen wir auch die rekursive Definition von Fuktionen
verallgemeinern. Wir verzichten hier auf eine formale Beschreibung und geben
stattdessen ein illustratives Beispiel an.

Beispiel (Fibonacci-Zahlen). Die Folge der Fibonaccif}- Zahlen ist durch die fol-
genden Vorschriften rekursiv definiert:

=0 :
F(n):=Fn—-1)+ F(n—2) fiir n > 2.

Die folgende explizite Beschreibung der Fibonacci-Zahlen kann mit Hilfe der
verallgemeinerten vollstandigen Induktion (Satz [2.1.5]) bewiesen werden.

Lemma 2.1.9. Firn € Ny ist die n-te Fibonacci-Zahl F(n) wie folgt gegeben:

1 1 11—
F(n)=—-(a"=0b") mit  a:= +2\/§ und b= 2\/3.

V5

Wir lassen den Beweis des Lemmas als Ubungsaufgabe.

2.2 Gruppen, Ringe, Korper

Wir studieren in diesem Abschnitt Mengen mit bestimmten Verkniipfungen, die
interessante algebraische Strukturen liefern. Das Studium dieser Strukturen ist
hauptsichlich durch die uns bereits bekannten Zahlbereiche der ganzen Zahlen,
der rationalen Zahlen und der reellen Zahlen motiviert.

2.2.1 Halbgruppen, Monoide, Gruppen

Wir definieren zunéchst den Begriff einer Verkniipfung auf einer Menge. Man
kann dabei beispielsweise an ,,Rechenoperationen® wie Addition, Subtraktion,
Multiplikation und Division denken.

2Leonardo di Pisa, genannt ,,Fibonacci“ (ca. 1170-1250).
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Definition 2.2.1 (Verkniipfungen). Es sei M eine Menge. Eine Verkniipfung o
auf M ist eine Abbildung

o:MxM— M, (r,y)—zoy .
Die Verkniipfung heif3t:
e kommutativ, falls x oy = y o x fiir alle z,y € M;
e assoziativ, falls (roy)oz=wxo0 (yoz) fir alle z,y,z € M.

Mit Hilfe des Begriffs der Verkniipfung kénnen wir jetzt einige einfache und
grundlegende algebraische Strukturen definieren.

Definition 2.2.2 (Halbgruppen, Monoide, Gruppen).

a) Eine Menge H zusammen mit einer assoziativen Verkniipfung o auf H heifit
Halbruppe (H, o).

b) Eine Halbgruppe (M, o) heit Monoid, falls es ein e € M gibt mit
eor = roe = x fiir alle z € M.
In diesem Fall heifit e neutrales Element oder Einselement des Monoids.

¢) Ein Monoid (G, o), in dem zu jedem x € G ein y € G existiert mit
roy = yor = e,

heiit Gruppe. Zu gegebenem zx ist das Element y dann eindeutig und heifit
2u o inverses Element, in Zeichen 71 = y.

d) Eine Gruppe (G, o) mit kommutativer Verkniipfung o heiit kommutative oder
abelschdﬂ Gruppe.

Beispiele.

(i) Es sei X eine beliebige Menge und M die Menge der Abbildungen von X
nach X. Die in Definition [1.3.7| eingefiihrte Komposition o von Abbildungen
definiert eine assoziative Verkniipfung (siehe Lemma auf der Men-
ge M. Damit ist also (M, o) eine Halbgruppe und sogar ein Monoid, da die
identische Abbildung idx neutrales Element ist. Ist M’ die Teilmenge der
bijektiven Abbildungen, so ist (M’, o) eine Gruppe (siche Satz . Da
die Komposition von Abbildungen jedoch im Allgemeinen nicht kommutativ
ist, handelt es sich nicht um eine abelsche Gruppe.

3Niels Henrik Abel (1802-1829).
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(ii) Die Addition + ist eine kommutative und assoziative Verkniipfung auf Ny, Z,
Q und R. Die Zahl 0 ist das neutrale Element. Damit ist (N, +) ein Mo-
noid. AuBerdem sind (Z, +), (Q, +) und (R, +) kommutative Gruppen: Das
inverse Element zu x ist —z.

(iii) Die Multiplikation - ist eine kommutative und assoziative Verkniipfung
auf N, Z, Q und R. Die Zahl 1 ist das neutrale Element. Damit sind (N, -),
(Z,-), (Q,-) und (R, -) Monoide. Auerdem sind (Q\ {0}, -) und (R\ {0}, ")
kommutative Gruppen: Das inverse Element zu = # 0 ist 1/z.

(iv) Die Subtraktion und die Division sind Verkniipfungen auf Q und R. Beide
Verkniipfungen sind weder kommutativ noch assoziativ. Man beachte, dass
die Subtraktion keine Verkniipfung auf N definiert und die Division weder
auf N noch auf Z eine Verkniipfung definiert.

Lemma 2.2.3 (Eindeutigkeit des neutralen Elements). Ein Monoid (M, o) hat
genau ein neutrales Element.

Beweis. Es seien e, f € M neutrale Elemente. Dann gilt
e =eof = f.
O

Lemma 2.2.4 (Eindeutigkeit des Inversen). Ist (G, o) eine Gruppe, dann ist das
Inverse Element v~ ! 2u x € G eindeutig bestimmdt.

Beweis. Es sei x € G und y, z € G seien inverse Elemente zu x. Dann gilt:
y = yoe = yo(roz) = (yox)oz = eoz = z .

0

Aus dem Lemma folgt insbesondere, dass das neutrale Element e € G zu sich

selbst invers ist, d.h. e™! = e.

Lemma 2.2.5. Es sei (G,0) eine Gruppe und x,y € G. Dann gilt

(woy)™ = yoa" .

Beweis. Es gilt

(roy)o(ytoa™) = (zo(yoy™))oa™
= (xoe)oac_1 = gzox ! = ¢
und
(y oz HNo(roy) = (y’l o(rto x)) oy

= (y_loe)oy = y_loy = e .

Da das inverse Element nach Lemma [2.2.4) eindeutig ist, folgt daraus die Behaup-
tung. [
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Eine Teilmenge einer Gruppe, die selbst wieder eine Gruppe ist, nennt man
Untergruppe:

Definition 2.2.6 (Untergruppen). Es sei (G, o) eine Gruppe mit neutralem Ele-
ment e und H C G. Dann heifit (H,o|gxp) Untergruppe von (G, o), falls gilt:

(i) e € H,

(ii) xoy € H fiir alle x,y € H,

(iii) 27! € H fiir alle x € H.
Lemma 2.2.7. Fine Untergruppe einer Gruppe ist selbst eine Gruppe.
Beispiele.

(i) Die Gruppe (Z,+) ist eine Untergruppe der Gruppe (R, +).

(ii) Die Gruppe ({1, —1},-) ist eine Untergruppe der Gruppe (R \ {0}, ).

(iii) Die Gruppe (2Z,+) ist eine Untergruppe der Gruppe (Z, +).

2.2.2 Ringe

Die Betrachtung der ganzen Zahlen Z mit den beiden Verkniipfungen Addition
und Multiplikation motiviert die folgende Definition.

Definition 2.2.8 (Ringe). Es sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen + (Ad-
dition) und - (Multiplikation), so dass gilt:

(i) (R,+) ist eine kommutative Gruppe mit neutralem Element (Nullelement) 0.
(ii) (R,-) ist eine Halbgruppe.

(iii) Fir alle z,y, 2z € R gilt

r(y+z) =zx-yt+ao-z. (Distributivitét)
Dann heifit (R, +, ) ein Ring. Der Ring (R, +, ) heiit Ring mit Eins, falls (R, -)
ein Monoid ist, dessen neutrales Element 1 (Einselement) ungleich dem neutralen

Element 0 (Nullelement) der Addition ist. Der Ring (R, +, ) heifit kommutativ,
falls die Multiplikation kommutativ ist.

Beispiel.
(i) (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring mit Eins.

(ii) (2Z,+,-) ist ein kommutativer Ring (aber ohne Eins), wobei 2Z := {2z |
z € 7} ist.
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(iii) Wir definieren die folgende Addition und Multiplikation auf der Menge

{0,1,2,3,4,5}:
+/0 1 2 3 4 5 0|1 2 3 4 5
001 2 3 45 0/0f0 0 0 0 O
111 2 3 450 11011 2 3 4 5
212 3 45 01 2012 40 2 4
313 45 01 2 31013 0 3 0 3
414 501 2 3 41014 2 0 4 2
515 01 2 3 4 50015 4 3 21

Dann ist ({0,1,2,3,4,5}, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins.

(iv) Es sei X eine beliebige Menge und M := R¥ die Menge der Abbildungen
von X nach R. Wir definieren eine Addition ¢ und eine Multiplikation ®
auf M. Fiir zwei Abbildungen f,g € M sind die Summe f ® g € M und
das Produkt f ® g € M wie folgt definiert:

(f@g)(x) = flx)+g(x) uwnd  (fOg)(x):=f(z) g(x)
fiir alle x € R. Dann ist (M, ®, ®) ein kommutativer Ring mit Eins.

(v) Als weiteres wichtiges Beispiel eines nichtkommutativen Rings werden wir
in der Linearen Algebra den Ring der n x n-Matrizen iiber R kennen lernen.

Lemma 2.2.9. Ist (R,+,-) ein Ring mit Nullelement 0, so gilt
Oz =2-0 =20 fiir alle x € R.
Beweis. Es gilt
0O-x = (040)-2 =0-2+0-x (2.2)

Wir bezeichnen mit —(0 - z) das zu 0 -  inverse Element beziiglich der Addition,
dh. (0-2)+ (=(0-z)) = 0. Dann gilt

0O-2 =0-240 =0-2+(0-2+(—(0-2)))
= (0-2+0-2)+(—(0-2))
= (040) -2+ (=(0-2))
=0-2+(—(0-2))
= 0.

Analog zeigt man, dass x - 0 = 0 gilt. 0
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Analog wie bei Gruppen kann man auch bei Ringen Teilmengen betrachten,
die selbst wieder Ringe sind.

Definition 2.2.10 (Unterringe). Es sei (R,+,-) ein Ring und S € R. Dann
heiBt (S, +|sxs, ‘|sxs) Unterring von (R, +,-), falls gilt:

(i) (S, +]|sxs) ist Untergruppe von (R, +),
(i) z-y € S fir alle z,y € S.
Lemma 2.2.11. Ein Unterring eines Rings ist selbst ein Ring.

Beispiel. (2Z,+, ) ist ein Unterring des Rings (Z, +, -).

Polynomringe

Ein wichtiger Spezialfall von Ringen sind Polynomringe, die von der Menge aller
Polynome mit Koeffizienten aus einem Ring R gebildet werden. Der Einfachheit
halber kann man sich im Folgenden immer die reellen Zahlen als zugrundeliegen-
den Ring R vorstellen. In diesem Fall betrachtet man also die bereits aus der
Schule bekannten Polynome mit Koeffizienten aus R.

Es sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins und X eine Unbestimmte.
Dann nennen wir einen Ausdruck der Form

ao X+ X+ -+ a, X" mit n € Ny und ag,...,a, € R

Polynom iiber R. Der Grad eines Polynoms P = ag X% + - - - + a, X™ ist wie folgt
definiert:

-1 falls ag = ---=a, =0,

grad(P) = {

max{i | a; # 0} sonst.
Zwei Polynome
aoc X'+ a X+ Fa, X" und bo X+ X+ b, X™

mit m < n sind nach Definition gleich, falls a; = b; fiir alle 0 < ¢ < m und a; =0
fiir alle m+1 < ¢ < n. Die Menge aller Polynome iiber R bezeichnen wir mit R[X].
Wir definieren auf R[X] die beiden folgenden Verkniipfungen:

@ :R[X] x R[X] — R[X] . (i @, X', ibiXZ) = i(az- L)X
=0 1=0 =0
n+m )

® :R[X] x R[X] — R[X] | (i aiXi,i:b,-X’) -y (Z a; bi_j>Xi .

i=0  j=0
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(Man beachte, dass es geniigt, die Summe zweier Polynome fiir den Fall n = m zu
definieren. Ist namlich beispielsweise m < n, so schreiben wir statt by X% 4 - - - +
b X™ einfach b X+ - -4, X" +0X™ ! +...4+0X".) Dann ist (R[X],®, ®) ein
kommutativer Ring mit Eins. Das neutrale Element der Addition (Nullelement)
ist das Nullpolynom 0X°. Das neutrale Element der Multiplikation (Einselement)
ist 1X°.

Schreibweisen. Statt agX° + a1 X + ax X% + -+ - + a, X" schreibt man auch
einfach ag+ a1 X +as X?>+-- -+ a,X". An Stelle von 1.X" kann man auch nur X"
schreiben. Terme der Form 0X* kann man auch einfach weglassen, also beispiels-
weise 3 + 4X3 statt 3+ 0X + 0X? + 4X3.

Beispiel. Wir betrachten den Polynomring Z[X]. Die Summe der beiden Poly-
nome 3 — 2X + 4X? und —1 + 3X + 3X? ist das Polynom 2 + X + 7X2. Das
Produkt der beiden Polynome ist —3 +11X — X2+ 6X3 +12X*. Wir stellen fest,
dass der Grad des Produkts zweier Polynome gleich der Summe der Grade der
Polynome ist.

2.2.3 Korper

Korper sind spezielle Ringe, die die Eigenschaften besitzen, die wir beispielsweise
von den reellen oder rationalen Zahlen kennen.

Definition 2.2.12 (Kérper). Ein kommutativer Ring mit Eins (K, +, ), in dem
jedes Element x # 0 ein multiplikatives Inverses hat, heifit Korper.

Beispiele.
(i) (Q,+,-) und (R, +,-) sind Korper.
(ii) Wir definieren die folgende Addition und Multiplikation auf der Menge {0, 1}:

+]o 1 o1
0l0 1 0/0 0
1110 110 1

Dann ist ({0,1},+,-) ein (endlicher) Kérper mit zwei Elementen.
(iii) Wir definieren die folgende Addition und Multiplikation auf der Menge

{0,1,2}:
+]o 12 o1 2
0(0 1 2 0/0/0 O
111 2 0 1101 2
212 01 21012 1
Dann ist ({0,1,2}, 4, ) ein (endlicher) Koérper mit drei Elementen.
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(iv) Wir definieren die folgende Addition und Multiplikation auf der Menge

{0,1,a,b}:
+10 1 a b 0|1 a b
0/0 1 a b 000 0 O
111 0 b a 110{1 a b
ala b 0 1 al0la b 1
b|b a 1 0 bi0|b 1 a

Dann ist ({0,1,a,b},+, ) ein (endlicher) Koérper mit vier Elementen.

Bemerkung. Die Folge von Beispielen oben soll nicht suggerieren, dass es zu
jedem ¢ > 2 einen Korper mit ¢ Elementen gibt. Man kann zeigen, dass es genau
dann einen Korper mit ¢ Elementen gibt, wenn ¢ eine Primzahlpotenz ist, d.h.
wenn ¢ = p™ fiir eine Primzahl p und ein m € N. Wir werden spéater noch niher
auf diesen Sachverhalt eingehen.

Wir geben einige weitere Beispiele von Kérpern an.
Beispiele.
(i) Essei K :=Q x Q mit den beiden Verkniipfungen
&:KxK—K, ((a,b), (', b)) — (a+ad,b+1V) ,
O:KxK—K |, ((a,0),(a',b")) — (a-a" +2b-V,a-b +a -b) .

Dann ist (K, ®,®) ein Korper. Man bezeichnet diesen Korper auch mit
Q[v2] (lies: ,,Q adjungiert Wurzel 2¢), da man das Element (a,b) € K mit
der reellen Zahl a + by/2 identifizieren kann.

(ii) In Fortsetzung des Beispiels nach Definition in Kapitel |1| definieren
wir die folgenden beiden Verkniipfungen auf der dort betrachteten Menge
der Aquivalenzklassen Z:

©:ZxZ—-2, (pd.lV.d)=p-d+1 040 4],
©:Zx2-2, (pd-WP.d)—=p1v.qd].
Dann ist (Z,®,®) ein Koérper. Damit hat man den Kérper der rationalen

Zahlen Q formal definiert, indem man [p,¢]. mit der rationalen Zahl ;
identifiziert.

2.2.4 Homomorphismen

Wir betrachten in diesem Abschnitt sogenannte strukturerhaltende Abbildungen
auf Gruppen und Ringen. Das sind Abbildungen, die die Verkniipfungen respek-
tieren. Wir beginnen zunéchst mit der Definition von Gruppenhomomorphismen.
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Definition 2.2.13 (Gruppenhomomorphismen). Sind (G,o) und (G’ e) Grup-
pen und ¢ : G — G’ eine Abbildung, dann heiit ¢ Gruppenhomomorphismus,
falls

p(roy) = p(x)ep(y) firaleryed.

Beispiele.
(i) Die Abbildung ¢ : Z — 2Z mit ¢(x) := —2 -z ist ein Gruppenhomo-
morphismus zwischen den Gruppen (Z, +) und (2Z, +). Dies folgt aus dem
Distributivgesetz

(-2)(+y) = (-2 0+(-2) -y

(ii) Die Abbildung ¢ : R — R\ {0} mit ¢(z) := 27 ist ein Gruppenhomomor-
phismus zwischen der Gruppe (R, +) und der Gruppe (R \ {0}, -). Das folgt
aus der Potenzrechenregel

2P — 2.2V fiir x,y € R.

Lemma 2.2.14. Sind (G, o) und (G', ) Gruppen mit neutralen Elementen e € G
und f € G und ist ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus, dann gilt p(e) = f
und p(x™1) = @(x)~! fir alle x € G.

Beweis. Fiir das neutrale Element e € G gilt

ple) = ple)of = ple)o(p(e) op(e)™) = (
= pleoe)ople) = ple)ep(e) = f .

Es sei nun = € G beliebig. Dann gilt

') = o) e f = @) e (px)ep(x)!) = (plz') ep(x)) e p(z)
= p(zlox)ep(x)™ = ple)op(x) = fep(x)™ = o).

Lemma 2.2.15. Sind (G, o) und (G', ) Gruppen mit neutralen Elementene € G
und [ € G' und ist ¢ : G — G ein Gruppenhomomorphismus, dann bilden die
FElemente in Kern(p) = {z € G | ¢(x) = f} C G (der Kern von ¢) eine
Untergruppe von G und die Elemente in Bild(¢) := ¢(G) C G’ (das Bild von ¢)
eine Untergruppe von G'.

Beweis. Wir beweisen, dass die Elemente in Kern(y) eine Untergruppe von G
bilden. Dazu iiberpriifen wir die in Definition [2.2.6| geforderten Eigenschaften.
Eigenschaft gilt, da nach Lemma ¢(e) = f. Um Eigenschaft Al
iiberpriifen, betrachten wir x,y € Kern(y). Dann gilt

proy) =p(x)epy)=fef=f,
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so dass also x oy € Kern(yp). Eigenschaft ist schlieflich erfiillt, da fiir x €

Kern(y) gilt, dass p(z7') = p(z)"' = f~1 = f. )
Den Beweis des zweiten Teils des Lemmas lassen wir als Ubung. U

Wir verallgemeinern als néchstes den Begriff des Homomorphismus auf Ringe.

Definition 2.2.16 (Ringhomomorphismen). Sind (R, +,-) und (R, ®, ®) Ringe
und ¢ : R — R’ eine Abbildung, dann heifit ¢ Ringhomomorphismus, falls

plety) =p@)©ely) uwd  p(r-y)=e()©ey)
fiir alle z,y € R.
Beispiele.
(i) Die Abbildung ¢ : 2Z — Z mit ¢(z) = z ist ein Ringhomomorphismus.

(ii) Es sei z € Z eine ganze Zahl. Dann ist die durch

n n
E a; X' — E a; 2"
i—1 i=1

definierte Abbildung von Z[X] nach Z ein Ringhomomorphismus. Wir spre-
chen hier auch von dem Einsetzungshomomorphismus, da die Zahl z in ein
Polynom ,eingesetzt* wird.

Im Zusammenhang mit Homomorphismen (auf Gruppen oder auf Ringen)
verwendet man auch die folgenden Begriffe:

Definition 2.2.17 (Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus).
(i) Ein injektiver Homomorphismus heifit Monomorphismus.
(ii) Ein surjektiver Homomorphismus heifit Epimorphismus.

(iii) Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.

2.3 Die komplexen Zahlen

Die komplexen Zahlen sind unverzichtbar fiir nahezu jede Art von hoherer Mathe-
matik, z.B. fiir die in der Physik, der Elektrotechnik oder der Informationstechnik
verwendete Mathematik. Im systematischen Aufbau der Mathematik gehoren die
komplexen Zahlen zum einen in die Analysis, denn viele bekannte Funktionen sind
in natiirlicher Weise auf der Menge C der komplexen Zahlen definiert. Auch wenn
man vorrangig an reellen Funktionen interessiert ist, werden die Eigenschaften oft
transparenter, wenn man sie (auch) als komplexe Funktionen betrachtet. Auf der
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anderen Seite gehoren die komplexen Zahlen genauso auch in die Algebra und
Zahlentheorie: Sie stellen eine natiirliche Erweiterung der iiblichen Zahlbereiche
dar, auf die man beim Losen algebraischer Gleichungen gefiithrt wird. Aufgrund
ihrer generellen Bedeutung tauchen die komplexen Zahlen natiirlich auch in der
Informatik im Zusammenhang mit diversen konkreten algorithmischen Proble-
men auf.

Bevor wir eine formale Konstruktion/Definition der komplexen Zahlen als
Korper angeben, beschreiben wir sie zunéchst als eine Erweiterung der reellen
Zahlen:

e Gegeniiber den reellen Zahlen R sind die komplexen Zahlen C dadurch
ausgezeichnet, dass es ein spezielles Element ¢ € C gibt mit der Eigen-
schaft 2 =i -i = —1. Die Zahl ¢ heiit auch imagindre Zahl.

e Damit kénnen wir die komplexen Zahlen jetzt wie folgt beschreiben: C =
{a+b-i]a,beR}, wobei

a+b-i =d+V-i < (a=d Nb=V) .

e Fiir eine komplexe Zahl z = a 4+ b-i = a + bi nennen wir Re(2) := a den
Realteil und Im(z) := b den Imagindrteil von z.

Mit Hilfe dieser informellen Beschreibung kénnen wir jetzt schon mit komplexen
Zahlen rechnen:

Beispiel. 2+ 3i und 5 — 2i := 5 + (—2)i sind komplexe Zahlen. Die Summe und
das Produkt dieser Zahlen kénnen wie folgt berechnet werden:

(243i)+(5—2i) =(2+5)+ (3i+ (—2)i)
=2+5)+B+(-2))
=741

(2+30)-(6—2)) =2-5+2-(-2)-i+3-i-54+3-i-(—=2)-1
=2-54+2-(-2)-i+3-5-i4+3-(=2)-7-1¢
=104 (=6)(—1)+ (-4 +15) -4
= (1046) + (15 —4)1
=16+ 114

Wir geben jetzt eine formale Definition der komplexen Zahlen mit Addition
und Multiplikation an.

Definition 2.3.1 (Komplexe Zahlen). Es sei C := R x R = {(a,b) | a,b € R}.
Wir definieren auf der Menge C die Verkniipfungen @& und ©® wie folgt:
®CxC—C, ((a,b), (a', b)) — (a+d,b+¥),
®:CxC—C, ((a,0),(a', b)) — (a-a —b-b,a-V +b-d) .
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Satz 2.3.2 (Korper der komplexen Zahlen). Die komplexen Zahlen bilden einen
Korper (C,®,®).

Beweisskizze. Es ist eine Fleiflarbeit, sich davon zu iiberzeugen, dass die Ver-
kniipfungen @ und ® das Assoziativ-, Kommutativ- und Distributivgesetz erfiillen.
Das neutrale Element der Addition (Nullelement) ist (0,0) und das inverse Ele-
ment zu (a,b) beziiglich der Addition ist (—a, —b). Das neutrale Element der
Multiplikation (Einselement) ist (1,0) und das inverse Element zu (a, b) # (0, 0)

() = (5o )

a2+ b2’ a? 4 b2

Damit ist (C, ®, ®) also ein Korper. O

Anstelle der Schreibweise (a, b) fiir eine komplexe Zahl verwendet man norma-
lerweise die bereits oben eingefiihrte Variante a 4 bi. Diese Schreibweise verdeut-
licht, dass die komplexen Zahlen als Erweiterung der reellen Zahlen aufgefasst
werden konnen. Mit anderen Worten werden die reellen Zahlen als Teilmenge
der komplexen Zahlen aufgefasst, indem man die reelle Zahl a mit der komple-
xen Zahl a + 07 identifiziert. Diese Interpretation wird durch den folgenden Satz
untermauert:

Satz 2.3.3. Die Abbildung ¢ : R — C mit ¢(a) := a + 0i ist ein injektiver
Ringhomomorphismus (Ringmonomorphismus).

Beweis. Nach Definition gilt fiir a,a’ € R:
pla+d) =(a+ad)+0i=(a+0i) & (a' +0i) = p(a) ® p(a')

und
pla-d)=(a-d)+0i=(a+0i)® (a' +0i) = p(a) ® p(d) .

Folglich ist ¢ ein Homomorphismus. Auflerdem ist ¢ injektiv, da aus a + 0i =
v(a) = ¢(a’) = a’ + 0i sofort a = o folgt. O

Man verwendet daher fiir die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen
die von den reellen Zahlen bekannten Verkniipfungssymbole 4+ und -. Das Eins-
element von C schreibt man auch kurz als 1 (statt 1 + 07) und das Nullelement
als 0 (statt 0 + 07).

Die komplexen Zahlen konnen als Punkte der Ebene R? interpretiert werden.
Die beiden Koordinaten eines Punktes sind dann durch Realteil und Imaginérteil
der entsprechenden komplexen Zahl gegeben:
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Im(z)

Die Addition zweier komplexer Zahlen entspricht dann der iiblichen Addition von
Vektoren:

Im(z)
b+ + oz t7
Z e
b4+ o~
b4 .,
S Re(y
a a a+a

Definition 2.3.4 (Betrag). Fiir z = a + bi € C heifit |z| :== va? + b? der Betrag
von z.

Der Betrag einer komplexen Zahl ist also nach dem Satz des Pythagoras der
Abstand des entsprechenden Punktes in der Ebene vom Nullpunkt. Die Zahl
|2]? = a® +b? kann man auch als (a+ bi)(a — bi) schreiben. Der zweite Faktor war
uns schon beim Inversen einer komplexen Zahl begegnet. Fiir diese Zahl gibt es
einen eigenen Namen.

Definition 2.3.5 (Konjugiert-komplexe Zahl). Fiir eine gegebene komplexe Zahl
z=a+bi, a,b € R heifit Z := a—bi die zu z konjugierte oder konjugiert-komplexe
Zahl. Die Abbildung C — C mit z — Z heifit komplexze Konjugation.

Fiir die komplexe Konjugation gelten die folgenden Rechenregeln:
Lemma 2.3.6. Es seien z,w € C. Dann gilt

(i) z+w=Z+w,
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(i) =70 =% - W,

(iii) Es seien z,w € C. Dann gilt |2]* = 2 - Z,

(iv) 2=t =7Z/|z|* falls z # 0.
Beweis. Nachrechnen! O

Geometrisch entspricht der Ubergang zur konjugiert-komplexen Zahl der Spie-
gelung an der reellen Achse (z-Achse).

Im(z)
bl z=a+ b
o
| Re(z)
a
—br = —a—bi

Die Betragsfunktion hat die folgenden Eigenschaften:
Lemma 2.3.7. Es seien z,w € C. Dann gilt

(i) |2[ =0,
(ii) |2| =0 <= 2z=0,
(idi) |zw| = |z[[w],
(v) |z +w| < |z| + |w]| (Dreiecksungleichung).
Beweis. Nachrechnen! O

Man kann die komplexen Zahlen z = a+bi statt in , kartesischen Koordinaten*
(a,b) auch in sogenannten Polarkoordinaten darstellen. Dazu betrachten wir den
Winkel ¢, den der Vektor (a,b) € R? mit der reellen Achse einschliet. Dieser
Winkel wird mit arg(z) bezeichnet (Argument von z).

Im(z)
bl z=a-+bi
B ¢ = arg(2)
i - Re(2)
a
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Dann gilt:

Cosnp:% und singpzm .

Im Vorgriff auf die Analysis verwenden wir hier schon einige elementare Fakten
iiber trigonometrische Funktionen.

Satz 2.3.8 (Polarkoordinaten-Darstellung komplexer Zahlen).

a) Jede komplexe Zahl z # 0 kann eindeutig geschrieben werden als
z=r-(cosp+ising) mitr € Rsg, ¢ € 0,27 .

Dabei ist r = |z|, und ¢ entspricht dem Winkel zwischen z und der reellen
Achse. Die Zahlen (r, @) heiffen Polarkoordinaten wvon z.

b) Fir die Multiplikation komplexer Zahlen gilt

!/

z-2 =11 (cos(p +¢) +isin(p +¢)) .

Das heifst, die Betrdige der beiden komplexen Zahlen werden multipliziert und

die Winkel addiert.
Im(z)

Re(z)

Beispiel. Betrachte die komplexe Zahl w = % + %\/g -i. Mit etwas Rechnung
zeigt man w? = —1, w% = 1. Mit Polarkoordinaten geht dieses ohne Rechnung:
Es ist |w| =1 und § = cos(%), \/75 = sin(3), also

T .. T
wzcos§+zsm— .

3

Also ist w? = cosT +isinT = —1, W% = cos(27) + isin(27) = 1.
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Eine sehr wichtige Folgerung der Polarkoordinaten-Darstellung ist der folgen-
de Satz.

Satz 2.3.9.

a) Jede komplexe Zahl z = r-(cos p+ising) besitzt eine Quadratwurzel, ndmlich

V7Z = /T (cos L +isinZ).

b) Allgemeiner besitzt z auch n-te Wurzeln fiir alle n € N, also Zahlen ¢ € C mit
c" = z. Dieses sind die Zahlen

2k 2k
= - (cosf—kisinf) . (cos—ﬁ—i-isin—w), k=0,...,n—1
n n

n n

Die Zahlen

2k 2k
w:::COS—W+i'SiH—7T mit k=0,1,...,n—1
n n

heiflen auch n-te Einheitswurzeln. Sie sind die Losungen der Gleichung 2" = 1.
In der Tat gilt mit w, := w!, dass w¥ wirklich die k-te Potenz (w,)" ist.

In Wirklichkeit gilt in C noch viel mehr als nur die Existenz von Wurzeln:
Jede Gleichung n-ten Grades

anx™ + 12" P+ Far+ag=0 mit a, €C, a, #0

besitzt in C wenigstens eine Losung. Wenn man die Losungen mit geeigneten
Vielfachheiten versieht, so besitzt die Gleichung sogar n Losungen. Die genaue
Formulierung des Sachverhaltes geben wir im folgenden Satz ohne Beweis an.

Theorem 2.3.10 (Fundamentalsatz der Algebra). Jede Polynomfunktion f :
C — C mit
f(Z) = anzn + anflznil + ...+ a1z + agp

mit komplexen Koeffizienten a; und a,, # 0 besitzt eine Darstellung
f(2) =an(z —c1)(z —c2) -+ (2 — )
mit n (nicht notwendig verschiedenen) komplexen Zahlen c1,. .., cy.
Satz |E[) ist in dem Theorem natiirlich enthalten: Durch Losen von
2 —a=0

kann man die n-ten Wurzeln einer beliebigen komplexen Zahl a finden.



Kapiel [J Zahlbereiche R. Scharlau, M. Skutella 51

2.4 Primfaktorzerlegung und der euklidische Al-
gorithmus

Dieser und der folgende Abschnitt dieses Kapitels sind im Zusammenhang zu
sehen: Sie handeln von dem Ring der ganzen Zahlen Z mit den Verkniipfungen
Addition und Multiplikation und von daraus abgeleiteten Strukturen. Die Ad-
dition auf Z birgt keinerlei Geheimnisse; sie reduziert sich, wenn man so will,
vollstéindig auf den durch die Peano-Axiome (siche Definition geregelten
Prozess des ,, Weiterzihlens“ (vergleiche auch mit dem Induktionsprinzip in Ab-
schnitt [2.1.2)), sowie auf die Konstruktion negativer Zahlen. Ganz anders ist es
mit der multiplikativen Struktur von Z, die bei ndherem Hinsehen sehr viel kom-
plizierter ist (auch wenn sie von der Definition her vollstéindig auf die Addition
zuriickgefithrt werden kann). Entscheidend ist hier der Begriff Primzahl (siehe
Definition , also einer Zahl, die beziiglich Multiplikation nicht weiter zer-
legt werden kann. Es ist bekannt und nicht schwer zu zeigen, dass jede natiirliche
Zahl in ein Produkt von Primzahlen zerlegt werden kann. Deutlich schwieriger
ist es, exakt und liickenlos zu begriinden, dass eine solche Zerlegung eindeutig ist
(bis auf die Reihenfolge der Faktoren). Ein Beweis dieser Tatsache (sogenannter
“Fundamentalsatz der Arithmetik”) liegt fiir uns eher am Rande, zentral und
wichtig ist jedoch ein dabei benutztes Konzept, ndmlich der grifite gemeinsame
Teiler, kurz ggT zweier Zahlen sowie der euklidische Algorithmus, der den ggT
berechnet. Hier liegt der Schwerpunkt des folgenden Abschnitts.

Es ist seit langem bekannt, dass der ggT in der Zahlentheorie unabhéngig
von der Primfaktorzerlegung der beiden in Frage stehenden Zahlen behandelt
werden kann. In den letzten 30 Jahren hat sich gezeigt, dass an dieser Stelle auch
der Ausgangspunkt fiir auflerordentlich wichtige Anwendungen der Zahlentheorie
in der Kryptographie liegt. Etwas verkiirzt zusammengefasst kann man sagen,
dass wichtige Kryptosysteme, insbesondere das bekannte RSA-Verfahren, darauf
beruhen, dass der euklidische Algorithmus und gewisse andere Operationen auch
fiir sehr grofle Zahlen effizient durchfiithrbar sind, dass aber das Problem der
Primfaktorzerlegung , algorithmisch schwer® ist.

2.4.1 Division mit Rest

Wir halten zunéchst eine grundlegende Eigenschaft der ganzen Zahlen fest.

Lemma 2.4.1 (Division mit Rest in Z). Es sei a € Z und m € N. Dann gibt es
eindeutig bestimmte Zahlen q € Z und r € {0,1,...,m — 1}, so dass

a=qm-+r .

Die Zahl q heifit der Quotient und r heifit der Rest von a bei Division durch m.
Die Zahl r wird mit a mod m oder a % m bezeichnet.
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Beweis. Es sei q die groite ganze Zahl mit ¢-m < a. Dann gilt 0 < a—qg-m <m

und wir kénnen r := a — ¢ - m setzen. 0
Beispiele.
m=06: 23 = 3:6+5 Rest r =5 23mod 6 =5
-2 = (=1)-6+4 Restr=4 —2mod 6 =4
4 = 0-6+4+4 Rest r =4 4mod6 =4

m=17: 100 = 5-17+4+15 Rest r =15 100 mod 17 =15
—50 = (=3)-174+1 Restr=1 —50mod 17 =1

Man sagt, dass a durch m teilbar ist, wenn die Division aufgeht, d.h. der
Rest r = 0 ist. Dadurch wird die Teilbarkeitsrelation definiert, die wir bereits in
Abschnitt [I.5 betrachtet hatten. Definitionsgemaf gilt also

bla <= Jq€Z:a=q-b.

2.4.2 Der euklidische Algorithmus

Wir beschreiben im Folgenden den euklidischen Algorithmus, der den gréfiten
gemeinsamen Teiler zweier positiver Zahlen x und y berechnet.

EUKLIDISCHER ALGORITHMUS.
Eingabe: Zwei Zahlen x,y € N mit = < y.
Ausgabe: Eine Zahl d € N.

1) Findeg e Nund r € {0,1,...,2 — 1} mit y = ¢ -z +r.
2) Ist r = 0, dann setze d := x und STOPP.

3) Rufe den Algorithmus rekursiv mit y := z und x := r auf und
gebe das berechnete d zuriick.

Beispiel. Wir beschreiben die Berechnungen des euklidischen Algorithmus fiir
die Eingabe z = 221 und y = 1001:

1001 =4-221+ 117
221 =1-117+104
117 =1-104 413
104 =8-13+0

Der Algorithmus gibt also die Zahl d = 13 zurtick.

Satz 2.4.2. Es seien x,y € N mit x < y. Dann terminiert der euklidische Algo-
rithmus und die berechnete Zahl d € N erfillt die folgenden Bedingungen:

(1) d|x und dly;
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(11) ist z € N mit z|x und z|y, so gilt z|d;
(i11) es gibt a,b € Z mitd=a-x+b-y.

Definition 2.4.3. Es seien z,y € Z und d € N, so dass d die Eigenschaften
und aus Satz erfilllt. Dann wird d der grifite gemeinsame Teiler (gg9T)
von z und y genannt. Man schreibt auch ggT(z,y) := d.

Bemerkung. Aus technischen Griinden verlangen wir, dass der euklidische Al-
gorithmus als Eingabe nur positive ganze Zahlen erhélt. Das ist jedoch keine
wirkliche Einschréankung, da fiir alle z,y € Z gilt, dass
ggT(z,y) = ggT(-x,y) = ggT(x,—y) = ggT(-x,—y) .
Das liegt im Wesentlichen daran, dass fiir d, z € Z
d|z = d| (—=z)
gilt.
Als Folgerung aus Satz erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 2.4.4 (Lemma von Bezout). Sind x,y € 7Z, so gibt es ganze Zah-
len a,b € Z mit

geT(z,y) = a-z+b-y .

Beispiele. a) Wir betrachten noch einmal das Beispiel von oben mit x = 221
und y = 1001. Der gréfite gemeinsame Teiler von 221 und 1001 ist 13 und es
gilt 13 = (—=9) - 221 + 2 - 1001.

b) Es sei x =42 und y = 198. Der euklidische Algorithmus berechnet

198 = 4-42+ 30
42 = 1-30+12
30 = 21246
12 = 2640

und gibt d = 6 zuriick. Die Menge der positiven gemeinsamen Teiler von 42
und 198 ist {1,2,3,6}, so dass 6 in der Tat der grofite gemeinsame Teiler ist.
AuBlerdem gilt 6 = (—14) - 42 + 3 - 198.

Wir erldutern kurz, wie man auf diese Darstellung von d = 6 kommt. We-

gen (23) ist

6 = 1-30+(—2)-12 . (2.6)
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Wegen (2.4) ist

12 = 1-42+(—1)-30 . (2.7)

Einsetzen von (2.7)) in (2.6|) liefert

6 = 1-30+(—2)-12
= 1:304(=2) - (1-42 + (=1) - 30)
= 330+ (—2)-42 . (2.8)

Wegen (2.3 ist

30 = 1-198+ (—4)-42 . (2.9)

Einsetzen von ([2.9) in (2.8]) liefert schliellich

6 = 3-30+(—2) 42
= 3. (1-198+ (—4) - 42) + (=2) - 42
= (—14)-42+3-198 .

Beweis von Satz[2.4.3. Wir beweisen zunéchst, dass der euklidische Algorithmus
fiir beliebige Eingaben z,y € N mit z < y terminiert. Der Beweis funktioniert
mit vollstandiger Induktion (siehe Satz iiber z. Induktionsanfang: Ist z =
1, s0 gilt y = y-x + 0 und der Algorithmus terminiert sofort in Schritt .
Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass fiir ein beliebiges aber fest gewéhltes k €
N der Algorithmus fiir alle Eingaben mit x < k terminiert. Erhélt der Algorithmus
als Eingabe nun x = k + 1 und ein y > x, so terminiert er entweder in Schritt
(falls z]y) oder er ruft sich selbst rekursiv mit der Eingabe y := x und = := r auf.
Da r < z, terminiert der Algorithmus mit dieser Eingabe.

Wir zeigen als néchstes (fil), also d|x und d|y. Auch diese Behauptung zeigen
wir mit vollstdndiger Induktion iiber z. Induktionsanfang: Ist x = 1, so terminiert
der Algorithmus sofort in Schritt [2|) und gibt d = x = 1 zuriick. Offensichtlich gilt
dann d|x und d|y. Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass fiir ein beliebiges aber
fest gewihltes k € N der Algorithmus fiir alle Eingaben mit x < k eine Zahl d € N
mit d|z und d|y berechnet. Wir betrachten den Fall, dass der Algorithmus als
Eingabe nun x = k+1 und ein y > x erhélt. Gilt x|y, so terminiert er in Schritt
und liefert d = z, so dass offenbar d|z und d|y. Andernfalls ist y = ¢ -2 + r
mit ¢ € Nund r € {0,1,...,2 — 1} und der Algorithmus berechnet in Schritt
nach Induktion ein d mit d|r (also r = m - d mit m € N) und d|z (also x =n - d
mit n € N). Da

y =q-x+r =q-n-d+m-d = (g-n+m)-d,
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folgt auch d|y.

Wir zeigen als Néchstes , wiederum mit vollstédndiger Induktion iiber z.
Induktionsanfang: Ist x = 1, so terminiert der Algorithmus sofort in Schritt
und gibt d = x = 1 zuriick. Dann gilt d = 1 -2 4 0 - y. Induktionsschluss: Wir
nehmen an, dass fiir ein beliebiges aber fest gewéhltes k € N der Algorithmus fiir
alle Eingaben mit x < k eine Zahl d € Nmit d = a-x+b-y mit a,b € Z berechnet.
Wir betrachten den Fall, dass der Algorithmus als Eingabe nun x = k£ + 1 und
ein y > x erhilt. Gilt x|y, so terminiert er in Schritt ) und liefert d = x, so
dass d = 1-2 + 0 -y gilt. Andernfalls ist y = ¢-x + 7 mit ¢ € N und r €
{0,1,...,2 — 1} und der Algorithmus berechnet in Schritt nach Induktion
eindmitd=a -r+0b -z mit a’,b € Z. Dann gilt

d=d-r+bt -z =d (y—q-2)+0 -2 = bV —-d-q¢-z+d-y.

Setzt man also a :=b —a'-qg€Zund b:=d € Z,sogiltd=a-x+b-y.

Zu guter Letzt zeigen wir noch (). Es sei z € N mit z|z (also 2 = m - 2
mit m € N) und z|y (also y = n -z mit n € N). Wegen gibt es a,b € Z, so
dass

d=ax+b-y=am-z+b-n-z = (a-m+b-n)-z

und damit z|d. O

Bemerkung. Es folgt aus Satz und dem euklidischen Algorithmus, dass
wir die Funktion ggT : {(z,y) € Nx N |z <y} — N wie folgt rekursiv schreiben
konnen:

x falls x | y,

geT(z,y) = {

geT(y mod z,x) sonst.

2.4.3 Primzahlen und Primfaktorzerlegung

Primzahlen sind nicht nur ein klassisches Thema der Mathematik, sondern auch
fiir die Konstruktion algebraischer Strukturen von groler Bedeutung, mit Bezug
auf die Informatik etwa fiir viele Fragen der Codierung und Ubertragung von
Daten. Das Gleiche gilt fiir den (theoretischen wie algorithmischen) Umgang mit
beliebigen ganzen Zahlen. Es ist lohnend, sich mit dieser Grundstruktur etwas
ausfiihrlicher zu beschéftigen. Ziel dieses Unterabschnitts ist es, die Eindeutigkeit
der Primfaktorzerlegung herzuleiten und zu beweisen.

Definition 2.4.5 (Relativ prim, teilerfremd). Zwei Zahlen z,y € N heiflen relativ
prim oder teilerfremd, falls ggT(z,y) = 1.

Beispiel. Die Zahlen 143 = 11 - 13 und 119 = 7 - 17 sind relativ prim. Die
Zahlen 126 = 2-3-3-7 und 231 = 3-7-11 sind nicht relativ prim, da ggT(126,231) =
3-7=21.
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Aus dem Lemma von Bezout (Korollar 2.4.4)) kénnen wir die folgende alter-
native Charakterisierung des Begriffs ,relativ prim* folgern.

Korollar 2.4.6. Zwei Zahlen z,y € N sind genau dann relativ prim, wenn es
ganze Zahlen a,b € Z gibt mit a-x +b-y = 1.

Wie wir weiter oben gesehen haben, kann man mit Hilfe des euklidischen
Algorithmus nicht nur feststellen, ob x und y relativ prim sind, sondern auch die
Zahlen a,b € Z berechnen.

Beweis von Korollar[2.4.6. Sind x und y relativ prim, so existieren die ganzen
Zahlen a,b € 7Z wie gefordert nach Korollar [2.4.4}

Wir nehmen jetzt umgekehrt an, dass es a,b € Z mit a-x +b-y =1 gibt. Ist
nun z € N mit z|z und z|y, so folgt daraus z|1 (vergleiche auch den Beweis von
Satz ) und damit z = 1. Folglich ist der grofite gemeinsame Teiler von x
und y gleich 1. 0

In Vorbereitung auf den Beweis der Eindeutigkeit der Primzahlzerlegung, be-
weisen wir zundchst das folgende wichtige Lemma.

Lemma 2.4.7. Es seien z,y,z € N. Gilt © | (y-z) und sind x und y relativ prim,
dann gilt z | z.

Beweis. Da x und y relativ prim sind, gibt es nach Korollar [2.4.6| Zahlen a,b € Z
mit a -z + b -y = 1. Folglich gilt

— (a- )z = (a- AL
z = (a-x+b-y) z (a z4+0b :13>I (2.10)

Da x ein Teiler von y - z ist, ist £* eine ganze Zahl. Folglich ist nach (2.10)) die
Zahl z ein ganzzahliges Vielfaches von z, so dass x | z. U

13

Der folgende bekannte Satz wird oft auch als der ,,Hauptsatz“ oder ,,Funda-

mentalsatz der Arithmetik” bezeichnet.
Satz 2.4.8 (Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung).

a) Jede natirliche Zahl n > 1 ldsst sich als Produkt von Primzahlen schreiben:

N=pL-Pa..."Pr, mit  pi,p2,...,p, Primzahlen.

b) Diese Zerlequng ist eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren. Das heifit,
wenn auch n = q - qa - ... qs st mit q; prom fir j =1,...,s, soistr = s,
und wenn wir ferner py < po < ... <p, und ¢ < @2 < ... < @, annehmen, so
istp; =q; fuiri=1,...,r.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst Teil [a)) des Satzes, also die Existenz einer Prim-
faktorzerlegung. Der Beweis benutzt vollstandige Induktion iiber n. Induktions-
anfang: Die Behauptung ist klar fiir n = 2, da 2 selbst eine Primzahl ist. In-
duktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir alle n mit 2 < n < k
wahr ist und betrachten jetzt den Fall n := k + 1. Ist n eine Primzahl, so ist
die Behauptung klar. Andernfalls gibt es nach Lemma [2.1.6] eine Primzahl p
mit p | n. Nach Induktionsannahme gibt es eine Primfaktorzerlegung fiir die
Zahl %, d.h. % =pL-pay----- pr mit p; Primzahl fiir 1 <7 < r. Daraus erhilt man
die folgende Primfaktorzerlegung fiir n:

n
n:p._:p.pl.p2 ..... pr.
p
Wir kommen jetzt zu Teil E[) des Satzes, also zur Eindeutigkeit der Primfak-
torzerlegung. Auch dieser Teil wird mit vollstédndiger Induktion bewiesen. Induk-
tionsanfang: Die Behauptung ist klar fiir n = 2. Induktionsschluss: Wir nehmen
an, dass die Behauptung fiir alle n mit 2 < n < k wahr ist und betrachten jetzt
den Fall n := k + 1. Es seien

n = pir-pz---c Dr (2.11)

und

zwei Primfaktorzerlegungen von n mit p; < py <--- <p,und ¢y < ¢ < -+ < gs.
Gilt py = ¢, s0ist n’ :==pg----- Dr=Qg-"" ¢s und aus der Induktionsannahme
folgt, dass die Zahl n’ < n eine eindeutige Primfaktorzerlegung besitzt. Daher
gilt dann r = s und p; = ¢; fiir alle 1 <7 <.

Es bleibt also nur noch zu zeigen, dass p; = ¢;. Wir fithren einen Wider-
spruchsbeweis und nehmen an, dass p; < ¢; (der Fall p; > ¢; kann vollig analog
behandelt werden). Aus folgt, dass p; | n. Da p; und ¢ verschiedene
Primzahlen sind, sind sie relativ prim, so dass aus und Lemma m folgt,

dass p1 | g2 - -+ - ¢s. Nach Induktionsannahme besitzt die Zahl n’ = ¢y - -+ - g5
eine eindeutige Primfaktorzerlegung. Da p; | n/, muss also p; = ¢; fiir ein i
mit 2 <i <s geltenﬂ Dies fiihrt jedoch zu einem Widerspruch, da p; < ¢1 < ¢;
fiir 2 <1 < s gilt. O

Satz sagt nur etwas iiber die Existenz einer eindeutigen Primfaktorzerle-
gung aus, nicht aber, wie man eine solche tatséchlich berechnen kann. Dazu kann
das folgende Verfahren verwendet werden.

4Wir haben an dieser Stelle den Beweis etwas abgekiirzt. Formal muss man wie folgt argu-
mentieren: Da p; | n/, kann man n’ als Produkt der natiirlichen Zahlen p; und ;’—’1 schreiben.

’
n

P1
gung von 7', in der die Primzahl p; vorkommt. Aus der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung
von n’ folgt dann die getroffene Behauptung.

Nimmt man jetzt eine Primfaktorzerlegung von 2-, so erhélt man damit eine Primfaktorzerle-
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Man schreibt sich vorbereitend die ersten Primzahlen der Grofie nach geordnet
in eine Liste:

p1:27 p2:37 p3:57 p4:77"'7pk .

Dann testet man Teilbarkeit von n durch 2,3,5,7,.... Sei p; die kleinste Prim-
zahl mit p; | n. Ersetze n durch n/p; und fahre so fort, beginnend nun mit der
Primzahl p;. Dieser kleinste Primteiler p; ist tatséchlich ‘klein’, ndmlich hoéchs-
tens gleich \/n, es sei denn, n ist selbst prim (warum?!). Man muss die Liste der
Primzahlen also nur bis zur Gréfie \/n anlegen, wenn n die zu zerlegende Zahl
ist.

Beispiel. Die Zahl 97 ist nicht durch 2, 3, 5, 7 teilbar, also Primzahl. Denn nach 7
ist 11 die nédchste Primzahl und 11 - 11 > 97.

Bemerkung. Der angedeutete naive Algorithmus zur Primfaktorzerlegung ist
nicht besonders effizient. Wir sehen hier nur die Spitze eines Eisberges: In Wirk-
lichkeit macht die Frage nach guten Algorithmen fiir die Primfaktorzerlegung und
deren theoretische Analyse ein eigenes Teilgebiet der Mathematik, genauer der so
genannten algorithmischen Zahlentheorie aus. Dabei spielen auch Konzepte der
theoretischen Informatik (Komplexitatstheorie, probabilistische Algorithmen) ei-
ne bedeutende Rolle. Es gibt zwei weitere verwandte, aber nicht gleichwertige
Fragestellungen: Das Finden grofler Primzahlen, und der Beweis, dass gewisse
Zahlen wirklich Primzahlen sind. Alle drei Probleme sind von groflier Bedeutung
fiir Verschliisselungsverfahren und deren Sicherheit.

Zum Abschluss dieses Abschnitts beweisen wir noch, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt.

Satz 2.4.9 (Unendlichkeit der Menge aller Primzahlen). Es gibt unendlich viele
Primzahlen.

Beweis. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Wir nehmen an, dass die
Menge der Primzahlen endlich ist, ndmlich {py,ps,...,p,}. Nun betrachten wir
die Zahl n := 1+ []_, p; und fragen uns, wie die eindeutige Primfaktorzerlegung

von n aussieht. Da offenbar keine der Zahlen py,...,p,. Teiler von n ist, kann
auch keine dieser Zahlen in der Primfaktorzerlegung von n vorkommen. Dies ist
ein Widerspruch zu Satz [2.4.8| U

2.5 Modulare Arithmetik

Um die in der Einleitung zu Abschnitt angedeuteten Verfahren fiir Datenver-
schliisselung im einzelnen durchzufiihren, aber auch fiir anders gelagerte Proble-
me der Speicherung und der Fehlerkorrektur von Daten, werden andere “Zahl-
bereiche” bendtigt als die bisher bekannten. In diesem Abschnitt betrachten wir
die wohl wichtigsten Beispiele solcher Rechenbereiche. Es wird zwar (auf den
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ersten Blick) mit gewohlichen ganzen Zahlen gearbeitet, genauer mit der Men-
ge Zm ={0,1,...,m — 1} fir eine feste natiirliche Zahl m > 2, aber die Rechen-
operationen sind neu: Die Ergebnisse der gewohnlichen Addition bzw. Multipli-
kation werden durch ihren jeweiligen Rest bei Division durch m ersetzt. Informell
bezeichnet man diese Operationen als ,,modulo-m-Addition* bzw. , modulo-m-
Multiplikation“. Die resultierende Struktur (Z,,, +m, ‘m) ist dann ein kommuta-
tiver Ring mit Eins.

2.5.1 Addition und Multiplikation modulo m

Definition 2.5.1 (mod-m-Addition und mod-m-Multiplikation). Es sei Z,, :=
{0,1,...,m — 1} die Menge aller moglichen Reste modulo m. Auf Z,, definieren
wir die beiden Verkniipfungen +,, und -, wie folgt:

T4,y = (xr+y) modm
Ty = (x-y)modm

Wir nennen sie Addition bzw. Multiplikation modulo m, kurz mod-m-Addition
bzw. mod-m-Multiplikation.

Beispiele. Wir schreiben im Folgenden die Verkniipfungstafeln beispielhaft fiir m =
5, 6 und 7 auf (siehe auch Abschnitt [2.2.2)).

(i) Die Verkniipfungstafeln fiir m = 5:

+510 1 2 3 4 51011 2 3 4
0/j0 1 2 3 4 0({0j0 0 0 O
111 2 3 40 11011 2 3 4
212 3 401 21012 41 3
313 401 2 31013 1 4 2
414 01 2 3 41014 3 2 1
(ii) Die Verkniipfungstafeln fiir m = 6:
+6|0 1 2 3 4 5 6|01 2 3 4 5
0/01 2 3 4 5 0(0j0 0 0 0 O
111 2 3 45 0 1101 2 3 4 5
212 34501 21012 40 2 4
313 45 01 2 31013 0 3 0 3
414 5 01 2 3 410(4 2 0 4 2
515 01 2 3 4 21015 4 3 21
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(iii) Die Verkniipfungstafeln fiir m = 7:

+10 1 2 3 4 5 6 71011 2 3 4 5 6
001 2 3 456 0/0j0 0 0 0 0 O
111 2 3 45 6 0 11011 2 3 4 5 6
22 345601 21012 46 1 35
313 456 01 2 3013 6 2 5 1 4
414 5 6 01 2 3 4104 1 5 2 6 3
5/5 6 01 2 3 4 5(015 3 1 6 4 2
6(6 01 2 3 4 5 6/0]6 5 4 3 2 1

Die wesentlichen Eigenschaften der neuen Addition und Multiplikation werden
in dem folgenden Satz festgehalten.

Satz 2.5.2 (Ring Z,,). Fir jedes m € N ist (Zy,, +m, m) €in kommutativer Ring
mit Bins.

Fiir den Beweis des Satzes muss man vor allem eine Reihe von Rechengesetzen
iiberpriifen. Dabei ist die folgende allgemeine Rechenregel von Nutzen.

Regel: Man darf mehrschrittige Rechnungen in Z,, zundchst in Z fihren und
erst zum Schluss die Reduktion mod m machen. So ist z.B.

@ m T+, by = (ax+by) mod m.

Ahnlich ist (a-mb)-me = (abc) mod m und analog auch a-, (b-mc) = (abe) mod m,
woraus sich die Assoziativitit bereits ergibt.

Wir verzichten auf einen ausfiihrlichen Beweis von Satz und kehren statt-
dessen zu den obigen Verkniipfungstafeln zuriick, um einige interessante Beob-
achtungen zu machen.

e Die Tafel fiir +,, hat in allen Féllen eine offensichtliche ,,zyklische Struktur®:
Jede Zeile enthéalt die Elemente 0 bis m — 1 in der gleichen Reihenfolge,
wobei man nach m — 1 wieder mit der 0 beginnt; die jeweils néchste Zeile
entsteht aus der vorigen, indem man sie um eins nach links verschiebt. All
dies folgt direkt aus der Definition von +,,. Insbesondere enthélt jede Zeile
eine Permutation der Zahlen 0 bis m — 1, d.h. jede dieser Zahlen kommt
genau einmal vor.

e Die Struktur der Tafel fiir die Multiplikation ist komplizierter. Wir schauen
im Augenblick nur auf die Frage der Permutation. In vielen Féllen ist die
Zeile zu a € 7Z,,, d.h. die Liste der Vielfachen a -, z mit xt =0,1,...,m—1,
eine Permutation von 0, 1,...,m— 1. Abgesehen von der Nullzeile zur 0 gilt
das bei m = 5 und m = 7 fiir alle Zeilen. Bei m = 6 haben wir fiir a = 2, 3
und 4 keine Permutation.
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2.5.2 Einheiten und Inverse

Wir fragen uns nun fiir allgemeines m: Fiir welche a € {0,1,...,m — 1} ist die a-
Zeile der Verkniipfungstafel eine Permutation von {0,1,...,m — 1}? Wenn eine
Permutation vorliegt, so kommt insbesondere die 1 vor, d.h. die Gleichung a-,,x =
1 ist losbar. Aus der Tatsache, dass wir in einem Ring arbeiten (genauer aus dem
Assoziativgesetz der Multiplikation) folgt, dass auch die Umkehrung gilt: Sobald
die 1 in der a-Zeile auftaucht, ist die Zeile eine Permutation. Wir entwickeln
diesen Sachverhalt, der diverse Anwendungen hat, gleich in allgemeinen Ringen.

Definition 2.5.3 (Einheiten). Es sei (R, +,-) ein Ring mit Eins. Ein Element
x € R heiflit Einheit oder invertierbar, falls ein y € R existiert mit

rzy =y-x = 1.
Die Menge der Einheiten in R wird mit R* := {z € R | z Einheit} bezeichnet.

Wie im Fall von Gruppen (siehe Lemma [2.2.4)) zeigt man, dass das inverse
Element y =: ! zu gegebener Einheit  eindeutig bestimmt ist.

Beispiele.
(i) Einheiten des Ringes Z sind lediglich die Zahlen 1 und —1.

(ii) Wir betrachten den Teilring Z[v/2] (lies ,Z adjungiert v/2“) des Kérpers R
mit Z[v2] := {z +y-v2 | x,y € Z}. In diesem Ring (mit der gewohnlichen
Addition und Multiplikation reeller Zahlen) ist V2 keine Einheit, aber 1+v2
ist eine, denn (1 4+ v/2)(—=1 4+ v/2) = 1, und der zweite Faktor liegt wieder
im betrachteten Ring.

(iii) Die Einheiten des Polynomrings R[z] sind die Polynome a X° mit a € R\{0}.
Das inverse Element zu a X ist a1 X°. Da der Grad des Produkts zweier
Polynome ungleich Null die Summe der Grade der beiden Polynome ist,
kénnen Polynome vom Grad grofler Null keine Einheiten sein.

(iv) Das Nullelement eines beliebigen Rings R mit Eins ist keine Einheit, da
nach Lemma gilt: 0-x =2 -0 =0 fiir alle x € R.

(v) In einem beliebigen Korper (K, +, -) sind nach Definition alle Elemente un-

gleich Null Einheiten, d.h. K* = K \ {0}.

Lemma 2.5.4. Es sei (R,+,-) ein Ring mit Eins. Dann bilden die Einheiten
von R eine multiplikative Gruppe, d.h. (R*,-) ist eine Gruppe.

Beweis. Wir miissen zunéichst zeigen, dass die Multiplikation eine (assoziative)
Verkniipfung auf R* ist, das heif}t, dass R* abgeschlossen unter Multiplikation
ist. Es seien also x,y € R*. Dann ist x -y € R*, da

(@-y)-('a) =@y )= (12" =z =1
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und

e (wy =W @he)y="1)y=yy=1.

Das neutrale Element der Gruppe ist natiirlich 1 € R*. Das inverse Element
zu x € R* ist das oben definierte 7!, das nach Definition auch wieder eine
Einheit und damit in R* ist. [

Wir formulieren und beweisen nun allgemein die oben an Beispielen beobach-
tete Kennzeichnung von Einheiten.

Lemma 2.5.5. Fin FElement x eines Ringes (R,+,-) mit Eins ist genau dann
Einheit, wenn die Abbildung

L,:R— R, y—ux-y
bijektiv ist.

Beweis. Ist L, bijektiv, so gibt es ein y € R mit 1 = L,(y) = = - y. Es bleibt zu
zeigen, dass auch y - x = 1 ist. Da die Abbildung L, bijektiv ist, folgt dies aus

L(y-z) =2z-(y-x) = (v-y)-z=12=2=u1ax1= L) .

Folglich ist x eine Einheit.
Wir nehmen nun umgekehrt an, dass = eine Einheit ist und zeigen, dass L,
dann bijektiv ist. Zunéchst ist L, surjektiv, da

Lozt -y) =2zt y) = (xz-27)y =1y =y fir alle y € R.

Folglich ist L, also bijektiv. 0

Der folgende Satz klart allgemein, welche Elemente Einheiten in (Z,,, 4+, *m)
sind.

Satz 2.5.6 (Einheiten in Z,,). Fir m € N ist ein Element x € Z,, genau dann
Einheit in Z,,, wenn x und m relativ prim sind, d.h.

Lyy = {x € L | ggT(x,m) =1} .

Beweis. Wenn z und m relativ prim sind, so gibt es nach Korollar ganze
Zahlen a,b € Z mit

1 = ggT(z,m) = a-z+b-m .
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Es folgt
l=(a-z+b-m)modm=a-zmodm=(amodm) - .

Also ist x Einheit mit Inversem a mod m.

Wenn umgekehrt x € Z;, ist, gibt es ein a € Z,, mit a -, v = 1. Es gibt also
ein Vielfaches b-m von m mit a-z+b-m = 1. Wegen Korollar [2.4.6]sind « und m
dann relativ prim. O

Beispiele.

(i) Die Einheiten in Zg sind die nicht durch 2 oder 3 teilbaren Zahlen in Zg,
also 1 und 5, wie oben schon aus der Verkniipfungstafel abgelesen wurde.

(ii) Die Einheiten in Z sind 1, 3, 7 und 9.

(iii) Besonders interessant und wichtig ist der Fall, wenn m = p eine Primzahl
ist. Dann kann der g¢'T' von x und m nur 1 oder m sein, und fiir alle Elemente
x € Z,, auBer der Null muss er 1 sein, d.h. x ist Einheit.

Aus dem letzten Beispiel folgt der néchste Satz.

Satz 2.5.7 (Korper Z,). Fir jede Primzahl p ist (Zy,,+,, ) ein Kérper.

2.5.3 Nullteiler

Die Einheiten eines Ringes sind diejenigen Elemente, die sich beziiglich der Multi-
plikation so verhalten, wie man es in einem Koérper erwartet. Nun betrachten wir
gewisse Elemente, die eine Abweichung vom Korper-Sein beinhalten, ndmlich die
sogenannten Nullteiler. In einem Korper gilt folgende, aus der Schule bekannte
Regel: Wenn ein Produkt Null ist, so ist schon einer der Faktoren Null. Nullteiler
sind diejenigen Elemente, die in Abweichungen von dieser Regel auftauchen. Der
Einfachheit halber definieren wir sie nur in kommutativen Ringen.

Definition 2.5.8 (Nullteiler, Integritéitsbereich). Es sei (R, +,-) ein kommuta-
tiver Ring.

(i) Ein Element x € R heit Nullteiler, falls x # 0 ist und ein y € R\ {0}
existiert mit x -y = 0.

(ii) Der Ring R heifit nullteilerfrei oder ein Integrititsbereich, falls R keine
Nullteiler enthalt.

Beispiele.

(i) Jeder Korper K ist nullteilerfrei.
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(ii) Der Ring der ganzen Zahlen Z ist nullteilerfrei.

(iii) Der Polynomring R[X] ist nullteilerfrei.

(iv) Der Ring Zg besitzt Nullteiler, denn 2 .43 = 0 und 2,3 € Zg \ {0}.
Beispiel (i) wird in dem folgenden Lemma verallgemeinert.

Lemma 2.5.9. Es sei (R, +, ) ein kommutativer Ring mit Eins. Eine Finheit x €
R* ist kein Nullteiler.

Beweis. Nach Lemma [2.5.5|ist fiir z € R* die Abbildung y + x - y bijektiv und
damit injektiv. Da z - 0 = 0 (Lemma [2.2.9)) gilt also -y # 0 fiir alle y £ 0. O

Der folgende Satz ist eine Erweiterung von Satz [2.5.7]

Satz 2.5.10. Es seim € N, m > 2. Fiir den Ring (Zy,, +m, -m) sind die folgenden
Aussagen dquivalent:

(i) Die Zahl m ist Primzahl.
(i) Der Ring (Zym, +m, m) ist nullteilerfrei.
(111) Der Ring (Zpm, +m, m) ist ein Korper.

Beweis. Wir beweisen den Satz mit einem sogenannten ,, Ringschluss®. Die Impli-
kation :> folgt aus Lemma , da jedes Element ungleich Null in einem
Korper nach Definition eine Einheit ist. Die Implikation :> folgt (mittels
Kontraposition) unmittelbar aus der Definition einer Primzahl. Denn wenn m
keine Primzahl ist, so schreibe m = a-b mit a > 1 und b > 1. Dann ist a -, b =0
in Z,,, aber beide Faktoren sind ungleich 0. Die Implikation :> haben wir
bereits in Satz festgestellt. O

2.5.4 Chinesischer Restesatz

Der chinesische Restesatz ist einer der anwendungsreichsten Sétze der elemen-
taren Zahlentheorie. Er spielt insbesondere im Rahmen der Kryptographie eine
bedeutende Rolle.

Satz 2.5.11 (Chinesischer Restesatz). Es sei k € N und my,...,m; € N\ {1}
relativ prim (also ggT(m;, m;) = 1 fir alle 1 < i < j < k). Dann gibt es zu
beliebigen ganzen Zahlen ry,... vy mit 0 < r; < my; firi=1,...,k genau eine
ganze Zahl x mit 0 < x < Hle m;, so dass

xrmodm; = r; furi=1,... k.
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Bemerkung. Die Voraussetzung, dass die Zahlen mq, ..., m; relativ prim sind,
ist von entscheidender Bedeutung. Ohne diese Voraussetzung ist der Satz nicht
wabhr.

Beispiele.

(i) Es sei k =2, my = 10 und my = 21. Zu r; = 1 und 5 = 15 gibt es genau
eine Zahl x € {0,1,...,209} mit

zmod 10 = 1 und zmod 21 = 15 .

Durch geschicktes Ausprobieren findet man heraus, dass es sich dabei um
die Zahl x = 141 handelt.

(ii) Es sei wieder k£ = 2 und m; = 10, doch diesmal wihlen wir ms = 22. Dann
ist ggT(my, my) = 2 und die beiden Zahlen sind damit nicht relativ prim.
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass es beispielsweise zu 1 = 0 und r, = 1
keine ganze Zahl x gibt, so dass

rzmod 10 = 0 und zmod22 = 1.

Aus (z mod 10) = 0 folgt namlich insbesondere, dass die Zahl x gerade ist,
wihrend (z mod 22) = 1 impliziert, dass x ungerade ist.

Beweis von Satz[2.5.11. Es sein := Hle m;. Wir betrachten die beiden Mengen

A = {0,1,...,n—1} und
B = {(r,....,r)) €EZ" |0<ry <m; firi=1,...,k} .

Nach Definition sind A und B gleichméchtig; es gilt |A| = |B| = n. Wir betrach-
ten nun die Abbildung f: A — B mit

f(z) := (z mod my, ...,z mod my) fir x € A.

Wir werden im Folgenden zeigen, dass die Abbildung f bijektiv ist. Das bedeutet,
dass es zu jedem (r1,...,7;) € B genau ein x € A mit f(x) = (r1,...,71) gibt.
Das impliziert dann sofort die Behauptung des Satzes.

Wir zeigen zunéchst, dass die Abbildung f injektiv ist. Es seien z,y € A
mit f(z) = f(y). Dann gilt also

xr mod m; = y mod m; firve=1,...,k.
Wir zeigen mittels vollstdndiger Induktion iiber k, dass n = Hle m; ein Teiler

von x — y ist. Induktionsanfang: Fiir k£ = 1 folgt aus (z mod m;) = (y mod m;)
unmittelbar, dass m; | (z—v). Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass [[;—; m; |
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(x—vy). AuBlerdem gilt wegen (z mod my) = (y mod my), dass my, | (z—y). Damit
erhdlt man

r—Y
g H my; - %
-1
€7 €L

Da my und H;:ll m; nach Voraussetzung des Satzes relativ prim sind, folgt mit

Lemma [2.4.7], dass

und damit 5, m, | (z — y).

Wir haben also gezeigt, dass n ein Teiler von x — y ist. Da x,y € A, gilt
—n < x —y < n und damit folgt aus n | (x — y) sofort x —y = 0, also x = y.
Wir haben bislang gezeigt, dass f : A — B eine injektive Abbildung ist. Da
auBerdem |A| = | B| ist, muss f sogar bijektiv sein. O



Kapitel 3

Lineare Algebra

Dieses Kapitel beruht teilweise auf einer Vorlesung iiber Lineare Algebra, die
im Wintersemester 1990/91 von Herrn Prof. Pahlings an der RWTH Aachen
gehalten wurde. Gegenstand dieses Kapitels sind lineare Gleichungssysteme, Ma-
trizen, Vektorrdume und lineare Abbildungen. Lineare Gleichungssysteme treten
in vielen technischen und wirtschaftlichen Zusammenhéngen auf. Aus Sicht der
Informatik sind sie bei zahlreichen Problemstellungen von Bedeutung, beispiels-
weise bei geometrischen Problemen in der graphischen Datenverarbeitung oder in
der Robotik. Hier fasst man den uns umgebenden Raum als Vektorraum auf, so
dass jeder Punkt des Raumes durch einen Vektor représentiert wird. Um raumli-
che Gegensténde in der Ebene darzustellen, beispielsweise auf einem Bildschirm,
miissen wir lineare Abbildungen vom dreidimensionalen in den zweidimensionalen
Raum durchfiihren. Solche lineare Abbildungen kénnen mit Hilfe von Matrizen
dargestellt werden.

Es sei im Folgenden immer (K, +, ) ein Korper (z.B. Q, R, C, Z,, Zs...). Die
Elemente des Korpers K nennen wir auch Skalare.

3.1 Lineare Gleichungssysteme und Matrizen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit linearen Gleichungssystemen und
deren Losung mit Hilfe des Gaufi’schen Eliminationsverfahrens. Dabei erweisen
sich Matrizen als geeignete Hilfsmittel und Rechenwerkzeuge.

Definition 3.1.1 (Lineare Gleichungssysteme). Ein lineares Gleichungssystem
iiber dem Korper K hat die Form

a1 + a12T9 + ... + A1nTn = b1
211 + a99xy + ... + AonTy = bg

, (3.1)
Am1T1 + QpaTos 4+ ... + QppTn = bm

67
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wobei alle Koeffizienten a;; und b; aus K sind (fiiri =1,...,mund j =1,...,n).
Gesucht sind dann Werte 1, xa, ..., x, € K, die (3.1) erfiillen.
Die Lésungsmenge des linearen Gleichungssystems (3.1]) ist die Menge

L = {(z1,20,...,2,) € K" | 21, 22,..., 2, erfiillen (3.1) } .
Beispiele.
(i) Das lineare Gleichungssystem iiber Q

T1 + X9 +$3 =0
T +x9 a3 =1

besitzt offenbar keine Losung, d.h. die Losungsmenge L ist die leere Menge.

(ii) Das lineare Gleichungssystem iiber R

T -+ 233'2 + x4 = 1
r1 + 29 4+ 223 +3x4 = 5
2[E1 +4l’2 +3l’4 =5
31}3 + 21‘4 = 3
besitzt beispielsweise die Losung ©; = —2, 29 = 0, x3 = —1, x4 = 3.
Eine weitere Losung ist 1 = 0, x93 = —1, 3 = —1, x4 = 3. Die gesamte
Losungsmenge L dieses linearen Gleichungssystems werden wir weiter unten
bestimmen.

3.1.1 Das Gaufi’sche Eliminationsverfahren

Grundlegend fiir die systematische Losung linearer Gleichungssysteme ist das
folgende einfache Lemma.

Lemma 3.1.2. Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems tiber K dndert
sich nicht, wenn man

(1) zwei Gleichungen vertauscht;
(i1) das c-fache einer Gleichung zu einer anderen addiert (c € K );
(111) eine Gleichung mit c € K \ {0} multipliziert.
Beweis. Behauptung (fil) ist klar. Um zu zeigen, muss man sich nur klar ma-
chen, dass fir c,w, x,y,z € K gilt:
(w=zx AN y=2) <= (w=zx AN y+cw=z+c-x).

Teil folgt schlieBlich aus der Tatsache, dass fiir z,y € K und ¢ € K \ {0}
gilt:
€T = y <:> C-T =2¢C- y .

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
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Der Gaufl’sche Algorithmus (auch Gauf$’sches Eliminationsverfahren genannt)
benutzt die Regeln aus Lemma sukzessive, um ein gegebenes lineares Glei-
chungssystem in ein anderes zu iiberfithren, bei dem man die Losung direkt ab-
lesen kann.

Beispiel. Wir betrachten noch einmal das Beispiel von oben, also das folgende
lineare Gleichungssystem iiber R:

T, + 219 + x4 =1
Ty + 21’2 + 2I3 + 31’4 = 5
21‘1 + 41‘2 + 31’4 = 5
31’3 + 21‘4 = 3

Addiert man das (—1)-fache der ersten Gleichung zur zweiten Gleichung und
das (—2)-fache der ersten Gleichung zur dritten, so erhélt man:

r1 + 219 + x4 =
2x3 + 214

Ty

3rs + 24 =

I
W W =~

Multipliziert man jetzt die zweite Gleichung mit 1/2 und addiert danach das (—3)-
fache der zweiten Gleichung zur vierten, so erhélt man:

Ty + 2372 + Ty = 1
T3 —+ Ty = 2

Ty = 3

—Ty4 = —3

Addiert man schliellich die dritte Gleichung zur vierten und das (—1)-fache der
dritten Gleichung zur ersten und zur zweiten, so erhélt man:

r1 + 219 = -2
T3 = —1

Ty = 3

0 = 0

Daraus liest man jetzt sofort die folgende Losungsmenge des linearen Gleichungs-
systems ab:
L = {<x17x27 _173) € R4 ‘ xr1 + 2,{[,'2 = —2}
={(—2—2m3,79,-1,3) | 72 € R} .

Bevor wir das Gaufi’sche Eliminationsverfahren in voller Allgemeinheit be-
trachten, fithren wir zunéchst den Begriff der Matriz ein.
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Definition 3.1.3 (Matrizen). Es sei (K, +,-) ein Koérper und m,n € N. Ein
Schema der Form

a1 A12 A1n
Q21  A22 Q2n
Am1 Am2 - Amn

mit a;; € K fiir alle ¢ € {1,2,...,m} und j € {1,2,...,n} heifit eine Matriz,
genauer eine m X n Matriz iber K. Dabei bezeichnet m die Anzahl der Zeilen der
Matrix und n die Anzahl der Spalten. Der erste Index des Eintrages a;; gibt dann
die Zeilennummer des Eintrages an und der zweite Index die Spaltennummer.

Die Menge aller m x n Matrizen iiber dem Korper K wird mit K™*™ bezeich-
net.

Definition 3.1.4 (Koeflizientenmatrix eines linearen Gleichungssystems). Die
Koeffizientenmatriz des linearen Gleichungssystems iiber K

a1 + a12T9 + ... + A1y = b1
211 + a99x9 + ... + Ao2nTp = bg
(3.2)
1Tl + QmaXs + ... + QunTn = bm
ist die Matrix
ay; a2 - Aip
Q21 G2z -+ A2p c  men
Am1 Am2 - Amn
Die erweiterte Matriz des linearen Gleichungssystems (3.2)) ist die Matrix
11 A12 am, b
Q21  A22 asn, by
, e KMt (3.3)
Am1 Am2 - Qmp bm

Definition 3.1.5 (Elementare Zeilenumformungen). Elementare Zeilenumfor-
mungen auf K" sind Abbildungen der folgenden Form (fiir 1 < k,¢ < m):

(1) Vie: K™ — K™ ™ Vertausche k-te und (-te Zeile.“

(i) Age(c) : K™ — K™ fir ¢ € K: ,Addiere das c-Fache der k-ten Zeile
zur (-ten Zeile.”
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(ili) My(c) : K™ — K™ " fir ¢ € K\ {0}: ,Multipliziere die k-te Zeile mit ¢.“

Durch elementare Zeilenumformungen kann man eine beliebige m x n Ma-
trix auf sogenannte Stufenform bringen. Wir demonstrieren das zunéchst anhand
eines kleinen Beispiels.

Beispiel. Wir betrachten die erweiterte Matrix des linearen Gleichungssystems
mit vier Variablen und vier Zeilen von oben.

1201 1\ a1 (12011
1223 5|42 (00224
24035 00013
00323 00323
As (-1
e (120 1 1\ 4N 1 e
A2£3)00112A3& 00
000 1 3 0 0
000 -1 -3 0000 0

Die nach der letzten Umformung entstandene Matrix hat Stufenform.

Definition 3.1.6. [Stufenform| Eine Matrix A € K™ ™ hat Stufenform, wenn
sie wie folgt aussieht:

0---0 * -
0---0 * -
A = 0---0 * -
0---0 * -

Dabei deuten die x-Eintrage an, dass an diesen Stellen beliebige Skalare aus K
stehen diirfen.

Satz 3.1.7 (Stufenform). Jede Matrix A € K™ " kann man durch elementare
Zeilenumformungen auf Stufenform bringen.

Beweis. Der Beweis des Satzes wird durch Induktion iiber die Anzahl der Zeilen m
gefiihrt. Induktionsanfang: Fiir m = 1 ist A = (a1, a1, - . ., a1,). Sind alle a;; = 0
(1 <i < n),soist A bereits in Stufenform. Wir kénnen also annehmen, dass nicht
alle ay; gleich Null sind. Es sei j; := min{j | a1; # 0}. Wenden wir auf A die
Umformung Ml(afjll) an, so erhdlt man die Matrix (0,...,0,1,%,...,%), die in
Stufenform ist. (Dabei steht die Eins an der j;-ten Stelle.)

Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein beliebiges
aber fest gewihltes m gilt. Wir betrachten jetzt eine Matrix A € K(m+h)xn,
Enthélt die Matrix nur Nullen, so ist sie bereits in Stufenform. Andernfalls sei

jl = mll’l{j | ElZ . aij 7£ 0} .
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Dann ist j; also der kleinste Index einer Spalte, in der es einen von Null verschie-
denen Eintrag a;;, gibt.

o
o
S

Ny
*

Wende jetzt die elementare Zeilenumformung M;(a;;}) und dann A; x(—ax;,) fiir
alle k # ¢ an. Wendet man dann noch die elementare Zeilenumformung V;; an,
so erhélt man eine Matrix der Form

0---

0---
(3.4)

Es sei jetzt B € K™*" die Matrix, die aus den letzten m Zeilen in besteht.
Nach Induktionsannahme kann man B durch elementare Zeilenumformungen auf
Stufenform bringen. Eliminiert man dann noch die Eintrédge in der ersten Zeile,
die oberhalb der Stufen stehen, so erhilt man damit aus eine Matrix in
Stufenform. 0

Zur Illustration betrachten wir ein weiteres Beispiel.

Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem end-
lichen Korper mit sieben Elementen Z-:

Ty = 4
31[’1 + 6[E2 + 61‘3 = 2
r, + 4I2 = 4

Um das Gleichungssystem zu losen, stellen wir die erweiterte Matrix auf und
bringen sie durch elementare Zeilenumformungen auf Stufenform:

001 4 36 6 2 1 2 2 3
Via A13
366 2] —=100T1 14 001 4
1 4 0 4 1 4 0 4 0 2 5 1
M (4) As,

Vo 1 2 2 3 Ao (5) 1 0 4 2 A () 1 0 0 O
—- {0 2 5 1 — 01 6 4 0101

001 4 001 4 001 4
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Die letzte Matrix entspricht dem umgeformten linearen Gleichungssystem:

513'1:()
$2:1
l’3:4

Die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems ist also 1 = 0, 2o = 1,
r3 = 4 und die Losungsmenge ist damit einelementig.

Wir wissen jetzt also, dass man die erweiterte m x (n + 1) Matrix A (sie-
he (3.3) eines gegebenen linearen Gleichungssystems mit m Gleichungen
und n Unbekannten durch elementare Zeilenumformungen in Stufenform bringen
kann. Diese Matrix A’ in Stufenform entspricht nach Lemma wieder einem
linearen Gleichungssystem, das zu dem gegebenen dquivalent ist.

Wir nehmen an, dass die Stufen in den Spalten j; < jo < --- < j, auftreten;
die Spalte 7;, ¢ = 1,...,r, ist also die Spalte von A’, in der die i-te Zeile den ersten
Eintrag ungleich Null (genauer gesagt: eine Eins) enthélt. Wir unterscheiden nun
zwei Fille. Ist j, = n+1, dann lautet die r-te Gleichung des umgeformten linearen
Gleichungssystems

Orxy + Oz + ... +0x, =1,

so dass das Gleichungssystem offenbar keine Losung besitzt.
Andernfalls (wenn j,. < n) lautet das umgeformte Gleichungssystem:

n
. + ! R /
Zjy Ay = Qa1 pt
Jj=j1+1
j#]‘z ----- Jr

n
/ o
Ty, + E AT = Qg4
5

JF335- 07

2 : / 0
x]v_’_ arjmj - ar,n—f—l

Alle z; aufer x;,, ..., x;, sind frei wéhlbar; aus deren Wahl ergeben sich dann die
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restlichen z;,,...,x; wie folgt:
n
. -— / — / .
Tjp = O1pg1 ay5%;
Jj=j1+1
J#525dr
n
— / /
Lja A2 nt1 ;L
Jj=jo+1
J#335dr
n
. p— 4 i / .
‘T:]r T ar,n—H arjxj
J=jr+1

Damit haben wir also eine Beschreibung der Loésungsmenge des linearen Glei-
chungssystems.

Insbesondere ist das lineare Gleichungssystem genau dann eindeutig losbar,
wenn {j1,...,J-} = {1,...,n}, also falls r = n gilt. Da die Anzahl der Stufen r
durch die Anzahl der Zeilen m beschrankt ist, muss also n < m sein, falls das
lineare Gleichungssystem eindeutig losbar ist.

Korollar 3.1.8. Fualls das lineare Gleichungssystem (3.2)) eine eindeutige Lisung
besitzt, so gilt n < m.

Beispiel. Wir betrachten das folgende lineare Gleichungssystem iiber dem end-
lichen Korper mit drei Elementen Zs:

Ty + 229 + x3 + x4 + 225 =
203 + w4y + 225 =

— N

Wir formen die erweiterte Matrix in Stufenform um:

1 211 21
00 21 2 2
21 01 0 1
An(2) 71 9 0 2

Ao (2
23(2) 001 2
0O 000

Das zugehorige umgeformte lineare Gleichungssystem ist

|
b

Ty + 21’2 + 2(134
T3 + 214

I
o

.CE5:1
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Die Losungsmenge ist also
L = {2432+ 34, 02, 24,24, 1) | 22,34 € L3} .
Die Anzahl der verschiedenen Losungen ist also 9.

Definition 3.1.9 (Homogene lineare Gleichungssysteme). Das lineare Gleichungs-

system ((3.2)) heift homogen, wenn b; = by = - -+ = b,,, = 0. Ein homogenes lineares
Gleichungssystem hat immer eine Losung, ndmlich z; = 2o = --- = x,, = 0. Diese

Losung (z1,...,2,) = (0,...,0) heifit triviale Losung.

Korollar 3.1.10. Ist m = n und hat das homogene lineare Gleichungssystem

a1 + aore + ... + AipnTy, = 0
a921X1 “+ a9y + ... + AonTy, = 0
A1 1 + AQpoTas + ... 4 AGmpZn = 0

nur die triviale Losung, so hat (3.2)) fir jede rechte Seite by, ..., by, eine eindeutig
bestimmte Lésung.

Beweis. Wir betrachten die erweiterte Matrix des homogenen linearen Gleichungs-
systems:

11 Q12 a1y, 0O
a1 Q22 azm 0
Am1 Am2 - Amm O

Da das homogene lineare Gleichungssystem nach Voraussetzung eine eindeuti-
ge Losung besitzt, muss die durch elementare Zeilenumformungen entstehende
Matrix in Stufenform wie folgt aussehen:

1 0 0 0
0 1

S
0 0 10

Bringt man durch dieselben elementaren Zeilenumformungen die erweiterte Ma-
trix
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auf Stufenform, so muss diese also wie folgt aussehen (mit b,...,b/ € K):

1 0 -+ 0 Y

0 1 b

: o0

0O --- 0 1 ¥,
Damit ist also (xy,...,x,) = (b},...,0,) die eindeutige Losung des linearen
Gleichungssystems mit rechter Seite by, ..., b,,. O

3.1.2 Matrizenrechnung

Auf der Menge der m x n Matrizen iiber einem Korper K definieren wir eine
Addition und eine skalare Multiplikation mit Elementen aus dem Korper K.

Definition 3.1.11 (Matrixaddition und Multiplikation mit Skalaren). Es sei-
enm,n € Nund A,B &€ K™" Firi=1,...,mund 5 = 1,...,n bezeichnen
wir den Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix A mit A;;. Analog
seien B;; die Eintrége der Matrix B. Wir definieren eine Verkniipfung (Addition)
.+ auf K™*" wie folgt:

(A+ B);; = A+ B firi=1,...,mund j=1,...,n.

Man erhélt also die Eintrage der Matrix A+ B € K™*" durch Addition der Ein-
trage der Matrizen A und B. Weiterhin definieren wir die skalare Multiplikation
- wie folgt. Fiir s € K und A € K"™*™ sei

(s-A)j = s- Ay firi=1,...,mund j=1,...,n.

Beispiel. Es sei K = R der Korper der reellen Zahlen. Wir betrachten 2 x 3
Matrizen iiber R:

123y (0 1 0y _ (133
45 6 1 -11) ~ \s 47>
o (1 23) _ (24 ¢
45 6) — \8 10 12

Das lineare Gleichungssystem

a1 + a12T9 + ... + A1nTn = b1
an1 Ty + axpry + ... + ar, = b

1Tl + QmaXs + ... + QGunTn = bm
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konnen wir jetzt alternativ wie folgt schreiben:

a1 Q12 Q1n by

a21 @22 Q2p, by
1 + T2 ) + - + zy =

am1 Am2 Amn bm

Noch kiirzer schreibt man dafiir

11 Q2 - Qip X1 by
Q21 Q22 -  QA2p X2 by
Am1 Am2 - Amn Tp bm

Letztere Schreibweise erklart sich durch die folgende allgemeine Definition der
Matrizmultiplikation.

Definition 3.1.12 (Matrixmultiplikation). Es seien ¢, m,n € N und A € K™*"
B € K™ Dann ist das Produkt A - B € K™** wie folgt definiert:

(AB)U = Ail 'Blj+Ai2 BQJ+—|—AZ7LB”J = ZAszk] .
k=1
Zur Berechnung des Eintrages in der Zeile ¢ und Spalte j der Produktmatrix A- B

benétigt man also die gesamte Zeile ¢ von A sowie die gesamte Spalte j von B.

Bemerkung. Man beachte, dass das Produkt zweier Matrizen A und B nur dann
definiert ist, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl von B ist.

Beispiel. Wir betrachten Matrizen iiber dem Korper der rationalen Zahlen Q:

G2y (o) - G - ()

<123>. 1?8 _(02—3)
45 6 1o 1 35 —6

Lemma 3.1.13 (Distributivgesetz der Matrixrechnung). Ist A € K™*" und B,C €
K" dann gilt
A-(B+C) = A-B+A-C .
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Beweis. Nach Definition der Matrixmultiplikation und -addition gilt fiir 1 < <
mund 1 <j <

(A-(B+0Q)), = ZAik (B+Cy = ZAm - (Bij + Cij)
k=1 —1

= (Air - Brj + Ai - Cj) = Z A - Brj + Z Aig - Cj
k=1 k=1

k=1

3

=(A-B)+(A-C)y = (A-B+A-C)y; .
Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Satz 3.1.14 (Ring der n x n Matrizen). Die Menge K™™ der n x n Matrizen
tber einem Korper K bilden zusammen mit der oben definierten Addition und
Multiplikation einen nicht-kommutativen Ring mit Fins.

Beweisskizze. Es ist leicht zu sehen, dass (K™*™, +) eine kommutative Gruppe
ist. Das neutrale Element der Addition (Nullelement) ist die Nullmatriz, deren
Eintrdge alle Null sind. Man kann nachrechnen, dass die Matrixmultiplikation
auf K™*" assoziativ ist und gemeinsam mit der Addition das Distributivgesetz
erfiillt (siche Lemma [3.1.13). Das neutrale Element der Matrixmultiplikation
ist die Finheitsmatriz E,, die Einsen auf der Diagonalen und sonst nur Nullen
enthélt:

1 0 0
En — (‘) 1 t. . E K’IZXTL .
P
0o --- 0 1
Wir iiberlassen alle weiteren Beweisdetails dem Leser. O

Wir zeigen anhand eines einfachen Beispiels, dass die Matrixmultiplikation
auf K™*™ nicht kommutativ ist.

o) 6o - G)
(o) (o) = (o)

Beispiel. Es gilt

umgekehrt jedoch
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3.2 Vektorriaume

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Vektorrdumen iiber einem beliebi-
gen Korper K. Vektorrdume bilden die zentrale Struktur in der linearen Algebra.
Es stellt sich heraus, dass beispielsweise die Losungsmengen der im vorherigen
Abschnitt diskutierten linearen Gleichungssysteme {iber K mit n Unbekannten
einen engen Bezug zu sogenannten Teilrdumen des Vektorraums K™ aufweisen.
Neben der Definition und Beschreibung von Vektorrdumen diskutieren wir wei-
tere wichtige Konzepte in diesem Zusammenhang. Dazu gehoren Linearkombina-
tionen, Erzeugendensysteme, die lineare Abhéngigkeit von Vektoren, Basen von
Vektorrdaumen und schliellich der Dimensionsbegriff.

3.2.1 Definition

Wir beginnen mit einer axiomatischen Definition des Begriffs Vektorraum.

Definition 3.2.1 (K-Vektorrdume). Es sei (K, +, -) ein Korper. Ein K - Vektorraum
ist eine Menge V' zusammen mit Abbildungen

+: VxV -V (V,W)—>V+Ww,
o KXV =V (s,v)—s-Vv ,

fiir die die folgenden Regeln gelten:

(i) (V,+) ist kommutative Gruppe; das neutrale Element der Addition ist der
Nullvektor 0. Das inverse Element zu v wird mit —v bezeichnet.

(ii) 1-v = v fiir alle v € V. (Dabei bezeichnet 1 das Einselement des Korpers K.)
) (s-8) - v=s-(s v)firalles,se K, velV.

(iv) (s+ ) - v=(s-v)+ (s v) furalles,s e K,veV.

(v) s-(v+w)=(s-v)+(s-w) firalese K, v,we V.

Die Elemente von V' heiflen Vektoren[]. Ist (K,+,-) kein Korper sondern nur
ein Ring mit Eins, so spricht man statt von einem K-Vektorraum von einem

K-Modul.
Beispiele.

(i) Fir m,n € N ist die Menge K™*" der m x n Matrizen iiber K mit der
Matrixaddition und der Skalarmultiplikation (siehe Definition|3.1.11]) ein K-
Vektorraum.

1Zur besseren Unterscheidung von Skalaren drucken wir Vektoren meistens in Fettschrift.
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(i)

(iii)
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Als Spezialfall von (i) ist K™ := K™ mit Addition und Skalarmultiplika-
tion ein K-Vektorraum. Addition und Skalarmultiplikation sehen in diesem
Spezialfall wie folgt aus:

1 Y1 r1+ 1 $-x
Ta Y2 T2 + Y2 T CR D)
+ == . 3 S =

Fiir K = R und n = 2 kann man sich den Vektorraum R? als Ebene mit
iiblicher Vektoraddition und skalarer Multiplikation vorstellen. Wir veran-

schaulichen das fiir die beiden Vektoren x = (2) und y = (z;)
\
T2+ Y2 XY
Y2 .
R ’ 93

To =1 X
| | | |
1 5 | 1 >
y1 21 5°T1 T1+Wy

Entsprechend kann man den Vektorraum R?® mit dem uns gut vertrauten
dreidimensionalen Raum assoziieren.

Es sei M eine beliebige Menge und K ein beliebiger Koérper. Dann wird die
Menge K™ der Abbildungen von M nach K mit der folgenden Addition
und Skalarmultiplikation zu einem Vektorraum. Fiir f,g € K™ und s € K
definieren wir

(f+9)(x) = f(x)+g(x) fiir alle x € M,
(s f)(x) = s- f(x) fiir alle x € M.

Der Nullvektor dieses Vektorraums ist die Nullabbildung, d.h. = + 0 fiir
alle x € M.

Es sei wie im letzten Beispiel M eine Menge und K ein Kérper. Dann ist
die Menge

KM .= {f: M — K| f(x) # 0 nur fiir endlich viele x € M}
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mit der im letzten Beispiel definierten Addition und Skalarmultiplikation ein
K-Vektorraum. Dazu beachte man, dass fiir f, g € K™ gilt, dass auch f +
g € KM Das bedeutet, dass K™ abgeschlossen ist unter der iiblichen
Addition von Funktionen. Dasselbe gilt fiir die Skalarmultiplikation.

Wir halten die folgenden allgemeingiiltigen Rechenregeln in Vektorrdumen als
Lemma fest.

Lemma 3.2.2 (Rechenregeln in Vektorrdumen). Es sei (K,+,:) ein Korper
und (V,+,-) ein K-Vektorraum. Dann gilt:

(1) 0-v =0 fir alleveV.
(i) s-0=0 fir alle s € K.
(1)) Firs € K undv €V gilt: s-v=0 <= (s=0V v=0).
(iv) (=s)-v=—(s-v) firalese K, velV.
Beweis. Zu (i):

0-v=0v+0 =0-v+(0-v+(=(0-Vv)))
= (0-v+0-v)+(—=(0-v)) = (04+0)-v+(—(0-v))
=0-v+(—(0-v)) = 0.

Zu ({):

s-0 = s5-04+0 = S'0+(3‘0+(_(5'0)))
= (5-045-0)+(—(5-0)) = 5-(0+0)+ (—(s-0))
= 50+ (—(s-0)) = 0.

Zu (jii): Die Implikation ,<=* folgt offenbar aus und . Wir miissen also
noch die Implikation ,,=—* zeigen. Es sei also s-v = 0. Wir nehmen an, dass s # 0
gilt (andernfalls sind wir fertig) und miissen zeigen, dass dann v = 0:

A%

st(s-v) =510 =0.

I
—_
<
I
—~
V)
L
VA
~—
<
I

Zu :

(—s) v = (=8)v+0 = (=s8) v+ (s-v+(—(s-V)))
= (—=s+3s) v+(=(s:v) = 0-v+(=(s-v)) = —(s-v) .

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
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3.2.2 Teilraume

Ahnlich wie wir bei Gruppen und Ringen Untergruppen und Unterringe ein-
gefithrt haben, kann man auch bei Vektorrdumen Teilmengen betrachten, die
selbst wieder Vektorrdume sind.

Definition 3.2.3 (Teilrdume). Es sei (K, +,-) ein Korper und (V,+,-) ein K-
Vektorraum. Ist U C V mit

(i) U #0,
i) vwelU = (v+w)eU,

(iii) se K,veU = (s-v)eU,

dann bildet U einen Teilraum oder Untervektorraum von V.

Bemerkung. Man iiberzeugt sich leicht von der Tatsache, dass ein Teilraum U
eines K-Vektorraumes (V,+,-) zusammen mit der Einschriankung der Additi-
on +|yxy und Skalarmultiplikation -| gy selbst K-Vektorraum ist.

Lemma 3.2.4 (Charakterisierung von Teilrdumen). Es sei (V,+, ) ein K -Vektor-
raum und U C V. Die Teilmenge U ist genau dann ein Teilraum von V', wenn
die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

(i) 0 €U,
(ii)) se K,vyiwelU = ((s-v)+w)eU.

Beweis. Ist U ein Teilraum von V| so gibt es ein Element v € U und es gilt 0 =
(0-v) € U, also (). Ist s € K und v,w € U, so gilt (s-v) € U und damit
auch ((s-v) +w) e U, also ({l).

Gelten umgekehrt die Eigenschaften und (i), so ist U # 0, da 0 € U.
Firv,w e Vgilt v+w = (1-v)+w € U. Schlieflich gilt fir s € K und v € U,
dass s-v = (s-v)+0 € U. Nach Definition ist U damit also ein Teilraum
von V. U

Beispiele.

(i) Die Teilmenge {0} von V und V selbst sind Teilrdume von V. Man nennt
sie auch die trivialen Teilrdume. Fir v # 0 ist {v} kein Teilraum von V.

(i) Es sei
aipx Q2 - QAip

A = Q21 Gg2 - QA2p c Kmxm

Am1 Am2 - Qmnp
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und U ;= {x € K" | A-x =0} C K™ die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungssystems

anxry + apry + ... +apr, =0
a9211 + agxry + ... + Aonly, = 0
A1 1 + Qa2 + ... + @mpTn, = 0

Dann ist U ein Teilraum von K™.

(iii) Essei A € K™ " wie im letzten Beispiel und b € K™ \ {0}. Die Losungs-
menge U’ := {x € K" | A-x = b} des inhomogenen linearen Gleichungssys-
tems A-x = b ist kein Teilraum von K™. Denn offenbar wird Bedingung ({i)
aus Lemma [3.2.4] verletzt, da A -0 = 0 # b ist.

(iv) Es sei V = RR der R-Vektorraum der Abbildungen von R nach R. Dann
ist U:={f:R—-R| f(z) = f(zx +27)Vx € R} ein Teilraum von V (der
Teilraum der 27-periodischen Abbildungen).

Es sei nun @ € R. Dann ist auch U, := {f : R — R | f(a) = 0} ein Teilraum
von V.

Andererseits ist U := {f : R — R | f(0) = 1} kein Teilraum von V, da der
Nullvektor (Nullfunktion) nicht in U’ enthalten ist.

Auch U" .= {f: R =R | f(0) =0V f(1) = 0} ist kein Teilraum von V,
denn die Funktion f; : R — R mit f;(z) := x und die Funktion f; : R — R
mit fo(x) ;= x — 1 sind beide in U”, nicht jedoch ihre Summe f; + fo. Man
beachte, dass U” die Vereinigung der beiden Teilraume Uy und U; ist. Die
Vereinigung von zwei Teilrdumen ist also im Allgemeinen kein Teilraum.

Aufgrund ihrer hohen Bedeutung halten wir die in Beispiel gemachte Be-
obachtung als Satz fest.

Satz 3.2.5. Ist A € K™*", so ist die Losungsmenge U == {x € K" | A-x =
0} des homogenen linearen Gleichungssystems A -x = 0 ein Teilraum des K-
Vektorraums K™.

Beweis. Es gilt 0 € U, da A-0=0. Fiir s € K und x,y € U gilt
A-((sx)+y) = s (A x)+Ay = s-0+0 =0 .
Die Aussage des Satzes folgt also mit Lemma [3.2.4] U

Wir diskutieren als Néchstes Teilrdume, die aus anderen Teilrdumen durch
Schnittbildung und Addition entstehen.
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Lemma 3.2.6. Es sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und Uy,Us zwei Teilrdume
von V. Dann sind auch

UlﬂUg und U1+U2 = {U1+UQ’L11€U1 UndUQGUQ}

Teilraume von V. Ist I eine beliebige Indexmenge und ist fir alle v € I die
Menge U; ein Teilraum von V', so ist auch (\,c; U; ein Teilraum von V.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die letzte Behauptung des Lemmas mit Hilfe
von Lemma [3.2.4] Da U; ein Teilraum von V ist, gilt 0 € U; fiir alle ¢ € 1.
Also 0 € (,; U. Fiir x,y € (,; U; gilt offenbar x,y € U fiir alle i € I. Folglich
gilt fiir s € K dann s-x +y € U, fiir alle i € I und damit s-x+y € (,c; Us.
Es bleibt zu zeigen, dass U; + U, ein Teilraum von V' ist. Da 0 € U; und 0 € U,
gilt 0 =040 € Uy + Us. Essei nun s € K und x,y € U; + Uy. Dann gibt
es uj, u) € U; und uy, u), € Uy mit x = uy +uy und y = u} + ub. Damit gilt dann

s x+y = s-(u+u) + (u] + uj)
= (s-u;+u))+(s-ug+uy) € Uy +U, .
Damit ist der Beweis fertig. 0

Beispiel. Es sei V' ein K-Vektorraum. Fiir v € V' definieren wir
(v) = {s-v|se K} .

Dann ist (v) ein Teilraum von V. Man nennt ihn den von v erzeugten Teilraum.
Im R-Vektorraum R? kann man sich den von einem Vektor (I) # 0 erzeugten
Teilraum als die Punkte auf der eindeutigen Geraden durch den Nullpunkt und

den Punkt (;) vorstellen:

=+ ¥ y/r
__y —”/”
| |
I - N I
”’/” \\ x
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AR ORI

Anschaulich iiberzeugt man sich leicht davon, dass dieser Teilraum von R? der
ganze Vektorraum R? ist.

Dann ist

3.2.3 Linearkombinationen und Erzeugendensysteme

Eine wichtige Rolle im Zusammenhang mit Vektorrdumen und Teilrdumen spielen
Linearkombinationen von Vektoren. Das sind neue Vektoren, die durch Skalar-
multiplikation und Vektoraddition aus gegebenen Vektoren entstehen. Mit Hilfe
dieser Linearkombinationen kann man einen Teilraum ,,von Innen heraus®“ erzeu-
gen.

Definition 3.2.7 (Linearkombinationen, Erzeugnisse). Es sei (V,+,-) ein K-
Vektorraum mit Vektoren uy,...,u, € V. Dann heifit der Vektor v € V' Linear-
kombination von {uy,...,u,}, wenn es s1,...,s, € K gibt mit

V = S -up+--+ 8, u, .
Ist M C V eine Teilmenge von V', so definieren wir das Erzeugnis von M als

(M) := {v € V| v ist Linearkombination endlich vieler Vektoren aus M }

= {Z&"Vz‘ n € N, siEKundviEMﬁirizl,...,n}

i=1

Das Erzeugnis der leeren Menge soll nach Definition der triviale Teilraum von V'
sein, der nur aus dem Nullvektor besteht, also (()) := {0}.

Lemma 3.2.8. Es sei (V,+,-) ein K-Vektorraum und M C V eine beliebige
Teilmenge von V. Dann ist das Erzeugnis (M) von M ein Teilraum von V.

Beweis. Ist M = (), so ist nach Definition 0 € (M). Andernfalls sei v € M; dann
ist 0 =0-v € (M). Es seien nun v, v’ € (M). Dann gilt
v = Zsi-xi mitneN, s;e Kundx; € M firi=1,...,n,
i=1

n/
v = ZSQX; mit ' €N, s; € Kund x; € M firi=1,...,n.
i=1

Folglich gilt fiir t € K

n

t-v+v = Z(t'si)'xi+n252'x§ :
i=1

=1
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Die rechte Seite ist eine Linearkombination endlich vieler Vektoren aus M und
damit in (M) enthalten. Die Behauptung folgt also mit Lemma (3.2.4] O

Bemerkung.

(i) Fir M C V heifit U := (M) auch der von M erzeugte Teilraum von V.
Die Menge M heifit Erzeugendensystem von U. Man iiberzeugt sich leicht
davon, dass U der kleinste Teilraum (beziiglich Mengeninklusion) ist, der M
enthélt.

(i) Ist die Menge M endlich, also M = {vy,...,v,} mit n € N, so sagen wir,
dass U := (M) endlich erzeugt ist. Wir schreiben auch

(MY = ({vi,...,va}) = (Vi,...,Vp)

n
= {Z Si Vi
i=1
Insbesondere schreiben wir fiir v e V

(v) = {s-v|se K} .

siEKfiirizl,...,n}

Beispiele.
(i) Es sei V = R? und M = {(1),(71),((1))}. Dann ist (M) = R?, denn

1 1
ein beliebiger Vektor (z) € R? kann wie folgt als Linearkombination der

Elemente von M geschrieben werden:

() -+ ()0 () -3

Damit ist { (1), (_11 ), ( (1)) } also ein Erzeugendensystem des Vektorraums R?

und R? ist folglich endlich erzeugt.

Bereits die kleinere Menge {(i), ((1))} ist ein Erzeugendensystem von R2
da ein beliebiger Vektor (z) € R? geschrieben werden kann als

() = ()=o)

(ii) Wir betrachten den K-Vektorraum K. Fiir i = 1,...,n sei e; der Vektor,
dessen i-ter Eintrag 1 ist und alle anderen Eintréage 0, d.h.

0

o1 1 falls j =4,
e = | 1|« (e:); =

0 0 sonst.

0
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Der Vektor e; heifit i-ter Einheitsvektor. Dann ist {ei,...,e,} ein Erzeu-
gendensystem von K", also K" = (ey,...,e,), denn
I
= x1-€e1+---+x, €, fir alle z4,...,z, € K.
Tn

Folglich ist der Vektorraum K™ endlich erzeugt.

(iii) Es sei M eine beliebige Menge. In Verallgemeinerung des letzten Beispiels
definieren wir fiir y € M den Finheitsvektor e, € K (M) durch

e, (z) 1 fallsz =y,
x) =
Y 0 sonst.

Dann ist die Menge {e, | y € M} ein Erzeugendensystem von K. Be-
trachte eine beliebige Funktion f € K™ die nur an den Stellen v, . .., y, €
M einen Wert ungleich 0 annimmt. Dann gilt

[ = fy) ey +-+ flyn) ey, .

Wir betrachten Erzeugendensysteme, die eine spezielle Eigenschaft erfiillen
und Basen genannt werden.

Definition 3.2.9 (Basen). Es sei (V,+,) ein K-Vektorraum. Eine Teilmen-
ge M C V heiit Basis von V, wenn sich jedes v € V eindeutig als Linearkombi-
nation von paarweise verschiedenen Vektoren aus M schreiben lidsst. Aulerdem
definieren wir, dass die leere Menge () eine Basis des trivialen K-Vektorraums {0}
ist.

Beispiele.
(i) Essei (V,+,-) ein K-Vektorraum. Die endliche Teilmenge
{Vl,...,Vn} g %

ist Basis von V', wenn vy, ..., v, paarweise verschieden sind und es zu je-
dem u € V genau ein n-Tupel (zy,...,x,) € K" gibt mit

u = xl.vl_i_..._i_:[;n...vn .

(ii) Die Menge der Einheitsvektoren {ey,...,e,} ist eine Basis des K-Vektor-
raums K.
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(iii)

(iv)

(vi)
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Der Nullvektor 0 kann nie Element einer Basis sein, denn
0-0=1-0 =0,
so dass also die Koeffizienten der Darstellung nicht eindeutig sind.

Wie wir weiter oben beobachtet haben, gilt ((}), (_11), (é)) = R2. Die Men-

ge {(1). (7). ((1])} ist jedoch keine Basis von R?, denn

.(f) o () ()
() =)o () =)

Die Menge {(;), (})} ist Basis von R?, denn fiir (z) € R? gilt

() = v () rev-()
() = () ()

fiir a,b € R, so muss = a + b und y = a gelten. Daraus folgt aber a =y
und b = xz — vy, so dass die Koeffizienten also eindeutig sind.

Gilt auch

Der R-Vektorraum R? hat unendlich viele Basen. Man iiberpriift leicht,
dass {e;,c- ey} fiir alle c € R\ {0} eine Basis von R? ist.

3.2.4 Lineare Abhéingigkeit und lineare Unabhingigkeit

Eine Teilmenge von Vektoren eines K-Vektorraums heifit linear abhéngig, falls
der davon erzeugte Teilraum bereits schon von einer kleineren Teilmenge erzeugt
wird. Andernfalls heifit die Teilmenge linear unabhéngig.

Definition 3.2.10 (Lineare Unabhéngigkeit). Es sei (V, +, ) ein K-Vektorraum.
Eine Teilmenge M C V heifit linear unabhdingig, wenn fiir jedes v € M gilt,
dass (M \ {v}) # (M). Die Teilmenge M heifit linear abhingig, wenn M nicht
linear unabhéngig ist, das heif3t

M ist linear abhéngig = dveM: (M\{v}) =(M) .
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Beispiele.
(i) Die leere Menge () ist linear unabhéngig.
(i) Ist 0 € M, so ist M linear abhéngig, da (M \ {0}) = (M).

(iii) Die Menge {(}), (*11), ((1))} ist linear abhiingig, weil (M) = R? aber auch

schon (M \ {(7")}) =R

Lemma 3.2.11. Es sei V' eine K-Vektorraum und M C V. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

(i) M ist linear abhdngig.
(i1) Es gibt ein v € M mit v € (M \ {v}).

Das Lemma sagt also aus, dass es in einer linear abhéngigen Teilmenge M ein
Element gibt, das als Linearkombination der anderen Elemente aus M geschrieben
werden kann.

Beweis. :>: Da M linear abhéngig ist, gibt es nach Definition ein v € M
mit (M \ {v}) =(M). Dav e M, giltve(M)=(M\{v}).
([{i)=(): Es sei v € M mit v € (M \ {v}). Dann ist
v = Zsi-vi mit s; € K und v, € M\ {v} firi=1,...,n. (3.5)
i=1

Es sei nun w € (M), also

w = Zti-wi mitt; € Kundw, e M firte=1,...,m. (3.6)
i=1
Wir miissen zeigen, dass w € (M \ {v}). Ist v # w; fiir alle : = 1,...,m, dann

sind wir fertig. Andernfalls kénnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit
annehmen, dass v = wy. Dann gilt wegen (3.6) und (i3.5))

=2 =1 =2

Damit ist w also Linearkombination endlich vieler Elemente aus M \ {v} und

folglich (M \ {v}) = (M). O
Beispiel. Es sei V = R3 und
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Dann ist M linear abhéngig, da

1 1 0 0

1 e<0,1,0>.

0 0 0 1
Es gilt auch

1 1 0 0

0 e<1,1,0>

0 0 0 1
und

0 1 1 0

—_
m

S
—_
[en}
e}

\/

S
S
(=)
—

Man beachte jedoch, dass

o
— =
O =
i)
\/

) e

o
o
o

In dem folgenden Lemma stellen wir fest, dass eine Teilmenge von Vektoren
genau dann linear abhéngig ist, wenn der Nullvektor als nicht-triviale Linearkom-
bination dieser Vektoren geschrieben werden kann.

Lemma 3.2.12. FEs sei V' eine K-Vektorraum und M C V. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

(i) M ist linear abhdngig.

(i1) Es gibt paarweise verschiedene Vektoren vq,...,v, € M und zugehirige
Skalare s1,...,s, € K, die nicht alle Null sind, mit

S1°Vi+-+s,-vy, = 0.

Beweis. ()==(il): Da M linear abhingig ist, gibt es nach Lemma [3.2.11]ein v; €
M mit vy € (M \ {v1}). Wir unterscheiden zwei Félle. Erster Fall: M\ {v;} = 0.
Da (§) = {0}, gilt dann v; = 0. Wir setzen n := 1, s; := 1, so dass gilt s; - v =
1-0=0.

Zweiter Fall: M \ {v;1} # (. Dann ist nach Voraussetzung

Vi = S2- Vot 8, Vo,
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mit vo,...,v, € M\ {vi} und ss,...,s, € K. Setzen wir s; := —1 # 0, dann
gilt also

S1°vVi+Sy-vo+---4+5,-v, = 0.
:>: Es seien also vy, ...,v, € M paarweise verschieden und s1,...,s, € K

nicht alle Null, mit
S1-Vi+--4+8,- VvV, = 0.

Durch Umnummerieren kénnen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit anneh-
men, dass s; # 0. Dann gilt

Losy) vy € (va,..,vy) © (M\{vi}) .

Nach Lemma [3.2.11]ist M also linear abhéngig. 0

vi = (—s7'-89) Vot (—s]

Als unmittelbare Folgerung aus Lemma [3.2.12] erhalten wir das néchste Ko-
rollar.

Korollar 3.2.13. Es sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

(i) M ist linear unabhdngig.

(i1) Fir beliebige, paarweise verschiedene Vektoren vy, ..., v, € M und beliebige
Skalare sq,...,s, € K gilt:

31'V1+"'+3n'vn:0 £ 31:--«:371:0.
Bemerkung. Aus dem Korollar folgt insbesondere, dass Teilmengen linear un-
abhéngiger Mengen selbst wieder linear unabhéngig sind.

Beispiele.

(i) Essei V =R3 und

1 1 1
M = 11,121],1(3
1 3 5

Um festzstellen, ob M linear abhéngig ist, miissen wir nach Lemma |3.2.12
tiberpriifen, ob es Skalare xq,x9, 23 € R gibt mit (21, xe,23) # (0,0,0), so

dass
1 1 1 0
Iy - 1 + X9 - 2]+ T3 3 = 0
1 3 5 0
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In Matrixschreibweise bedeutet das

1 11 T 0
1 2 3)-(z2|] = |0
1 35 T3 0

Um dieses homogene lineare Gleichungssystem zu losen, wenden wir ele-
mentare Zeilenumformungen auf die erweiterte Matrix an:

A2(—1)

111 111 An(=1) 71 —1
0 Aq3(-1) 0 Aasz(—2) 0 0

123075 (o1 2 o] ™25 0]1 2 0

1350 0240 00 0 0

Daraus lesen wir die folgende Losungsmenge L des homogenen linearen Glei-
chungssystems ab:

T1
L = o | ER3 |2y —235=0A29+223=0
T3
t 1
_ o] |teRr :< _9 >
t 1

Eine Losung (z1, 22, x3) ist also zum Beispiel (1, —2,1). Folglich ist M linear
abhéngig.

Es sei V = R der Vektorraum aller Abbildungen von R nach R. Wir
betrachten die Teilmenge M := {sin,cos} und fragen uns, ob M line-
ar abhéngig oder linear unabhéngig ist. Dazu miissen wir feststellen, ob
es (s1,s2) # (0,0) gibt mit

sp-sin+sg-cos = 0 (= Nullfunktion).
Das heif}t, fiir alle x € R miisste gelten, dass
Sy -sinx +Sg-cosx = 0 .
Setzen wir in diese Gleichung beispielsweise x = 0 ein, so erhalten wir
s51-0+s5,-1 = 0,
also sy = 0. Setzen wir andererseits z = /2 ein, so ergibt sich
$S1-14+585-0 =0,

also s; = 0. Folglich ist M also linear unabhingig.
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3.2.5 Basen

Wir beschiéiftigen uns im Folgenden néher mit Basen von Vektorrdumen. Zunéchst
beweisen wir einige alternative Charakterisierungen von Basen.

Lemma 3.2.14 (Charakterisierung von Basen). Es sei (V, +,-) ein K- Vektorraum
und M C V. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) M ist Basis von V.
(i) M ist linear unabhingiges Erzeugendensystem von V.

(i1i) M ist inklusionsminimales Erzeugendensystem von V', d.h.

(M) =V und (M\A{u}) # V firaleue M.

(iv) M ist eine inklusionsmazimale linear unabhingige Teilmenge von V', d.h. M
ist linear unabhingig aber M U{v} ist fir jedes v.€ V '\ M linear abhdingig.

Beweis. Wir beweisen das Lemma mittels eines Ringschlusses:

:>: Da M Basis ist, ist M nach Definition insbesondere ein Erzeugen-
densystem. Wir miissen nur noch zeigen, dass M linear unabhéngig ist. Dazu
betrachten wir vq,...,v, € M paarweise verschieden und s1,...,s, € K mit

S1 Vit dSVy =0 =0-vi+--40-v, .

Da M eine Basis ist, folgt aus der Eindeutigkeit der Darstellung des Nullvektors O
als Linearkombination paarweise verschiedener Vektoren aus M, dass s; = --- =
sp, = 0. Folglich ist M wegen Korollar linear unabhéngig.

(ii)==(ii]): Da M ein Erzeugendensystem von V ist, gilt (M) = V. Da M
linear unabhéngig ist, gilt nach Definition (M \ {u}) # (M) =V fiir alle u € M.

(iil)=>(iv): Nach Voraussetzung ist (M \{u}) # V = (M) fiir alleu € M, so
dass M nach Definition linear unabhéngig ist. Es bleibt zu zeigen, dass M U {v}
fir alle v.e V '\ M linear abhéngig ist. Wire M U {v} fiir ein v € V' \ M linear
unabhéngig, so folgte daraus nach Definition

(M) = (MU{vh\{v}) # V.

Dies ist aber ein Widerspruch, da nach Voraussetzung (M) = V.

([iv)==(): Wir zeigen zunéchst, dass (M) =V, d.h. jeder Vektor v € V kann
als Linearkombination endlich vieler Vektoren aus M geschrieben werden. Das ist
klar, falls v.€ M. Es sei also im Folgenden v € V'\ M. Dann ist nach Vorausset-
zung MU{v} linear abhéingig. Wegen Lemma[3.2.12|gibt es dann s, s1, ..., s, € K
nicht alle Null und vq,...,v, € M mit

s*v+s,-vi+---+s,-v,, = 0.
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Da M linear unabhéngig ist, muss s # 0 gelten. Dann gilt
v = —(sts)vi——(ss,) v, € (M) .

Es bleibt zu zeigen, dass jeder Vektor v € V' eine eindeutige Darstellung als Li-
nearkombination endlich vieler paarweise verschiedener Vektoren aus M besitzt.
Es sei also

V o= $;V]+ s,V und V = Hiwy + o+ W, (3.7)
mit sq,...,8.,t1,...,t, € K und vq,...,v,,Wy,...,W,, € M. Durch Umbe-
nennen der Vektoren erhélt man {vy,...,v,, wi,...., Wy} = {x1,...,x,} C M,

wobei die x; paarweise verschieden gewéhlt sind. Somit kénnen wir (3.7)) wie folgt
schreiben:

v = sixi+eeFsix,  ound Vo= X e X,
Durch Subtraktion der beiden Ausdriicke erhalt man
0 = (s] —t)xg + -+ (s, —t,)%q -

Da M linear unabhéngig ist gilt also s, = ¢} fiir i = 1,...,¢. Damit sind also die

beiden Darstellungen von v in (3.7)) identisch. O

Schon weiter oben haben wir iiber endlich erzeugte Vektorrdume gesprochen.
Der Vollsténdigkeit halber reichen wir eine formale Definition dieses Begriffs nach.

Definition 3.2.15 (Endlich erzeugte Vektorraume). Es sei V ein K-Vektorraum.
Gibt es eine endliche Teilmenge M C V mit V = (M), so ist V' endlich erzeugt.

Wir haben bislang nur an speziellen Beispielen gesehen, dass Basen von Vek-
torrdumen tatséchlich existieren konnen. Der folgende Satz belegt, dass das kein
Zufall ist.

Satz 3.2.16 (Existenz von Basen). Jeder endlich erzeugte K -Vektorraum besitzt
eine Basis.

Beweis. Es sei V ein K-Vektorraum mit V' = (vy,...,v,). Wir zeigen mittels
Induktion iiber n, dass V' eine Basis besitzt. Induktionsanfang: n = 0 also V =
(@) = {0}. Dann ist @ nach Definition eine Basis von V.

Induktionsschluss: Die Behauptung sei fiir ein beliebiges aber fest gewéhl-
tes n € Ny wahr. Es sei jetzt V = (vy,...,v,41). Ist die Menge {vy,...,v,11}
linear unabhéngig, so bildet sie nach Lemma [3.2.14] eine Basis von V. Andernfalls
gibt eseini € {1,...,n+ 1} mit

V = <V1, Ce ,Vn+1> = <V1, ey, Vi1, Vi, .. ,Vn+1> .

Der Vektorraum V' wird also von n Vektoren erzeugt und besitzt daher nach
Induktionsannahme eine Basis. U
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Man kann sogar zeigen, dass jeder beliebige Vektorraum eine Basis besitzt.
Der Beweis, auf den wir hier nicht ndher eingehen, beruht auf dem Lemma von
Zorn.

Aus dem Beweis von Satz folgt das néchste Korollar.

Korollar 3.2.17. Jedes endliche Erzeugendensystem eines Vektorraums enthdlt
eine Basis.

Wir wenden uns jetzt kurz dem Problem zu, fiir einen endlich erzeugten Vek-
torraum eine Basis algorithmisch zu konstruieren. Der Algorithmus beruht auf
dem folgenden Lemma.

Lemma 3.2.18. Es sei V' ein K-Vektorraum und vy,...,v, € V.
(i) Firi# j und s € K gilt
(Vi ooy Voo, Vi) = Vi, V8V, V)
(i1) Firie{l,...,n} undt e K\ {0} gilt

(Viy ooy Viy ooy Vi) = (Vi e BV o, V)

(113) (Vi,..., V) = (Vi,...,V,,0) .
Bewers. Klar. O

Wir erldutern anhand eines Beispiels, wie man mit Hilfe des Lemmas zu einem
gegebenen endlich erzeugten Vektorraum eine Basis konstruieren kann.

Beispiel. Es sei K = R und

1
V .= < 1 s 3 s 6 > = <V1,V2,V3> .
1 5 11

Wegen Lemma [3.2.18| (i) ist dann

1 0 0
V = <V1,V2—V17V3—V1> = < sz, 5 > = (V/17V/27V§> .
1 4 10

Durch Anwenden von Lemma [3.2.18 , und bekommt man

1 0
Vz(Vi,%vg,vg—%v'z>:< 1],11],(0 >:< 1],[1 >
1 2 0 1 2

Da die letzten beiden Vektoren linear unabhéngig sind, bilden sie also eine Basis
von V.
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Wie man feststellen kann, haben wir in diesem Beispiel im Wesentlichen den
Gauf¥’schen Algorithmus auf die Spalten der durch die erzeugenden Vektoren ge-
bildeten Matrix angewendet. Lemma besagt, dass die dabei verwendeten
elementaren Spaltenumformungen die Eigenschaft erhalten, dass die Spaltenvek-
toren den Vektorraum erzeugen.

3.2.6 Dimension

Ziel dieses Unterabschnitts ist es zu zeigen, dass alle Basen eines Vektorraums die-
selbe Kardinalitédt besitzen, die dann auch Dimension des Vektorraums genannt
wird.

Im letzten Unterabschnitt haben wir gezeigt, dass jedes endliche Erzeugen-
densystem eines Vektorraums V' eine Basis von V' enthélt. Der folgende Satz stellt
die umgekehrte Vorgehensweise zur Konstruktion einer Basis dar.

Satz 3.2.19 (Basisergénzungssatz). Es sei V' ein endlich erzeugter K - Vektorraum
mit endlichem Erzeugendensystem E C 'V, also V = (E). Weiterhin sei M CV
linear unabhingig. Dann gibt es eine Teilmenge E' C E, so dass M U E' eine
Basis von V' ist.

Der Satz sagt also aus, dass man jede linear unabhéngige Teilmenge von V
durch Hinzunahme von geeigneten Vektoren aus einem vorgegebenen Erzeugen-
densystem zu einer Basis von V' ergénzen kann.

Beweis. Essei E' C E inklusionsminimal mit der Eigenschaft, dass (E'UM) =V,
d.h. ((E"\ {v})UM) # V fir alle v € E'. Wir zeigen, dass B := E' U M eine
Basis von V ist. Nach Konstruktion ist B ein Erzeugendensystem von V. Wegen
Lemma miissen wir nur noch zeigen, dass B linear unabhéngig ist. Es
seien uy,...,u, € ' und vy...,v,, € M. Weiter seien sq,...,8,,t1,...,tm € K
mit

Zsi~ui+2tj-vj =0. (38)

i—1 j=1

Wir zeigen zunéchst, dass sy =--- = s, = 0. Ist s; # 0, so ist

m

wo= =) (s s we— Y (st ty) vy € (B {fwhuM) .

ki j=1
Folglich ist V = (E'U M) = ((E" \ {w;}) U M) im Widerspruch zur Minimalitét
von E’. Wir haben also gezeigt, dass s; = --- = s, = 0. Damit folgt aus ({3.8])

itj-vj = 0.
j=1

Da M linear unabhéngig ist, folgt aus Korollar [3.2.13| dass t; = --- = t,, = 0.
Folglich ist also £/ U M linear unabhéngig (wieder wegen Korollar [3.2.13]). U



Kapiel [3 Lineare Algebra M. Skutella 97

Beispiel. Wir betrachten das Erzeugendensystem

= {00)(60) (o) 6 D

des R-Vektorraums R**2. Die Menge

v )0

ist linear unabhingig und die Obermenge

= {00066 )

ist eine Basis von R?*2. Man beachte jedoch, dass

= {16060 6 )

keine Basis von R?*? ist, da diese Menge linear abhingig ist (der erste Vektor ist
die Summe der beiden letzten Vektoren).

Der folgende Satz ist ein wichtiger Meilenstein auf unserem Weg, der uns
schliefflich zu der Einsicht fiihren wird, dass alle Basen eines Vektorraums dieselbe
Kardinalitat haben.

Satz 3.2.20 (Austauschsatz von Steinitz). FEs sei V' ein K-Vektorraum, I eine
beliebige Indexmenge und {vy,...,v,} und {w; | i € I} Basen von V. Dann gibt
es zu jedem i € {1,...,n} ein j; € I, so dass

{Vi, o, Vie1, W, Vi1, .., Vi }
eine Basis von V 1ist.

Beweis. Da die linear unabhingige Menge {vy,...,Vv;_1,Vii1,...,V,} keine in-
klusionsmaximale linear unabhéngige Menge ist, ist sie auch keine Basis, also

nach Lemma
(Vi s Vi1, Vi1, -y V) # VL
Folglich gibt es also ein j; € I mit
wj, & (Viyoo oy, Vie1, Vid1, .-, Vi) (3.9)

Wir zeigen, dass B := {vi,...,V,_1,Uj,,Vit1,...,V,} eine Basis von V ist.
Zunéchst zeigen wir, dass B linear unabhéngig ist. Es seien

81,...,$i_1,t,8i+1,...,Sn e K
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mit
S1Vy+ -+ 8,1V + tuji + Si+1Vit1 + 48, vV, = 0.

Dann ist ¢ = 0 wegen . Da die Menge {vi,...,V;_1,Vii1,...,V,} linear
unabhéngig ist, gilt dann auch sy = -+ = s;.1 = §;4.1 = -+ = s, = 0. Aus
Korollar folgt also, dass B linear unabhingig ist.

Nach Satz kann man B zu einer Basis erginzen, das heiit es gibt £’ C
E = {vy,...,v,}, so dass BU E’ eine Basis von V ist. Ist v; € E’, so ist B U
E' = B und wir sind fertig. Andernfalls ist BU E' = {vy,...,v,, u;,} Basis.
Da {vy,...,v,} Basis und damit inkusionsmaximale linear unabhéngige Teil-
menge ist, gilt u;, € {vy,...,v,}. Folglich ist B = B U £’ Basis. 0

Der folgende Satz enthélt das wichtigste Resultat dieses Unterabschnitts und
fithrt uns schliellich zum Begriff der Dimension.

Satz 3.2.21. Es seiV ein K -Vektorraum und B = {vy,...,v,} eine Basis von V
mit n paarweise verschiedenen Elementen, d.h. |B| = n. Dann gilt:

(1) Ist B' eine beliebige Basis von V', so ist |B'| = n.
(i1) Ist M C 'V linear unabhdngig, so ist |M| < n.
(111) Ist M C 'V linear unabhdngig und |M| = n, so ist M Basis von V.

Definition 3.2.22 (Dimension eines Vektorraums). In der in Satz be-
schriebenen Situation heiffit n die Dimension des Vektorraums V'; wir schrei-
ben dimV = n. Man sagt dann auch, dass V' endlich dimensional ist. Besitzt
ein Vektorraum V keine endliche Basis, so ist seine Dimension unendlich, al-
so dim V' = co. Man sagt dann auch, dass V' unendlich dimensional ist.

Bemerkung. Es folgt aus Korollar [3.2.17] dass jeder endlich erzeugte Vektor-

raum endlich dimensional ist.

Beweis von Satz[3.2.21. Zu ({i)): Es sei B' = {w; | ¢ € I} Basis von V. Wir
beweisen zunéchst mittels vollstdndiger Induktion iiber k, dass es zu jedem 0 <
k < n Indizes j1,...,Jr € I gibt, so dass die Menge

{ij'--7ij,,vk+1,...,vn}

eine Basis von V ist. Induktionsanfang: Fiir k£ = 0 ist die Aussage klar, da die
Menge {v1,...,Vv,} nach Voraussetzung Basis von V ist. Induktionsschluss: Die
Aussage gelte fiir ein beliebiges, fest gewéhltes k. Wir wenden den Austauschsatz
von Steinitz (Satz auf die beiden Basen

{ij"'>ijavk+17~-->vn} und {WZ’ZEI}
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an. Der Austauschsatz besagt, dass es einen Index j,.; € [ gibt, so dass die

Menge {W;,, ..., Wj,,,, Vit2,...,V,} eine Basis von V ist. Damit ist der Induk-
tionsbeweis fertig.
Fiir k£ = n erhalten wir aus der bewiesenen Behauptung also Indizes ji, ..., j, €

I,sodass {wj,,...,w;, } Basis von V ist. Nach Lemma/3.2.14 ist {w,, ..., w;, }
also eine inklusionsmaximale linear unabhéngige Teilmenge von V. Da auch die

Obermenge {w; | ¢ € I} linear unabhéngig ist, folgt also {j1,...,7,} = I und
damit |B'| = n.

Zu (ii): Es sei M C V linear unabhingig. Da man M nach Satz zu
einer Basis ergénzen kann und da jede Basis nach (ij) genau n Elemente enthélt,
folgt also |[M| < n.

Zu : Ist [M| = n und M linear unabhéngig, so ist M selbst eine Basis,
da M nach Satz zu einer n-elementigen Basis erginzt werden kann. [

Beispiele.

(i) Die Dimension des K-Vektorraums K™ ist n, da beispielsweise die Menge
der Einheitsvektoren {ey,...,e,} eine Basis von K™ bildet.

(ii) Die Dimension des K-Vektorraums aller m x n Matrizen K™*" ist m - n.
Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Menge

{Ei;|1<i<mund 1<j<n}

eine Basis von K™*" ist. Dabei bezeichnet FE;; die m x n Matrix, deren
Eintrag in der i-ten Zeile und j-ten Spalte eine Eins ist und die sonst nur
Null-Eintrége hat.

(iii) Es sei K =R und
1 1 1
V::< 1. (3]. (s >
1 5 11

Wie weiter oben schon gezeigt wurde, ist dim V' = 2.

(iv) Es sei M eine beliebige unendliche Menge. Dann ist die Dimension des K-
Vektorraums K ™) unendlich. Wir geben eine Basis von K™) an, die aus
unendlich vielen Elementen besteht. Wie in dem Beispiel vor Definition
betrachten wir fir x € M die Funktion e, € K®) mit

) 1 falls x =y,
e, =
Y 0 sonst.

Dann ist B := {e, | © € M} eine Basis von K™). Wir haben in dem
Beispiel vor Definition schon gezeigt, dass B den Vektorraum K )
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erzeugt. s seien e, , ..., e, € B paarweise verschieden und sq,...,s, € K
mit

Sp €y +-+S,€e,, = 0.
Dann gilt insbesondere fiir i = 1,...,n, dass

i = (s1 €+ +8p-e)(r;) = 0.
Folglich ist B linear unabhéngig.

Die Eigenschaft eines Vektorraums, endlich dimensional zu sein, vererbt sich
an alle seine Teilrdume.

Korollar 3.2.23. Ist V ein endlich dimensionaler K-Vektorraum und U ein

Teilraum von V', dann ist auch U endlich dimensional und es ¢ilt dimU < dim V.
Ist dimU =dimV, soist U =V.

Beweis. Ist dimV = n, so sind je n + 1 Vektoren aus V linear abhéngig. Insbe-
sondere sind je n + 1 Vektoren aus U linear abhéngig, so dass eine Basis von U
hochstens n Vektoren enthélt, d.h. dimU < n.

Ist dimU = n, so besitzt U eine Basis B mit |B| = n. Dann ist B eine
inklusionsmaximale linear unabhéngige Teilmenge von V' und damit Basis von V.
Folglich ist U = V. U

Satz 3.2.24 (Dimensionsformel fiir Untervektorrdume). Es sei V' ein endlich
erzeugter K-Vektorraum und Uy, Uy Teilrdume von V. Dann st

dim U1 + dim U2 = d1m(U1 + UQ) + d1m(U1 N UQ) .

Beweis. Es sei B = {uy,...,uy} eine Basis von U; N U, also insbesondere
dim(U; N Uy) = d. Dann kann man B nach Satz [3.2.19 zu einer Basis von U

beziehungsweise von U, ergénzen. Es seien also
By = {uy,...,u4,vi,..., vy}
eine Basis von U; (also dimU; = d + m) und
By = {uy,...,u4,wWy,...,W,}
eine Basis von Us (also dim Uy = d 4 n). Dann gilt
dimU; +dimU; = dim(U; NUy) + (d+m+n) .
Es bleibt zu zeigen, dass dim(U; + Us) = d + m + n. Wir zeigen, dass

C = {u,...,u4,vi,.. ., Vi, Wy, ..., W} € UyUU; C U+ U,
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eine Basis von Uy 4+ U; mit d + m + n paarweise verschiedenen Vektoren ist. Wir
tiberzeugen uns zunéichst davon, dass C' den Teilraum U; 4 U; erzeugt, also (C) =
Uy + Us. Es sei x € Uy + Us, das heifit x = x; + xo mit x; € U; und xy € Us,.
Dann gibt es sq,...,sq,t1,...,t, € K mit

d m
X1 = E Szuz"_é t]V],
i=1 Jj=1

weil B; eine Basis von U ist. Analog gibt es s},...,s,,7m1,...,7, € K mit
d n
Xy = ZS;'UH‘Z?%’Wk ,
i=1 k=1
weil By eine Basis von U, ist. Dann ist
d m n
X = X +Xo = Z(Si—i‘S;)'ui—i‘ztj'Vj—i‘ZTk'Wk c <C> y
i=1 j=1 k=1

also (C) = Uy + Us.
Es bleibt zu zeigen, dass C' linear unabhéngig ist. Dazu betrachten wir Ska-

lare s1,...,84,t1,...,tm,71,...,7, € K mit
d m n
Zsi-uﬁ— tj'Vj+ZTk'Wk:O.
i=1 j=1 k=1
Dann gilt
d m n
y = Zs,wu,;—l— tj'Vj = —ZTk'Wk € UlmUQ . (310)
i=1 j=1 k=1
~ J/ h/_/
el el

Da B eine Basis des Teilraums U; N U, ist, gibt es eindeutig bestimmte Koeffizi-
enten si,...,s; € K mit

d

y = ) si-u . (3.11)

=1

Aus (3.10) und (3.11)) folgt, dass

d

Zs;~ui+irk'wk = 0.

=1 k=1
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Da By = {uy,...,uq, wy,...,w,} linear unabhéngig ist, folgt s} = --- =5/, =0
und r; = --- =1, = 0. Eingesetzt in (3.10]) ergibt das

d m
ZSZ"UZ'—F tj'Vj:().
j=1

i=1

Da By = {u,...,uy,Vvy,...,v,,} linear unabhéngig ist, folgt schlieBlich s; =
+=384=0und t; = --- = t,, = 0. Folglich sind die Vektoren in C' paarweise
verschieden und linear unabhéngig. OJ

Beispiel. Es sei V' ein dreidimensionaler K-Vektorraum und U; # U, zwei ver-
schiedene Teilrdume von V' mit dim U; = dim Uy = 2. Dann muss dim(U; NUs) =
1 gelten, denn fiir dim(U; + Us) kommt nur 2 oder 3 in Betracht. Ware dim(U; +
Us) =2 =dimU; (i = 1,2), dann wire Uy = Uy + Uy = Uy im Widerspruch zur
Voraussetzung U; # Us.

3.2.7 Eine Anwendung: Endliche Korper

Wir diskutieren in diesem Abschnitt einige interessante Eigenschaften endlicher
Korper, die wir mit Hilfe der Theorie der Vektorrdume herleiten. Dazu benttigen
wir zundchst den folgenden Satz.

Satz 3.2.25. Es sei K ein Korper mit ¢ Elementen und V' ein K-Vektorraum
mit dim'V' = n. Dann ist |V | = ¢".

Beweis. Es sei B = {vy,...,v,} eine Basis von V. Dann lisst sich jeder Vek-
tor u € V eindeutig schreiben als

u = S -vi+---+58,"Vy
mit sq1,...,5, € K. Da es fiir jedes der s;, © = 1,...,n, genau g Moglichkeiten
gibt, existieren insgesamt also genau ¢" solcher n-Tupel (sy, ..., s,). Folglich ist
also |V| = ¢". O

Das folgende Lemma dient als Vorbereitung fiir die Definition der Charakte-
ristik eines Korpers, die wir danach vorstellen.

Lemma 3.2.26. Zu einem endlichen Korper K gibt es eine natirliche Zahlp € N
mit

p-1 = 1+14---+1 = 0.
—_——

p Summanden

Hier bezeichnet 1 das Einselement und 0 das Nullelement aus K.
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Beweis. Da K endlich ist, ist auch die Teilmenge {n-1 | n € N} endlich. Folglich
gibt es natiirliche Zahlen n; < ng mit ny - 1 = ny - 1. Wie man leicht sieht, folgt
daraus aber (ng —ny)-1=0. O

Mit der Charakteristik eines Korpers bezeichnet man jetzt die kleinste Zahl p,
die die Eigenschaft aus dem Lemma besitzt.

Definition 3.2.27 (Charakteristik eines Korpers). Ist K ein beliebiger Korper,
so heif3t die kleinste natiirliche Zahl p mit

p-li=1+14--+1 =0

p Summanden

die Charakteristik von K, in Zeichen char K = p. Gibt es keine solche natiirliche
Zahl p, so ist die Charakteristik von K gleich null.

Beispiele.

(i) charR=0
(ii) charQ =0
(iii) charZy =2

(iv) charZ, =p

Es stellt sich heraus, dass die Charakteristik eines Korpers keine beliebige
natiirliche Zahl sein kann.

Satz 3.2.28. Die Charakteristik eines Korpers K ist null oder eine Primzahl.

Beweis. Es sei K ein Korper mit char K = p # 0. Dann ist p > 1. Wir nehmen
im Widerspruch zur Behauptung an, dass p keine Primzahl ist. Dann gibt es zwei
natiirliche Zahlen 1 < p1,ps < p mit p = p;y - po. Man iiberpriift leicht, dass dann

O = p.l — \1—1—1-'-...+])
pSumEanden
= (Q+14---4+1)-Q+1+---4+1) = (pr-1)-(p2-1) .

p1 Summanden P2 Summanden

Folglich gilt p; - 1 = 0 oder ps - 1 = 0 im Widerspruch zur Minimalitdt von p. [

Damit folgt insbesondere fiir endliche Korper, dass die Charakteristik eine
Primzahl sein muss.

Korollar 3.2.29. Ist K ein endlicher Kérper, so ist char K eine Primzahl.
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Wir mochten im Folgenden herausfinden, welcher Zusammenhang zwischen
der Machtigkeit eines endlichen Korpers und seiner Charakteristik besteht.

Satz 3.2.30. Es sei K ein endlicher Korper mit Charakteristik p. Dann ist K :=
{0,1,1+1,...,(p—1)-1} mit der Einschrinkung der Addition und Multiplikation
von K ewn Kérper, also ein Teilkérper.

Beweis. Nachrechnen. O

Bemerkung. Ist K ein Korper und Ky € K ein Teilkorper, so kann man K
als Ky-Vektorraum auffassen.

Beispiele.

(i) Der Korper der komplexen Zahlen C = {a + bi | a,b € R kann als R-
Vektorraum mit Basis {1,:} aufgefasst werden.

(ii) Die reellen Zahlen R bilden einen Q-Vektorraum.

(iii) Zs ist kein Teilkoérper von Z;, weil die Addition in Zs sich von der Addition
in Z7 unterscheidet.

Mit den gesammelten Einsichten kénnen wir jetzt das folgende wichtige Re-
sultat iiber die Kardinalitdt endlicher Kérper beweisen.

Satz 3.2.31. Ist K ein endlicher Korper mit Charakteristik p, so gibt es ein n €
N mit |K| = p".

Beweis. Nach Satz [3.2.30]ist Ko = {0,1,1 4+ 1,...,(p — 1) - 1} ein Teilkorper

mit |Ky| = p und K kann als (endlich dimensionaler) Kj-Vektorraum betrachtet
werden. Die Behauptung folgt also aus Satz [3.2.25] O

Folglich gibt es beispielsweise keinen Korper mit 6 Elementen. Wir geben noch
den folgenden Satz ohne Beweis an.

Satz 3.2.32. Zu jeder Primzahlpotenz p™ gibt es einen Korper mit p™ Elementen.

Beispiel. Als Beispiel stellen wir einen Kérper mit 4 Elementen vor. Die Menge

W00 600 o)y ==

bildet mit der Matrixaddition und -multiplikation einen Korper mit 4 Elementen.
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3.3 Lineare Abbildungen und Matrizen

Bereits in Kapitel 2| haben wir uns kurz mit Homomorphismen von Gruppen
und Ringen beschéftigt. Homomorphismen sind Abbildungen, die mit den Ver-
kniipfungen der zugrundeliegenden Struktur (also Gruppen oder Ringen) ver-
traglich sind. In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Homomorphismen
auf Vektorrdumen, die auch lineare Abbildungen genannt werden. Wie wir sehen
werden, besteht ein enger Zusammenhang zwischen diesen linearen Abbildungen
und Matrizen beziehungsweise linearen Gleichungssystemen.

3.3.1 Lineare Abbildungen

Im letzten Abschnitt hatten wir den Begriff der Basis eines Vektorraums ausfiihr-
lich diskutiert. Dabei handelt es sich um eine linear unabhéngige Menge von Vek-
toren, die den zugrundeliegenden Vektorraum erzeugen. Geben wir einer solchen
Menge eine Ordnung, so erhalten wir eine sogenannte Basisfolge.

Definition 3.3.1 (Basisfolgen). Essei V ein K-Vektorraum und B = (vy,...,v,) €

V™. Dann heifit B Basisfolge oder geordnete Basis, wenn {vy,...,v,} Basis von V'
ist und die Vektoren vy, ..., v, paarweise verschieden sind (also [{vy,...,v,}| =

Beispiel. In dem R-Vektorraum R? sind B; = (ey, ey, e3) und By = (€3, ey, e3)
zwei unterschiedliche Basisfolgen. Man beachte, dass By # By aber {e1,e,e3} =
{62, e, 63} gllt

Bemerkung. Ist B = (vy,...,v,) € V" eine Basisfolge des Vektorraums V', so

folgt aus der Definition von Basen (Definition [3.2.9)), dass es zu jedem Vektor v €
V eindeutige Koeffizienten (sy,...,s,) € K" gibt mit

V = S1:Vi+--+8S,-Vp .

Ordnen wir dem Vektor v € V diese Koeffizienten zu, so erhalten wir eine Ab-
bildung

cg : V—-K",
S1

V —
Sn

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass fiir alle v,v/ € V und s € K gilt:
cg(v+v') = cp(v)+cep(v)

und

cg(s-v) = s-cp(v) .
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Aufgrund der beiden genannten Eigenschaften der Abbildung ¢ nennt man
sie linear oder Vektorraumhomomorphismus. Wir definieren diese Begriffe nun in
voller Allgemeinheit.

Definition 3.3.2 (Lineare Abbildungen, Vektorraumhomomorphismen). Es sei-
en V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine Abbildung. Dann heifit ¢
linear oder Vektorraumhomomorphismus, falls

e(v+V) = o)+ p(v) fir alle v,v' € V
und

o(s-v) = s-p(v) fir alle s € K und v e V.

Ein Vektorraumhomomorphismus ist also eine Abbildung zwischen zwei K-
Vektorrdumen, die mit der Vektoraddition und mit der skalaren Multiplikation
vertriglich ist. Damit haben wir also die in Kapitel 2] Abschnitt eingefiihrte
Definition von Gruppen- und Ringhomomorphismen in analoger Weise auf K-
Vektorrdume ausgedehnt.

Bemerkung. Sind V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine lineare
Abbildung, so ist ¢(0) = 0. Denn:

¢(0) = ¢(0-0) = 0-9(0) = 0 .

(Diese Tatsache folgt auch schon daraus, dass eine lineare Abbildung ¢ : V —
W nach Definition ein Gruppenhomomorphismus von der Gruppe (V,+) in die
Gruppe (W, +) ist.)

Im Folgenden geben wir eine kompaktere Charakterisierung linearer Abbil-
dungen an, indem wir die beiden in Definition geforderten Eigenschaften zu
einer Eigenschaft zusammenfassen. (Dazu vergleiche man auch Definition [3.2.3]
fiir Teilrdume und die entsprechende Charakterisierung in Lemma .

Korollar 3.3.3 (Charakterisierung linearer Abbildungen). Fs seien V und W
zwet K -Vektorrdume und ¢ : V. — W eine Abbildung. Die Abbildung ¢ ist genau
dann linear, wenn

o(s-v+Vv') = s-p(v)+ pv) fiir alle s € K und v,v' € V.

Den Beweis diese Korollars fiihrt man analog zu dem Beweis des oben erwahn-
ten Lemmas [3.2.41

Beispiele.

(i) Sind V und W zwei K-Vektorrdume, dann ist die Abbildung ¢ : V. — W
mit p(v) := 0 fiir alle v € V linear, also ein Vektorraumhomomorphismus.
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(ii) Essei V der R-Vektorraum aller differenzierbarer Funktionen von R nach R,
also

V = {f:R—R| fist differenzierbar} ,

und [’ bezeichne die Ableitung der Funktion f € V. Dann ist die durch f —
f" definierte Abbildung von V nach R® linear. Dies folgt sofort aus den
bekannten Ableitungsregeln fiir Funktionen.

(iii) Es sei V ein K-Vektorraum und ¢ € K ein Skalar. Dann ist die Abbildung

Yo V=V

VeV
linear. Denn
(s v+V) = c-(s-v+V) = s-(c-v)+c VvV = s-0.(v) + (V)
fiir alle s € K und v,v' € V.
(iv) Essei V=W = K und ¢ : V — W linear. Setzen wir ¢ := (1) € K, so ist
o) = plz-1) = x-p(1) = x-c fiir alle x € K.

Folglich ist ¢ = . (siehe letztes Beispiel) und insbesondere ist die lineare
Abbildung ¢ durch Angabe von ¢(1) eindeutig bestimmt.

Lemma 3.3.4. Es seien U, V und W drei K-Vektorraume. Sind ¢ : U — V
und Y : V. — W lineare Abbildungen, so ist die Hintereinanderausfiihrung

vop : U—W
v = 1(e(v))
ebenfalls eine lineare Abbildunyg.
Beweis. Fir s € K und v,v' € U gilt
(o p)(s v +v) = Ylpls v +)
= Y(s-o(v) +o(v)

= 5 9(e(v)) + ¥ (e(v)
= s5-(Wop)(v) + (Yop)(V) .

Die Behauptung folgt also aus Korollar [3.3.3] O

Der folgende Satz liefert eine Erklarung fiir die in Beispiel gemachte
Beobachtung in einem allgemeinen Kontext.
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Satz 3.3.5. Es seien V und W zwei K-Vektorriume, (vi,...,v,) € V" eine
Basisfolge von V' und (wyq,...,w,) € W™. Dann gibt es genau eine lineare Ab-
bildung ¢ : V. — W mit

o(vi) = w; firi=1,...,n. (3.12)

Der Satz besagt also, dass eine lineare Abbildung durch Angabe der Bildwerte
auf einer Basis des Ursprungsvektorraums V' eindeutig bestimmt ist.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass es hochstens eine lineare Abbildung mit der
geforderten Eigenschaft (3.12)) gibt. Denn zu v € V' gibt es eindeutig bestimmte
Zahlen sq,...,s, € K mit

V = S1Vi+ -+ 8, Vp .

Aus (3.12) folgt dann

p(v) = @(s1- Vit -t sy vn)
= s1-p(vi) + -+ sn - o(Va)

= S Wit Sy Wy

so dass ¢ durch also eindeutig bestimmt ist.

Es bleibt zu zeigen, dass eine lineare Abbildung ¢ mit der geforderten Ei-
genschaft existiert. Dazu definieren wir fiir v € V den Vektor ¢(v) € W
wie folgt. Schreibe v .= s - vy +--- + s, - v,, mit eindeutig bestimmten Skala-
ren si,...,S, € K und setze

gp(v) = 31'W1+"'+8n'wn .

Dann gilt also insbesondere (3.12). Wir miissen noch zeigen, dass die dadurch
definierte Abbildung ¢ : V' — W linear ist. Fiir v/ € V mit v/ = s} -vi+---+5/ v,
und t € K gilt nach Definition

et-v+v) = o((t-si+s) - vit -+ (t-s,+5,) V)

(t-s1+8) Wit + (LS, +5,) Wy
t'<31'W1+"'+Sn'wn)+(3/1'W1+"'+8;'Wn)
= t-p(v) +e(v) .

Folglich ist ¢ linear und der Beweis abgeschlossen. 0

Bemerkung. Satz gilt auch fiir den Fall unendlicher Basen, d.h. falls eine
Basisfolge (v;);e; des Vektorraums V' mit einer beliebigen Indexmenge I und
Vektoren (w;);er in W gegeben sind.
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Beispiel. Wir betrachten den R-Vektorraum R? mit der Basisfolge (e;, e;). Eine
lineare Abbildung ¢ : R? — R? ist dann eindeutig durch die Bilder w; := ¢(e;)
und wy := p(es) gegeben. Fiir einen beliebigen Vektor v = (2;) € R? gilt dann

p(Vv) = s1- W1+ 82w .
W1
€2
W2
51 Wi
...... ; e
e L s1eep
Pl 7’ [N
SO(V) : Vi 1 ‘\'
e \
V4 I kY
. Lo
, . \
g .\
. X s
. 1 \
o vV N
A%
S92 - €9

Das folgende Korollar beleuchtet den engen Zusammenhang zwischen linearen
Abbildungen und Matrizen.

Korollar 3.3.6. Jede lineare Abbildung ¢ : K™ — K™ ist von der Form ¢ = @4
fiir eine Matrix A € K™*™, wobei

YA Kn_>Km7

x—A-x .
Umgekehrt ist jede solche Abbildung pa mit A € K™ " linear.
Beweis. Fir A € K™*™ ist die Abbildung ¢4 mit A € K™*" linear, da
A-(sx+x) =s- (A x)+A-X

fiir alle s € K und x,x’ € K.
Es sei (ey,...,e,) die Standardbasisfolge des Vektorraums K". Fiir eine li-
neare Abbildung ¢ : K™ — K™ setzen wir

ay;
ole;) =: : e K™ firi=1,...,n

Ay
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und
a A1n
A = : : e K™ .
Am1 - Amn
Dann gilt
Qa5
vale;) = A-e = : = o(e;) firi=1,...,n.
Ay

Damit stimmen also die beiden linearen Abbildungen ¢ und ¢4 auf der Basisfol-
ge (e1,...,e,) iiberein. Aus Satz folgt daher ¢ = pa. O

3.3.2 Isomorphismen

In Kapitel [2] Definition haben wir bereits die Begriffe Monomorphismus,
Epimorphismus und Isomorphismus im Zusammenhang mit Gruppen- und Ring-
homomorphismen eingefiihrt. Wir verallgemeinern diese Definition im Folgenden
fiir Vektorraumhomomorphismen.

Definition 3.3.7 (Monomorphismus, Epimorphismus, Isomorphismus).

(i) Ein injektiver Vektorraumhomomorphismus heiit (Vektorraum-) Monomor-
phismus.

(ii) Ein surjektiver Vektorraumhomomorphismus heifit (Vektorraum-) Epimor-
phismus.

(iii) Ein bijektiver Vektorraumhomomorphismus heifit (Vektorraum-) Isomor-
phismus.

Definition 3.3.8 (Isomorphie). Zwei K-Vektorraume V und W heien isomorph
(in Zeichen V = W), falls es einen Vektorraumisomorphismus ¢ : V' — W gibt.

Satz 3.3.9 (Eigenschaften von Isomorphismen). Es seien U, V und W drei K -
Vektorrdume.

(i) Ist o : U — V ein Isomorphismus, so ist auch die Umkehrabbildung =" :
V — U ein Isomorphismus.

(i) Sind ¢ : U — V und i : V. — W Isomorphismen, so ist auch die Hinter-
einanderausfiihrung 1 o @ : U — W ein Isomorphismus.

~

(i1i) Die Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge der K-

Vektorraume.



Kapiel [3; Lineare Algebra M. Skutella 111

Beweis. Um (fl) zu beweisen, geniigt es zu zeigen, dass ¢~ : V — U eine lineare
Abbildung ist. Es seien s € K und v, v’ € V. Da ¢ bijektiv ist, gibt es eindeutige
Vektoren u, u’ € U mit p(u) = v und p(u’) = v'. Da ¢ linear ist, gilt ¢(s-u+u’) =
s+ v+ v'. Damit erhilt man

e s v+V) = s-utu = s (V) +o (V) .

Aussage ist klar, da die Abbildung ¢ o ¢ wegen Lemma aus
Kapitel [1] bijektiv und wegen Lemma linear ist.

Um Aussage zu beweisen, muss man zeigen, dass die Relation refle-
xiv, symmetrisch und transitiv ist. Die Reflexivitéit ist klar, da fiir einen K-
Vektorraum V' die identische Abbildung idy : V' — V ein Isomorphismus ist. Die
Symmetrie folgt aus ([ij) und die Transitivitat aus . O

Satz 3.3.10. Je zwei endlich dimensionale K -Vektorriume derselben Dimensi-
on n sind isomorph.

Beweis. Es sei V' ein beliebiger K-Vektorraum der endlichen Dimension n. Dann
hat V' eine Basisfolge B = (vy,...,v,) und die Abbildung cg : V. — K™ ist
ein Homomorphismus. Da jeder Vektor v € V eine eindeutige Darstellung v =
Yory S - vy mit s1,...,s, € K besitzt, ist ¢ injektiv. Da fiir alle sq,...,s, € K
der Vektor Y ", s; - v; in V liegt, ist cg surjektiv.

Wir haben also gezeigt, dass jeder n-dimensionale K-Vektorraum isomorph
zu K™ ist. Die Behauptung folgt also aus Satz . OJ

3.3.3 Kern und Bild

Analog zu den entsprechenden Definitionen fiir Gruppenhomomorphismen in Ka-
pitel 2] Abschnitt definieren wir Kern und Bild einer linearen Abbildung
zwischen K-Vektorrdumen.

Definition 3.3.11 (Kern und Bild einer linearen Abbildung). Es seien V und W
zwei K-Vektorrdume und ¢ : V' — W eine lineare Abbildung. Dann ist

Kern(p) = {veV]|pv)=0} C V
und
Bild(¢) = {p(v) [veV} = V) € W

Beispiel. Wir betrachten den R-Vektorraum V = W = R? und die lineare
Abbildung ¢ : V — W mit

AR = G2 = () 0)
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Dann ist

Kern(yp) = {(2) € R

und
. a 2 1
Bild(p) = {(b) eR b:—a} — << 1)>
\\ Ve
,\\ //
+"Kern(p)
\o\l‘ ,/
\\‘ ,/
,\\l //
7|
7 ‘,‘
/, l\\
,/ \\
i ", Bild(e)
// \\‘
/, o

Satz 3.3.12. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V. — W eine
lineare Abbildung. Dann gilt:

(1) Kern(yp) ist Teilraum von V und

Kern(p) = {0} <= ¢ injektiv (Monomorphismus).

(11) Bild(p) ist Teilraum von W und
Bild(p) =W <= ¢ surjektiv (Epimorphismus).
Ist V = (vy,...,vy), soist Bild(¢) = (p(v1),...,0(Va)).
(i1i) Ist V' endlich dimensional, so ist

dimV = dimKern(y) + dim Bild(y) .

Beweis. Zu ({i): Da p(0) = 0ist 0 € Kern(y). Esseien s € K und v, w € Kern(y).
Dann gilt

ps-v+w) = s-p(V)+p(w) = s-0+0 =0

und damit s-v+w € Kern(y). Wegen Lemma ist Kern(y) also ein Teilraum
von V.



Kapiel [3; Lineare Algebra M. Skutella 113

Ist ¢ injektiv, so kann aufler dem Nullvektor in V' kein weiteres Element auf
den Nullvektor in W abgebildet werden. Daher ist Kern(yp) = {0}.
Ist umgekehrt Kern(¢) = {0} und v,w € V mit ¢(v) = p(w), so ist
p(v—w) = ¢(v) —p(w) =0

und folglich v — w € Kern(yp) = {0}, also v = w.
Zu (ii): Da ¢(0) = 0 ist 0 € Bild(p). Es seien s € K und v,w € Bild(yp),
also v = (V') und w = o(w’) fiir v/, w' € V. Dann ist

s-v+w = s-p(v)+po(w) = p(s-v +w') € Bild(p) .

Wegen Lemma ist Bild(¢) also ein Teilraum von W. Die in behauptete
Aquivalenz ist klar.
Ist V.= (vi,...,vp),s0ist V={>" s;-v;|s1,...,s, € K} Folglich erhlt

man
= {@(Zslvl) 51,...,Sn€K}
i=1

= {Zsi'SO(Vz‘) 517"'7Sn€K}
i=1

= <§0(V1>7 tr 90<Vn)> :

Zu (iii): Ist dimV = n, so folgt aus Korollar [3.2.23] dim Kern(p) =: d < n,
da Kern(p) ein Teilraum von V ist. Wir betrachten eine Basisfolge (vq,...,vy)
von Kern(y) und ergénzen sie zu einer Basisfolge (v, ..., vg, Vgi1,...,v,) von V.
Es geniigt zu zeigen, dass B := (¢(Vai1),...,9(v,)) eine Basisfolge von Bild(yp)
ist.

Zunéchst iiberzeugt man sich leicht davon, dass B ein (geordnetes) Erzeugen-

densystem von Bild(y) ist, da nach
= <O, oo 0,0(Vagr), . gp(vn)>

= (p(Vap1), - (Vi) -

Bild(¢) = {¢(v) [v eV}

Es bleibt zu zeigen, dass die Vektoren in B paarweise verschieden und linear
unabhéngig sind. Dazu betrachten wir sg.1,...,s, € K mit

0 = Z 5 p(vi) = @(Z Si'vi>

i=d+1 i=d+1
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Dann ist ) si-v; € Kernp = (vy,...,vy), also

n d
E S; *V;, = E tj . Vj
Jj=1

i=d+1

n
1=d+1

mit ¢1,...,tq € K. Setzt man s; := —t; fiir j = 1,...,d, so erhélt man

n
E s;-v; = 0.
i=1

Da jedoch (vy,...,v,) eine Basisfolge von V und damit linear unabhéngig ist,
folgt daraus sgy; = -+ =8, = 0 (und auch s; = --- = s4 = 0). Damit ist der
Beweis fertig. O

Definition 3.3.13. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume und ¢ : V. — W
eine lineare Abbildung. Der Rang von ¢ ist die Dimension von Bild(yp), also

Rang(p) = dimBild(p) .

Korollar 3.3.14. Es seien V und W zwei K -Vektorriume und ¢ : V. — W eine
lineare Abbildung. Ist V' endlich dimensional, so gilt:

(i) ¢ surjektiv <= Rang(y) = dim W;
(i1) ¢ injektiv <= Rang(yp) =dimV;
(117) Ist dim'V = dim W, so gilt: ¢ surjektiv <= ¢ injektiv.

Man vergleiche den letzten Teil des Korollars mit der bekannten Tatsache,
dass eine Abbildung zwischen zwei gleichméchtigen endlichen Mengen genau dann
surjektiv ist, wenn sie injektiv ist.

Beweis. Zu : Es gilt
@ surjektiv. <= Bild(p) =W
<= Rangy = dimBild(p) = dim W .
Zu : Es gilt

¢ injektiv <= Kern(y) = {0}
<= dimKern(y) =0
<= dimV = Rangoy .

Behauptung folgt aus (i) und . 0

Das folgende Beispiel zeigt, dass Korollar|3.3.14 ohne die Voraussetzung,
dass V' endlich dimensional ist, nicht wahr ist.
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Beispiel. Es sei P(R) der R-Vektorraum der reellen Polynomfunktionen, d.h.

PR) := {f:R—>]R

Jag,...,a, eR: f(x) = Zaixi}
i=0

Es sei ¢ : P(R) — P(R) die lineare Abbildung, die eine Funktion auf ihre Ablei-
tung abbildet, also ¢(f) = f’. Dann ist

Kern(yp) = {f|3ceR: f(z)=cVxeR} .

Folglich ist ¢ nicht injektiv. Andererseits ist ¢ jedoch surjektiv, da jede Poly-
nomfunktion f(z) =>"" ,a;x" eine Stammfunktion

n

F(z) = Zi+1m+1
=0

besitzt, fir die F’ = f gilt. Damit ist also ¢(F) = f und ¢ ist surjektiv.

Umgekehrt kann man leicht Beispiele linearer Abbildungen ¢ : V' — V kon-
struieren, so dass ¢ injektiv jedoch nicht surjektiv ist. Wir iiberlassen das dem
Leser als Ubung.

Beispiel. Es sei A eine m x n Matrix iiber dem Korper K, also A € K™*™ und

YA - Kn_)Km7

Xx— A-x .

Dann ist Kern(ps) = {x € K" | A-x = 0} die Losungsmenge des durch die
Matrix A gegebenen homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0. Wie wir
wissen ist dies ein Teilraum des K-Vektorraums K™. Es gilt

dim Kern(p4) = n — Rang(pa) .

Fir b € K™ ist die Losungsmenge {x € K" | A-x = b} des (inhomogenen)
linearen Gleichungssystems A - x = b das Urbild des Vektors b unter der Abbil-
dung @4, also

{xeK"|A-x=b} = o4 '(b) .

3.3.4 Homomorphiesatz

Aus dem letzten Abschnitt wissen wir, dass der Kern einer linearen Abbildung
von einem K-Vektorraum V' in einen K-Vektorraum W, also das Urbild des
Nullvektors aus W, ein Teilraum von V' ist. Wie konnen wir uns das Urbild eines
beliebigen Vektors b € W mit b # 0 vorstellen? Und es stellt sich eine weitere
Frage: Ist jeder Teilraum U von V' der Kern einer linearen Abbildung von V' in
einen K-Vektorraum W7 In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns unter anderem
mit diesen beiden Fragen. Wir beginnen mit einem Beispiel.
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Abbildung 3.1: Die Urbildmenge eines Vektors unter einer linearen Abbildung.

Beispiel. Es sei ¢ : R? — R? definiert durch

()~ G=2)
Bild(p) = <<_11)> und - Kern(p) = <G>>

a

a) € Bild(p) erhélt man als Urbildmenge

() = {E=re) = (e

Siehe auch Abbildung 3.1}

Dann ist

Fiir einen beliebigen Vektor (

Definition 3.3.15. Ist U ein Teilraum des K-Vektorraums V und vy € V, dann
sel

vo+U = {vp+u|lueU} .
Man nennt vy + U auch die Nebenklasse oder Restklasse von vy nach U.

Wir kénnen jetzt die Urbildmengen unter linearen Abbildungen durch Neben-
klassen charakterisieren.

Satz 3.3.16. Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, ¢ : V. — W eine lineare
Abbildung und U := Kern(yp). Weiter seien vo € V und w € W mit p(vy) = w.
Dann ist o= (w) =vo+ U.
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Beweis. Da p(vg) = w, gilt

p(v) = w = p(v) = ¢(vo)
= o(v)—¢(vo) = 0
— p(v—vy =0
< v-—vy € Kern(p)
< v € vo+ Kern(p) .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

Lemma 3.3.17. Die Menge der Nebenklassen eines Teilraums U des K -Vektorraums V'
bilden eine Partition der Menge V.

Beweis. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die durch
Vew &= v-weU

gegebene bindre Relation auf V' reflexiv, symmetrisch und transitiv, also eine
Aquivalenzrelation ist. Die Aquivalenzklasse von v ist die Nebenklasse v + U.
Nach Satz [L.5.5 bilden die Nebenklassen also eine Partition von V. O

Satz 3.3.18 (Restklassenraum, Faktorraum, Quotientenraum). Es sei V' ein K -
Vektorraum und U ein Teilraum von V. Weiter set

VU = {v+U|veV}
die Menge der Nebenklassen nach U. Definiert man fir v,w € V und s € K
v+U)+(w+U) = (v+w)+U
und
s-(v+U) = (s-v)+U ,

so wird V/U ein K-Vektorraum, der Restklassenraum, Quotientenraum oder
Faktorraum von V nach U. Auferdem ist die Abbildungm :V — V/U mit n(v) :=
v + U ein Epimorphismus mit Kern(w) = U.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die durch
v+U)+(w+U) = (v+w)+U
und

s-(v+U) = (s-v)+U
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definierten Abbildungen wohldefiniert sind. Es seien v, v/, w,w’ € V mit v+ U =
v 4+ U und w + U = w' 4+ U. Wir miissen zeigen, dass dann

(v4+w)+U = (vV+w)4+U  und (s-v)+U = (s-V)+U
fiir alle s € K gilt. Nach Voraussetzung gilt v/ — v € U und w' — w € U (siehe
auch Lemma [3.3.17). Folglich ist
V+w)—(v+w) = VvV -v)+ (W —-w) € U
und damit (v +w) + U = (v + w') + U. Weiterhin ist
svi—sv=s-(V-v)eU

und damit (s-v)+U = (s-v)+U.

Es bleibt also zu zeigen, dass V/U mit der so definierten Addition und Ska-
larmultiplikation ein Vektorraum ist. Dazu miissen die Vektorraumaxiome aus
Definition erfiillt sein. Dies rechnet man leicht nach. Beispielsweise ist der
Nullvektor in V/U gegeben durch 0 + U. Wir lassen den Beweis der restlichen
Vektorraumeigenschaften als Ubung.

Es bleibt zu zeigen, dass 7 die behaupteten Eigenschaften besitzt. Zunéchst
einmal ist 7 linear, da fiir v,v' € V und s € K gilt:

w(s-v+v) = (s-v+V)+U
= s (v+U)+ (' +U)
= s-7w(v)+7(v) .

Offensichtlich ist 7 surjektiv und es gilt 7(v) = v+ U = 0 + U genau dann,
wenn v € U. Folglich ist Kern(mw) = U. O

Der folgende Satz stellt das Hauptresultat dieses Abschnitts dar.

Satz 3.3.19 (Homomorphiesatz fiir Vektorraume). FEs seien V und W zwei K -
Vektorrdume und ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Dann ist die Abbildung ® :
V/ Kern(yp) — Bild(yp) mit

P (v + Kern(p)) = ¢(v)
ein Isomorphismus.
Beweis. Die Abbildung ist wohldefiniert, da fiir v,v' € V

v+ Kern(p) = v +Kern(p) <= v —v' € Kern(p)
— p(v-=v) =0
= p(v) = ov) .

Daraus folgt auch sofort, dass ® injektiv und surjektiv, also bijektiv ist. Die
Linearitdt der Abbildung folgt auch direkt aus der Definition. O
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3.3.5 Rang einer Matrix

Nachdem wir im letzten Abschnitt den Rang einer linearen Abbildung definiert
haben, beschéftigen wir uns jetzt mit dem Rang von Matrizen.

Definition 3.3.20 (Rang einer Matrix). Zu einer m x n Matrix A {iber dem
Korper K, also A € K™*" betrachten wir die zugehorige lineare Abbildung

YA - Kn_)Km7

x—A-x .
Dann ist der Rang der Matriz A definiert als
Rang(A) := Rang(pa) = dim(Bild(pa)) .

Definition 3.3.21 (Spaltenraum, Zeilenraum). Es sei A eine m x n Matrix iiber
dem Korper K, also

a1 - Aip
A = : : c Kmxn

Am1 *° Omn

Der Spaltenraum SR(A) ist der Teilvektorraum von K™, der durch die Spalten
von A erzeugt wird, also

a1 Q12 A1n

Am1 Am2 Qmn

Der Zeilenraum ZR(A) ist der Teilvektorraum von K'*", der durch die Zeilen
von A erzeugt wird, also

ZR(A) = <(a11,...,aln),(agl,...,agn),...,(aml,...,amn)> .

In dem folgenden Satz charakterisieren wir den Rang einer Matrix auf ver-
schiedene Weisen. Dabei spielen auch elementare Spaltenumformungen eine Rolle,
die vollig analog zu den in Definition betrachteten elementaren Zeilenumfor-
mungen definiert sind (ersetze in Definition tiberall ,, Zeile* durch ,,Spalte®).

Satz 3.3.22 (Charakterisierung des Rangs einer Matrix). Es sei A eine m x n
Matrix iber dem Korper K. Dann gilt:

(i) Rang(A) = dim(SR(A)) ;

(i) Der Rang von A dndert sich durch elementare Spaltenumformungen nichi.
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(i1i) Der Rang von A dndert sich durch elementare Zeilenumformungen nicht.

Beweis. Zu (f]): Definitionsgemi8 ist der Rang der Matrix A die Dimension des
Bildes der linearen Abbildung ¢4 : K™ — K™. Es sei (eq,...,e,) die Standard-
basisfolge von K". Dann ist

Bild(pa) = (p(e1),...,¢(en))
= (A-e,...,A-e,)

a1 A1n

={| || i |) = sr) .

Behauptung gilt, da sich der Spaltenraum von A wegen Lemma
durch elementare Spaltenumformungen nicht dndert.

Zu ({il): Die Matrix A’ gehe aus A durch elementare Zeilenumformungen her-
vor. Dann gilt wegen Lemma [3.1.2

Kern(ps) = {x€e K"|A-x=0} = {xe K"| A -x=0} = Kern(pa) .
Folglich erh&lt man
Rang(A) = n —dim(Kern(pa)) = n —dim(Kern(pa)) = Rang(4') .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Bemerkung. Man beachte, dass sich durch elementare Zeilenumformungen zwar
der Rang einer Matrix und damit die Dimension des Spaltenraumes nicht &ndert,
der Spaltenraum sich jedoch sehr wohl &ndern kann.

Um den Rang einer Matrix A zu berechnen, kann man also sowohl elementare
Zeilen- als auch Spaltenumformungen anwenden. Wir demonstrieren dies anhand
eines Beispiels.

Beispiel. Wir berechnen den Rang der Matrix

1 23 4 16 15 14 13
2 4 7 8 13 14 5 0 e R3*® |
36 9 12 11 10 4 3

Wir wenden zunéchst elementare Zeilenumformungen an:

123 4 16 15 14 13
Rang [2 4 7 8 13 14 5 0
369 12 11 10 4 3
Ais(~2) 1234 16 15 14 13
MY Rang [ 0011 0 % o+ o+ %
000 0]-37 % = =
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Durch elementare Spaltenumformungen erhélt man schliefSlich

1 00000O0O00O

= Rang {0 0 1 0 0 0 0 O
000O01O0O0®O
100000O0O00O

= Rang|0 1 0 0 0 0 0 O = 3.
001 0O0O0O0®O

Satz 3.3.23. Es sei A eine m x n Matrix iber dem Kérper K. Dann gilt:

(i) Man kann A durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen auf die

Form
1 0 0 0 0
0 .
: 0 0 - 0
0 0 10 0
0 0O 00 0
O --- 0 00 --- 0

mit v Finsen auf der Hauptdiagonalen bringen. Insbesondere erhdlt man

dadurch Rang(A) = r.
(i) Rang(A) = dim(SR(A)) = dim(ZR(A)).

Beweis. Zu (f)): Nach Satz kann man A durch elementare Zeilenumformun-
gen auf Stufenform bringen:

* X X X

o O OO

Durch elementare Spaltenumformungen kann man mit Hilfe der Einsen, die die
Stufen von A’ definieren, die restlichen Eintrdge den entsprechenden Zeilen zu
Nullen machen. Durch Permutation der Spalten erhélt man dann die beschriebene
Form, wobei die Anzahl r der Einsen der Anzahl der Stufen von A’ entspricht.

Zu : Da sich bei elementaren Zeilenumformungen der Zeilenraum einer
Matrix nicht dndert, ist ZR(A) = ZR(A’). In A’ sind die von null verschiedenen
Zeilenvektoren linear unabhéngig. Folglich gilt dim(ZR(A)) = r = dim(SR(A)).
O
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Wir schliefen diesen Abschnitt mit dem folgenden Hauptsatz iiber lineare
Gleichungssysteme ab.

Satz 3.3.24 (Hauptsatz iiber lineare Gleichungssysteme). Es sei A € K™*"
und b € K™.

(i) Die Lisungsmenge
L:={xeK"'|A-x=0}
des homogenen linearen Gleichungssystems A - x = 0 st ein Teilraum
von K™ mit

dim L = n — Rang(A4) .

(ii) Das inhomogene lineare Gleichungssystem A -x = b ist genau dann losbar,

wenn
Rang(A) = Rang([4,0]) ,
wober
a0 a by
[A,b] =
A1 ***  Gmp O

die erweiterte Matriz des linearen Gleichungssystems A -x = b ist.
(111) Ist v.e K" mit A-v = b, so kann die Lisungsmenge
Ly = {xe K"| A-x=Db}
geschrieben werden als
Ly = v+L = {v+weK"|wel} .

Insbesondere ist das inhomogene lineare Gleichungssystem A -x =b genau
dann eindeutig losbar, wenn Rang(A) = n und Ly, # 0 ist.

Beweis. Aussage ({il) folgt aus Satz|3.3.12, denn
dim L = dim(Kern(¢4)) = n —dim(Bild(¢4)) = n — Rang(A) .

Um zu beweisen stellen wir fest, dass das inhomogene lineare Gleichungs-
system A - x = b genau dann eine Losung besitzt, wenn b € Bild(ps) =
SR(A). Letzteres ist genau dann der Fall, wenn SR(A) = SR([A,b]) und da-
mit Rang(A) = Rang([A, b]) gilt.

Zu (iii): Es sei ve K" mit A-v=>b.Ist x€ K" mit A-x =0, so ist

A (v+x) = A-v+A-x =b+0 =0>
und damit v+x € Ly,. Wir haben also gezeigt, dass Ly, O v+ L. Ist umgekehrt y €

Ly, so gilt
A-(y—-v) = A y—A-v=Db-b =0.

Folglich ist y —v =: x € L und damit y = v+x € v+ L. Wir haben also gezeigt,
dass Ly, € v+ L und daher Ly, = v + L . O
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3.3.6 Eine Anwendung: Polynomfunktionen

Satz 3.3.25 (Vandermonde Matrix). Es seien n € Ny und ¢q,...,¢cpy1 € K
paarweise verschieden und

1 C1 012 cee Cln
1 ¢ 2 o "
A = 2 2 2 e KnH)xn+)
1 2 ... n
Ch+1 Cn+1 Cn+1

Dann gilt Rang(A) = n + 1. Die Matriz A heifft auch Vandermonde Matrix.

Beweis. Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n. Die Behauptung ist klar

fiir n = 0 (und auch fiir n = 1). Addiert man fiir i = n,n—1,...,1 das (—c;)-fache
der i-ten Spalte auf die Spalte 7 + 1, so erhélt man:

1 0 0 e 0

1 Cy — C1 022 — C1Co R cy"t — 01027171

Rang(A) = Rang

2 n n—1
L 1= Cup1” — i1 oo Cppl" — CiCpya

Addiert man jetzt das (—1)-fache der ersten Zeile auf alle anderen Zeilen und

multipliziert dann fiir i = 1,...,n+1 die i-te Zeile mit (¢; —c;) ™!, so erhélt man:
10 0 -- 0
0 1 Co cee an_l

Rang(A) = Rang
01 Cnt+1 " Cn+1n
Jetzt folgt die Behauptung offenbar mit Induktion. O

Definition 3.3.26. Es sei K ein Korper. Dann bezeichnen wir mit P(K) den
K-Vektorraum aller Polynomfunktionen von K nach K.

Satz 3.3.27. Es seien ao,...,a, € K nicht alle null und f € P(K) die durch
f(z) == ap+arx+---+a,a”
gegebene Polynomfunktion. Dann besitzt f hdchstens n Nullstellen in K.

Beweis. Wir nehmen an, dass ¢y, ..., c,11 € K paarweise verschiedene Nullstellen
von f sind. Dann ist

1 C1 C1 Cln Qo 0

1 Co (6)) an aq 0

1 ¢ Cng1? - " 0
n+1 n+1 Cn+1 Qp,

und wegen Satz [3.3.25| folgt daraus, dass a9 =--- = a, = 0. ([l
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Satz 3.3.28. Fiir i € Ny sei p; € P(K) die durch p;(z) := x' gegebene Poly-
nomfunktion. Ist n € N und hat K mindestens n + 1 Elemente, dann ist die
Menge {po,p1,--.,Pn} linear unabhingig.

Beweis. Es seien ag,...,a, € K und agpy + a1py + - - - + a,p, = 0 die Nullabbil-

dung. Wie im Beweis zu Satz folgt dann, dass ay = --- = a,, = 0. Folglich
ist die Menge {po, p1,.-.,pn} linear unabhéingig. O

Korollar 3.3.29. Besitzt der Korper K unendlich viele Elemente, so ist (p;)ien,
eine Basisfolge des K-Vektorraums P(K). Insbesondere gilt: Sind f und g Poly-
nomfunktionen mit

n m

f(z) = Zaixi und  g(x) = Zbixi

i=0 1=0
wobei a, # 0 und b,, # 0, so ist genau dann f = g, wenn n = m und a; = b;
firt=0,...,n.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Satz|3.3.28| 0J

Korollar 3.3.30. Ist K ein endlicher Korper mit ¢ Elementen, so ist (po, . .., pg—1)
eine Basisfolge von P(K) und es gilt P(K) = K. Jede Abbildung von K nach K

st also eine Polynomfunktion.

Beweis. Nach Satz [3.3.28] ist (po,...,p,—1) linear unabhingig. Da |K*| = ¢,
folgt aus Satz|3.2.25 dass dim(K*) = ¢. Folglich ist (py, ..., p, 1) eine Basisfolge

von K und damit erst recht auch eine Basisfolge von P(K). O

3.3.7 Matrix einer linearen Abbildung

Eine lineare Abbildung zwischen zwei endlich dimensionalen Vektorrdumen kann
durch Angabe von Basisfolgen der Vektorraume und durch eine Matrix vollstandig
spezifiziert werden.

Definition 3.3.31 (Matrix einer linearen Abbildung). Es seien V und W zwei
K-Vektorrdume und ¢ : V. — W eine lineare Abbildung. Weiter seien B =

(vi,...,Vv,) eine Basisfolge von V und B’ = (wy, ..., w,,) eine Basisfolge von .
Dann ist nach Satz die lineare Abbildung ¢ durch die Angabe von

o(v;)e W firj=1,...,n

vollstdndig bestimmt. Der Vektor ¢(v;) ldsst sich eindeutig in der Basis B’ aus-
driicken:

p(v;) = Zaij'wi firj=1,...,n,
i=1
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wobei a;; € K fir¢ = 1,...,m und j = 1,...,n. Die dadurch definierte Ma-
trix (a;;) € K™ " heiit Matriz von ¢ beziglich der Basen B und B’, in Zeichen

plolsp = (ay) € K™ .

Beispiele.

(i)

Wir betrachten den R-Vektorraum P(R) der Polynomfunktionen von R
nach R und den durch die Funktionen

po(z) == 2° =1,
pi(z) = 2! = 2,
pa(z) = 2°
ps(z) = 2°
aufgespannten Teilraum V' := (pg, p1, p2, p3) der Polynomfunktionen vom

Grad hochstens 3. Wegen Satz [3.3.28|ist B := (po, p1, p2, p3) eine Basisfolge
von V. Wir betrachten die folgende Abbildung ¢ : V — V mit

o(f)(x) = flx+1) fiir alle z € R.
Diese Abbildung ist linear, denn es gilt fiir s € R und f,g € V, dass
pls- f+9)(x) = (s-f+g)(x+1)
s flx+1)4+g(z+1)
= s-o(f)(z) + ¢(g)(x)
fiir alle x € R. Weiter gilt, dass

(Po) = po ,
e(p1) = po+p1,
(p2) = pPo+2-p1+p2,
¢o(ps) = po+3-pr1+3-p2+ps3 .

3S)

S

Daraus erhélt man die Matrix von ¢ beziiglich der Basis B:

1 1 1

Blels =

o O O
— W W

1 2
0 1
0 0

Es sei A € K™ und ¢, : K" — K™ die zugehorige lineare Abbildung
mit p4(x) = A-x. Es selen B = (ey,...,e,) die Standardbasis von K"

und B’ = (€],...,€},) die Standardbasis von K™. Dann ist
alj m
gpA(ej) = A-ej = = Zaij-e; furjzl,,n
i=1

&mj
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Folglich ist also
B/ [QOA]B = A .

Satz 3.3.32. Es seien V und W zwei K-Vektorriume, B = (vy,...,v,) eine
Basisfolge von' V- und B' = (w1, ..., Wy,) eine Basisfolge von W. Fiir eine lineare

Abbildung ¢ : V. — W gilt dann
co(p(v)) = plels-cp(v) fir alle v e V.
Beweis. Nach Definition gilt
plels = (a;) € K™,

wobel ¢(v;) = >0 ajw; fir j=1,...,n.
Es sei nun v € V mit v.= )", s; - v;, also

S1
cp(v) =
Sn
mit $q,...,s, € K. Dann ist
n
p(v) = > s
7=1
n m
= 5j - g aij
j=1 i=1
m n
= D | D)
=1 7j=1
n S1
= (@i, -y aim) - | “Wi .
i=1 S,

Folglich gilt also
e ((v)) = mlels-cn(v)
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Satz 3.3.32 kann man auch wie folgt formulieren.
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Korollar 3.3.33. Es seien V und W zwei K-Vektorriume, B = (vi,...,Vy)
eine Basisfolge von V und B’ = (w1, ..., w,,) eine Basisfolge von W. Fiir eine
lineare Abbildung ¢ : V. — W gilt dann

CproyY = Yaoclp ,
wobei A :=p/ [p]B.

Als weitere Folgerung konnen wir jetzt eine Aussage iiber den Rang einer
linearen Abbildung mit Hilfe der ihr zugeordneten Matrix machen.

Korollar 3.3.34. Es seien V und W zwei K-Vektorriume, B = (vi,...,Vy)
eine Basisfolge von V und B’ = (w1, ..., w,,) eine Basisfolge von W. Fiir eine
lineare Abbildung ¢ : V. — W gilt dann

Rang(p) = Rang(p(¢]s) -

Beweis. Es sei A :=p [p]p € K"™*". Nach Definition gilt Rang(y) = dim Bild(y)
und Rang(A) = dim Bild(p4). Es gentigt daher zu zeigen, dass Bild(y) = Bild(g4).
Dazu betrachten wir den Isomorphismus cg/ : W — K™ und zeigen, dass seine
Einschrankung auf Bild(y) einen Isomorphismus von Bild(y) auf Bild(p,) liefert.
Wir miissen also nur zeigen, dass cp/ (Bild(¢)) = Bild(pa). Zu ,C“: Fiir v e V

gilt wegen Korollar |3.3.33
cp(p(v)) = pales(v)) € Bild(pa) .

Zu ,,0“: Es sei

s sy 1
€ Bild(pa) also : = A
s sh Sn
mit s1,...,s, € K. Definieren wir v := 37, s; - v;, dann gilt
s
: = A-cp(v) = cp(p(v)) € cp(Bild(yp)) .
SI
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Satz 3.3.35. FEs seien U, V und W drei endlich-dimensionale K-Vektorriume
und ¢ : U —V und 1 : V. — W lineare Abbildungen. Ist B Basisfolge von U, B’
Basisfolge von V' und B" Basisfolge von W, so gilt

prlYolp = pr[]p - lolB -
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Dieser Sachverhalt stellt die eigentliche Motivation fiir die Definition der Ma-
trixmultiplikation dar.

Beweis. Es sei B = (uy,...,u,), B = (vi,...,vy) und B" = (wy,...,wy).
Weiter sei p/[plp = A = (a;;) € K™ und pv[¢)]p = C = () € K™, Dann
gilt also

p(u;) = Z%"Vi und Y(vi) = chi'wk :
=1

Damit erhalt man also

(¥ op)(uy) =

i=1 k=1
L m
= Z Clki = Q5 | "Wk
k=1 \i=1
=(C-A)y;

Damit haben wir also gezeigt, dass fiir k =1,...,f/ und 7 = 1,...,m der Eintrag
in der k-ten Zeile und j-ten Spalte der Matrix g« [t)ogp|p mit dem entsprechenden
Eintrag der Matrix gr[¢)]p -5 [p]p libereinstimmt. O

Beispiel. Wir betrachten noch einmal den R-Vektorraum P(R) der Polynom-
funktionen von R nach R und den durch die Funktionen

po(x) == 2° =1,
pi(z) = 2t = 2,
pZ(‘T) = 27 )
p3(z) = 2°
aufgespannten Teilraum V' := (pg, p1, p2, p3) der Polynomfunktionen vom Grad

hochstens 3. Wir haben weiter oben festgestellt, dass B := (po, p1, p2, p3) eine
Basisfolge von V' ist. Wir betrachten wieder die folgende Abbildung ¢ : V — V
mit

o(f)(x) == f(x+1) firalles €R
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und

Blelp =

O O O
OO = =
O =N =
_— W W =

Wir betrachten jetzt die Abbildung ¢? := o : V — V| fiir die gilt:

P (flx) = e(e(N)@) = e(Hlz+1) = flz+2)
fir f € V und z € R. Wegen Satz gilt

1 2 4 8
01 4 12
3[902]3 = B[(P]B2 = 001 6
00 0 1

Dies stimmt mit der Beobachtung {iberein, dass fiir eine Funktion
f(x) == ap+a,-z+ay-2*+az-2°
mit ag, ay,as,as € R gilt:
flx+2) = (ao+ 2ay + 4ay + 8as)
+(ay + 4ag + 12a3) -«
+(ag + 6a3) - 2°
+as -2 .
Als Korollar aus Satz konnen wir jetzt leicht beweisen, dass die Matrix-

multiplikation assoziativ ist. (Wir hatten das bereits im Beweis von Satz [3.1.14
erwihnt, jedoch nicht explizit bewiesen.)

Korollar 3.3.36. Die Matrizmultiplikation ist assoziativ, d.h. fir A € K™*™,
Ce K" und D € KP*? gilt

(A-C)-D = A-(C-D) .
Beweis. Wir betrachten die linearen Abbildungen
pa o K" — K™,
pc @ KP — K" |
vp : K9 — K? .

In Kapitel [T, Lemma haben wir festgestellt, dass die Komposition von Ab-
bildungen assoziativ ist, d.h.

(paowe)owp = wao(pcoywp) .

Ist B; die Standardbasis von K', so gilt g [oals, = A, B,[¢c] B, = C und
B,l¢p]B, = D. Die Behauptung folgt also mit Satz[3.3.35 O
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3.3.8 Basiswechsel

Definition 3.3.37 (Basiswechselmatrix). Es sei V' ein K-Vektorraum mit Ba-
sisfolgen B = (vq,...,v,) und B’ = (v{,...,v)). Dann heifit die Matrix @ :=

? n

plidv]p Basiswechselmatrix.

Lemma 3.3.38. Wir betrachten die Situation aus Definition|3.3.37 Es seiv € V.
mitv=> " sv,undv=">y . sV das heift

=11 "%’
s1 sy
cp(v) = : und  cp(v) = :
Sn, sh

Dann ist cp(v) = Q - cg(v) und insbesondere v; = Y"1 | q;;vi wobei Q = (gij)-

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz [3.3.32] wenn man die spezi-
elle lineare Abbildung ¢ = idy betrachtet. O

Bemerkung. Wegen Satz gilt

plidv]s - Blidv]s = plidv]p = E,
und

Blidv]s - plidv]s = glidv]p = E, ,

wobei F, die n x n Finheitsmatriz ist, also

1 0 0
N

Folglich ist glidy|p = Q! die zu Q := p/[idy|p inverse Matrix.

Definition 3.3.39 (Invertierbar, inverse Matrix). Sind P,Q € K™ mit P -
Q = Q- -P = FE,, sonennt man die Matrizen P und @ invertierbar, requldr
oder nicht singuldr. Die Matrix P heifit dann auch die zu Q inverse Matriz in
Zeichen P = Q1.

Beispiel. Es sei V = R?,

B = (61,00 = (((1)) | (g)) wmd B = (v, v}) = ((;) , (_11))
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Fiir einen Vektor v = (73 ) € V gilt v = z1€1+x9€9, also cp(v) = (73 ). Um cp/ (V)
zu berechnen, bestimmen wir zunichst die Basiswechselmatrix Q) = p/[idy|p. Es
muss gelten

O A A 1

o] — & = vy T vy = qu |, Q1| _4

0\ _ o = o o — A 1

1) = € T deViT@2vVy = qiz], 92 \ _4
Daraus erhélt man sofort q1; = 1/3, g21 = 2/3, q12 = 1/3 und goo = —1/3, also
11
3 3 )
2 _1
3 73
D - G
F) ) = Ut

P = B[idV]B’ = (é _11> — Q—l .

und

Folglich ist

wlv) = Q-eatv) =

Wie man leicht sieht, ist

Satz 3.3.40. Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K - Vektorrdume und o :
V — W eine lineare Abbildung. Weiter seien B und B’ Basisfolgen von V und C
und C" Basisfolgen von W. Dann ist

clelp = olidwle - clels - slidv]s -

Beweis. Die Behauptung des Satzes folgt unmittelbar aus Satz|3.3.35| da ¢[¢]p =
ol [ldw o O idv]B/. O

Beispiel. In Fortsetzung des Beispiels von oben betrachten wir wieder den Vek-
torraum V = R? mit den Basisfolgen

B (o) = (((1)) | (g)) ud B = (v, v)) = ((;) ’ (_11))

Es sei ¢ : V. — V die durch

o T _ —%561 + %ZL’Q
To %1251 + %1’2
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Abbildung 3.2: Geometrische Veranschaulichung der Abbildung ¢.

definierte lineare Abbildung. Dann ist
_1
ple)) = ( 3) = —3je1+3e

und

2
@(62) = (i) = %el—i—%eg .
3

Folglich ist

und

plely = plidvls - slels - slidv]s
2 )G o)
G DE ) -6

Anhand dieser Darstellung siecht man leicht, dass ¢ geometrisch eine Schrégspie-

gelung an der Geraden durch vi = (}) in Richtung v, = () ist. Siehe auch

Abbildung

3.3.9 Algebra der linearen Abbildungen

Definition 3.3.41 (Endomorphismen). Es seien V und W zwei K-Vektorrdume.
Dann bezeichnen wir die Menge der linearen Abbildungen von V' nach W mit

Hom(V,W) = {¢:V — W | ¢ linear} .
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Im Spezialfall V' = W bezeichnen wir eine lineare Abbildung von V nach V' auch
als Endomorphismus und setzen

End(V) := {p:V — V| p linear} .
Satz 3.3.42. Es seien V und W zwei K-Vektorraume.

(1) Die Menge Hom(V, W) bildet einen Teilraum des K - Vektorraums Abb(V, W)
aller Abbildungen von V nach W.

(ii) Ist dim(V') = n und dim(W) = m, so ist Hom(V, W) = K™*™. Insbesondere
ist dim(Hom(V,W)) = m - n.

Beweis. Ad (): Man kann leicht verifizieren, dass Abb(V, W) mit der Addition

(f +9)(v) = f(v)+g(v) fir f,g € Abb(V, W), veV,
und der Skalarmultiplikation

(s-)v) == s-f(v) fir f € Abb(V,W),se K,veV

einen K-Vektorraum bildet. Die Teilmenge der linearen Abbildungen Hom(V, W)
bildet einen Teilraum. Die Nullabbildung v + 0 ist in Hom(V, W) enthalten.
Auflerdem {iberpriift man leicht, dass fir ¢,9 € Hom(V,W) und s € K die
Abbildung s - ¢ + ¢ linear und daher in Hom(V, W) enthalten ist.

Ad (il): Es sei B = (vy,...,Vv,) eine Basisfolge von V und C' = (wy,...,wy,)
einen Basisfolge von W. Wir zeigen, dass fiir ¢, ¢ € Hom(V, W) und s € K

cls-o+9lp = s-clels +cl¥ls -

Dazu sei
clels = (aij) . cldls = (b))  und  cls-o+9]s = (¢) -
Dann ist
i;cijwi = (s-o+9)(v;) = s-9(v;) +1(vy)
=S gt Y bw,
i=1 P
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und folglich ¢;; = s-a;; +b;; fiiralle¢ =1,...,mund j = 1,...,n. Damit haben
wir also gezeigt, dass die Abbildung

pep : Hom(V, W) — K™*"
v clyls

linear ist. Es bleibt zu zeigen, dass o p injektiv und surjektiv ist. Zunéchst iiber-
zeugt man sich leicht davon, dass Kern(ucp) nur aus der Nullabbildung v — 0
besteht. Ist ndmlich ¢[p|p die Nullmatrix, so folgt daraus sofort ¢(v;) = 0 fir
alle j = 1,...,n. Andererseits ist ucp surjektiv, da man zu einer beliebigen
Matrix (a;;) € K™ " eine lineare Abbildung ¢ : V' — W definieren kann durch

p(v;) = Zaijwi firj=1,...,m.
i=1
Dann ist aber ¢[p|p = (aij). Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Satz 3.3.43. Es sei V ein K-Vektorraum.

(i) Die Menge der Endomorphismen End(V') bildet mit der Addition
(e +¥)(v) = @(v) +¢(v) fir o, ¢ € End(V), veV

und der Multiplikation

(po)(v) = ¢(¥(v)) fir o, ¢ € End(V), veV
einen Ring mit Eins.
(i1) Ist dim(V') = n und B eine Basisfolge von V', dann ist

pp : End(V) — K™
¢ — Blels

ein Ring-Isomorphismus, das heifit pup ist bijektiv mat

ps(p +v) = pp(p) +pp() und pp(poy)) = ug(yp) - pp(¥)
fiir p,1 € End(V).

Beweis. Ad ({): Man iiberpriift leicht, dass End(V) mit der angegebenen Ad-
dition eine kommutative Gruppe und mit der angegebenen Multiplikation ein
Monoid bildet. Das Einselement ist die identische Abbildung. Auflerdem gilt das
Distributivgesetz, so dass End(V') also einen Ring mit Eins bildet.
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Ad : Wie im Beweis von Satz |3.3.42| gezeigt wurde ist die Abildung ug
bijektiv und es gilt

pp(e+v) = us(p) +us(y)  fir g, € End(V).

AuBerdem ist nach Satz [3.3.35

ps(povy) = pleodls = Blels-BYs = uslY) us(Y) .

Damit ist der Beweis abgeschlossen. ([l

Definition 3.3.44 (K-Algebra). Es sei K ein Korper. Ein Ring R mit Eins, der
gleichzeitig ein K-Vektorraum ist (mit derselben Addition wie im Ring), so dass
auBerdem noch

s-(a-b) = (s-a)-b = a-(s-b) fir alle s € K, a,b € R (3.13)
gilt, heiflt eine K-Algebra (mit Eins).
Beispiele.

(i) Ist V ein K-Vektorraum, so ist End(V') eine K-Algebra. Wegen Satz |3.3.42

und Satz(3.3.43|miissen wir nur noch zeigen, dass (3.13)) gilt. Es seien also s €
K und ¢, € End(V). Dann gilt fir ve V

(s-(poy))(v) = s-((poy)(v))
= s5-9(¥(v) = ((s-9)oy)(v)
= (8 b(v))
= (po(s-9))(v)

Damit haben wir (3.13)) gezeigt.
(i) K™ ™ ist eine K-Algebra.

(iii) C ist eine R-Algebra.

3.3.10 Die volle lineare Gruppe
Satz 3.3.45 (Volle lineare Gruppe).

(i) Ist V ein K-Vektorraum, so ist
GL(V) = {¢ € End(V) | ¢ ist bijektiv}

zusammen mit der Verknipfung von Abbildungen ,o“ eine Gruppe, die volle
lineare Gruppe. Die Elemente von GL(V') heiffen auch Automorphismen.
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(11) Firn € N ist
GL(n,K) = {A e K™" | A invertierbar} ,
eine Gruppe, die Gruppe der reguldren n x n Matrizen.

Beweis. Ad : Man beachte zunéchst, dass die Verkniipfung von zwei bijektiven
Abbildungen wieder bijektiv ist. Aulerdem ist die Verkniipfung assoziativ, das
neutrale Element ist idy und zu jedem ¢ € GL(V) ist ¢! wegen Satz auch
wieder in GL(V). Teil (i) beweist man analog,. O

Lemma 3.3.46. Ist V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = n und B eine Basisfolge
von V', so ist

pp: GL(V) — GL(n, K)

v — Blels
ein Isomorphismus von Gruppen, das heifst ug ist bijektiv und

pp(po) = us(p) ps()  fir ¢, € GL(V). (3.14)

Beweis. Zunéchst einmal ist p1p wohldefiniert, da glp]p fiir ¢ € GL(V) invertier-
bar ist, denn

slels - sle B = Bleoy s = slidv]s = En
und

sle s Blels = Bl oyls = Blidv]s = E, .

Aus dem Beweis zu Satz [3.3.42 folgt, dass up injektiv ist. AuBerdem ist ugp
surjektiv, da fiir A € GL(n, K) gilt, dass up(¢pa) = A und ¢4 € GL(V), denn

Qa0 pa-1 = pa10py = idy .

Eigenschaft (3.14)) folgt schlieBlich aus Satz [3.3.35 OJ

Korollar 3.3.47. Es sei V' ein K-Vektorraum mit dim(V') = n, ¢ € End(V)
und A € K™". Dann gilt

e GL(V) <= Rang(y) = n
und

AeGL(n,K) <= Rang(A) = n .
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Bemerkung. Ist V' ein K-Vektorraum mit dim(V) > 1, so ist GL(V) nicht
kommutativ.

Beweis. Es sei B = (vy,Vva,...) eine Basisfolge von V. Wir definieren zwei En-
domorphismen ¢, 1 € End(V') durch

v; fiir i # 1, v; fiir @ # 2,
p(vi) = . und  Y(v;) = .
vi+vy fiiri=1, vy +vy fliri=2.

Dann sind ¢ und ¥ sogar Automorphismen, denn man iiberpriift leicht, dass

o l(vy) = {Vz‘ fir i # 1, und ¢ (vi) = {Vi fiir 1 # 2,

Vi — Vo fllI'Zzl, Vi — Vo fiir « = 2.
Wir zeigen noch, dass 1 o ¢ # ¢ o1, denn
(hop)(vi) = d(vi+va) = 2vi+ vy

und

(pod)(vi) = @(vi) = vit+vs .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Wir beschéftigen uns im Folgenden mit der Frage, wie man fiir eine gegebenen
Matrix A € K™*" feststellt, ob die inverse Matrix A~! existiert, und diese gege-
benenfalls berechnet. Wegen Korollar kann man die Frage nach er Existenz
auf eine einfache Rangberechnung zuriickfiihren. Existiert die inverse Matrix A,
so erfiillt die j-te Spalte von A~! die Gleichung

A-x = e firj=1,...,n. (3.15)

Um A~! zu berechnen, muss man also die n in (3.15) gegebenen linearen Glei-
chungssysteme losen. Dies kann man simultan mit dem folgenden Verfahren er-
ledigen.

Bemerkung. Es sei A € GL(n, K). Bringt man die n x 2n Matrix [A, E,,] durch
elementare Zeilenoperationen auf Stufenform, so erhélt man eine n x 2n Ma-
trix der Form [E,, X], wobei X = A~!. Ist A nicht reguliir, so ldsst sich die
Matrix [A, E,] durch elementare Zeilenoperationen nicht in diese Form bringen.

Beispiel. Es sei

c R3><3

I

I
— O
— =
LW = =
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Dann erhalt man:

111100 111 1 00
Ay (—1)
11 010] ="(0o11 0 10
113001 002 —-101
Ms(1/2) _ _
A () 100 1 1 0 Aa(—1) 100 1 1 0
— 10 11 0 1 0 =710 10 1/2 1 -1/2
001 —-1/2 0 1/2 001 —-1/2 0 1/2
Folglich ist
1 -1 0
ATt = /2 1 -1/2
-1/2 0 1/2

Man kann die Beobachtung aus der letzten Bemerkung wie folgt verallgemei-
nern.

Bemerkung. Es seien A € GL(n, K) und C € K™*" gegeben und eine Ma-
trix X € K™ mit A- X = C gesucht, d.h. X = A~!.C. Bringt man die n x 2n
Matrix [A, C| durch elementare Zeilenoperationen auf Stufenform, so erhélt man
eine n x 2n Matrix der Form [E,, X| mit dem gesuchten X € K"™*".

Wir liefern im Folgenden eine Begriindung des in den beiden letzten Bemer-
kungen beschriebenen Verfahrens und gleichzeitig eine neue Interpretation von
elementaren Zeilenoperationen.

Satz 3.3.48. Iste : K™ — K™ ™ eine elementare Zeilenoperation und sind A, B €
K™™ so ist

e(A-B) = ¢(A)-B .
Beweis. Es sei A = (a;;), B= (b;;) und A- B = (¢;;), also

n
Cij = E aikbkj .
k=1

Ist € die Vertauschung der Zeilen ¢ und ¢, also € = V; 4, so ist

(8(AB>)’LJ = Cy = Zagkbkj = (E(A)B)’U .

Auf diese Art zeigt man, dass in diesem Fall (A - B) = ¢(A) - B. Noch einfacher
liegt der Fall, wenn ¢ die Multiplikation einer Zeile mit einer Konstante s ist,
also ¢ = M;(s), denn

n

§:Cyy = Z(S . aik)bkj .

k=1
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Ist schliefllich € = A; 4(s), so gilt
Cij + SCyj = Z k= 1"(aik +s- agk)bkj .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Wir konnen jetzt eine exakte Begriindung fiir die Bemerkung zur Berechnung
der inversen Matrix nachliefern. Sind €y, . . ., &,,, elementare Zeilenoperationen mit

(emo---oe1)(4) = By,
so folgt mit Satz|3.3.48], dass

(emo---o0e)(E,) = (gpo---0e1)(A- A_l)
(Emo---oe)(A)- A7
=FE,-At = A1

Definition 3.3.49 (Elementarmatrizen). Essein € N,4,j € {1,... ,n} miti # j
und s € K\ {0}.

(i) Die Elementarmatriz V;; € GL(n, K) entsteht aus der Einheitsmatrix £,
durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile.

(ii) Die Elementarmatriz M;(s) € GL(n, K) entsteht aus der Einheitsmatrix £,
durch Multiplikation der i-ten Zeile mit s.

(iii) Die Elementarmatriz A;;(s) € GL(n,K) entsteht aus der Einheitsma-
trix F, durch Addition des s-fachen der i-ten Zeile zur j-ten Zeile.

Bemerkung. Eine elementare Zeilenumformung von A € K™ entspricht der
Multiplikation von A von links mit der entsprechenden Elementarmatrix.

Lemma 3.3.50. Die inverse Matrixz einer Elementarmatriz ist selbst eine Ele-
mentarmatriz.

Beweis. Man iiberpriift leicht, dass

Vil = Vi s M) = Mi(sTh) L Agls) T = Agy(—s)
Daraus folgt offenbar die Behauptung. ([l
Satz 3.3.51. Jede Matriz A € GL(n, K) ist ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beweis. Da man A durch elementare Zeilenumformungen in die Einheitsmatrix
umformen kann, gibt es nach der Bemerkung oben Elementarmatrizen Ny, ..., N,,
mit

N, -----N-A = E, .
Folglich ist

A= N"t.o.ooN, T
Wegen Lemma [3.3.50]ist A also ein Produkt von Elementarmatrizen. 0
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3.4 Determinanten

3.4.1 Alternierende Multilinearformen

Definition 3.4.1. Es sei V' ein K-Vektorraum und n > 2. Eine Abbildung

p:Vx...xV — K
—_———

n mal
heilt n-Multilinearform, wenn fir jedes i € {1,...,n}und alle vy, ..., vi_1,Visq,...
die durch
Vv — (Vi ., Vil, V, Vi, ..., V)

gegebene Abbildung von V nach K linear ist, das heifit

gp(vlw'wvifl?S'V7vi+17"'7vn) = S'@(Vlv'"7Vi717V7Vi+17"'7Vn)
und
/
(V1o Ve, VAV Vi, o, V) =
/
O(V1, e s Vi1, Vy Vs, oo Vi) (Ve ooy Vi1,V Vidg, oo, V)

fiir alle v,v' € V und s € K.

Beweis. O

7Vn



Kapitel 4

Analysis

In diesem Kapitel geben wir eine Einfiihrung in die grundlegenden Themen der
Analysis. Wir beginnen mit der Behandlung von Konvergenzbetrachtungen bei
Folgen und Reihen, wenden uns dann stetigen Funktionen zu, um danach die Dif-
ferenzialrechnung zu behandeln. Darauf folgt ein Abschnitt iiber Integralrechnung
und zum Schluss noch eine kurze Einfithrung in Differentialgleichungen.

4.1 Folgen und Reihen

4.1.1 Die Vollstindigkeit der reellen Zahlen

Definition 4.1.1 (Anordnungsaxiome). Ein Koérper K heifit angeordnet, wenn
es in ihm eine Teilmenge P (den Positivbereich) gibt, der die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

(i) K ist disjunkte Vereinigung der Mengen P, {0} und —P:={z € K | —z €
P}.
(ii) Firz,y e Pgilt: t+y€ Pund z -y € P.
Die Elemente aus P heiflen dann positiv und die Elementeaus — P negativ.

Beispiel. Die Korper Q und R sind angeordnet. Der Positivbereich besteht aus
den positiven (rationalen bzw. reellen) Zahlen.

In einem angeordneten Korper kénnen wir die bekannte Ordnungsrelation ,,<*
wie folgt definieren.

Lemma 4.1.2 (Ordnungsrelation <). Es sei K ein angeordneter Kdrper mit
Positivbereich P. Dann wird durch

r<y <= y—xecPU{0}
fiir x,y € K eine totale Ordnung < mit den folgenden Figenschaften definiert.
Fiir w,z,y,z € K gilt:

141
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(1) Ist x <y und w < z, dann gilt * +w < y + 2.

(1)) Istx <yund0<z soistx-z<y-z;
st <yund z<0,s0isty-z2<z-z2.

(111) Falls © <y, dann ist —y < —zx.
(i) Istx 0 und 0 <z <y, soist 0 <yt <~ b

Beweis. Wir zeigen lediglich, dass < die Eigenschaften einer Ordnungsrelation
(siehe Definition in Kapitel [1)) besitzt. Die weiteren Eigenschaften kann
man leicht durch Nachrechnen iiberpriifen.
Reflexivitét: Fiir € K gilt nach Definition x < x, da x — z = 0.
Antisymmetrie: Wir betrachten zwei Elemente z,y € K mit x < y. Ist x # v,
so gilt also y —z € P und daher z —y = —(y — x) € —P, so dass also y £ x.
Transitivitéat: Es seien z,y,2 € K mit ¢ < y und y < z. Dann gilt also y —
x,z—y € P. Folglich ist auch z —x = (z —y) + (y —x) € P und damit < z. [

Wir verwenden neben dem Relationssymbol ,, <* natiirlich auch die bekannten
Symbole ,>“ (z >y & y<uzx), ,<" (zr<y & z<yAzr#y) und >
(x >y & y<uz).

Bemerkung.

(i) Ist K ein angeordneter Kérper und = € K, so ist > > 0. Man sieht dies
leicht mit Hilfe einer Fallunterscheidung: Ist x > 0, so ist die Behauptung
nach Definition klar. Ist x < 0, so ist —z > 0 und daher 2? = (—z) - (—x) =
22> 0.

(i) Damit wissen wir jetzt insbesondere, dass die komplexen Zahlen C keinen
angeordneten Korper bilden, da 1 = 1-1 und —1 = i - ¢ andernfalls beide
positiv, also in P sein miissten. Dies widerspricht aber der Tatsache, dass P
und — P disjunkt sein miissen.

(iii) Wir betrachten einen angeordneten Kérper K und die beiden ausgezeich-
neten Elemente 0,1 € K. Dal=1-1> 0, gilt

Il <141 <14+1+1 < 1414141 < .00 < 14+14---+1.

n-mal

Damit sind diese Zahlen also alle verschieden und wir kénnen sie mit der
Menge der natiirlichen Zahlen N identifizieren. Daraus kann man leicht fol-
gern, dass auch alle ganzen Zahlen Z und sogar alle rationalen Zahlen Q
in K enthalten sein miissen. Folglich ist Q der kleinste angeordnete Korper.
Insbesondere konnen endliche Korper nicht angeordnet sein.
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Wir werden im Folgenden sehen, dass auch die reellen Zahlen R einen ausge-
zeichneten angeordneten Korper darstellen. Dazu benotigen wir das sogenannte
Vollsténdigkeitsaxiom. (Wir erinnern hier an Definition aus Kapitel [1)).

Definition 4.1.3 (Vollstandigkeitsaxiom). Ein angeordneter Korper K heifit
vollstandig, wenn in ihm jede Teilmenge M C K, die eine obere Schranke z € K
besitzt (also y < x fiir alle y € M), auch ein Supremum besitzt.

Wir stellen im Folgenden zunéchst fest, dass der Korper der rationalen Zah-
len Q nicht vollstandig ist. Dazu zeigen wir zunéchst, dass sich Q tatséchlich
von R unterscheidet. Das bedeutet, dass es reelle Zahlen gibt, die nicht als Bruch
zweier ganzer Zahlen, also nicht als rationale Zahl geschrieben werden kénnen.

Lemma 4.1.4. Die Gleichung X* —2 = 0 besitzt in Q keine Liosung, d.h. /2 ist
keine rationale Zahl.

Bewers. Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass (%)2 =2mit p e
Z und q € N. Dann ist folglich

P =29

2 .

In der eindeutigen Primfaktorzerlegung der natiirlichen Zahl p? kommt jeder
Primfaktor mit gerader Héufigkeit vor. In der eindeutigen Primfaktorzerlegung
der Zahl 2 - ¢*> kommt der Primfaktor 2 jedoch ungerade oft vor. Dies ist ein
Widerspruch. 0

Wir wissen jetzt, dass /2 keine rationale Zahl ist. Das bedeutet, dass die
Menge der rationalen Zahlen die reelle Zahlengerade nicht vollsténdig {iberdeckt,
sondern Liicken wie etwa an der Stelle v/2 auftreten kénnen. Andererseits kann
man leicht zeigen, dass die rationalen Zahlen ,,dicht* auf der reellen Achse liegen,
d.h. dass es keine ,,grofleren® Liicken gibt.

Lemma 4.1.5. Sind a,b € R mit a < b, so gibt es eine rationale Zahl § e Q
mit a < § < b.

Beweis. Es sei ¢ := [;2] € Nund p:=[a-¢] + 1 € Z. Dann ist

a- a-q+2 2
Y B q
q q

<—§Q+T:b.
q b—a

Wir kénnen jetzt zeigen, dass Q nicht vollstandig ist.

Satz 4.1.6. Der angeordnete Korper der rationalen Zahlen Q ist nicht vollstindig.
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Beweis. Wir betrachten die Teilmenge M = {z € Q | 2* < 2}. Wiirden wir
die entsprechende Teilmenge von R betrachten, so wiire v/2 sowohl Maximum als
auch Supremum dieser Menge. Da v/2 wegen Lemma m jedoch keine rationale
Zahl ist, besitzt M kein Supremum. Denn angenommen r € Q wéire Supremum
von M. Ist r < /2, dann gibt es nach Lemma ein r' € M mit v’ > r, so
dass  keine obere Schranke ist. Folglich ist r > v/2. Dann gibt es aber wiederum
nach Lemmaein " € Q mit v/2 < 7" < r. Folglich ist 7 eine obere Schranke
und r kann folglich nicht die kleinste obere Schranke sein. O

Im Gegensatz dazu ist der Korper der reellen Zahlen R vollstindig, was eine
ausgezeichnete Eigenschaft von R darstellt. Wir geben den folgenden Satz ohne
Beweis an.

Satz 4.1.7. Der Kérper der reellen Zahlen R ist der einzige vollstindige ange-
ordnete Korper.

4.1.2 Folgen

Definition 4.1.8 (Folgen). Es sei M eine beliebige Menge. Eine Folge in M ist
eine Abbildung ¢ : N — M mit

n—a,=pn)eM firneN
Wir bezeichnen eine solche Folge mit (a,)nen oder einfach nur mit (a,).

Manchmal beginnen Folgen nicht bei n = 1 sondern bei n = 0 oder einer
anderen Zahl n € Z. Dann haben wir also streng genommen eine Abbildung
von {n € Z | n > ng} nach M. Wir schreiben die Folge dann als (a,)nen,
beziehungsweise (an,)n>n,-

Beispiele.

(i) Ist a, = a fiir alle n € N, so sprechen wir von der konstanten Folge (ay,).

(i) Fiir ¢ € Cist (i")pey die Folge: 4, —1, —i, 1,4, —1, —i, 1, ...
(iii) ( Jnen ist die Folge: 1, 3 5’ %’ %7 é’ %7

(iv) ( nen ist die Folge: 1, e 5, %’ %’ %7 %’ 3

(v) Die Folge der Fibonacci-Zahlen (siehe auch Kapitel 2] I Abschnitt [2.1.3)) ist

rekursiv definiert durch ag := 0, a; := 1 und a,, := a,_1 + Gp_o fur n 2 2,
also: 0, 1,1, 2, 3,5, 8 13, 21, 34, 55, 89, 144,. ..

(vi) Wir betrachten die rekursiv definierte Folge (a,,)neny mit a1 := 1 und a,, 41 :=
G+ =~ fiir n € N, also: 1, 1.5, 1.416666 ..., 1.414215..., 1.414213...,
Aufgrund der angegebenen Folgenglieder hegt der Verdacht nahe, dass

sich diese Folge dem Wert V2 annihert.
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Definition 4.1.9 (Konvergenz von Folgen). Es sei (a,)nen eine Folge von kom-
plexen (oder reellen) Zahlen a, € C. Die Folge konvergiert gegen den Grenz-
wert a € C, in Zeichen lim,,_,, a, = a, wenn gilt:

Ve>03dnge NVn>ng: la,—al < €.

Die Folge (a,,) heifit konvergent (man sagt dann auch, dass die Folge konvergiert),
falls es einen Grenzwert gibt, gegen den sie konvergiert. Falls die Folge (a,,) nicht
konvergiert, dann divergiert sie und heifit divergent.

Bemerkung.
(i) Eine Folge, die gegen den Grenzwert 0 konvergiert, heifit auch Nullfolge.

(ii) Eine Folge komplexer Zahlen (a,)nen ist nach Definition genau dann eine
Nullfolge, wenn die relle Folge (|a,|)nen eine Nullfolge ist.

(iii) Eine Folge (a,)nen konvergiert genau dann gegen den Grenzwert a, wenn
die Folge (a, — a)nen eine Nullfolge ist.

(iv) Konvergiert die Folge (a,,) gegen den Grenzwert a = lim,,_,, a,, so schreiben
wir auch

a, — a fir n— oo .

(v) Fiir e > 0 und a € C nennen wir die Menge {z € C | |a — z| < e} C C auch
e-Umgebung von a (analog in R). Konvergiert eine Folge (a,) gegen den
Grenzwert a, so bedeutet das also, dass in jeder e-Umgebung (mit € > 0)
von a fast alle Folgenglieder von (a,) liegen. Dabei bedeutet ,fast alle®
genau gesagt ,,alle aufler endlich vielen“.

Beispiele.

(i) Die Folge (+),en konvergiert gegen den Grenzwert 0, denn: Wihle zu einem
beliebigen ¢ > 0 die Zahl ng = (1-‘, so dass fiir n > nyq gilt:

£

‘ -

a, <

_ano -

<

m =

o =] =
I
[©)

1

(i) Man kann leicht zeigen, dass die Folge (
konvergiert.

7 )nen gegen den Grenzwert 1

(iii) Die komplexe Folge (i"),en divergiert.
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(iv)

(vi)
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Die Folge (37 )nen konvergiert gegen den Grenzwert 0. Mit vollstandiger
Induktion kann man némlich zeigen, dass 2" > n? fiir n > 4. Folglich gilt

— = — fir n > 4.
n

2n
Wiéhlen wir also zu einem beliebigen € > 0 die Zahl ny = max{ Ew ,4}, SO
ist das Konvergenzkriterium erfiillt.

n n 1
<

Fiir a € C betrachten wir die Folge (a"),en. Man kann zeigen, dass (a")
fir |a] > 1 und a # 1 divergent ist. Fiir den Fall a = 1 ist die Folge (a")
konstant und konvergiert folglich gegen 1. Ist |a| < 1, so konvergiert die
Folge (a™) gegen 0.

Wir betrachten noch einmal die rekursiv definierte Folge (a;,)neny mit a; 1= 1

und a,41 = % + = fir n € N. Wie weiter oben vermutet, konvergiert

diese Folge gegen den Grenzwert /2. Man kann mit vollstindiger Induktion
leicht zeigen, dass 1 < a,, < 2 fiir alle n € N. Weiterhin kann man leicht
nachrechnen, dass

1
owsr = V2] = fa— V3] 22 g ).

’VL

Folglich gilt nach Induktion
1
‘an - \/5‘ S 2_n 9

SO dass man zu beliebigem ¢ > 0 die Zahl ny einfach so wihlen kann,
dass 270 < e. Dann gilt

1 1
|an—\/§|§2—n§%<6 fir alle n > ng.

Satz 4.1.10 (Eindeutigkeit des Grenzwerts). Es sei (an)nen €ine konvergente
Folge mit a,, € C. Dann ist der Grenzwert a der Folge eindeutig bestimmd.

Beweis. Im Widerspruch zur Behauptung nehmen wir an, dass die Folge sowohl
gegen a als auch gegen a’ # a konvergiert. Wéhlt man 0 < ¢ < (a — a’)/2, dann
gibt es ein ng € N, so dass

la, —al < e fiir n > ny.

Auflerdem gibt es ein nj € N, so dass

la, —d| < € fiir n > ny,.

Folglich gilt fiir n > max{ng, n{}:

la—d| < |la—ay|+|a,—d| < 26 < la—d'|,

was ein Widerspruch ist. O
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Definition 4.1.11. Es sei (a,)nen eine reelle Zahlenfolge.

(i) Die Folge (a,) geht gegen oo, in Zeichen lim,, ., a, = oo, falls fiir alle r > 0
ein ng € N existiert, so dass a, > r fiir alle n > ny ist.

(ii) Die Folge (a,) geht gegen —oo, in Zeichen lim,,_, a, = —o0, falls fiir alle r <
0 ein ng € N existiert, so dass a,, < r fiir alle n > ny ist.

(iii) Die Folge (a,) heiBt nach oben (unten) beschrinkt, falls die Menge {a,, |
n € N} eine obere (untere) Schranke in R besitzt. Die Folge (a,) heifit
beschrinkt, falls sie nach oben und nach unten beschrankt ist.

(iv) Die Folge (ay,) heiBBt monoton wachsend (monoton fallend), wenn fiir alle n €
N gilt, dass a,+1 > ap (ans1 < ay). Ist zusétzlich a,41 # a,, fiir alle n € N,
so nennen wir die Folge streng monoton wachsend (fallend). Eine Folge heifit
(streng) monoton, wenn sie (streng) monoton wachsend oder fallend ist.

Lemma 4.1.12. Jede konvergente Folge reeller Zahlen ist beschrdinkt.

Beweis. Es sei (a,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit Grenzwert a.
Dann gibt es ein ng € N, so dass a,, < a + 1 fiir alle n > ny. Dann ist (a,) nach
oben beschriankt durch max{a + 1,a,as,...,a,,_1}. Analog kann man zeigen,
dass (a,) nach unten beschriankt ist. O

Umgekehrt ist jede beschrinkte reelle Zahlenfolge konvergent, falls sie mono-
ton ist.

Lemma 4.1.13. Es sei (ap)nen €ine nach oben (unten) beschrinkte, monoton
wachsende (fallende) Folge reeller Zahlen. Dann ist (a,) konvergent mit Grenz-
wert sup{a,, | n € N} (inf{a, | n € N} ).

Beweis. Wir zeigen, dass die monoton wachsende Folge (a,) gegen a := sup{a, |
n € N} konvergiert. Es sei ¢ > 0 beliebig. Da a Supremum der Menge {a,, | n € N}
ist, gibt es ein ny € N mit a,, > a — €. Da (a,) monoton wachsend ist gilt dann

la, —a| = a—a, < € fiir alle n > ny.

Folglich konvergiert (a,) gegen a. Die geklammerte Version des Lemmas beweist
man analog. 0

Bemerkung. Man beachte, dass die Monotonie der Folge in Lemma4.1.13|essen-
ziell ist. Denn die Folge ((—1)”)n€N ist zwar beschrénkt jedoch nicht konvergent.

Satz 4.1.14 (Vergleichskriterium). Es seien (a,), (b,) und (c,) reelle Zahlenfol-
gen mit a, < b, < ¢, fir allen € N.

(1) Ist b € R mit lim,, . a, = lim, o ¢, = b, so ist lim,, o b, = b.
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(11) Ist lim, o a, = 00, so ist auch lim,_, b, = 00.
(111) Ist lim, . ¢, = —00, so ist auch lim,_, b, = —o0.

Beweis. Wir beweisen beispielhaft Teil . Die Beweise der restlichen Aussagen
funktionieren dhnlich. Es sei € > 0; dann gibt es ng, ny € N mit

la, —b] < ¢ fiir alle n > ng
und
le, —b| < e fiir alle n > ny.
Folglich gilt
b—e<a, <b, <e¢, <b+e fiir alle n > max{ng, ny}.

Damit konvergiert (b,) gegen den Grenzwert b. O

Beispiel. Wir betrachten die Folge (#)%N. Da 0 < % < % fir alle n € N,

konvergiert (i) wie die konstante Folge (0),en und die Folge (l

= n)neN gegen 0.

Korollar 4.1.15. Es seien (a,) und (b,) reelle Zahlenfolgen. Ist (a,) eine Null-
folge und (b,) beschrinkt, so ist die Folge (a, - b,)nen eine Nullfolge.

Beweis. Da (b,) beschrankt ist, gibt es ein B > 0 mit |b,| < B fiir alle n €
N. Folglich gilt 0 < |a, - b,] < B - |a,| fir alle n € N. Da sowohl (0),en als
auch (B |a,|)nen gegen 0 konvergieren, ist (ay, - b,) nach Satz also eine
Nullfolge. 0

Lemma 4.1.16. Es seien (a,) und (b,) reelle Zahlenfolgen mit a, < b, fir
alle n € N. Sind (a,,) und (b,) konvergent, so gilt lim,, . a, < lim, . by,.

Beweis. Es sei a := lim,,_,o, a, und b := lim,, ., b,,. Im Widerspruch zur Behaup-
tung nehmen wir an, dass b < a. Es sei € := (a — b)/2. Dann gibt es ein ng € N
mit a,, > a — ¢ fiir alle n > ny und ein nj € N mit b, < b+ ¢ fiir alle n > ny,.
Folglich gilt fiir n > max{ng, ny}, dass

b, < b+ = a—¢ < a, .
Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung. U

Bemerkung. Sind (a,) und (b,) reelle, konvergente Zahlenfolgen mit a,, < b, fiir
alle n € N, so folgt daraus nicht notwendig, dass lim,, ., a,, < lim,, o b,. Zum

Beispiel sind (n%l)neN und (%)neN zwei Nullfolgen mit HLH < % fiir alle n € N.

Satz 4.1.17. Es seien (ap)nen und (by)nen konvergente komplexe Zahlenfol-
gen, a = lim, .. a, und b :=lim,_. b,. Dann gilt:
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(i) Die Folge (a, £ b,) ist konvergent mit lim,, . (a, £ b,) = a £ b.
(i1) Die Folge (ay, - by,) ist konvergent mit lim,, .. (a, - b,) = a - b.
(111) Ist c € C, so ist die Folge (c- ay) konvergent mit lim,_..(c-a,) = c- a.

(iv) Ist b # 0, so gibt es ein ng € N, so dass b, # 0 fir alle n > nyg.
1

Dann sind auch die Folgen (i) und ( ) konvergent mit hmnﬂoo(i) =

und limn_,oo(‘;—:) = 7.

(v) Die Folge (|ay|)nen ist konvergent mit lim,, . |a,| = |al.

(vi) Die komplexe Folge (ap)nen ist genau dann konvergent, wenn die beiden
reellen Zahlenfolgen (Re(an))neN und (Im(an))neN konvergieren. In diesem
Fall gilt lim,,_, a, = lim,,_ Re(a,) + i - lim,, o Im(a,).

Beweis. Wir beweisen beispielhaft den ersten Teil des Satzes. Es sei € > 0 beliebig
gewdhlt. Dann gibt es zu €’ := ¢/2 > 0 Zahlen ng, n;, € N mit

la, —a| < & fir alle n > ng
und
b, —b] < € fiir alle n > ny,.
Folglich gilt fiir alle n > max{ng, n{}:
[(an £by) = (@ b)| = |(an —a) £ (b, — b)|
< lan —a| + |bp — 0|
< e+ =¢.
Die weiteren Teile des Satzes beweist man dhnlich. [l

Beispiel. Wir betrachten die Folge (%)%N. Da

5n? —2n+1 5—2+1

3n2 + 88n + 1001 3+88+1001 '

liefert Satz [AL.1.17
y 5n? —2n+1 lim,, o (5) — hmnﬂoo( )+ hmnﬂoo(ng)
im =
n—oo 3n? 4 88n + 1001 limy, o0 (3) + limy oo (22) 4 limy, o0 (123%)

5lim, (1) — 2 hmn_,oo( )+ limy, oo ( 12)
3lim, (1) + 88 hmnHoo( ) + 1001 hm,Hoo(lg)

5—2-040
3+88-0+1001-0

5

3
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Wir geben schliellich ohne Beweis ein beriihmtes Konvergenzkriterium von
Cauchy an.

Satz 4.1.18 (Konvergenzkriterium von Cauchy). Fine Folge komplexer Zah-
len (an)nen ist genau dann konvergent, wenn

Ve >03ng e NVp,g>ng: lap—a, < ¢ .

Definition 4.1.19 (Teilfolgen, Haufungswerte). Es sei (a,)nen eine Folge kom-
plexer Zahlen.

(i) Ist (my)nen eine streng monoton wachsende Folge natiirlicher Zahlen, so
heifit die Folge (am,, Jnen Teilfolge von (ay,).

(ii) Eine Zahl a € C heifit Haufungswert von (a,), falls es eine Teilfolge von (a,,)
gibt, die gegen a konvergiert.

Beispiele.

(i) Jede Folge ist Teilfolge von sich selbst. Insbesondere ist der Grenzwert einer
konvergenten Folge auch Haufungswert der Folge.

(ii) Die Folge komplexer Zahlen (i"),cn besitzt unter anderem die vier Teilfol-
gen (1) e, (17772)en, (1473),en und (#477),cn, die alle vier konstant
sind und insbesondere gegen die Grenzwerte ¢, —1, —¢ und 1 konvergieren.
Diese vier Zahlen sind also Haufungswerte der Folge (i"),en.

Wir stellen zum Schluss dieses Abschnitts iiber Folgen einen berithmten Satz
vor (ohne Beweis).

Satz 4.1.20 (Satz von Bolzano & Weierstral). Jede beschrinkte Folge besitzt
eine konvergente Teilfolge. Insbesondere besitzt also jede beschrinkte Folge einen
Hiufungswert.

4.1.3 Reihen

Reihen sind spezielle Folgen, die durch Aufsummieren von Folgen entstehen.

Definition 4.1.21 (Reihen). Es sei (ay)ren eine Folge komplexer Zahlen. Dann
bezeichnet die Reihe Yy, | a5, die Folge

(Sn)nen = (Z%) .

Konvergiert diese Folge (s,,) gegen den Grenzwert a, so konvergiert die Reihe und
der Grenzwert a wird mit » -, ax bezeichnet. Divergiert die Folge (s,,), so sagt
man auch, dass die Reihe divergiert. Das n-te Folgenglied s, = >} _, aj, wird n-
te Partialsumme genannt und die Folge (s,) wird auch Folge der Partialsummen
genannt.
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Bemerkung.

(i) Man beachte, dass mit Y.~ a; zunichst keine (komplexe) Zahl identifi-
ziert wird, sondern lediglich die spezielle Zahlenfolge (s,). Nur wenn diese
Zahlenfolge konvergiert, bezeichnet » ;- | a; gleichzeitig den Grenzwert.

(ii) Ahnlich wie bei Folgen miissen auch Reihen nicht mit dem Index k = 1
beginnen. Jede andere ganze Zahl ny € Z ist hier denkbar. Wir schreiben
dann ), ay. Fiir ng,ny € Z ist die Reihe ) ;- ax genau dann konver-
gent, wenn die Reihe ), ax konvergiert.

(iii) Jede Folge (s,)nen kann als Reihe geschrieben werden. Man setzt einfach
ay := sy und agyq = Sky1 — S fir £ € N. Dann ist

Sy, = Zak fir alle n € N.
k=1

Beispiele.

(i) Die ,harmonische Reihe“ > 77, % ist nicht konvergent. Wir zeigen, dass die
zugehorige Folge der Partialsummen gegen undendlich geht. Dazu betrach-
ten wir fiir m € N die Partialsumme Y2 =. Es gilt

2m 1 m 2P 1
IDFEREDY %
k=1 p=1 k=2r—141
m 2P 1
> 1+ »
p=1 k=2r—-141

I

—
+
(]
N —

| 3
I

Folglich gibt es zu jedem r > 0 ein ng € N (wihle ndmlich ng := 2™
mit 1+ 2 > ), so dass Y_,_, 1 > r fiir alle n > n,.

(ii) Die Reihe Y 77, 7 ist konvergent. Da die Folge der Partialsummen mono-
ton steigend ist, geniigt es nach Lemma [4.1.13| zu zeigen, dass diese Folge
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beschrinkt ist. Fiir alle n € N gilt:

1 1

2

Man kann zeigen, dass der Grenzwert der Folge gleich -, kiz = % ist.

(iii) Fiir ¢ € C mit [g| < 1ist die Reihe 37,7 ¢* konvergent mit 377 ¢" = ..

Denn wir haben in Kapitel |2 Lemma gezeigt (beachte, dass der dort
gefiihrte Beweis auch fiir komplexe Zahlen ¢ funktioniert), dass fiir die n-te
Partialsumme gilt:

n 1 _»qn+1
k
Sn: = -
S

Wie wir weiter oben festgestellt haben, ist lim,, .., ¢" = 0. Folglich gilt

- k . 1__Q'1hnn—moqn 1
ji:(z = lim s, = 1 = 1 .
=0 n—o0 — q — q

Der folgende Satz ist eine direkte Ubertragung von Satz [4.1.18| fiir Reihen.

Satz 4.1.22 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen). Es sei (a,,)nen eine Folge komplexer
Zahlen. Die Reihe Y .- | ax konvergiert genau dann, wenn

p
D
k=n

Ve>0dng e NVp>n>ng: < €.

Beispiele.

(i) Mit Hilfe von Satz [4.1.22 kénnen wir jetzt noch einmal sehr einfach zeigen,
dass die harmonische Reihe /7, % divergent ist. Denn fiir alle n € N gilt

2n 1 2n 1 1
>1x Lot
k 2n 2
k=n-+1 k=n-+1

Folglich kann es fiir ¢ = % das in Satz [4.1.22| geforderte ng € N nicht geben.
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(ii) Genauso kann man mit Hilfe von Satz[4.1.22|zeigen, dass die Reihen >_,° , i*
und >°.7 (—1)F nicht konvergieren.

Mit Satz erhélt man sofort das folgende notwendige Kriterium fiir die
Konvergenz einer Reihe.

Lemma 4.1.23. Es sei (a,)nen €ine Folge komplexer Zahlen. Konvergiert die
Reihe Y12 | ag, so ist die Folge (ay,) eine Nullfolge.

Beweis. Konvergiert die Reihe Y- | ax, so ist das Cauchy-Kriterium aus Satz[4.1.22
erfiillt. Zu einem beliebigen £ > 0 gibt es also ein ny € N, so dass fiir alle n > ng
gilt (setze p :=n):

n

D

k=n

|Cln—0|:|(1,n|: < €.

Folglich ist (a,) eine Nullfolge. O

Bemerkung. Die Bedingung, dass (a,) eine Nullfolge sein muss ist notwendig,
jedoch nicht hinreichend fiir die Konvergenz der Reihe ),~, aj. Denn die har-

monische Reihe Y7, % ist divergent, obwohl (%)neN eine Nullfolge ist.

Aus unserem Wissen iiber die Konvergenz von Folgen aus Lemma
konnen wir sofort das folgende Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe mit
nicht-negativen Summanden ableiten.

Korollar 4.1.24. Ist (a,)nen eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen, dann kon-
vergiert die zugehirige Reihe Y -, a genau dann, wenn die Folge der Partial-
summen nach oben beschrdnkt ist.

Definition 4.1.25 (Absolute Konvergenz). Es sei (a,)nen eine Folge komplexer
Zahlen. Die zugehorige Reihe Y. ax heifit absolut konvergent, falls die Rei-
he Y77, |ax| konvergiert.

Satz 4.1.26. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beweis. Da wegen der Dreiecksungleichung fiir alle p > n gilt, dass

p p
doar| < D lal
k=n k=n

folgt die Behauptung unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium in Satz 0

Das folgende Majorantenkriterium ist niitzlich, da man damit die (absolute)
Konvergenz einer Reihe auf die Konvergenz einer anderen (einfacheren) Reihe
zuriickfiithren kann.
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Satz 4.1.27 (Majoranten- und Minorantenkriterium). FEs seien (a,)nen und (by)nen
Folgen komplexer Zahlen.

(i) Ist > o | by absolut konvergent und gibt es eine reelle Zahl ¢ > 0 mit |a,| <
¢ |by| fir alle n € N, dann ist auch >}, ai, absolut konvergent.

(ii) Ist > 7~ by nicht absolut konvergent und gibt es eine reelle Zahl ¢ > 0
mit |a,| > ¢ |b,| fir alle n € N, dann ist auch Y -, ax nicht absolut
konvergent.

Beweis. Zu : Wegen Korollar geniigt es zu zeigen, dass die Folge der
Partialsummen der Reihe ) -, |ax| beschrénkt ist. Da Y - |by| konvergiert,
ist die Folge der Partialsummen dieser Reihe nach Lemma durch eine
Zahl B > 0 beschrénkt. Folglich gilt fiir alle n € N:

n n n

Dk < Y el = ¢ > |kl < ¢ B .
k=1 k=1 k=1
Teil beweist man analog. 0

Beispiele.
(i) Die Reihe Y72 | £ ist absolut konvergent. Es gilt

Ko 1.2:3k 2
L L - )
W kkkk S ko 0P=

Folglich ist die Reihe > 7~ | 13—2 eine absolut konvergente Majorante.

ii) Ist 0 < p < 1, so divergiert die Reihe Y750 L da Y52 1 eine divergente
g k=1 kP k=1 % g
Minorante ist.

Das folgende Quotientenkriterium erhélt man durch Anwendung des Majo-
rantenkriteriums mit einer geometrischen Reihe als Vergleichsreihe.

Satz 4.1.28 (Quotientenkriterium). Es sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen.

(i) Gibt es ein q < 1, so dass |aps1| < q - |a,| fir alle n € N, dann ist die
Reihe Y12 | ag absolut konvergent.

(ii) Gilt |an| > 0 und |an41| > |an| fir alle n € N, dann ist die Reihe y p- | ax
nicht absolut konvergent.

Beweis. Zu : Mit vollstéandiger Induktion kann man leicht zeigen, dass

lan| < ¢ ad| fiir alle n € N.
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Folglich gilt fiir die n-te Partialsumme

n n - 1_qn |Cl1
S ol < Jal- 3@ = ol Zq ] 22 <l
k=1 k=1

q

i

Die Folge der Partialsummen ist also beschrénkt, so dass die Reihe nach Korol-

lar absolut konvergiert.
Zu ({i): Mit vollsténdiger Induktion folgt, dass |a,| > |ai| > 0 fiir alle n € N.

Nach dem Minorantenkriterium aus Satz ist die Reihe > .7, aj also
nicht absolut konvergent. 0

Beispiele.

(i) Fir z € C ist die Reihe Y -, 2—17 absolut konvergent. Dies folgt aus dem

Quotientenkriterium in Satz [4.1.28] da

|n+1

A el e
(n+1)! n+1 nl

Folglich ist die Bedingung aus dem Quotientenkriterium fiir alle n > |z
erfiillt. Da die ersten n Summanden keinen Einfluss auf die Konvergenz der
Reihe haben, ist die Behauptung damit gezeigt.

(ii) Obwohl die Reihe Y 77 | 75 absolut konvergent ist (siehe oben), kann man

das nicht einfach mit dem Quotientenkriterium beweisen. Es gilt zwar

1

2
(n+1)2 n
= < 1,
L <n+1>

n

doch es gibt kein ¢ < 1, so dass der Quotient fiir alle n € N durch ¢ nach
oben beschrankt ist.

Ahnlich wie das Quotientenkriterium erhélt man auch das folgende Wurzel-
kriterium.

Satz 4.1.29 (Wurzelkriterium). Es sei (a,)nen eine Folge komplexer Zahlen.

(i) Gibt es ein ¢ < 1, so dass {/|a,| < q fir alle n € N, dann ist die Rei-
he 322, ai, absolut konvergent.

(ii) Gilt {/|a,| > 1 fir alle n € N, dann ist die Reihe - | ay nicht absolut

konvergent.

Beweis. Behauptung . folgt aus dem Majorantenkriterium in Satz [4.1.27] m .
da "7, ¢* absolut konvergent ist. Behauptung (ii) folgt aus dem Minoranten-
kriterium in Satz m 4.1.27) (i), da >"p2, 1* divergent 1st 0
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Beispiel. Es sei (a,)nen die durch

27" falls n gerade,
a, =
37" falls n ungerade,

definierte Folge. Dann ist die Reihe >~/ aj nach dem Wurzelkriterium absolut
konvergent. Es gilt ndmlich

V/Ap = {

Folglich ist {/a, < % < 1 fiir alle n € N.

Bemerkung. Satz 4.1.28 und Satz [4.1.29| gelten auch noch, wenn man ,fiir al-
le n € N durch ,fiir fast alle n € N ersetzt (mit der Bedeutung: , fiir alle aufler

endlich vielen n € N¥).

falls n gerade,

Wl M=

falls n ungerade.

Definition 4.1.30 (Alternierende Reihen). Es sei (a,)nen eine Folge reeller Zah-
len. Wir nennen die zugehorige Reihe >/ ai alternierend, wenn die Folgenglie-
der abwechselnd positiv und negativ sind.

Beispiel. Die Reihen Y 72 (—1)* und >, (_;)k sind alternierend.

Satz 4.1.31 (Leibniz-Kriterium). Es sei Y .-, aj eine alternierende Reihe. Ist
die Folge (|an|)nen eine monoton fallende Nullfolge, dann konvergiert die Rei-

he Y po ) Q.

Beweis. Wir nehmen ohne Beschriankung der Allgemeinheit an, dass a; < 0 (den
Fall a; > 0 kann man vollig analog behandeln). Dann gibt es eine Folge von
nicht-negativen rellen Zahlen (b,),eny mit a, = (=1)" - b, fiir alle n € N. Die
Folge (b,,) ist nach Voraussetzung eine monoton fallende Nullfolge. Fiir die Par-
tialsummen s,, := > ;_, a, der Reihe >/~ aj, gilt also

Sop42 — Son = bopqo —bopir < 0 (4.1)
5943 — Sont1 = — bopg3z +bapio > 0
und
Son — Song1 = bopyr = 0 (4.3)

fiir alle n € N. Folglich ist die Teilfolge (s2,)neny Wegen (4.1) monoton fallend

und die Teilfolge (S2;41)nen ist wegen (4.2) monoton wachsend. Auflerdem gilt
wegen (4.3]), dass s9,, > s9,,41 fur alle n € N. Da (b,) eine Nullfolge ist, gibt es zu
jedem € > 0 ein ng € N mit

0 < Sop—Sopg1 < € fir alle n mit 2n > ny.
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Wir zeigen jetzt mit Hilfe des Cauchy-Kriterium in Satz dass die Rei-
he Y77 | ay konvergiert. Dazu geniigt es zu zeigen, dass

< € fir alle p > n > ny. (4.4)

k=n

Wir nehmen im Folgenden an, dass p = 2¢q gerade und n = 2m + 1 ungerade ist
(die anderen drei Félle kann man analog behandeln). Dann gilt

P 29
Zak = Z ap| = Som — Saq wegen ([4.1),
k=n k=2m+1
< Som — S2g41 wegen ((4.3),
< Som — Somo1 wegen ,
< € wegen (4.4]).
Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

(=D*

k ist nach dem Leibniz-Kriterium

Beispiel. Die sogenannte Leibniz-Reihe Y oo
konvergent.

Zum Schluss dieses Abschnitts geben wir noch zwei interessante Resultate
iiber absolut konvergente Reihen ohne Beweis an. Zunéchst benétigen wir jedoch
die folgende Definition der Umordnung einer Folge.

Definition 4.1.32 (Umordnung einer Folge). Es sei (a,)nen eine Folge kom-
plexer Zahlen und 7 : N — N eine bijektive Abbildung. Dann nennt man die
Folge (ar(n))nen eine Umordnung von (ay,).

Satz 4.1.33. Es sei (ay)nen eine Folge komplexer Zahlen, so dass die zugehiorige
Reihe Y oo | ay absolut konvergent ist. Ist m : N — N eine bijektive Abbildung,
so ist die zu der umgeordneten Folge (ar(n))nen gehorende Rethe Y ", aru auch
absolut konvergent und die Grenzwerte der beiden Rethen stimmen tberein.

Bemerkung. Satz gilt nicht, wenn man ,,absolut konvergent“ durch , kon-
vergent“ ersetzt. Durch Umordnung kann aus einer konvergenten Reihe, die nicht
absolut konvergent ist, sowohl eine divergente Reihe als auch eine konvergente
Reihe mit verschiedenem Grenzwert entstehen.

Satz 4.1.34 (Cauchy-Produkt). Es seien Y - ax und Y, by absolut konver-
gente Rethen. Fir n € Ny set ¢, = ZZZO agb,_r. Dann konvergiert die Rei-
he Y0 ¢ absolut und es gilt

[e.e]

(5] - £ (59 (29



158 Mathematik fiir Informatiker M. Skutella

4.1.4 Potenzreihen

Wir betrachten in diesem Abschnitt Reihen, die von einer komplexen Variablen z
abhéngen, sogenannte Potenzreihen.

Definition 4.1.35 (Potenzreihen). Es sei (a,)nen, €ine Folge komplexer Zahlen
und zy € C. Dann betrachten wir fiir beliebige z € C die Potenzreihe

Z ar(z — 2)" .
k=0
Die komplexe Zahl zy heifit Entwicklungspunkt der Potenzreihe.

Bemerkung. Wir werden im Folgenden fast nur Potenzreihen mit dem Ent-
wicklungspunkt zy = 0 betrachten. Wir kénnen das ohne Beschrinkung der All-
gemeinheit tun, da man immer durch einen Variablenwechsel von z auf z — 2z
iibergehen kann.

Beispiele.

(i) Wir konnen fiir z € C die geometrische Reihe Y~ z* als spezielle Potenz-

reihe mit a, := 1 fiir alle n € Ny und 2y := 0 auffassen. Wie wir weiter
oben gezeigt haben, konvergiert diese Potenzreihe fiir |z| < 1 und divergiert
fur |z > 1.

(z—20)*

(ii) Fiir beliebiges z, € C konvergiert die Potenzreihe )" ,.° fir alle z € C

(siehe oben).

k!
(iii) Fir den Entwicklungspunkt z = 2, konvergiert eine beliebige Potenzrei-
he >0 ar(z — 20)" immer gegen den Wert aq.

Lemma 4.1.36. Es sei (ap)nen, €ine Folge komplezer Zahlen. Konvergiert die
Potenzreihe Y 32 arz® fiir ein z = 2z € C, dann konvergiert sie absolut fir
alle z € C mit |z| < |z1].

Beweis. Wegen Lemma4.1.23|ist (a,,27 )nen, eine Nullfolge. Folglich gibt es ein ¢ >
0 mit |a, 27| < ¢ fiir alle n € Ny. Es sei nun z € C mit |z| < |z;| und ¢ := ‘i‘ < 1.

Dann gilt
) = [(2) e
a2 = — | -ayz
21 L

Aufgrund des Majorantenkriteriums ist die Reihe Y ;7 a,2* also absolut konver-
gent. U

< c-

21
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Definition 4.1.37 (Konvergenzbereich, Konvergenzradius). Es sei (ay,)nen, €ine
Folge komplexer Zahlen und »_7% a,z* die zugehorige Potenzreihe. Dann nennt

man die Menge
C = {z eC

den Konvergenzbereich der Potenzreihe. Auflerdem nennt man

oo
Z apz” konvergiert}

k=0

p = sup{|z| |z € K}
den Konvergenzradius der Potenzreihe.

Bemerkung. Da 0 im Konvergenzbereich jeder Potenzreihe liegt, ist der Kon-
vergenzradius p immer nicht-negativ. Ist der Konvergenzradius unendlich grof3,
so konvergiert die Potenzreihe wegen Lemma [4.1.36] fiir alle z € C.

Satz 4.1.38. Es sei (an)nen, eine Folge komplexer Zahlen und Y oo, ap2® die
zugehdrige Potenzrethe mit Konvergenzradius p. Dann gilt

(1) Die Potenzreihe ist fir alle z € C mit |z| < p absolut konvergent.
(i) Die Potenzreihe ist fir alle z € C mit |z| > p divergent.

Beweis. Zu (): Es sei z € C mit |z| < p. Dann gibt es nach Definition von p
ein z; € C mit |z] < |z1| < p, so dass z; im Konvergenzbereich der Potenz-
reihe liegt. Die Behauptung folgt dann sofort mit Lemma [4.1.36, Teil folgt

unmittelbar aus der Definition des Konvergenzradius p. 0
Bemerkung.

(i) Satz [4.1.38 kann man wie folgt zusammenfassen. Fiir den Konvergenzbe-
reich C' und den Konvergenzradius p einer Potenzreihe gilt

{zeCllzl<pr € C C {z€C|[z[<p} .

(ii) Betrachtet man in der Situation von Satz ein z € C mit |z| = p, so
kann man keine allgemeingiiltige Aussage beziiglich der Konvergenz oder
Divergenz der Potenzreihe im Punkt z machen. Wir illustrieren dies im
Folgenden anhand einiger Beispiele.

Beispiele.

i) Der Konvergenzradius der geometrischen Reihe Y ;- 2* ist p = 1. Die geo-
k=0
metrische Reihe divergiert jedoch fiir alle z € C mit |z| = p, da die zu-
gehorige Folge (2"),en, offenbar keine Nullfolge ist.
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(ii) Wir betrachten die Potenzreihe y - % Fiir z = —1 erhélt man die konver-
gente Leibnizreihe und fiir z = 1 die divergente harmonische Reihe. Daraus
kann man wegen Satz bereits schliefen, dass der Konvergenzradius
dieser Potenzreihe p = 1 ist. Insbesondere liegt hier offenbar kein einheitli-
ches Konvergenzverhalten der Punkte z € C mit |z| = p vor.

(iii) Wir werden spéter zeigen, dass die Potenzreihe ) - ;—Z den Konvergenzra-
dius p = 1 hat. Da die Potenzreihe fiir 2 = 1 absolut konvergent ist, folgt
aus dem Majorantenkriterium, dass sie fiir alle z € C mit |z| = p absolut
konvergiert.

Zur konkreten Berechnung des Konvergenzradius einer Potenzreihe kann man
das Quotienten- oder das Wurzelkriterium aus dem letzten Abschnitt verwenden.
Die folgenden Sétze prézisieren diese Einsicht.

Satz 4.1.39. Es sei (ay)nen, €ine Folge komplezer Zahlen und >, arz® die

zugehorige Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Fir n € Ny sei b, := {/|ay|.
Dann gilt:

(i) Geht die Folge (by,)nen, gegen unendlich, so ist p = 0.
(ii) Konvergiert (by)nen, gegen den Grenzwert b > 0, so ist p = %
(111) Ist (bp)nen, eine Nullfolge, so ist p = oc.

Beweis. Wir beweisen nur . Ist lim,, .o ¥/|an| = lim, o b, = b, so ist

lim {/|a,2z"| = lim (|z[{/]an]) = |2|- lim {/|a,] = |2|-b .
Ist also |z| < %, so ist die Potenzreihe wegen Satz [£.1.29] (i) absolut konvergent.
Ist |z] > %, so ist die Potenzreihe wegen Satz [4.1.29| (i) divergent. Folglich ist
der Konvergenzradius der Potenzreihe p = % Die beiden anderen Aussagen des
Satzes beweist man analog. O

Satz 4.1.40. Es sei (ay,)nen, €ine Folge komplexer Zahlen mit a,, # 0 fiir allen €
No und 32, arz" die zugehirige Potenzreihe mit Konvergenzradius p. Fir n €
Ny set b, := lantil = ponp qilt:

lan|
(i) Geht die Folge (by,)nen, gegen unendlich, so ist p = 0.

(11) Konvergiert (by)nen, gegen den Grenzwert b > 0, so ist p = %

(111) Ist (bp)nen, eine Nullfolge, so ist p = oc.
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Beweis. Wir beweisen wieder nur . Ist lim,,_ o ‘aﬁ*‘” = lim,, . b, = b, s0 ist
n

n+1
lim mn“—znl = lim (|7

‘anJrl‘) _ |Z| li ’an+l|
n—o0 |an2,’ | n—0o0

= |z|-b
||

Ist also |z| < 3, so ist die Potenzreihe wegen Satz [4.1.28] (f) absolut konvergent.
Ist |z| > %, so ist die Potenzreihe wegen Satz [4.1.28] (i) divergent. Folglich ist
der Konvergenzradius der Potenzreihe p = % Die beiden anderen Aussagen des

Satzes beweist man analog. O

Beispiele. Wir betrachten die Potenzreihe Y ;7 axz".

(i) Ist a, = L fir n € N, dann ist ‘“”Jf‘ll = -2 und die Folge (|a|Z:|1|)neN

konvergiert gegen 1. Nach Satz [4.1.40]ist der Konvergenzradius der Potenz-
reihe p = 1 = 1 (wie bereits weiter oben festgestellt). Dasselbe Ergebnis

kann man prinzipiell auch mit dem Wurzelkriterium (Satz[4.1.39)) erhalten.

(ii) Ist a, = =5 fiir n € N, dann ist

|| n? 1

lan] — n24+2n4+1 1+24+ 5

und die Folge ('aZZfl)neN konvergiert folglich gegen 1. Nach Satz [4.1.40) ist

der Konvergenzradius der Potenzreihe p = 1 = 1.

(iii) Ist a, = n", so ist {/|a,| = n und die Folge ({/|an|)nen geht gegen un-
endlich. Folglich ist der Konvergenzradius der Potenzreihe p = 0 und der
Konvergenzbereich besteht folglich nur aus dem Nullpunkt.

(iv) Ist a, = -, so ist |a|z+|1| (ni'l), = 5 und die Folge ('T’;:f‘)neN ist eine
Nullfolge. Folglich ist der Konvergenzradius der Potenzreihe unendlich und

die Potenzreihe konvergiert fiir alle z € C.

Die im letzten Beispiel betrachtete Potenzreihe spielt eine besondere Rolle,
da sie als Funktion aufgefasst die bekannte Exponentialfunktion definiert. Wir
beschéftigen uns im folgenden Abschnitt nidher mit dieser Funktion.

4.1.5 Exponentialfunktion und Logarithmus

Wir fithren zunéchst die Euler’sche Zahl e als Grenzwert einer Folge ein. Als
technisches Hilfsmittel bendtigen wir dabei die Bernoulli-Ungleichung und die
Binomialformel.

Lemma 4.1.41 (Bernoulli-Ungleichung). Ist © € R mit x > —1, so gilt fir
allen € Ny

(1+2)" > 14+n-x .
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Beweis. Wir zeigen die Behauptung mitels vollstdndiger Induktion. Induktions-
anfang: Die Behauptung ist offenbar wahr fiir n =0,da (1+2)°=1=1+0-x
fiir alle x € R. Induktionsschluss: Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein
beliebiges, fest gewéhltes n € Ny. Dann gilt

(I4+2)"" = 1+2)"- (1+=x)

(I1+n-2)-(1+x) nach Induktionsannahme und da =z > —1,
= 1+(n+1) x+a

> 1+n+1)-x da 2% > 0.

v

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
Lemma 4.1.42 (Binomialformel). Es seien z,y € C und n € N. Dann gilt
no_ . n k, n—k
o = 3 ()t

wobei der Binomialkoeffizient (Z) wie folgt definiert ist:

n\ n! ~n-n—=1)---(n—k+2)-(n—k+1)
k) kKl-(n—k) k-(k—1)----- 2.1 ‘
Beweis. Vollstandige Induktion iiber n. 0

Satz 4.1.43 (Euler’sche Zahl e). Die Folge (ay)nen mit a, := (1 + 1)" konver-
giert. Der Grenzwert wird mit e bezeichnet und Fuler’sche Zahl genannt.

Beweis. Wir zeigen, dass die Folge (a,,) monoton steigend und beschrinkt ist.
Um die Monotonie zu zeigen, betrachten wir den Quotienten “*** und zeigen,
dass er immer grofler als 1 ist. Denn es gilt

1 n+1
An+1 _ (1 + n_—i-l)
an (1+3)"

(n+2)7t1
_ (nf1)ntl
(oD
_on+2 [((n+2)-n\"
o+l (n+1)?

1
> <1 + n 1) : (1 — (L) wegen Lemma [4.1.41]
n

n+ 1)
~ 1 n n
B n+1 (n+1)2 (n+1)>
1
= 1+
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Es bleibt also zu zeigen, dass die Folge (a,,) beschriankt ist. Es gilt
\" " (n\ 1
= (1+42) = — .

C)_l n-(n—1)----- (n—k+2)-(n—k+1)

nk k! - nk

Es gilt

Fiir £ > 1 gilt daher (Z)

n n o0 k
a, = 1+1+Z(Z)% < 1+Z% < 1+Z<%) - 3.

k=2

- < L < 4. Folglich gilt

Damit ist der Beweis fertig. U

Bemerkung. Aus dem Beweis von Satz [4.1.43] folgt, dass e < 3. Andererseits
gilt e > ay = (1 + %)2 = %. Genauer gesagt ist e ungefihr 2.718282.

Lemma 4.1.44. Die Reihe Y -, % konvergiert gegen den Grenzwert e.

Beweis. Es sei a, = (1 + %)n fiir alle n € N, so dass e nach Definition der
Grenzwert der Folge (a,,) ist. Weiter sei s, := >__ 4 die n-te Partialsumme der
Reihe Y77, &. Dann ist die Folge (s,,) monoton steigend und wir miissen zeigen,
dass sie gegen e konvergiert. Bereits im Beweis von Satz haben wir gezeigt,
dass (”) . nik < % Daraus folgt

k
1\" " /n\ 1 "1
w=(100) =X (w s 2n =

Es bleibt also zu zeigen, dass die Folge (s,) nach oben durch e beschrinkt ist.
Dann folgt aus dem Vergleichskriterium in Satz , dass sie gegen den
Grenzwert e konvergiert.

Aus dem Beweis von Satz folgt, dass fiir m > n gilt:

o= 3 (V)

k=0
B il m m—1 m—k-+1
N kKl m m m
k=0
>y LlomomzZl o me kL
- kKl m m m
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Mit Satz [4.1.17 und Lemma folgt, dass

— 1 . . )
Sy, = Zmzél_%obmg nll_{r(l)oamge fir alle n € N.
k=0
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Wir definieren jetzt die Exponentialfunktion als spezielle Potenzreihe.

Definition 4.1.45 (Exponentialfunktion). Die Ezponentialfunktion exp : C — C
ist definiert durch

<k
exp(z) = Z % fiir alle z € C.
k=0

Bemerkung.
(1) Es gilt exp(0) =>"77, Ok—’; =1 und exp(l) = 1o, % =e.

(ii) Die Exponentialfunktion besitzt eine sehr spezielle Eigenschaft, die im Zu-
sammenhang mit der beschreibung von Wachstumsprozessen in der Natur
von grofler Bedeutung ist. Es sei f(0) = 1 der Bestand einer Population zum
Zeitpunkt 0 und f(¢) der Bestand zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0. Wenn
sich jedes Individuum der Population zum Zeitpunkt ¢ weiter so vermehrt,
wie das erste Individuum zum Zeitpunkt null, so ist die Population nach
weiteren s Zeiteinheiten auf die Grofie f(s+t) = f(s) - f(t) angewachsen.
Man interessiert sich daher fiir Funktionen f : C — C, die die folgende
Funktionalgleichung erfiillen:

flx+y) = f(x)- f(y)  firallex,y € C. (4.5)
Lemma 4.1.46. Fiir die Ezponentialfunktion exp : C — C gilt
exp(z +vy) = exp(z)-exp(y)  fir alle z,y € C.

Beweis. Der Beweis basiert im Wesentlichen auf Satz [4.1.34] iber das Cauchy-
Produkt. Fir z,y € C gilt:

exp(z) -exp(y) = (Z %T) ' (Z %I:)
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Damit ist die Behauptung bewiesen. 0

Bemerkung. Fiir ¢ € C erfiillt auch die Funktion f : C — C mit f(z) :=
exp(c - z) die Funktionalgleichung . Man kann zeigen, dass jede Funktion f,
die erfiillt, von dieser Form fiir ein ¢ € C ist. Insbesondere ist exp die einzige
Funktion, die erfiillt und an der Stelle 1 gleich e ist.

Wir halten im folgenden Lemma einige weitere Eigenschaften der Exponenti-
alfunktion fest.

Lemma 4.1.47. Fir die Fxponentialfunktion exp gilt:
(1) exp(z) # 0 fir alle z € C.

(i1) exp(—z) = ﬁ fiir alle z € C.

(111) exp(z) € Ryg fiir alle x € R.

(iv) exp(x) < exp(y) fir alle v,y € R mit x < y, d.h. exp ist auf R streng
monoton wachsend.

Beweis. Nach Lemma gilt
1 = exp(0) = exp(z —2) = exp(z)-exp(—=2) fiir alle z € C.

Daraus folgen sofort Behauptung (fil) und .

Zu : Aus der Definition der Exponentialfunktion folgt unmittelbar, dass
exp(z) € R fur alle z € R. Auflerdem ist exp(x) > 0 fiir alle z € R, da exp(z) =
exp(g)Q. Die Tatsache, dass sogar exp(z) > 0 folgt dann unmittelbar aus .

Zu : Da
exp(y) = exp(x)-exp(y — ) und exp(z) >0 ,

bleibt zu zeigen, dass exp(r) > 1 fir r > 0. Dies folgt aus der Definition der
Exponentialfunktion, da

© k

exp(r) = 521+r>1.
k=0

<

Dabei erhilt man die erste Ungleichung durch Weglassen aller Summanden mit
Index k > 2. OJ

Satz 4.1.48. Fir jede rationale Zahl g € Q gilt exp(q) = e?.
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Beweis. Zunéchst kann man leicht durch vollstdndige Induktion zeigen, dass
exp(n) = e fir alle n € Ny. Im Induktionsschritt wendet man die Funktio-
nalgleichung aus Lemma [4.1.46[ an. Wir betrachten nun ein m € N:

= en(2) = e (S8) < Mo (1) - ()

Folglich ist exp(-=-) die m-te Wurzel aus e, also

1
exp(—> = ¥e = em
m

Folglich gilt fiir jede positive rationale Zahl =, dass

n 1 " 1\n n
exp (—) = exp (—) = (em)" = em .
m m
Wegen Lemma gilt dann fiir negative rationale Zahlen

n ny-1 ny—1 _n
exXp <—E> = exp (E) = (67”) = e m |,

Damit ist der Satz bewiesen. O

Bemerkung. Aufgrund von Satz [4.1.48| definiert man fiir beliebige komplexe
Zahlen z € C:

e’ = exp(z) .

Wie wir in Lemma gesehen haben, ist die Einschrinkung der Expo-
nentialfunktion auf die reellen Zahlen monoton steigend und damit insbesondere
injektiv. Man kann sogar zeigen, dass sie bijektiv ist.

Satz 4.1.49. Die Finschrdinkung der Fxponentialfunktion auf die Menge der reel-
len Zahlen (expg : R — Ryg) definiert eine bijektive Abbildung von R nach Rsg.

Zur Vereinfachung der Notation bezeichnen wir die Funktion expp : R — R+
im Folgenden oft auch einfach nur mit exp.

Definition 4.1.50 (Natiirlicher Logarithmus). Die Umkehrfunktion der reellen
Exponentialfunktion exp : R — R.q ist der natirliche Logarithmus, der mit In :
R.o — R bezeichnet wird. Es ist also

In(z) =y = r = ¢ = exp(y) .

Wir beweisen zunéchst einige Eigenschaften des natiirlichen Logarithmus.
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Lemma 4.1.51. Fliir den natirlichen Logarithmus In : Ryy — R gult:
(1) In(z) < 1In(y) fir alle 0 < z < y.

(11) In(x - y) = In(z) + In(y) fir alle z,y € Rsy.

(i1i) In(1/z) = —1In(x) fir alle x € Ryg.

(iv) In(1) = 0.

Beweis. Eigenschaft folgt aus Lemma (iv). Eigenschaft folgt aus

Lemma [4.1.46, Eigenschaft folgt aus . Und folgt schlieBlich aus der
Tatsache, dass exp(0) = 1. O

Mit Hilfe der Exponentialfunktion und des natiirlichen Logarithmus kénnen
wir jetzt beliebige komplexe Potenzen reeller Zahlen definieren.

Definition 4.1.52. Es sei ¢ € R > 0 und z € C. Dann definieren wir
z z-In(a)

a® = e = exp(z-In(a)) .

Wir nennen die durch z +— a* definierte Funktion von C nach C auch Ezponen-
tialfunktion zur Basis a und bezeichnen sie mit exp,. Es gilt also

exp,(z) = a®* = exp(zIn(a)) fiir alle z € C.

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion exp folgen sofort die folgen-
den Eigenschaften von exp,.

Lemma 4.1.53. Es sei a € Ryy. Dann gilt:
(1) exp, erfillt die Funktionalgleichung (4.5)).

(i1) Die Einschrinkung von exp, auf die reellen Zahlen ist streng monoton wach-
send, falls a > 1, und streng monoton fallend, falls a < 1; fiir a =1 ist sie
konstant gleich 1.

(111) Fiir a # 1 liefert exp, eine Bijektion zwischen R und R.y.
Bemerkung. Es seien a,b € R.y. Man kann leicht zeigen, dass
(a®)? = a®¥ fir alle z,y € R.
Auflerdem gilt
a®-b* = (a-b)* fiir alle z € C.

Aufgrund der letzten Behauptung in Lemma besitzt exp, eine Umkehr-
funktion von Ry nach R — den Logarithmus zur Basis a.
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Definition 4.1.54 (Logarithmus zur Basis a). Es sei a € Ry \ {1}. Dann nennt
man die Umkehrabbildung der Einschriankung von exp, auf die reellen Zahlen
die Logarithmusfunktion zur Basis a und bezeichnet sie mit log, : Ryy — R.
(Insbesondere ist In = log,.)

Lemma 4.1.55. Es seia € Rog\ {1} und z > 0. dann gilt

Beweis. Es gilt

4.1.6 Landau-Symbole

In diesem Abschnitt wollen wir verschiedene Folgen miteinander vergleichen. Als
Motivation dient uns dabei die folgende Problematik, die bei der Analyse von
Algorithmen auftritt. Die Laufzeit (i.e., Anzahl der bendtigten elementaren Re-
chenschritte) eines Algorithmus héangt in aller Regel von der Lénge n der Eingabe
(i.e., Anzahl der Bits oder Bytes, aus denen die Eingabe besteht) ab. Betrach-
ten wir beispielsweise den Euklidischen Algorithmus aus Kapitel [2] so ist intuitiv
klar, dass die Anzahl der dabei benétigten elementaren Rechenoperationen um-
so grofler sein wird, je grofler die Zahlen sind, die der Algorithmus als Eingabe
erhélt. Bezeichnet man die maximal mogliche Anzahl der elementaren Rechen-
schritte, die ein zu analysierender Algorithmus fiir eine Eingabe der Lange n € N
durchfiihren muss, mit f,, so hat man dadurch eine Folge (f,)nen definiert, die
das Laufzeitverhalten des Algorithmus beschreibt. Andererseits interessiert man
sich natiirlich nicht fiir die exakte Definition dieser Folge, sondern eigentlich nur
fiir deren asymptotisches Verhalten fiir wachsende Werte n. Man ist beispielsweise
an Aussagen der folgenden Form interessiert:

e Die Laufzeit des Algorithmus ist ungefdhr proportional zur Grole der Ein-
gabe (man sagt dann auch, dass die Laufzeit des Algorithmus linear mit
der Linge der Eingabe wichst).

e Die Laufzeit des Algorithmus wéchst ungefahr quadratisch in der Einga-

belinge n, d.h. die Laufzeit ist ungefihr proportional zu n?.

e Die Laufzeit des Algorithmus wéchst mindestens exponentiell in der Einga-
beldnge n, d.h. die Laufzeit wichst beispielsweise wie 2".
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e Die Laufzeit des Algorithmus ist durch ein Polynom in der Eingabeldnge
beschrankt, d.h. die Laufzeit ist fiir alle n € N durch p(n) beschrinkt,
wobei p eine beliebige Polynomfunktion ist.

Bei allen diesen Aussagen kommt es uns nicht auf konstante Faktoren an. Es ist
beispielsweise nicht so interessant, ob sich die Laufzeit eines Algorithmus wie n
oder wie 2n verhélt — in beiden Féllen spricht man einfach nur von linearer Lauf-
zeit. Viel interessanter ist die Frage, ob die Laufzeit proportional zu n, zu nlogn
oder zu n? wiichst. Solche Betrachtungen werden durch die sogenannten Landau-
Symbole formalisiert. Sie dienen dazu, verschiedene Folgen miteinander zu ver-
gleichen, wobei konstante Faktoren wegabstrahiert werden.

Definition 4.1.56 (Landau-Symbole). Es sei g = (g,) € RY, eine Folge positiver
reeller Zahlen.

(i) Die Menge O(g) (sprich: ,Gro3 O von ¢g“) enthilt alle Folgen positiver reller
Zahlen, die punktweise hichstens um einen konstanten Faktor grofler als g
sind, d.h.:

O(g) == {f=(f) eRY,|Tc>0:f, <c-g,firallen € N} .
Ist f € O(g), so sagt man auch, dass f hdchstens so schnell wie g wdchst.

(ii) Die Menge €2(g) (sprich: ,,Grofl Omega von ¢g*) enthélt alle Folgen positiver
reller Zahlen, die punktweise hochstens um einen konstanten Faktor kleiner
als ¢ sind, d.h.:

Qg) == {f=(f) ERY|3ec>0:f, >c- g, fiir allen € N} .

Ist f € Q(g), so sagt man auch, dass f mindestens so schnell wie g wdchst.

(iii) Die Menge 0(g) (sprich: ,Theta von ¢*) enthélt alle Folgen positiver rel-
ler Zahlen, die punktweise hochstens um einen konstanten Faktor von g
abweichen, d.h.:

0(9) ={f=(fn) ERYy[Fc>1:1.g, < f.<c g, VREN} .
Ist f € 0(g), so sagt man auch, dass f genau so schnell wie g wdichst.

(iv) Die Menge o(g) (sprich: ,,Klein o von ¢*) enthélt alle Folgen positiver reller
Zahlen, die asymptotisch um mehr als nur einen konstanten Faktor kleiner
als ¢ sind, d.h.:

o(g) ={f=(fu) ERY)|Ve>03Ing EN: f, <c-g, Vn>ng} .

Ist f € o(g), so sagt man auch, dass f langsamer als g wdchst.
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(v) Die Menge w(g) (sprich: ,,Klein omega von g*) enthélt alle Folgen positiver
reller Zahlen, die asymptotisch um mehr als nur einen konstanten Faktor
grofer als ¢ sind, d.h.:

w(g) ={f=(f) eRY|Ve>03ngeN: f, >c g, Vn>ne} .
Ist f € w(g), so sagt man auch, dass f schneller als g wichst.
Beispiele.
(i) Ist f, = Zz:o apn® mit ag, ...,a; € R und a4 > 0, so ist f € O(n?).

(ii) Wir bezeichnen mit 1 = (1),¢n die konstante Folge, deren Folgeglieder alle 1
sind. Dann ist f € O(1) genau dann, wenn f beschrankt ist.

(iii) Ist f € O(%), so ist f eine Nullfolge. Die umgekehrte Richtung gilt nicht,
da die Folge (\/Lﬁ) zwar eine Nullfolge ist, jedoch in w(l) liegt.

n

(iv) Es gilt

1
€ 0(-3) € O(+) € O(1) € O@) € OW?) <
(v) Ist f = (exp(n))neny und d € N beliebig, so ist f € w(n?). Denn es gilt
fir n € N:
i+l n
> = - nd
xp(n) 2 Ty T @r "

Wiéhle man also zu einem beliebigen ¢ > 0 die Zahl ng := ¢ (d + 1)!, dann
gilt fiir alle n > ng, dass exp(n) > n?.

Wir haben damit gezeigt, dass die Exponentialfunktion schneller als jede
Polynomfunktion wéchst.

(vi) Ist f = (In(n))nen und d € N beliebig, so ist f € o(/n). Dies zeigt man
analog zu der Behauptung in .

Es gilt also, dass die Logarithmusfunktion langsamer als jede Wurzelfunk-
tion wachst.

Bemerkung.

(i) Aus der Definition der Landau-Symbole folgen sofort die folgenden Aquiva-
lenzen:

feO0(g) = geQf),
feolg) = geuw(f)
feblg) <= (feO0(g) und feg)) .

Y
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(ii) Mit den Landau-Symbolen O, €2, 6, o und w verhilt es sich also #hnlich wie
mit den bekannten Vergleichsrelationen <, >, =, < und >. Dabei gelten
die folgenden anschaulichen Entsprechungen:

f€0(g) bedeutet . f g
f€Q(g) bedeutet f g
f€0(g) bedeutet .f = g,
f €o(g) bedeutet f g
f €w(g) bedeutet . f > g* .

<
>

A\

Dabei sind die rechten Seiten natiirlich nicht wirklich wortlich zu nehmen.

(iii) Alternativ hitte man auch die folgenden zu Definition [4.1.56] iquivalenten
Definitionen angeben koénnen:

O(g) = {f=(fa) € RY, | (g—z)neN ist beschréinkt} |
olg) = {f = (fu) €RZy | (£),cy ist Nullfolge} .

(iv) Man verwendet iiblicherweise die folgenden Sprechweisen:

o Ist f €6(1),soist f,konstant®.

e Ist f € 6(n), so wdchst f linear.

e Ist f € 6(n?), so wichst f quadratisch.

e Ist f € 6(n?), so wichst f kubisch.

o Ist f € O(n*) fiir ein k € N, so ist f polynomial beschrinkt.
o Ist f € w(c") fiir ein ¢ > 1, so wdchst f exponentiell.

o Ist f € O(logn), so wichst f logarithmisch.

4.2 Stetige Funktionen

Abbildungen von einer Teilmenge der reellen Zahlen R in eine Teilmenge der reel-
len Zahlen nennt man auch (reelle) Funktionen. Ebenso nennt man Abbildungen
von einer Teilmenge der komplexen Zahlen C in eine Teilmenge der komplexen
Zahlen (komplexe) Funktionen. Wir diskutieren in diesem Abschnitt den Begriff
der Stetigkeit von Funktionen. Anschaulich gesprochen heifit eine Funktion ste-
tig, wenn sie keine Sprungstellen besitzt. Bei reellen Funktionen ist das im We-
sentlichen gleichbedeutend damit, dass der Graph der Funktion ohne Absetzen
des Stifts gezeichnet werden kann. (Wir geben zwei Beispiele in Abbildung [4.1])
Etwas préziser gefasst bedeutet das, dass sich bei geringfiigiger Anderung des
eingesetzten Wertes auch der Funktionswert nur geringfiigig &ndert.

Im Folgenden bezeichne K immer den Korper der reellen oder komplexen
Zahlen, also K € {R, C}.
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(a) (b)

Abbildung 4.1: Der Graph einer unstetigen reellen Funktion mit Sprungstelle in
(a) und der Graph einer stetigen reellen Funktion in (b).

4.2.1 Beriihrungspunkte

Bevor wir den Begriff der Stetigkeit formal definieren kénnen, benétigen wir
zunéchst einen Begriff aus der Topologie.

Definition 4.2.1 (Berithrungspunkt). Es sei D C K. Ein Element z, € K heifit
Beriihrungspunkt von D, wenn es eine Folge (z,)neny mit 2, € D fiir alle n € N
gibt, so dass lim,, .. *, = .

Beispiele.

(i) Jedes Element xzy € D ist Berithrungspunkt von D, da xy Grenzwert der
konstanten Folge (z,,)neny mit x, := x¢ fiir alle n € N ist.

(ii) Der Punkt xy = 2 ist Beriihrungspunkt der Menge D = R\ {2}, da beispiels-
weise die durch z, := 2 + % fiir alle n € N gegebene Folge von Elementen
aus D gegen 2 konvergiert.

(iii) Alle Punkte auf dem komplexen Einheitskreis {z € C | |z|] = 1} sind
Beriithrungspunkte der offenen Kreisscheibe {z € C | |z| < 1}, da fiir 29 € C
mit |z9| = 1 die durch z,, = (1—%)2’0 gegebene komplexe Zahlenfolge gegen 2z
konvergiert. Man kann zeigen, dass alle Punkte auflerhalb des Einheitskrei-
ses keine Beriihrungspunkte sind.

Man kann den Begriff des Beriihrungspunktes alternativ auch wie folgt cha-
rakterisieren.

Lemma 4.2.2. Es sei D C K. Dann ist xog € K genau dann ein Berihrungspunkt
von D, wenn es zu jedem € > 0 ein x € D mit |xg — x| < e gibt.

Beweis. Es sei zy ein Beriihrungspunkt von D und (x,),ey mit z, € D eine
Folge mit lim,,_.. x, = xo. Dann gibt es nach Definition zu jedem € > 0
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ein ng € N mit |zg — x,| < e fiir alle n > ny. Insbesondere gilt also z,, € D
und |29 — 2, ] < €.

Um die andere Richtung zu beweisen nehmen wir nun an, dass es zu jedem ¢ >
0 ein x € D mit |29 — z| < e gibt. Wir definieren eine Folge (z,)nen wie folgt:
Fiir n € N wahlen wir ein beliebiges x,, € D mit |zg — x,| < % Man sieht leicht,
dass dann lim,, .. x, = z¢ gilt, so dass xy Beriihrungspunkt von D ist. ]

Beispiele.
(i) Wir betrachten die Teilmenge
D = {z€C|0<Re(z) <lundIm(z) =0} C C .

Aufler den Elementen in D ist der einzige Beriihrungspunkt von D der Null-
punkt. Dass 0 tatséchlich ein Beriithrungspunkt ist sieht man beispielsweise
anhand der Nullfolge (%)neN, deren Folgeglieder alle in D liegen.

Betrachten wir jedoch einen Punkt zy = a+bi € C\(DU{0}), dann gilt a # 0
oder b # 0. Ist b # 0, dann gibt es keinen Punkt z € D mit |zy — z| < |b|, so
dass zg kein Beriihrungspunkt von D sein kann. Ist b = 0, so ist entweder a <
0 oder @ > 1. Im ersten Fall gibt es kein z € D mit |zp—z| < —a; im zweiten
Fall gibt es kein z € D mit |29 — z| < a— 1. In beiden Féllen ist also 2z kein
Beriihrungspunkt.

(ii) Jede reelle Zahl ist Beriihrungspunkt der Menge der rationalen Zahlen Q.
Dies folgt unmittelbar aus Lemma und Lemma {.1.5

4.2.2 Grenzwerte von Funktionen

Als néachstes definieren wir den Grenzwert oder Limes einer Funktion in einem
Beriihrungspunkt ihres Definitionsbereichs.

Definition 4.2.3 (Grenzwert, Limes einer Funktion). Es sei D C K, z( ein
Beriihrungspunkt von D und f : D — K eine Funktion. Weiter sei 3y, € K
(falls K = R erlauben wir auch yy = oo und yy = —00).

(i) Man sagt, dass f in zg den Grenzwert yo hat (in Zeichen: lim, ., f(z) =
Yo), falls fir alle Folgen (x,)neny mit x, € D und lim, .. x, = zo gilt,
dass lim, .o f(x,) = yo-

(i) Ist K der Korper der reellen Zahlen R und ist der Definitionsbereich D nach
oben unbeschrinkt, so ist lim, . f(z) = yo, falls fir alle Folgen (z,)nen
mit z, € D und lim,,_,, x, = oo gilt, dass lim,,_. f(z,) = yo.

(iii) Ist K = R und ist der Definitionsbereich D nach unten unbeschrankt,
so ist lim, . f(z) = yo, falls fiir alle Folgen (x,),eny mit z, € D und
lim,, o0 T, = —00 gilt, dass lim, .o f(z,) = yo.
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Bemerkung.

(i) Ist xp € D und besitzt die Funktion f : D — K einen Grenzwert in z, so
muss dieser gleich f(zg) sein. Denn eine moglich Folge (), )peny mit x,, € D
und lim,,_,o x,, = xg ist die durch x,, = xg fiir alle n € N definierte konstante
Folge. Fiir diese gilt offenbar lim,, . f(x,) = f(z0).

(ii) Ist K = R und lim,_.,, f(z) = oo (oder lim,_.,, f(x) = —o0), so besitzt f
in xg streng genommen keinen Grenzwert. Man sagt in diesem Fall nur,
dass f fiir * — xy gegen unendlich (oder minus unendlich) geht und nennt oo
(oder —o0) den uneigentlichen Grenzwert von f in x.

Beispiele.

(i) Es sei f: C — C definiert durch f(z) := 2% — 2z + 3i. Dann existiert der
Grenzwert von f in jedem Punkt zy € C. Es sei némlich (z,),en eine Folge
mit lim,, .., 2, = 29. Dann ist wegen Satz [4.1.17]

lim f(z,) = lim (z,%) + lim (—22,) + lim (3i)

n—oo n—o0 n—oo n—oo
2
= (hm zn) — 2 lim z, + 3¢
n—oo n—oo

= 202 — 2Zo+32 = f(ZO) .

(ii) Dieselbe Argumentation wie im letzten Beispiel kann man auf eine beliebige
Polynomfunktion f : K — K anwenden, um zu zeigen, dass diese in jedem
beliebigen Punkt zp € K den Grenzwert f(zg) hat.

(iii) Essei D :=C\ {3} und f: D — C die durch

22 -9
z—3

f(z) =

definierte Funktion. Dann ist 3 ein Berithrungspunkt von D und die Funk-
tion f hat in 3 den Grenzwert 6. Denn es gilt
22—9 (z—=3)(z+3)

f(z) = 3 = ~_3 = 2+3 fir z # 3.

Damit folgt wie im letzten Beispiel, dass lim,_5 f(z) = 6.

(iv) Wir betrachten die Signum-Funktion sgn : R — R mit

1 falls =z > 0,
sgn(z) = <0  fallsz =0,
—1 falls z < 0.
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(vii)

Diese Funktion besitzt im Punkt 0 keinen Grenzwert. Dazu betrachten wir
zwei Folgen (,)neny und (yn)nen, die beide gegen 0 konvergieren, so dass
jedoch die Folgen (sgn(xn))n oy und (sgn(yn))n oy gegen unterschiedliche

Grenzwerte konvergieren. Dazu sei z,, := % und y, = —% fiir n € N. Dann
ist nach Definition sgn(z,) = 1 und sgn(y,) = —1 fiir alle n € N. Folglich
gilt also lim,, . sgn(x,) = 1 und lim,, .. sgn(y,) = —1.

Man kann sogar noch eine weitere Folge (2,)nen mit lim, . z, = 0 und
lim,, o sgn(z,) = 0 finden, ndmlich z, := 0 fiir alle n € N.

Es gibt auch Nullfolgen (a,)nen, so dass die zugehorige Folge (sgn(an))neN

nicht konvergiert. Betrachte beispielsweise die Folge ((—1)”%)%1\], fiir die

1 falls n gerade,

sn((-1)"8) = (-1 = {

—1 falls n ungerade,
gilt.

Wir betrachten die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) := 1. Dann
ist lim, o f(z) = 0 und auch lim,_, ., f(x) = 0. Der Grenzwert im Punkt 0

existiert jedoch nicht. Fiir die Nullfolge (%)n oy geht die zugehdrige Fol-
1

ge (f(ﬁ))neN gegen unendlich, weil f(2) = n fiir alle n € N. Fiir die Null-
folge (—%)neN geht die zugehorige Folge (f(—%))neN jedoch gegen —oc.

Fiir die Funktion f : R\ {0} — R mit f(z) := % gilt lim,_o f(z) = oc.
Um das zu beweisen, betrachten wir eine beliebige Nullfolge (z,)nen. Wir
miissen zeigen, dass es zu jedem r > 0 ein ng € N gibt mit f(z,) > r fir
alle n > ng. Da (z,,) eine Nullfolge ist, gibt es ein ng € N mit z,, < \/%7 fiir

alle n > ng. Folglich ist f(x,) = # > r fiir alle n > ny.

Wir betrachten die Dirichlet’sche Funktion f:R — R mit

1 fallsz € Q,
J(@) = {o falls = € R\ Q.

Diese Funktion besitzt in keinem Punkt xq € R einen Grenzwert. Wir
erldutern das beispielhaft fiir den Punkt xq = 0. Dazu betrachten wir die

beiden Nullfolgen (%)%N und (\/Ti)neN‘ Da % € Qund \/Ti ¢ Q, konvergiert

die erste Folge gegen 1 und die zweite gegen 0.

Bemerkung. Um zu zeigen, dass der Grenzwert einer Funktion in einem Punkt x
nicht existiert, geniigt es, zwei gegen xy konvergente Folgen zu finden, so dass
die zugehorigen Funktionswerte gegen unterschiedliche Grenzwerte konvergieren.
Alternativ reicht es auch, eine einzelne gegen z, konvergente Folge aufzuzeigen,
deren Funktionswerte nicht konvergieren. Es scheint jedoch viel schwieriger zu
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zeigen, dass der Grenzwert einer Funktion in einem Punkte z( tatséchlich exis-
tiert, da man dazu laut Definition alle gegen zy konvergenten Folgen betrachten
muss. Abhilfe verschafft hier die folgende alternative Charakterisierung.

Lemma 4.2.4. [e-0-Kriterium fir Grenzwert einer Funktion] Es sei D C K,
ein Bertihrungspunkt von D und f : D — K eine Funktion. Dann besitzt f in xq
genau dann den Grenzwert yy € K, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle x € D mit |xg — x| < § stets |yo — f(z)| < e gilt.

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass das e-0-Kriterium hinreichend fiir die Existenz
des Grenzwertes ist. Wir nehmen also an, dass es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0
gibt, so dass fiir alle x € D mit |xg — x| < ¢ stets |yo — f(x)] < e gilt. Es sei
nun (z, )nen eine beliebige Folge mit z, € D und lim,, ., x,, = x¢. Wir betrachten
ein beliebiges € > 0 und das zugehorige 6 > 0. Da die Folge (x,)nen gegen xg
konvergiert, gibt es ein ng € N mit |zg — x,| < 0 fiir alle n > ny. Betrachten wir
jetzt die Folge (f(a:n))neN, dann gilt also |yo — f(z,)| < € fiir alle n > ng. Folglich
konvergiert ( f (xn))n y 8egen Yo

Wir beweisen noch die Notwendigkeit des Kriteriums. Dazu nehmen wir an,
dass es nicht erfiillt ist und zeigen, dass f dann nicht den Grenzwert y, besitzen
kann. Es sei also € > 0, so dass es fiir jedes § > 0 ein x € D mit |2y — z| < d
und |yo— f(z)| > € gibt. Wir konstruieren eine gegen x, konvergente Folge (x,,)nen
wie folgt: Fiir jedes n € N wihlen wir eine z, € D mit |zg — z,| < % und |yg —
f(z,)| > e. Dann konvergiert die Folge (x,)nen offenbar gegen xq, die Folge
der Funktionswerte (f(xn))neN jedoch nicht gegen yo, da |yo — f(x,)| > e fiir
alle n € N. O

Um die Existenz des Grenzwertes einer Funktion in einem Punkt x( zu zeigen,
sind die Rechenregeln fiir konvergente Folgen aus Satz oft niitzlich. Wir
formulieren sie hier neu fiir Grenzwerte von Funktionen.

Satz 4.2.5. Es sei D C K, zy eine Bertihrungspunkt von D und f,g: D — K
zwei Funktionen mit im,_,, f(x) = yo € K und lim,_,, g(z) = 2o € K. Dann
qgilt:

(i) limg . (f(2) £ g(2)) = yo % 20
(ii) Ty o (f(2) - 9(x)) = y0 - 20
(iti) Fir A € K ist lim,_, (A - f(z)) = X yo.
(iv) Ist zo # 0, so ist lim, ., (f(z)/9(x)) = yo/20.
(v) limg—gy | f(2)] = [yol-
(vi) Ist K = C, so gilt genau dann lim,_,, f(z) = yo, wenn
lim Re(f(z)) =Re(yo)  und lim Im(f(z)) = Im(yo) -

T—T0 T—To
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Bemerkung. In Satz betrachtet man streng genommen die Funkti-
on h: D' — Kmit h(z) := f(x)/g(x), deren Definitionsbereich durch D' = {z €
D | g(x) # 0} gegeben ist. Man kann zeigen, dass xy auch ein Berithrungspunkt
von D’ ist.

Beispiel. Wir betrachten die Funktion ~ : C\ {3} — C mit

224241

h(z) = po—

Dann existiert fiir zgp # 3 der Grenzwert von h in zy und es gilt lim,_,., h(z) =

h(Zo)

Satz 4.2.6. Es seien D, E C K, zy ein Berihrungspunkt von D und f : D —
E mit lim, ., f(x) = yo. Ist g : E — K mit lim, ., g(y) = 2, dann ist
lim, ., g(f(a:)) = 2.

Beweis. Wir betrachten eine beliebige Folge (z,,)neny mit 2, € D und lim,, ., x,, =
xo. Dann ist f(z,) € E und die Folge ( f (:vn))neN konvergiert nach Voraussetzung
gegen . (Insbesondere ist also y, ein Berithrungspunkt von E.) Da lim, ., g(y) =
20, gilt also lim, .o g(f(2n)) = 2. Folglich ist lim,_,, g(f(z)) = 2. O

Als néichstes betrachten wir fiir den Spezialfall reeller Funktionen noch soge-
nannte rechtsseitige und linksseitige Grenzwerte.

Definition 4.2.7 (Rechtsseitiger und linksseitiger Grenzwert). Es sei D C R, zg
ein Beriihrungspunkt von D und f : D — R eine reelle Funktion. Weiter sei y, €
R U {00, —00}.

(i) Man sagt, dass f in o den rechtsseitigen Grenzwert yo hat (in Zeichen:
lim, ..+ f(z) = yo), falls fiir alle Folgen (x,)neny mit z, € D, z,, > xg
und lim,, o, ,, = zg gilt, dass lim,, .« f(z,) = Yo-

(ii)) Man sagt, dass f in xy den linksseitigen Grenzwert y, hat (in Zeichen:
lim, .., f(z) = o), falls fiir alle Folgen (z,)neny mit x, € D, z, < x9
und lim,, o, x,, = xg gilt, dass lim,, . f(z,) = Yo-

Bemerkung. Ist yy € {c0, —o0}, so spricht man wieder nur von uneigentlichen
(rechtsseitigen oder linksseitigen) Grenzwerten.

Beispiel. Die Signumfunktion besitzt an der Stelle 0 den rechtsseitigen Grenz-
wert lim, .o+ sgn(x) = 1 und den linksseitigen Grenzwert lim, .o- sgn(z) = —1.
Man beachte jedoch, dass keiner dieser Grenzwerte dem tatséchlichen Funktions-
wert sgn(0) = 0 entspricht.
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4.2.3 Stetigkeit
Wir konnen jetzt den Begriff der Stetigkeit formal definieren.

Definition 4.2.8. [Stetigkeit] Es sei D C K und f : D — K eine Funktion.

(i) Die Funktion f heifit stetig in zo € D, falls ihr Grenzwert in z, existiert
(also lim, .., f(z) = f(x0))-

(ii) Die Funktion f heifit rechtsseitig (linksseitig) stetig in xo € D, falls gilt,
dass lim, ...+ f(x) = f(zo) (limy_.- f(x) = f(0)).

(iii) Die Funktion f heifit stetig, falls sie in allen Punkten xq € D stetig ist.

(iv) Ist zp € K\ D ein Berithrungspunkt von D und existiert der Grenzwert von f
in zg, so heiit f stetig erginzbar in xy. Die Funktion f: DU{z¢} — K mit

- {f(m) falls x € D,

€T =
/(@) limg ., f(2') falls 2 = x,
heifit stetige Ergdinzung von f in xg.
Beispiele.

(i) Wie schon weiter oben bemerkt, existiert der Grenwert einer (reellen oder
komplexen) Polynomfunktion in jedem Punkt von K. Folglich sind Poly-
nomfunktionen also stetig.

(ii) Die Funktion f: R — R mit f(z) := [x] (hier bezeichnet [z] die kleinste
ganze Zahl, die groBer oder gleich z ist, also [z] := min{n € Z | x < n})
ist in allen Punkten zy € R linksseitig stetig, jedoch in keinem ganzzahligen
Punkt zy € Z rechtsseitig stetig. Wir beweisen nur letztere Behauptung.

Fiir xy € Z betrachten wir die Folge (x,,),eny mit z, := [EO—F% fur allen € N.
Dann gilt [z,] = 2o + 1 und daher lim,,_o [z, | = 2o + 1 # [z0].

(iii) Sei D :=C\{3} und f: D — C die durch f(z) := (22 —9)/(z —3) definierte
Funktion. Wie weiter oben gezeigt wurde, ist f im Punkt 3 stetig ergdnzbar
(mit Funktionswert 6).

Mit Hilfe der Definition kénnen wir jetzt Satz wie folgt formulieren.

Korollar 4.2.9. Fs sei D C K, xq eine Bertihrungspunkt von D und f,qg: D —
K zwei Funktionen, die in xq stetig (falls xo € D) beziehungsweise stetig erginzbar
(falls zo & D) sind. Dann gilt:

(i) Die auf D definierten Funktionen f + g, f-g, A- f (fir beliebiges A € K)
und |f| sind stetig (erginzbar) in x.
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(11) Ist lim, ., g(z) # 0, so ist die auf {x € D | g(x) # 0} definierte Funkti-
on f/g stetig (erginzbar) in x.

(i1i) Ist K = C, so ist die Funktion f : D — C genau dann stetig (erginzbar)
in xg, wenn die beiden Funktion Re(f),Im(f) : D — R stetig (erginzbar)
m xo sind.

Bemerkung. Als Spezialfall von Korollar konnen wir festhalten, dass
die Funktion z +— 1/f(z) stetig im Punkt z ist, falls die Funktion f in z stetig
ist und lim, ., f(z) # 0.

Beispiel. Es seien f, g : K — K Polynomfunktionen und D := {z € K| g(z) #
0}. Dann ist die gebrochen rationale Funktion h : D — K mit h(x) := f(z)/g(x)
stetig.

Das néichste Korollar ist eine unmittelbare Folgerung aus Satz [4.2.6]

Korollar 4.2.10. FEs seien D, E C K, xy ein Bertihrungspunkt von D und f :
D — E stetig (erginzbar) in xq. Ist die Funktion g : E — K stetig (erganzbar)
in dem Punkt lim, .., f(x), so ist auch die Komposition go f : D — K stetig
(erginzbar) in xy.

Wir geben das folgende Resultat ohne Beweis an.

Satz 4.2.11. Es seien a,b € RU {—o00,00} mit a < b und I C R ein Intervall
der Fornfl] [a,b], (a,b], [a,b) oder (a,b). Ist f : I — M mit M C R eine bijektive
stetige Funktion, so ist auch die Umkehrabbildung =1 : M — I stetig.

Beispiele.

(i) Die Abbildung f : [0,00) — [0,00) mit f(z) = 2? ist stetig und streng
monoton steigend und damit bijektiv. Folglich ist die Umkehrabbildung
(Wurzelfunktion) f=1:[0,00) — [0,00) mit f~*(z) = y/z auch stetig.

(ii) In Verallgemeinerung des letzten Beispiels betrachten wir fiir beliebiges n €
N die bijektive, stetige Abbildung f : [0,00) — [0,00) mit f(z) = z™. Die
Umkehrfunktion von f ist offenbar die Funktion, die ein x € [0,00) auf

seine n-te Wurzel /z abbildet. Diese Funktion ist nach Satz [4.2.11] also
auch stetig.

Aus dem e-d-Kriterium in Lemma konnen wir die folgende alternative
Charakterisierung von Stetigkeit folgern.

Korollar 4.2.12. Es sei D C K und xg € D. Fine Funktion f : D — K ist genau
dann stetig in xo, wenn es fir alle e > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle x € D
mit |zg — x| < 0 folgt, dass |f(xg) — f(x)| <e.

'Wir verwenden hier die folgende Konvention: [a,b] := {z € R | a < 2 < b}, (a,b] := {z €
Rla<z<b}, [a,b):={xreR|a<z<b}und (a,b):={r€R|a <z <b}.
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Beweis. Folgt unmittelbar aus Lemma [4.2.4] O

Bemerkung. Wir stellen fest, dass Stetigkeit im Punkt x eine lokale Eigenschaft
einer Funktion f ist, die nur von dem Verhalten von f in unmittelbarer Umgebung
von o abhéngt.

Wir fithren im Folgenden noch zwei weitere, stérkere Stetigkeitsbegriffe ein,
die im Gegensatz zur gewohnlichen Stetigkeit nicht mehr nur lokal sondern global
definiert sind.

Definition 4.2.13 (GleichméBige Stetigkeit). Es sei D C K. Eine Funktion f :
D — K heif}t gleichmdfig stetig auf D, falls es zu jedem € > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle z,y € D mit |z — y| < § folgt, dass |f(x) — f(y)] <e.

Bemerkung. Aus Definition und Korollar folgt, dass jede gleich-

méfig stetige Funktion insbesondere stetig ist.
Beispiele.

(i) Die Wurzelfunktion f : [0,00) — R mit f(z) := y/z ist gleichmé&Big stetig.
Wihlt man zu einem gegebenen € > 0 das zugehdrige 6 := 2, dann gilt fiir
alle z,y > 0 mit |z — y| < 4, dass

f@) = fw)l = We—vyl < Vie—yl < V5 < e,

Fiir die erste Ungleichung haben wir die folgende Abschétzung verwendet:
Firxz >y > 0 gilt

NN

Diese Ungleichung ist genau dann erfiillt, wenn die durch Quadrieren beider
Seiten entstehende Ungleichung erfiillt ist (das liegt daran, dass die Funk-
tion z +— 22 streng monoton Wachsendﬂ auf [0, 00) ist):

T+y—2Vzy < z—y .
Diese Ungleichung ist erfiillt, da /2 > /y gilt.

(ii) Die Funktion f : [0,00) — R mit f(z) = 2? ist nicht gleichmiflig stetig.
Denn andernfalls miisste es zu € = 1 ein § > 0 geben, so dass 2% — 3% < 1
fiir alle z > y > 0 mit x —y < . Dies fithrt zu dem folgenden Widerspruch,
wenn wir y = 1/d und = = y + §/2 wéhlen:

-yt = (r+y)r—y) = (2/0+/2)§/2 = 1+6*/4 > 1.

2 Ahnlich wie bei Folgen definiert man die Begriffe (streng) monoton wachsend bzw. fallend
auch fiir reelle Funktionen. Ist D C R und f : D — R, dann heif3t f monoton wachsend,
falls f(z) < f(y) fiir alle ,y € D mit < y. Die Funktion heifit streng monoton wachsend,
falls man ,,<* durch ,,<“ ersetzen kann. Die Funktion f heifit (streng) monoton fallend, falls — f
(streng) monoton wachsend ist.
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Bemerkung. Anhand der beiden Beispiele sieht man, dass Satz [4.2.11| nicht
mehr gilt, wenn wir Stetigkeit durch gleichméflige Stetigkeit ersetzen.

Definition 4.2.14 (Lipschitz-Stetigkeit). Es sei D C K. Eine Funktion f : D —
K heifit Lipschitz-stetig auf D, falls es eine Konstante L > 0 gibt, so dass fiir
alle z,y € D gilt, dass |[f(x) — f(y)] < L - |z — y|. Dann heiBt L Lipschitz-
Konstante. Ist f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L < 1, so nennt man f
auch eine Kontraktion.

Beispiele.

(i) Fiir a,b € C ist die komplexe Funktion f : C — C mit f(z) :=a-2+b
Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L := |a|. Denn es gilt fir 2,y € C,
dass

[f(2) = fy) = [(a-z+b) = (a-y+0)] = [a] -]z —y| .

(ii) Die Wurzelfunktion f : [0,00) — R mit f(z) := /z ist nicht Lipschitz-
stetig. Widerspruchsbeweis: Angenommen f ist Lipschitz-stetig mit Lip-
schitz-Konstante L > 0. Wihle z := 4/(16L%) und y := 1/(16L?), dann
gilt

[z —y|
Ve -yl = NN sLole—yl > L-Jz—y| .

Lemma 4.2.15. FEs sei D C K. Fine Lipschitz-stetige Funktion f : D — K ist
insbesondere gleichmdfig stetig.

Beweis. Es sei f : D — K eine Lipschitz-stetige Funktion mit zugehoriger
Lipschitz-Konstante L > 0. Wahlt man zu einem beliebigen € > 0 dann § = ¢/L,
so gilt fiir beliebige x,y € D mit |x — y| < ¢, dass

f(@)=f)| < L-fe—yl < L-6 =¢.

Damit ist der Beweis abgeschlossen 0

4.2.4 Elementare Funktionen: exp, In, cos, sin, tan etc.

Wir gehen in diesem Abschnitt noch einmal auf die Exponentialfunktion und
dazu verwandte Funktionen ein. Wir beginnen mit der Feststellung, dass die
Exponentialfunktion stetig ist.

Satz 4.2.16. Die Fxponentialfunktion exp : C — C ist stetig.
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Beweis. Wir beweisen zunéchst, dass exp im Nullpunkt stetig ist. Dazu be-
trachten wir eine beliebige Nullfolge (z,)nen und zeigen, dass lim,, .o, exp(z,) =
exp(0) = 1 ist. Fiir |z,] < 1 gilt:

o0

N

k=1

|20

Da lim,,_., z, = 0, konvergiert auch die rechte Seite dieser Ungleichung gegen 0
(wegen Satz [1.1.17). Folglich gilt lim, . |exp(z,) — 1| = 0 und damit auch
lim,, o exp(z,) = 1.

Damit konnen wir jetzt leicht zeigen, dass exp auch in jedem beliebigen
Punkt 2y € C stetig ist. Dazu betrachten wir eine Folge (2, )neny mit lim, o 2, =
9. Das bedeutet, dass lim,, (2, — 29) = 0. Folglich gilt wegen Lemma

lim exp(z,) = lim (exp(zo) -exp(z, — 20))

= exp(zo) - lim exp(z, — 20)
= exp(z) -1 = exp(z) -

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0]

Satz [4.2.16| folgt auch aus einem allgemeinen Stetigkeitsresultat iiber Potenz-
reihen, das wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 4.2.17 (Stetigkeit von Potenzreihen). Es sei Y .-, arz" eine Potenzreihe
mit Konvergenzradius p > 0. Wir betrachten die zugehdrige komplexe Funktion

[e.9]

f:{ze€Cl|z|<p} —=C mit f(z) = Zakzk.

k=0
Dann ist die Funktion f stetig.

Da die Einschrankung einer stetigen Funktion auf eine Teilmenge ihres De-
finitionsbereichs immer noch stetig ist (dies folgt sofort aus der Definition der
Stetigkeit oder alternativ aus Korollar , ist auch die reelle Exponential-
funktion expy stetig. Folglich ist auch die Logarithmusfunktion stetig.

Korollar 4.2.18. Der natiirliche Logarithmus In : Ryg — R ist stetig.

Beweis. Folgt aus Satz und Satz 4.2.11] 0

Wie wir schon in Abschnitt erwihnt haben, wichst die Exponential-
funktion schneller als jede Polynomfunktion und die Logarithmusfunktion wéchst
langsamer als die n-te Wurzel fiir alle n € N.
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Lemma 4.2.19. FEs sei p: R — R eine beliebige Polynomfunktion. Dann gilt

tim 20 _
2 epl@)

Fiir beliebiges n € N gilt

lim n(z)

T—00 \"/E
Beweis. Siehe Beispiel nach Definition 4.1.56{und Ubung. U

Mit Hilfe der Exponentialfunktion konnen wir die trigonometrischen Funk-
tionen Sinus (sin) und Cosinus (cos) einfithren. Dazu benotigen wir zunéchst die
folgende Eigenschaft.

Lemma 4.2.20. Die FEzxponentialfunktion exp : C — C besitzt die folgenden
Eigenschaften:

(i) exp(z) = exp(z) fiir alle z € C.

(11) |exp(x + 1y)| = exp(x) fir alle z,y € R. Insbesondere ist | exp(iy)| =1 fir
alle y € R.

Beweis. Teil (jij) folgt im Wesentlichen aus Satz |4.1.17] . Fiir geniigt es zu
zeigen, dass |exp(iy)| = 1 fiir alle y € R. Denn daraus folgt

[exp(z +iy)| = [exp(x) - exp(iy)| = |exp()] - [exp(iy)| = [exp(z)]
fiir alle 2,y € R. Wegen Lemma, gilt

lexp(iy)[* = exp(iy) - exp(iy)
= exp(iy) - exp(iy)
= exp(iy) - eXp(—iy)
= exp(iy — 1)
= exp(0) = 1.
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Bemerkung. Aus Lemma folgt insbesondere, dass die komplexe Zahl
exp(iy) fir y € R auf dem komplexen Einheitskreis liegt. Man kann zeigen,
dass exp(iy) genau einmal entgegen dem Uhrzeigersinn um den Einheitskreis
wandert, wenn man y von 0 bis 27 erhoht. Die komplexe Zahl exp(i¢) mit ¢ € R
schlieBt also mit der positiven reellen Achse den Winkel ¢ ein (siche Abbil-
dung. Insbesondere gilt exp(i2m) = exp(0) = 1 und folglich exp (i(¢p+27k)) =
exp(ig) fiir alle ¢ € R und k € Z.
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Im
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Abbildung 4.2: Das Verhalten der Funktion ¢ — exp(i¢) fiir ¢ € [0, 27].

Lemma 4.2.21. Die Funktion f : R — C mit f(¢) := exp(i¢) ist 2m-periodisch,
das heifst
exp(i(¢ +2m)) = exp(i¢) fir alle ¢ € R.

Betrachtet man Abbildung [£.2] so sieht man sehr leicht, dass der Realteil
der komplexen Zahl exp(i¢) dem Cosinus des Winkels ¢ und der Imaginérteil
dem Sinus des Winkels ¢ entspricht. Da wir die Cosinus- und die Sinus-Funktion
bislang nicht formal definiert haben, holen wir das an dieser Stelle nach.

Definition 4.2.22 (Cosinus und Sinus). Fiir ¢ € R definieren wir
cos(¢) := Re(exp(i¢)) und sin(¢) := Im(exp(i¢)) .

Die dadurch definierten Funktionen cos : R — R und sin : R — R nennt man
Cosinus- und Sinus-Funktion.

Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion kann man die folgenden Ei-
genschaften von cos und sin herleiten.

Satz 4.2.23 (Eigenschaften von Cosinus und Sinus).
(1) Cosinus und Sinus sind 2w-periodisch und es gilt fir alle k € 7Z:
cos(2km) = sin(2km+7/2) = 1,
cos(km +7/2) = sin(km) = 0,
cos((2k + 1)7) = sin(2kr +37/2) = —1 .
Auflerdem ist cos(¢p) = sin(¢ + 7/2) fir alle ¢ € R.
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(i1) Cosinus und Sinus sind stetige Funktionen.
(iii) (cos(ac))2 + (sin(ac))2 =1 fir alle z € R.

(iv) cos(z +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) fir alle z,y € R.
(v) sin(z +y) = sin(z) cos(y) + cos(x) sin(y) fir alle v,y € R.

Die Gleichungen in und bezeichnet man auch als Additionstheoreme fiir
Cosinus und Sinus.

Beweis. Die Eigenschaften in (fij) folgen unmittelbar aus den oben besprochenen
Eigenschaften der Funktion ¢ +— exp(i¢). Teil folgt aus Korollar .
Teil gilt, da fiir x € R

(cos(x))2+ (sin(a:))2 = (Re(exp(i¢)))2+ (Im(exp(z¢)))2
= |exp(ig)|* = 1

wegen Lemma |4.2.20 . Die Additionstheoreme in und erhédlt man wie
folgt. Fiir z,y € R ist einerseits

exp(i(z +y)) = exp(iz) - exp(iy)
= (cos(z) + isin(z)) - (cos(y) + isin(y))
= (cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y))
+ i(sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y))

Andererseits ist

exp(i(z +y)) = cos(z+y)+isin(z+y) .

Vergleicht man Real- und Imaginérteile der beiden Ausdriicke, so erhédlt man

daraus ({iv]) und . O

Satz 4.2.24 (Reihenentwicklung von cos und sin). Die Funktionen cos und sin
lassen sich wie folgt als Potenzreihen darstellen. Es gilt

x2 x4 xﬁ ]:8 > (_1)k ok
cos(:c)zl—g—i-z a%—g—--- = Z(Qk)!x
k=0
und
‘ 2 2 2T a2 = (DF
A T TR A AR DY Sl
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Beweis. Nach Definition der Exponentialfunktion ist

o0

exp(iz) = Z(lz') :

k=0

Wegen Satz gilt dann

cos(z) = Re(exp(iz)) = iRe ((Z/f—')k)
und

sin(z) = Im(exp(iz)) = ilm ((Z:l:—')k)

Fir k € NQ ist

Re ((m)k> B {(_1]?—),’9/235’“ falls k gerade,

k! 0 falls k ungerade,
und
- ( M > _ {O 7 falls k gerade,
k! (_1);#)/235’“ falls k ungerade.
Daraus folgt die Behauptung. 0J

Wir erwéhnen schliefllich noch eine Eigenschaft von Cosinus und Sinus ohne
Beweis.

Lemma 4.2.25. Die Einschrinkung der Cosinus-Funktion auf das Intervall [0, 7]
definiert eine Bijektion zwischen [0, 7] und [—1,1]. Analog dazu definiert die Ein-
schrinkung der Sinus-Funktion auf [—m/2,7/2] eine Bijektion zwischen dem In-
tervall [—m /2,7 /2] und [—1,1].

Die Umkehrfunktionen von Cosinus und Sinus heiflen Arcuscosinus und Ar-
cussinus und werden im Folgenden definiert.

Definition 4.2.26 (Arcuscosinus und Arcussinus). Die Umkehrfunktionen der
in Lemma betrachteten Einschriankungen von Cosinus und Sinus werden
Arcuscosinus und Arcussinus genannt und wie folgt bezeichnet:

arccos : [—1,1] — [0, 7] und arcsin : [—1,1] — [-7/2,7/2] .

Schliellich definieren wir noch die Funktionen Tangens und Cotangens.
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Definition 4.2.27 (Tangens, Cotangens). Fiir x € R\ {n/2 + k7 | k € Z} ist
die Tangens-Funktion definiert als

sin(x)

tan(x) = cos(z)

Fir z € R\ {kr | k € Z} ist die Cotangens-Funktion definiert als

cos(z)

cot(x) = sn(z)

4.2.5 Nullstellensatz und Zwischenwertsatz

Wir zeigen in diesem Abschnitt einige wichtige Eigenschaften stetiger Funktio-
nen. Zunéchst beschéftigen wir uns mit dem Nullstellensatz, der unter gewissen
Bedingungen die Existenz einer Nullstelle garantiert.

Satz 4.2.28 (Nullstellensatz). Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R
eine stetige Funktion. Haben f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen, dann gibt
es ein x € [a,b] mit f(x) =0. Wir nennen x Nullstelle von f.

Der Satz ist relativ einleuchtend, wenn man sich vor Augen fiihrt, dass man
den Graphen der stetigen Funktion f ohne Absetzen des Stiftes zeichnen kénnen
muss. Da nédmlich f(a) und f(b) verschiedene Vorzeichen haben, muss man beim
Zeichnen offenbar (mindestens) einmal die horizontale xz-Achse iiberqueren. An
der Stelle, an der der Graph die z-Achse beriihrt, liegt dann eine Nullstelle von f
vor. Wir fithren im Folgenden einen formalen Beweis, der auf dem wichtigen
Prinzip der Intervallschachtelung beruht.

Beweis. Wir betrachten den Fall, dass f(a) < 0 und f(b) > 0. Der dazu sym-
metrische Fall kann v6llig analog behandelt werden. Wir definieren rekursiv eine
Folge von Intervallen [a,, b,] fiir alle n € Ny mit den folgenden Eigenschaften:

(i) f(a,) <0und f(b,) > 0 fiir alle n € No;
(i1) [an,bn] 2 [ani1, buyq] fiir alle n € No;
(iii) b, — an = (b —a)/2" fiir alle n € Ny.

Dazu setzen wir ag := a und by := b. Zu gegebenem a,, und b,, betrachten wir den
Mittelpunkt (a, +b,)/2 des Intervalls [a,, b,). Gilt f((a, + b,)/2) < 0, so setzen
Wir a,41 = (a, + b,)/2 und b,,; := b,. Anderfalls, wenn f((an + bn)/2) > 0,
setzen wir a,.1 := a, und b,11 := (a, + b,)/2. Man kann mit vollstdndiger
Induktion leicht zeigen, dass dann die Eigenschaften , und erfiillt sind.
Wegen ((ii]) ist die Folge (a,,)neny monoton wachsend und die Folge (by,)nen ist
monoton fallend. Auflerdem sind beide Folgen beschrinkt und daher konvergent.
Wegen ist die Folge (b, — a, )nen eine Nullfolge, so dass also x := lim,, o, a, =
lim,, . b, € [a,b]. Weil f stetig ist, gilt dann f(z) = lim,, .o f(a,) = lim, . f(b,).
Wegen (fi) gilt f(z) <0 und f(z) > 0 also f(z) =0. O
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Das folgende Korollar stellt eine wichtige Anwendung des Nullstellensatzes
dar.

Korollar 4.2.29. Ist p ein Polynom tiber R mit ungeradem Grad, so besitzt die
zugehorige reelle Polynomfunktion x — p(x) eine Nullstelle.

Beweis. Siehe Ubung. O

Als néachstes stellen wir den Zwischenwertsatz vor, der unmittelbar aus dem
oben besprochenen Nullstellensatz folgt.

Satz 4.2.30 (Zwischenwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] — R
eine stetige Funktion. Ist f(a) <y < f(b) oder f(a) >y > f(b), dann gibt es
ein x € [a,b] mit f(x) =y.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g[a,b] — R mit g(z) := f(z) —y. Da f
stetig ist, ist auch g stetig und besitzt nach Satz eine Nullstelle = € [a, b].
Dann gilt f(x) = g(x) +y = ». O

Eine Konsequenz des Zwischenwertsatzes ist das folgende Resultat iiber in-
jektive Funktionen.

Korollar 4.2.31. Es sei I C R ein Intervall und f : I — R eine stetige Funktion.
Dann ist f genau dann injektiv, wenn f streng monoton wachsend oder fallend
15t.

Beweis. Ist f streng monoton wachsend oder fallend, so ist f nach Definition
injektiv.

Wir nehmen im Folgenden im Widerspruch zur Behauptung an, dass f injektiv
jedoch weder streng monoton wachsend noch fallend ist. Dann gibt es x1, 2o, 23 €
I mit 21 < z9 < x3 und

flx1) < flza) A fla2) > f(x3)  oder  f(z1) > f(a2) A f(z2) < flz3)

Wir beschrianken uns im Folgenden auf ersteren Fall; der zweite Fall kann vollig
analog behandelt werden. Wir wihlen y € R mit max{ f(z), f(x3)} <y < f(z2).
Nach Satz gibt es dann ein x € [z1,25] und ein 2’ € [zg, 3] mit f(z) =
y = f(2'). Da f(xg) > y gilt © # x5 # 2’ und daher z < z/. Folglich ist f im
Widerspruch zur Annahme nicht injektiv. U

Wir geben schliefilich noch den folgenden Satz ohne Beweis an.

Satz 4.2.32. Es seiena,b € R mita < b und f : [a,b] — R eine stetige Funktion.
Dann gibt es y, z € [a, b] mit

fly) = max{f(x) |z € [a,b]}

und

f(z) = min{f(z) |z € [a,b]} .
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Bemerkung. Die Aussage von Satz gilt nicht mehr, falls wir ein Intervall
der Form (a,b], [a,b) oder (a,b) betrachten. Ein Gegenbeispiel ist hier die Funk-
tion f: (0,1] — R mit f(x) := 1/z, die offenbar unbeschrénkt ist und daher kein
Maximum annimmt.

Bemerkung. In allen in diesem Abschnitt vorgestellten Resultaten ist die Vor-
aussetzung der Stetigkeit der Funktion f unabdingbar. Man kann zu jedem dieser
Resultate leicht Beispiele unstetiger Funktionen konstruieren, fiir die das entspre-
chende Resultat nicht gilt. Wir lassen das als Ubungsaufgabe.

4.3 Differenzialrechnung

Wir beschiiftigen uns in diesem Abschnitt mit der Differenzialrechnung von (reel-

len) Funktionen. Im Folgenden bezeichnet K wieder den Kérper der reellen oder
komplexen Zahlen, also K € {R, C}.

4.3.1 Differenzierbarkeit und Ableitung von Funktionen

Wir betrachten eine reelle Funktion f. Wenn wir uns den Graphen von f vor-
nehmen, haben wir eine gute Vorstellung davon, was es bedeuten soll, dass eine
Funktion an einer stelle zy ,glatt ist. Anschaulich gesprochen meinen wir da-
mit, dass der Graph der Funktion an dieser Stelle keine ,,Ecke* aufweist. Etwas
mathematischer formuliert heiffit das, dass die Funktion f an der Stelle z( eine
Tangente besitzt, die sich an die Funktion ,,anschmiegt®.

Wie fasst man diese Vorstellung in eine formale Definition? Wir kénnen uns
dem Begriff der Tangente einer Funktion mit Hilfe des Begriffs der Sekante
néhern.

Definition 4.3.1 (Sekante, Steigung). Es sei D C R und f: D — R eine reelle
Funktion. Sind z¢,x € D mit x¢y # x, dann heifit die eindeutige Gerade durch
die Punkte (o, f(20)) und (, f(z)) Sekante des Graphen der Funktion f. Die
Steigung der Sekante ist durch den Ausdruck

f(@) — f(xo)
r — Xy
gegeben. Dieser Ausdruck wird auch Differenzenquotient genannt.

Anschaulich gesprochen erhélt man die Tangente der Funktion f an der Stel-
le zq (falls die Funktion iiberhaupt eine Tangente an dieser Stelle besitzt), indem
man den Punkt x immer ndher an den Punkt xy heranriicken ldsst und dabei die
Sekante betrachtet.

Definition 4.3.2 (Differenzierbarkeit, Ableitung). Essei D CRund f: D — R
eine reelle Funktion.
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(i) Ist zp € D und existiert der Grenzwert

lim &) = f(@0) (4.6)
T—T0 T — 2

so sagt man, dass f in xo differenzierbar ist. In diesem Fall bezeichnet man
den Grenzwert (4.6) mit f’(z¢) und nennt ihn die Ableitung von f an der
Stelle x.

(i) Ist die Funktion f an jeder Stelle zy € D differenzierbar, so heifit f diffe-
renzierbar. In diesem Fall nennt man die Funktion

ff:D—R  mit r— f(x)
die Ableitung von f.
Bemerkung.

(i) Existiert die Ableitung von f an der Stelle gy, so wird die Tangente von f
in 2y durch die Funktion = — f(x¢) + f'(z0) - (x — x¢) beschrieben.

(ii) Eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz des Grenzwertes ist,
dass xg ein Beriihrungspunkt von D \ {x¢} ist. Das heifit, dass xy kein
isolierter Punkt des Definitionsbereichs D sein kann. Dies entspricht auch
unserer Anschauung, nach der eine reelle Funktion in einem isolierten Punkt
ihres Definitionsbereichs keine Tangente besitzt.

(iii) Den Grenzwert (4.6) kann man, falls er existiert, alternativ auch wie folgt
schreiben:

fl(zo) = lim f(zo+h) — f(xo) .

h—0 h

(iv) Definition kann unmittelbar auf den Fall komplexwertiger Funktio-
nen f: D — Cmit D C R erweitert werden. In diesem Fall ist auch f’ eine
komplexwertige Funktion.

(v) Die Ableitung von f an der Stelle xy wird manchmal auch mit %(xo) be-
zeichnet.

Der folgende Satz stellt eine alternative Charakterisierung der Differenzierbar-
keit einer Funktion f dar. Diese Charakterisierung ist durch die in der Bemerkung
diskutierte Tangentenfunktion x — f(xo) + f'(x0) - (x — x¢) motiviert.

Satz 4.3.3. Fs sei D C R und f : D — K eine Funktion. Weiter seien xo € D
und s € K. Dann sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

(i) Die Funktion f ist in xq differenzierbar mit Ableitung f'(x¢) = s.
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(ii) Es gibt eine Funktion ¢ : D — K mit lim,_,, p(z) = 0 und
f(x) = f(zo) +5-(x —x0) + () - (x — x0) fiir alle x € D.

Beweis. Gilt , so ist der Differenzenquotient gegeben durch
f(@) — f(xo)

pra—— = s+ p(x) .

Folglich existiert die Ableitung von f in xo und es gilt
@)~ )

T—x0 T — xo T—XT(

Ist umgekehrt f in x differenzierbar mit f’(z¢) = s, so kénnen wir die Funkti-
on ¢ : D — K wie folgt definieren:

—f(x:z:j:(xo) —s firz e D\ {xo},
p(z) = 0 .
0 fir x = .

Dann gilt lim, ., ¢(x) = 0, da lim,_,, %‘iézo) = s, und nach Definition von ¢
ist erfiillt. U

Beispiel. Die Funktion f : R — R mit f(z) := (z+1)? ist differenzierbar und es
gilt f'(xg) = 2x¢ + 2 fiir alle zg € R. Dies folgt unmittelbar aus Satz denn
man kann f fiir jedes beliebige xy € R wie folgt schreiben:

fa) = @+ 17
= (20+ 1)+ 220+ 2) - (x —x0) + (x — x0) - (x — x0)

fir alle z € R. Setzt man also ¢(x) := = — zy, so ist die Bedingung aus

Satz erfiillt.

Eine wichtige Konsequenz von Satz [4.3.3]ist, dass aus der Differenzierbarkeit
von f in z( insbesondere die Stetigkeit von f in z( folgt.

Satz 4.3.4. Es sei D C R und f: D — K eine Funktion. Ist xo € D und ist f
i xo differenzierbar, so ist f in xy auch stetig.

Beweis. Ist f in x, differenzierbar, so gilt nach Satz

lim () = f(@0)+ F'(@0) - lim (@ = z0) + lim (o(a) - (2 = 20))

= f(zo) -

Folglich ist f in z( stetig. U
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Bemerkung. Die Umkehrung von Satz gilt im Allgemeinen nicht. Ein Ge-
genbeispiel ist die Betragsfunktion x +— |z|, die im Punkt 0 zwar stetig, jedoch
nicht differenzierbar ist. Denn es gilt

S e et S el

1 1 d 1
o0t =0 e e TS0

—1.

Folglich existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten an der Stelle 0 nicht.
Beispiele.

(i) Ist ¢ € C, so ist die konstante Funktion f : R — C mit f(z) = c¢ fiir
alle x € R differenzierbar und die Ableitung ist iiberall null.

(ii) Sind a,b € Cund ist f: R — C mit f(z) =a-x + b, so ist

flag) = lim AB=F@) oy et @—m0)

T—T0 T — To z—T0 T — X

fiir alle xg € R. Insbesondere ist f differenzierbar.

(iii) Ist n € Nund f: R — R mit f(z) = 2™ fiir alle € R, so ist f differenzier-
bar und es gilt f/(z) = n-2"! fiir alle z € R. Denn wegen Lemma [4.1.42
gilt

(z + h;: —a" Do (R htan™* —an _ zn: (n) pE-1gn—k

h k
k=1

Folglich ist

R —
hm M — (n> xn_l = n- xn_l .
h—0 h 1

Satz 4.3.5. Die reelle Exponentialfunktion exp : R — R ist differenzierbar und
es gilt exp’ = exp.

Beweis. Wir zeigen zunichst, dass die reelle Exponentialfunktion an der Stelle 0
differenzierbar ist und exp’(0) = exp(0) = 1 gilt. Dazu betrachten wir fiir = # 0
den Differenzenquotienten

exp(z) — exp(0) B 1 = x_k_l _ ixk_l
x—0 x k! —~ k!

k=1

k-1
=2
k=2
Es geniigt also zu zeigen, dass

= 0.

-1
!

o0
. z®
lim g
x—0 ]{j
k=2
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Dies folgt, da fiir  mit |z| < 1 gilt, dass
-1

= zF ||t < S k=1 = e =
> g S 2 bl = Dkl =
k=2 =2 =1

Wir zeigen schlielich noch, dass exp’(xz) = exp(z) auch fiir z # 0 gilt. Dies
folgt jetzt unmittelbar, da

0 <

<

o)
2

k=

exp(z + h) — exp(z)
h

exp(h) — exp(0)
h

= exp(z) -

und daher

. exp(z +h) —exp(z) . exp(h) — exp(0)
o h RN —

= exp(z)-exp'(0) = exp(z)-1 .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
In Verallgemeinerung von Satz kann man das folgende Resultat zeigen.

Korollar 4.3.6. Fir c € C ist die Funktion f : R — C mit f(z) := exp(c- x)
differenzierbar mit Ableitung f'(z) = c- f(x) = c¢-exp(c- z).

Satz folgt auch aus einem allgemeinen Differenzierbarkeitsresultat iiber
Potenzreihen, das wir hier ohne Beweis angeben.

Satz 4.3.7 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen). Es sei Y -, ayz" eine Po-
tenzrethe mit Konvergenzradius p > 0. Wir betrachten die komplexwertige Funk-
tion

(e 9]

fiepp) = C omit f(@) = Y at

k=0

Dann ist die Funktion f differenzierbar. Die Potenzreihe > oo, kapz"~' hat auch
den Konvergenzradius p und es gilt

fl(x) = Z kayaz"! fir alle x € (—p, p).
k=1

4.3.2 Ableitungsregeln

Wir geben in diesem Abschnitt die wichtigsten Ableitungsregeln an, die sich bei
der Bestimmung der Ableitung von Funktionen als niitzlich erweisen.

Satz 4.3.8. Esseit D CR, zg € D und f,g: D — K zwei Funktionen, die in x
differenzierbar sind. Weiter seien A\, u € K. Dann gilt:
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(i) Die Funktion - f + u-g: D — K ist in xo differenzierbar mit
AN-f+p-9)(xo) = X fl(wo) +p-g'(x0) (,Linearitit der Ableitung®).
(i1) Die Funktion f-g: D — K ist in xq differenzierbar mit
(f-9) (o) = f'(x0)-g(xo) + f(x0) - ¢'(x0) (,Leibniz’sche Produktregel®).

(111) Ist g(xo) # 0, so ist die Funktion f/q in xq differenzierbar mit

([)/ (10) = f'(wo) - g(wo) — f (o) - §'(20)

g g(wo)?

(,Quotientenregel).

(iv) Ist D' C R, yo € D' und h : D' — D eine Funktion mit h(yy) = xo, die in yo
differenzierbar ist. Dann ist die Funktion foh : D' — K in yo differenzierbar
mit

(foh)(yo) = f(h(yo)) - W (yo) (,Kettenregel“).

Beweis. Die Linearitdt der Ableitung (i) folgt direkt aus der Definition der Ab-

leitung und Satz 4.2.5| (i) und .
Die Produktregel gilt, da

(f-9)(x) = (f-g)(x0)

(f-9) () = lim

e J@) - g(@) = f(@o) - glwo) = f(@o) - g(a) + f (o) - g(a)
- (%f;” ) + Fla) - L= iff“))
= lim M, lim g(z) + f(wo) - lim g(x) — g(xo)

T—T0 T — X T—T0 T—T0 r — Ig

= f'(z0) - g(x0) + f(20) - ¢'(w0) -

Die Quotientenregel kann relativ leicht mit Hilfe der Produktregel und der
Kettenregel bewiesen werden. Wir lassen diesen Teil als Ubung.

Die Kettenregel kann man beispielsweise mit Hilfe von Satz bewei-
sen. Wir gehen hier nicht auf die Details des Beweises ein. 0

Beispiele.

(i) Es seien ag,...,a; € Cund p : R — C die durch p(z) := Zf:o a;z' ge-
gebene Polynomfunktion. Dann ist p differenzierbar mit Ableitung p'(x) =

k. i—1
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(ii) Nach Korollar [4.3.6] gilt fiir die Funktion f: R — C mit f(z) := exp(i - x),
dass

fl(x) = i-exp(i-x) = i-cos(x)+i*-sin(z) = — sin(z)+i-cos(x) .
Andererseits gilt nach Satz (), dass
f'(z) = (cos+i-sin)(x) = cos'(x)+1i-sin'(z) .

Vergleicht man Real- und Imaginérteil der beiden Ausdriicke, so erhélt
man cos’ = —sin und sin’ = cos.

(iii) Fiir n € Nist die Funktion f : R\{0} mit f(z) := 1/2" wegen Satz

differenzierbar mit Ableitung

0-2" —1-n-a" ! n
/ o - _
f (:v) - (xn)2 - pnt+l

(iv) Die Tangens-Funktion tan ist wegen Satz auf ihrem gesamten
Definitionsbereich differenzierbar und es gilt

tan'(x) = <%) (z) = sin’(x) COS(ZC())S;(;H(I> cos'(z)
_ cos?(z) + sin®(z) _ 1
COSz(x) COSQ(:E) ’

(v) Wegen Satz ist fiir n € N die Funktion f : R — R mit f(x) :=
sin”(z) differenzierbar mit Ableitung

f'(x) = n-sin"Y(z) - cos(x) .

Satz 4.3.9 (Ableitung der Umkehrfunktion). Es sei I C R ein Intervall, xy € 1
und f : I — R eine stetige und streng monotone Funktion, die in xqy differen-
zierbar ist mit f'(xo) # 0. Dann ist die Umkehrfunktion f=': f(I) — I in f(xo)
differenzierbar und es gilt

1

Y (f(x)) = :
V) = 5y

Beweis. Es sei yp := f(zg) und y € f(I). Da f in g = f'(yo) differenzierbar
ist, gibt es nach Satz eine Funktion ¢ : I — R mit lim, ., ¢(x) = 0, so
dass

y—yo = f(f7' W) = F(f ()
= (F'(f ") +o(f W) - (F @) — fF(wo)) -
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Folglich hat der Differenzenquotient von f~! die folgende Gestalt:

S )~ ) 1
Y= Yo (o)) +o(f )
Daher ist
1\/ - im f_l(y) B f_l(yﬂ)
(f7) (f(Io)) = ylﬂyo Y —
= lim L
v f1(f (o)) + e (F ()
1
(o)) Ly, o(F 71 (y))
B 1 B 1
(o) f'(wo)
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
Beispiele.

(i) Die Logarithmus-Funktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.
Dabher ist sie differenzierbar und fiir die Ableitung gilt
1 1 1

(z) = exp’ (In(z)) - exp(In(z)) T

fiir alle z € Rq.
(ii) Es sei n € Nund f : Rsg — Ry mit f(z) = {/x die n-te Wurzelfunktion.
Da f die Umkehrfunktion von y — ™ ist, gilt fiir x > 0

1 1 1
/ _ — — . pl/n-1 .
f(x) n - (3/z)n1 n - pl-1/n n L

(iii) Die in Definition [4.2.26| eingefithrte Umkehrfunktion der Sinusfunktion ist
die Funktion arcsin : [—1,1] — [—7/2,7/2]. Fiir x € [—1, 1] gilt

arcsin’(z) = !
- sin/(aresin(z))
Da sin’ = cos und cos(y) = /1 — sin?(y) fiir y € [~7/2,7/2], folgt
1 1
arcsin’(z) =

B \/1 — sin”(arcsin(z)) VI
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Zum Abschluss dieses Abschnittes betrachten wir noch Ableitungen héherer
Ordnung.

Definition 4.3.10. Es sei I C R ein Intervall, zp € [ und f : [ — K eine
Funktion.

(i) Die Funktion f heifit einmal differenzierbar (in x), falls f (in xq) diffe-
renzierbar ist. Die Ableitung f’(x¢) bezeichnet man dann auch als erste
Ableitung und schreibt dafiir fO)(z).

(ii) Ist f differenzierbar und ist die erste Ableitung f™M (in x,) differenzier-
bar, so sagt man, dass f (in xg) zweimal differenzierbar ist. Man nennt
dann f®)(xg) := (fW) (z0) die zweite Ableitung von f (in o).

(iii) Es sei n € N. Ist f n-mal differenzierbar und ist die n-te Ableitung f
(in z) differenzierbar, so sagt man, dass f (in x¢) n+ 1-mal differenzierbar
ist. Man nennt dann f™+9(z0) := (f™)(z¢) die (n +1)-te Ableitung von f
(in ).

(iv) Essein € N. Ist f n-mal differenzierbar und ist f™ stetig, so heifit f n-mal
stetig differenzierbar.

(v) Ist f n-mal differenzierbar fiir alle n € N, so heifit f unendlich oft differen-
zierbar oder beliebig oft differenzierbar.

Bemerkung. Die zweite Ableitung von f bezeichnet man auch mit f” oder 327’;,

die dritte mit " oder %, U.S.W.

Beispiele.

(i) Wegen exp’ = exp ist die Exponentialfunktion unendlich oft differenzierbar
und es gilt exp™ = exp fiir alle n € N.

(ii) Die durch eine beliebige Potenzreihe mit Konvergenzradius p > 0 definierte
Funktion auf dem Intervall (—p, p) ist nach Satz unendlich oft diffe-

renzierbar.

(ili) Cosinus und Sinus sind unendlich oft differenzierbar. Fiir n € N gilt

cos falls n mod 4 = 0,
(n) —sgin  fallsnmod4 =1,
COS =

—cos falls n mod 4 = 2,

sin falls n mod 4 = 3,
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und

sin falls n mod 4 = 0,
cos falls n mod 4 =1,
—sin  falls n mod 4 = 2,

—cos falls n mod 4 = 3.
Ist f: R — C eine Polynomfunktion vom Grad k mit
fx) = apa® + a2 - Fag

so ist f unendlich oft differenzierbar. Die k-te Ableitung f*) ist konstant,
namlich f*)(z) = k! - a; fiir alle € R, und jede hohere Ableitung f
mit n > k ist die Nullfunktion.

Die Logarithmus-Funktion In : (0, c0) — R ist unendlich oft differenzierbar.
Es gilt

1 1
11]/(37) = E, ln"(a:) = —E, hl”/<l’> = ;

und allgemeiner

In™(z) = (—=1)"* ) e N.

Die Funktion f: R — R mit f(z) = x - |z| ist differenzierbar. Es gilt

—22 firz <0 -2z firz <0
— b d ! — )
/(@) {x2 fiir x > 0, und /() {Qx fiir x > 0.

Die Ableitung an der Stelle 0 bestimmen wir mit Hilfe des Differenzenquo-
tienten:

-0
£0) = 1m0 e = 0

z—0 x — x—0

Es gilt also, dass f'(x) = 2|z| fiir alle x € R. Folglich ist f sogar stetig
differenzierbar, jedoch nicht zweimal differenzierbar, da f’ an der Stelle 0
nicht differenzierbar ist.

Die Funktion f: R — R mit

_Ja?sin(1/z) fiir @ #0,
J(@) = {0 fiir x = 0,

ist differenzierbar, jedoch nicht stetig differenzierbar. Wir lassen den Beweis
als Ubung.
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Bemerkung. ,Im Herbst 1972 verkiindete Président Nixon, die Beschleuni-
gungsrate der Inflation nehme ab. Dies war das erste Mal, dass ein amtieren-
der Président zugunsten seiner Wiederwahl die dritte Ableitung ins Feld fiihrte.“
(Zitat des Mathematikers Hugo Rossi)

4.3.3 Mittelwertsitze und Extrema

Wir gehen in diesem Abschnitt zundchst auf die Niitzlichkeit der Differenzierbar-
keit bei der Losung von Extremwertaufgaben ein.

Definition 4.3.11 (Globale und lokale Extremwerte). Es sei D C R, 29 € D
und f: D — R eine reelle Funktion.

(i) xq heifit globales Maximum von f, wenn f(z) < f(xo) fiir alle z € D.

(ii) o heilt lokales Mazximum von f, wenn es ein € > 0 gibt mit f(z) < f(x)
fir alle x € D mit |z — x| < &.

Globale und lokale Minima werden analog definiert, indem man ,,<* durch ,>*
ersetzt. Ein (globales oder lokales) Maximum oder Minimum heifit auch (globales
oder lokales) Extremum.

Bemerkung. Ein globales Maximum (Minimum) ist immer auch ein lokales Ma-
ximum (Minimum).

Wir zeigen zunéchst das folgende notwendige Kriterium fiir lokale Extrema
einer differenzierbaren Funktion.

Lemma 4.3.12. Es seien a € RU {—o0}, b € RU{o0}, a < zg < b und f :
(a,b) — R eine in xo differenzierbare Funktion. Ist xy ein lokales Extremum
von f, soist f'(xg) = 0.

Beweis. Wir nehmen im Folgenden an, dass xy ein lokales Minimum ist. Den
Fall eines lokalen Maximums kann man vollig analog behandeln. Es sei ¢ > 0
mit a < zg —e < x9+¢e <bund f(z) > f(xg) fir alle z mit |z — x¢| < . Dann
gilt fiir den Differenzenquotienten

f(x) = f(wo) {z 0 falls z > zo,

T — To <0 falls z < zg.

Folglich ist der rechtsseitige Grenzwert des Differenzenquotienten nicht-negativ
und der linksseitige Grenzwert ist nicht-positiv. Daher muss der Grenzwert f’(xz)
gleich null sein. U

Bemerkung. Die Umkehrung der Aussage von Lemma [4.3.12] gilt im Allgemei-
nen nicht. Die Funktion z +— 22 besitzt an der Stelle 2y = 0 offenbar kein lokales
Extremum. Thre Ableitung ist dort aber null.
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Wir werden sehen, dass die Umkehrung der Aussage von Lemma je-
doch unter gewissen Zusatzbedingungen gilt. Dazu benotigen wir zunéchst den
Mittelwertsatz.

Satz 4.3.13 (Mittelwertsatz der Differentialrechnung). Es seien a,b € R mit a <
b und f:[a,b] — R eine stetige Funktion, die in jedem Punkt x € (a,b) differen-
zierbar ist. Dann gibt es ein xg € (a,b) mit

f(b) = f(a)

b—a = J'(z) -

Bevor wir den Mittelwertsatz beweisen, formulieren wir zunéchst ein einfaches
Korollar, das unter dem Namen ,,Satz von Rolle“ bekannt ist.

Korollar 4.3.14 (Satz von Rolle). Es seien a,b € R und f : [a,b] — R eine
stetige Funktion, die in jedem Punkt x € (a,b) differenzierbar ist. Ist f(a) = f(b),
so gibt es ein xo € (a,b) mit f'(x) = 0.

Beweis von Satz[{.3.15 Wir beweisen zunéchst den Spezialfall aus Korollar[4.3.14]
Ist f konstant, so ist f'(x) = 0 fiir alle € [a,b]. Andernfalls besitzt f geméi8
Satz ein globales Maximum zy und ein globales Minimum z;. Da f nicht
konstant ist, muss mindestens einer der beiden Funktionswerte f(zo) und f(x;)
von f(a) = f(b) verschieden sein. Dann gilt also zy € (a,b) oder z1 € (a,b). Au-
Berdem ist die Ableitung an dieser Stelle nach Lemma [4.3.12] gleich null. Damit
ist der Satz von Rolle bewiesen.

Der allgemeine Mittelwertsatz folgt jetzt sofort daraus, wenn man die Funk-
tion A : [a,b] — R mit

ha) = h(b) = f@)  wd W)= @) - OO

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Als Konsequenz aus dem Mittelwertsatz konnen wir das folgende Monotonie-
kriterium formulieren.

Lemma 4.3.15 (Monotoniekriterien). Es seien a € RU {—o0}, b € RU {0}
und f: (a,b) — R eine differenzierbare Funktion.

(i) Es gilt genau dann f'(x) > 0 (f'(z) < 0) fir allex € (a,b), wenn f monoton
wachsend (fallend) ist.
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(i) Ist f'(x) > 0 (f'(x) < 0) fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton
wachsend (fallend).

(i11) Es gilt genau dann f'(x) =0 fir alle x € (a,b), wenn f konstant ist.

Beweisskizze. Fiir bis folgt die Implikation ,=“ unmittelbar aus dem
Mittelwertsatz [4.3.13] Die Implikation ,,<=* in (i) und folgt direkt aus der
Definition der Ableitung mit Hilfe des Differenzenquotienten. 0

Korollar 4.3.16. Es seien a € RU{—o0}, b € RU{o0} und f,g: (a,b) - R
zwei differenzierbare Funktionen mit f'(x) = ¢'(x) fir alle x € (a,b). Dann gibt
es ein ¢ € R mit f(z) = g(x) + ¢ fir alle v € (a,b).

Beweis. Die Ableitung der Funktion f — g ist nach Voraussetzung iiberall null,

so dass f — g nach Lemma [4.3.15 konstant ist. U
Auch das néchste Korollar folgt direkt aus Lemma [4.3.15]

Korollar 4.3.17. Es seien a € RU{—o0}, b € RU{oo} und f : (a,b) — R eine
differenzierbare Funktion. Weiter seien o, 3,20 € R mit a < a < 29 < f < b
und f'(xo) = 0. Gilt f'(x) >0 (f'(z) < 0) fir alle x € (a,z9) und f'(z) <0
(f'(x) > 0) fir alle x € (xg, ), so hat f in xo ein lokales Maximum (Minimum,).

Ist f zweimal differenzierbar, so erhélt man ein einfacheres Kriterium.

Satz 4.3.18. Es seien a € RU {—o0}, b € RU {oo} und f : (a,b) — R.
Weiter sei xy € (a,b) und f sei in xo zweimal differenzierbar. Ist f'(xq) = 0
und f"(xo) <0 (f"(x¢) > 0), so besitzt f in xy ein lokales Mazimum (Minimum).

Beweis. Essei f'(xg) = 0 und f”(z) < 0. Nach Definition der zweiten Ableitung
gilt
f'(@) — f'(o)

/
0 > f"(zg) = lim ———— = lim f'(z) ,
) T — X T—z0 T — X

so dass also f'(x)/(z — xo) < 0 in einer kleinen Umgebung von z,. Folglich sind
die Voraussetzungen von Korollar erfiilllt und xg ist ein lokales Maximum.
Der Beweis fiir den Fall eines lokalen Minimums funktioniert véllig analog. [

Beispiele.

(i) Esseien a,b,c € Rmit a # 0 und f(x) := ax?*+bx+c eine Polynomfunktion
vom Grad zwei. Dann besitzt die Ableitung f’'(z) = 2ax + b eine eindeutige
Nullstelle bei zy = —b/(2a). Ist a > 0 (a < 0), so gilt f'(x) <0 (f'(z) > 0)
fir + < zo und f'(x) > 0 (f'(z) < 0) fir z > =x,. Folglich ist zy nach
Korollar ein lokales Minimum (Maximum) von f. Noch einfacher
erkennt man das mit Hilfe von Satz [4.3.18] da f”(zo) = 2a. Man kann sich
iiberlegen, dass z( sogar ein globales Minimum (Maximum) von f ist.
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(i) Wir betrachten die Funktion f : (0,00) — R mit f(z) := 2 = exp(zIn(z)).
Dann ist

fl(x) = (xln(x)),exp(xln(x)) = (ln(x)—i-l)xm

und
f(x) = éz“” + (In(z) + 1)2xx :

Die einzige Nullstelle von f’ ist 1/e und es gilt f”(1/e) > 0. Folglich ist 1/e
ein lokales (und sogar das globale) Minimum.

Zum Abschluss dieses Abschnittes stellen wir die Regeln von de L’Hopital vor.
Dazu benoétigen wir zunédchst den folgenden verallgemeinerten Mittelwertsatz.

Satz 4.3.19 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz). Es seien a,b € R mit a < b
und f, g : [a,b] — R zwei stetige Funktion, die in jedem Punkt x € (a,b) differen-
zierbar sind. Weiter gelte ¢'(x) # 0 fiir alle © € (a,b). Dann gibt es ein xo € (a,b)
mat

) = fa) _ flao)

g(b) —g(a)  ¢'(x0)
Bemerkung. Setzt man g(z) := x in Satz 4.3.19] so erhélt man den bereits
bekannten Mittelwertsatz [£.3.13]

Beweis. Es sei h : [a,b] — R mit

f(b) = f(a)
9(b) — g(a)
Nach Definition ist h stetig und in jedem Punkt z € (a, b) differenzierbar. Aufler-
dem ist h(a) = h(b) = f(a). Folglich gibt es nach Korollar |4.3.14] ein zq € (a,b)
mit A'(z9) = 0. Da

hz) = f(z)— (9(x) — g(a)) .

folgt die Behauptung. OJ

Satz 4.3.20 (Regeln von de L’Hoépital). Es seien a,b € R mit a < b und f,g :
(a,b] — R zwei differenzierbare Funktion mit g(x) # 0 und ¢'(x) # 0 fir alle x €
(a,b.

(1) Giltlim,_, f(x) = lim,_, g(z) = 0 und existiert der (uneigentliche) Grenz-
wert lim,_,(f'()/g'(z)) € RU{—00, 00}, so gilt
@) S

lim —% = )
v—a g(z) v—a g'(1)
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(i1) Gilt lim,_, f(z) = oo und lim,_, g(x) = £o00 und existiert der (uneigent-
liche) Grenzwert lim,_,(f'(z)/g'(z)) € RU{—00, 00}, so gilt

F@) _ o £

lim —% = )
v—a g(z) v—a g'(1)

Bemerkung. Der Satz gilt natiirlich auch, wenn wir das Intervall (a, b] durch [b, a)
(fiir b < a) ersetzen. AuBerdem gilt er auch fiir den Fall, dass a = —oo bzw. a =
—+00 ist.

Beweisskizze. Wir beweisen nur : Nach Voraussetzung kann man f und g
durch f(a) = g(a) = 0 stetig ergénzen. Nach Satz {4.3.19 gibt es dann zu je-
dem z € (a,b) ein zy € (a, ) mit

flz) _ fl@) = fla) _ f'(xo)
g(x) g(r) — g(a) g'(xg)

Lassen wir nun = gegen a konvergieren, so konvergiert auch xy gegen a, so dass

@ Pl
o) T e glw)

Beispiele.
(i) Es seien f(x) = 2z® und g(z) = Va2 +1 —1 fiir z > 0. Dann ist f(0) =
g(0) =0 und f'(z) = 2z, ¢'(x) = 2x/(2V 2% + 1). Es gilt

li
lim L) _ lim 227 +1 = 2

x—0 g' (;Ij)

und daher auch

)
glclgtl) g(z)

(ii) Wir betrachten noch einmal f und g aus dem letzten Beispiel. Offenbar
gilt lim, .o f(x) = oo und lim,_, g(x) = co. Da

!
i L) oV T = oo

2—00 g/(;c) T—00
folgt auch
f(x)

lim —% =
z—o0 g()
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(iii) Es sei f(x) = sin(z) und g(x) = z fiir x € R. Dann gilt f(0) = ¢(0) =
0, f'(z) = cos(x) und ¢'(x) = 1. Folglich ist
ti S g 8

z—0 €T z—0 1

(iv) Es sei f(r) = exp(x) — exp(—x) und g(x) = sin(z) fir x € R. Dann
gilt f(0) =¢(0) =0, f'(x) = exp(z) + exp(—z) und ¢'(z) = cos(z). Folglich
ist

et _ 7 et e ®

imE—%  — m & — 9
) sin(z) 0 cos(x)

(v) Bei der Berechnung des Grenzwertes lim, o« In(x) fithrt es nicht zum Ziel,
die Regel von de L’Hoépital auf die beiden Funktionen f(z) = z und g(z) =
1/1In(x) anzuwenden. Denn es gilt f/(x) = 1 und ¢'(z) = —1/(xIn*(z)), so
dass f'(x)/¢'(x) = —xIn*(z). Uber den Grenzwert des letzten Terms fiir «
gegen 0 kann man wieder keine direkte Aussage treffen.

Setzt man jedoch f(z) = In(z) und g(x) = 1/z, so erhélt man f'(z) = 1/x
und ¢'(x) = —1/2% und daher

1
limzln(z) = lim—* = lim—2 = 0.
x—0 x—0 — =5 z—0

X

(vi) Man kann die Regel von de L’Hopital auch rekursiv anwenden, wie das
folgende Beispiel zeigt. Fiir n € N gilt

.er ) e’ . e’
lim — = lim = lim
z—o00 z—oo M - 1L T—00 n(n — 1) L2
X
= . = lim— = .
z—00 1)

Die dadurch getroffene Aussage, dass die Exponentialfunktion schneller als
jede Polynomfunktion wéchst, hatten wir schon frither kennengelernt.

(vii) Auch der folgende Grenzwert ist uns eigentlich schon bekannt.Fiir n € N ist

. In(x) . i , 1
M e T AR T — BT <0

4.3.4 Taylorreihen

Bei der Einfithrung der Differentialrechnung haben wir die Interpretation der
Ableitung als Steigung der Tangente der Funktion genutzt. Man kann sagen, dass
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die Tangente an eine Funktion f in der Stelle zy die Funktion in einer Umgebung
von xy approximiert. Die Tangente ist durch die folgende Funktion g gegeben:

g(x) = f(xo) + f'(x0) - (x — 20) -

In Satz haben wir gezeigt, dass fiir den Fehlerterm f(z) — g(z) gilt, dass er
sich besser verhélt als (x — zg), das heift

i) gl

T—T0 Tr — 2y
Ist die Funktion f an der Stelle zy mehr als einmal differenzierbar, so kann man
versuchen, mit Hilfe hoherer Ableitungen eine bessere Approximation von f in
einer Umgebung von xy zu bekommen.

Definition 4.3.21 (Taylorpolynom). Es sei D C R, zp € D und f : D — K eine
Funktion, die an der Stelle xq mindestens n-mal differenzierbar ist fiir ein n € N.
Dann heifit das Polynom

) (o |
Trn(x,20) = Z / (| 0) (x — x0)’
i=0 ’

1
n-tes Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt x.

Bemerkung. Das erste Taylorpolynom 77 ;(x,xo) beschreibt offenbar die Tan-
gente an f im Punkt z.

Beispiel. Es sei f(z) = sin(x). Das erste Taylorpolynom von sin mit Entwick-
lungspunkt 0 ist

Tyn1(x,0) = sin(0) + sin'(0)z = = .

Da sin”(0) = —sin(0) = 0, stimmt das zweite mit dem ersten Taylorpolynom
tiberein, also Tyn2(x,0) = Tyn1(x,0) = x fiir alle x € R. Fiir das dritte Taylor-
polynom gilt

Tins(z,0) = = — %553 )

Allgemeiner gilt fiir das (2n + 1)-te Taylorpolynom

Tsnoni1(z,0) = mezkﬂ .
k=0 :

Man beachte, dass es sich hierbei um die ersten n + 1 Summanden der Reihen-
entwicklung der Sinus-Funktion handelt (siehe Satz [4.2.24)).
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Lemma 4.3.22. Fs sei D C R, xg € D und f : D — K eine Funktion, die an
der Stelle xo n-mal differenzierbar ist fir ein n € N. Dann ist das Taylorpoly-

nom Ty, (z,x0) die einzige Polynomfunktion p : D — K vom Grad héchstens n
mit p®) (o) = f®)(x0) fiir k =0,...,n.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass das Taylorpolynom T}, (x,x) aufgrund
seiner Definition die geforderte Eigenschaft besitzt.

Um die Eindeutigkeit zu beweisen, betrachten wir die Basisfolge (1, r—xg, (x—
z0)%, ..., (v — wo)”) des Vektorraums aller Polynome vom Grad hochstens n. Es
sei p ein Polynom vom grad hochstens n mit der geforderten Eigenschaft. Wir
konnen p schreiben als

n

p(x) = Zai(a:—xo)i mit ag, ..., a, € K.
i=0

Nach Voraussetzung gilt dann fiir k =0,...,n
f(k)<x0) = p® (0) = k! ay ,
so dass ap = f®)(x0)/k!. Folglich stimmt p mit dem Taylorpolynom iiberein. [J

Der folgende Satz von Taylor liefert eine genaue Beschreibung der Abweichung
zwischen einer Funktion f und ihrem Taylorpolynom. Mit Hilfe dieses Satzes kann
man also abschétzen, wie grof3 der Fehler ist, den man in Kauf nimmt, wenn man
statt einer (komplizierten) Funktion ihr Taylorpolynom auswertet.

Satz 4.3.23 (Satz von Taylor). Es sein € N, a < b und f : [a,b] — R eine n-mal
stetig differenzierbare Funktion, die auf dem offenen Intervall (a,b) mindestens
(n+1)-mal differenzierbar ist. Dann gibt es zu jedem x € (a,b] einy € (a,x) mit

f(x) = Trn(z,a)+ n—(x —a)"t . (4.7)

Den zweiten Summanden auf der rechten Seite von (4.7) nennt man Restglied.

Beweis. Wir betrachten die Funktion g : (a,b) — R mit

f(@) = Tyn(z,a) (
(x — a)nt!

9(2) = [(2) = Tyn(z,0) =

_ a)n+1 )

Dann ist ¢ mindestens (n + 1)-mal differenzierbar und, da die Polynomfunkti-
on z — T%,(z,a) hochstens den Grad n besitzt, gilt

f(x) = Tyn(z,a)

(x — a)*t!

g"I() = fUO() ~ “(n+ 1L (4.8)



Kapiel [4: Analysis M. Skutella 207

Wegen Lemma gilt g(a) = ¢'(a) = --- = g™ (a) = 0; auBerdem gilt g(z) =
0. Nach Korollar (Satz von Rolle) gibt es also ein x; € (a,z) mit ¢'(z1) =
0 = ¢'(a). Wendet man den Satz von Rolle ein zweites mal an, so erhilt man
ein x9 € (a, 1) mit ¢”(z2) = 0 = ¢”(a). Nach weiteren n — 1 Anwendungen des
Satzes erhilt man schlieflich ein y = z,41 € (a,7,) C (a,2) mit g™+ (y) = 0.
Wegen folgt daraus die Behauptung des Satzes. O

Bemerkung. Der Satz gilt natiirlich analog fiir den Fall, dass wir ein Inter-
vall [b, a] links des Entwicklungspunktes a betrachten.

Beispiel. In Fortsetzung des Beispiels von oben betrachten wir nochmal die
Sinusfunktion. Nach dem Satz von Taylor gilt fiir n € Ny
|z [2n+2
(2n+2)! 7
da | sin®"*2(y)| = | sin(y)| < 1. Wenn man also sin(1/2) bis auf 12 Nachkomma-

stellen genau berechnen mochte, kann man dazu das Taylorpolynom Ty, 11 (2, 0)
auswerten, da

|sin(r) — Tyn2ns1(2,0) | <

1/212
12!
Definition 4.3.24 (Taylor-Reihen). Es seien a,b € R mit @ < bund f : (a,b) —

R eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Dann heifit fir o € (a,b) die
Reihe

|sin(1/2) — Tyn11(1/2,0)| < < 51-1078 .

£ (5,
Ty(x,x0) = Zf k‘(! )<x—$0)k

k=0

die Taylor-Reihe von [ mit Entwicklungspunkt x.

Bemerkung. Wie weiter oben bemerkt, stimmt die Taylor-Reihe der Sinus-
Funktion mit Entwicklungspunkt 0 mit der Sinusfunktion {iberein. Leider verhalt
sich die Taylor-Reihe nicht immer so gut. Es gibt Funktionen, deren Taylorreihen
den Konvergenzradius null haben. Bei anderen Funktionen hat die Taylor-Reihe
zwar einen positiven Konvergenzradius, konvergiert jedoch nicht gegen die zu
Grunde liegende Funktion.

Definition 4.3.25 (Analytische Funktionen). Es seien a,b € R mit a < bund f :
(a,b) — R eine unendlich oft differenzierbare Funktion. Dann hei8t f analytisch
im Punkt xy € (a,b), falls es ein € > 0 gibt, so dass sich f auf dem Intervall (xq—
g, xo+¢) als Potenzreihe darstellen lisst; das heiit es gibt eine reelle Folge (ay,)nen,
mit

flz) = iak(:c—xo)k fir x € (xg — e, 29 + €).
k=0
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Abbildung 4.3: Der Graph der Funktion f(z,y) = —% — cos(y).

Zum Abschluss dieses Abschnitts erwidhnen wir noch den folgenden Satz ohne
Beweis.

Satz 4.3.26. Es seien a,b,xg € R mit a < 9 < b und f : (a,b) — R eine
n xo analytische Funktion. Dann ist die entsprechende Potenzreihe aus Definiti-
on[4.3.25 gleich der Taylor-Reihe von f mit Entwicklungspunkt x.

4.3.5 Funktionen mehrerer Veranderlicher

Wir gehen in diesem Abschnitt kurz auf Funktionen mehrerer reeller Verédnderli-
cher ein und diskutieren insbesondere die Verallgemeinerung des Differenzierbar-
keitsbegriffs auf diese Klasse von Funktionen. Ein Beispiel einer solchen Funktion
ist die Abbildung f : R? — R mit

1.3

flz,y) = — 300 —cos(y) .

Der Graph dieser Funktion ist in Abbildung [4.3] dargestellt.

Definition 4.3.27 (Partielle Ableitung). Es sei n € N, i € {1,...,n} und f :
R" — R eine Funktion. Fiir fest gewahlte x1,...,z; 1,241, ..., 2, € R ist die
zu f gehorende i-te partielle Funktion f; : R — R gegeben durch

fz(%) = f(iUlw--7$i—1,$i,$i+1>---7$n) .
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Ist f; an der Stelle z; € R differenzierbar, so heifit f/(x;) die partielle Ableitung

von f nach x; an der Stellex = (x1,...,x,) oder die i-te partielle Ableitung von f
an der Stelle x = (z1,...,x,). Man verwendet dann auch die Bezeichnungen
af 0

filw) = 5-() = 5160 .

Die Funktion f heifit partiell differenzierbar an der Stelle x, falls die i-te partielle
Ableitung von f an der Stelle x fiir alle i = 1, ..., n existiert. In diesem Fall heifit
der Vektor

o () = (50 0)

der Gradient von f an der Stelle x. Ist f an jeder Stelle x € R™ partiell differen-
zierbar, so nennt man [ partiell differenzierbar.

Beispiele.

(i) Die Funktion f : R? — R mit f(z,y) = x? + y?* ist partiell differenzierbar
und besitzt die partiellen Ableitungen

8—f(x, y) = 2z und

ox
Folglich ist grad f(z,y) = (2z,2y).

9
a—;(l‘,y) = 2.

(ii) Die Funktion f : R® — R mit f(z,y,2) = 2% -sin(y) + x - €* ist partiell
differenzierbar und besitzt die partiellen Ableitungen

z

—(l',y,Z) = 2$S1H(y)—|—€ ’
X

z

0

of 2

a_y<x7 Y, Z) = Z COS(y) )
g_(xayv Z) = T-e€

Folglich ist grad f(z,y,2z) = (2wsin(y) + €7, 2? - cos(y), z - €7).

Bemerkung. Der Gradient einer Funktion f : R” — R gibt die Richtung des
steilsten Anstieges der Funktion an.

Beispiele.

(i) Essei f(z,y) = (22 + y?)/7 — 1. Dann gibt grad f(z,y) = (22/7,2y/7) die
Richtung des steilsten Anstieges von f im Punkt (x,y) an. Den steilsten
Anstieg in (z,y) findet man also immer, wenn man sich vom Ursprung des
Koordinatensystems wegbewegt. Siehe auch Abbildung [4.4]
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Abbildung 4.4: Der Graph der Funktion f(z,y) = (z* + y*)/7 — 1.

Abbildung 4.5: Der Graph der Funktion f(z,y) = 2% — >
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(ii) Es sei f(z,y) = 2* — y*. Dann ist grad f(0,0) = (0,0), da die Funktion im
Nullpunkt ,eben* ist, also keinen Anstieg besitzt. Siehe auch Abbildung[4.5]

Definition 4.3.28 (Lokale Extrema). Es sei f : R” — R und x € R™. Dann ist x
ein lokales Mazimum (Minimum), falls es ein € > 0 gibt, so dass f(x) > f(y)
(f(x) < f(y)) fur alle y € R™ mit |x —y| < e. Hierbei bezeichnet |x — y| den
euklidischen Abstand von x = (x1,...,2,) und y = (y1,...,¥n), also

’X_Y‘:\/(xl—y1)2+"'+(xn_yn)2 .

Wir konnen Lemma [4.3.12] fiir den Fall von Funktionen mehrerer Veranderli-
cher wie folgt verallgemeinern.

Lemma 4.3.29. FEs sei f : R" — R und x € R". Ist x ein lokales Fxtremum
von [ und ist f an der Stelle x partiell differenzierbar, so ist grad f(x) = 0.

Beweis. Ist x ein lokales Extremum von f, so ist x insbesondere ein lokales Ex-
tremum der partiellen Funktionen fi,..., f,. Damit folgt die Behauptung aus

Lemma 4.3.12 [l

Bemerkung. Das Beispiel der in Abbildung dargestellten Funktion zeigt,
dass ein Punkt x (in dem Beispiel der Nullpunkt), der ein lokales Extremum aller
partiellen Funktionen fi, ..., f, ist, nicht notwendigerweise ein lokales Extremum
von f sein muss.

Wir benétigen also, wie im eindimensionalen Fall, noch ein hinreichendes Kri-
terium fir die Existenz eines lokalen Extremums.

Bemerkung. Die partiellen Ableitungen % (¢ = 1,..,n) einer Funktion

f : R™ — R sind selbst wieder Abbildungen von R" nach R und unter Umstéinden
ebenfalls partiell differenzierbar. Man bezeichnet ihre partiellen Ableitungen

% = %(g—i) dann als zweite partielle Ableitungen von f.

Ist die zu untersuchende Funktion zweimal stetig partiell differenzierbar, so
kann man oft mit den folgenden Hilfsmitteln Aussagen iiber lokale Extrema tref-
fen.

Definition 4.3.30. Ist f : R® — R in x € R" zweimal stetig partiell differen-
zierbar, so bilden die zweiten partiellen Ableitungen von f die Hesse-Matriz

9?2 9?2
8271({:701 ( ) U 82:18J;n (X)
Hy(x) = : . :
! 02 f 02 f
Oxn0x1 (X) e 0T 0T, (X)

von f im Punkt a.
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Beispiele.

(i) Die Funktion f:R? — R, f(x,y):= 2?+ y? hat die partiellen Ableitungen

gi (z, y) = 2z und ﬂ(:c y) = 2y. Die zweiten partiellen Ableitungen lauten

also 54 (z,y) = 2(22) =2 = 2(2y) = LL(v,y) mnd 2L (2,y) = 2(22) =
0=2=2(2y) = 8 I (z,7). Die Hesse-Matrix von f hat somit die Gestalt

oxdy
2 0
Hy(z,y) = (0 2) :

(i) Die Hesse-Matrix der Funktion f: R?® — R, f(z,y,2) := 2*-sin(y) + x - €
hat die Gestalt

2sin(y) 2xcos(y) e*
Hi(x,y,2) = | 2zcos(y) —a?sin(y) O

e? 0 xe?

Die Hesse-Matrizen in obigen Beispielen sind offenbar symmetrisch. Dies ist
kein Zufall, wie der néchste Satz zeigt, den wir ohne Beweis angeben.

Satz 4.3.31 (Satz von Schwarz). Es sei f : R" — R eine zweimal stetig partiell
differenzierbare Funktion. Dann gilt fir alle i,7 = 1,...,n:

82 f 82 f

8198xj__ 8xj8x{

Es spielt unter den Voraussetzungen des Satzes also keine Rolle, ob man f
zuerst nach x; oder nach x; ableitet; die Voraussetzung der zweimaligen partiellen
Differenzierbarkeit ist dabei wesentlich. Der Satz liefert nun unmittelbar

Korollar 4.3.32. Es sei f : R" — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Dann ist die Hesse-Matriz Hy von f symmetrisch.

Mit der Hesse-Matrix kann man eine Funktion nun auf lokale Extrema unter-
suchen. Dies ist jedoch nicht immer ganz einfach und wir gehen auf den allge-
meinen Fall nicht weiter ein. Im zweidimensionalen Fall gibt es aber ein einfaches
Kriterium, welches wir ohne Beweis zitieren. Vorweg jedoch noch eine

Definition 4.3.33 (Determinante). Fiir eine beliebige 2x2-Matrix A = (CCL Z) €

C?*2 definieren wir die Determinante von A durch det A:=a-d—b-c.

Bemerkung. Man kann die Determinante fiir quadratische Matrizen beliebiger
Grofle definieren. Da fiir uns im Folgenden nur 2 x 2-Matrizen von Interesse sind,
beschranken wir uns auf diesen Fall.



Kapiel [d: Analysis M. Skutella 213

Satz 4.3.34. Es sei f : R?2 — R eine zweimal stetig partiell differenzierbare
Funktion. Im Punkt x € R? sei grad f(x) = 0. Dann gilt:

(1) Ist det Hf(x) > 0 und gj—lé(x) < 0, so besitzt f im Punkt x ein lokales
Maximum.

(11) Ist det Hf(x) > 0 und aaj—lj;(x) > 0, so besitzt f im Punkt x ein lokales
Minimum.

(iii) Ist det Hy(x) < 0, so besitzt f im Punkt x kein lokales Extremum.

() Ist det Hp(x) =0, so macht der Satz keine Aussage.

4.4 Integralrechnung

Wir motivieren den folgenden Abschnitt klassisch durch den Wunsch, den Fléchen-
inhalt A der Fliche F' zu berechnen, die zwischen dem Graphen einer gegebenen
Funktion f : [a,b] — R und der z-Achse eingeschlossenen wird. Wir betrachten
als Beispiel den Halbkreis vom Radius r > 0, gegeben durch f : [—r,r] — R mit

f(x) :=+r? — 22

Abbildung 4.6: Approximation der Fliche F' fur f(x) = v/r? — 22.

Ein approximativer Ansatz ist nun, wie in Abbildung [4.6] das Intervall [—r, r]
zu unterteilen und die Flache durch Rechtecksflichen anzunihern (von oben oder
von unten). Es ist intuitiv klar, dass die Approximation durch die Wahl einer
feineren Unterteilung von [—r, 7] verbessert werden kann.

Wir formalisieren diese Idee nun und weisen fiir stetige Funktionen nach, dass
der oben heuristisch beschriebene Prozess zum Erfolg fithrt. Danach stellen wir
mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung den Zusammenhang
zu den vorigen Abschnitten her.
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4.4.1 Das Integral einer Treppenfunktion

Die folgenden Definitionen sind elementargeometrisch motiviert und haben ih-
ren Ursprung in den oben genannten Rechtecksflichen unter dem Graphen einer
Funktion.

Definition 4.4.1. Ist n € N*, so nennt man eine endliche Folge x¢, z1, ..., x,, mit
a=x9g<xy << Typ_1<x,=D>eine Zerlegung des Intervalls [a,b] C R.

Eine Abbildung ¢ : [a,b] — R heiit Treppenfunktion, falls es eine Zerle-
gung o, ..., T, des Intervalls [a, b] so gibt, dass ¢ auf allen offenen Teilintervallen
(xi,Ti11), 1 =0,...,n — 1, konstant ist, das heifit

Vi=0,...,n—13¢ € Ry € (x5, z:41) : d(y) = ¢; .
Die Menge aller Treppenfunktionen auf [a, b] bezeichnen wir mit 7, ).

Bemerkung. Eine Treppenfunktion ¢ ist auch an den Zerlegungspunkten z;
definiert. Wir beachten die Funktionswerte dort aber nicht weiter, weil sie bei
der noch folgenden Definition des Integrals keine Rolle spielen.

Beispiel. Die Funktion ¢ : [0,1] — R mit ¢(z) := ¢ 2 fiir x € (3, 2] ist eine

Treppenfunktion auf [0, 1].
Lemma 4.4.2. Die Menge T,y bildet einen R-Vektorraum.

Beweis. Die Menge Tj,4) ist nicht leer, da offenbar jede auf [a, b] konstante Funk-
tion eine Treppenfunktion auf [a, b] ist. Seien nun A € R und ¢, € 7, beliebig.
Da ¢ und ¢ Treppenfunktionen sind, gibt es per Definition Zerlegungen xy, ..., z,
und Y, ..., Ym von [a, b], so dass ¢ auf den offenen Teilintervallen (z;, z;41) und
auf den offenen Teilintervallen (y;,y;+1) konstant ist, fiir alle ¢ =0,...,n — 1 und
j=0,..,m—1.

Die Funktion A¢ ist auf den offenen Teilintervallen (x;, z;41) natiirlich eben-
falls konstant, so dass A\¢ € Tj,5. Fiir die Funktion ¢ + v sortiert man die
Vereinigung der Zerlegungspunkte xg, ..., Z,, Yo, ..., Ym der Grofle nach und erhélt
somit eine neue Zerlegung zo, ..., zx (K < m + n) von [a,b], auf deren Teilinter-
vallen beide Funktionen ¢ und ¢ konstant sind. Folglich ist auch ¢ + ¢ € T, .

O

Definition 4.4.3 (Integral einer Treppenfunktion). Es sei ¢ € T}, bzgl. der
Zerlegung xg, ..., x, und & € (x;,x;41), fir alle ¢ = 0,...,n — 1. Dann definieren

b
wir das Integral [ ¢(x) dx von ¢ diber [a,b] durch die reelle Zahl

a
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Bemerkung. Die Terme |¢(&;)|(zi+1 — x;) entsprechen der Flidche des Rechtecks
mit Grundseite [z;,z;41] und Hohe |¢(¢;)], fir alle @ = 0,...,n — 1. Dies macht
deutlich, wieso dies eine Formalisierung der zu Anfang beschriebenen Idee ist.
Wir schreiben im Folgenden der Einfachheit halber manchmal f; ¢ anstelle von

[ o(a) d.

Lemma 4.4.4. Das Integral fiir Treppenfunktionen ist wohldefiniert, d.h. es
hdngt nicht von der gewdhlten Zerleqgung ab.

Beweisskizze. Zum Beweis startet man mit zwei beliebigen Zerlegungen z, ..., T,
und ¥, ..., Ym vou [a, bl und Punkten §; € (2, xi41), ¢ € (¥j,Yj41),i=0,...,n, j =
0,...,m. Wegen xy = a = yp gilt ¢(§) = #((o). Ist nun y; = x4, so kénnen wir die
Argumentation mit x; und y; fortsetzen. Andernfalls gilt z; > y; oder x; < y;.
Ohne Einschriankung sei z; > y;. Dann ist (zg,z1) N (y1,92) # O und es folgt
?(Co) = (&) = ¢(C1). Damit gilt ¢ (o) (Y1 —yo) + A(C1) (Y2 — Y1) = d(Co) (Y2 — Yo)-
Man kann also den Zerlegungspunkt y; aus der Zerlegung entfernen und y, := y; 1,
setzen (i > 0). Gilt nun ¢} = yo = 1 oder y} < 21, so kénnen wir wie oben ar-
gumentieren. Ist z; < y), so erhalten wir analog ¢(&;) = ¢(&;) und wir kénnen
den Zerlegungspunkt x; aus der Zerlegung entfernen. Da es nur endlich viele
Zerlegungspunkte gibt und x,, = b = y,, gilt, erhdlt man so die Behauptung. [

Das Integral fiir Treppenfunktionen hat die folgenden Eigenschaften.

b
Lemma 4.4.5. [ : Tiap) — R ist ein monotones R-lineares Funktional auf dem

R-Vektorraum ’]f;b], d.h. fiir ¢, € Tjap) und XA € R gilt:

0 [6+9) = [o+fv

b

(i) [06) = Afo

a

(111) Ist ¢(x) < (x) fir alle x € [a,b], so gilt qub < fw :

Beweis. Die Aussage ii) folgt sofort aus der Definition des Integrals. Fiir i) und iii)
geniigt es, die Abbildungen ¢ und ¢ auf einer Zerlegung von [a, b] zu betrachten,
beziiglich welcher beide Funktionen Treppenfunktionen sind. [l

Wir haben bisher nur erreicht, dass wir den Inhalt der Rechtecksflichen unter
einem Graphen berechnen kénnen. Deshalb werden wir nun unser Integral durch
den Approximations-Gedanken auf eine gréfiere Klasse von Funktionen ausdeh-
nen.
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Definition 4.4.6. Es sei f : [a,b] — R eine beschrénkte Funktion. Dann ist das
Oberintegral von f iber [a,b] definiert durch

b
Int’(f) = inf / o(2) de | 6 € Ty 6>

Das Unterintegral von f iiber [a,b] definiert durch

Y E Ty, < f

b
int’(f) = sup /w(x) dx

Man koénnte etwas informell sagen, dass der Graph einer Funktion durch das
Ober- und Unterintegral gewissermaflen ,,eingeschachtelt wird. Es stellt sich nun
die Frage, ob dieses Konzept {iberhaupt sinnvoll ist. Das folgende Lemma gibt
darauf die Antwort.

Lemma 4.4.7. Fir eine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ezistieren stets
Ober- und Unterintegral.

Beweis. Da f beschrankt ist, existieren m, M € Rmit m < f(z) < M fir allez €
[a, b]. Die konstanten Funktionen const(m) und const(M) sind Treppenfunktionen
auf [a, b] und es gilt const(m) < f < const(M).

b

b
Wegen [ const(m) = m(b— a) und [ const(M) = M (b— a) sind die Mengen
b

[

a

geméifl Lemma nach unten bzw. oben beschrankt. O

b

¢ €Ty, ¢ f und /¢‘¢€T[a,b],¢§f

a

Nachdem wir uns nun von der Existenz der Ober- und Unterintegrale fiir
beschrinkte Funktionen iiberzeugt haben, wollen wir spezifizieren, wann diese
auch das gewiinschte Ergebnis liefern.

Definition 4.4.8 (Riemann-integrierbare Funktion). Eine beschriankte Funktion
f: [a,b] — R heiBt Riemann-integrierbar iiber [a,b], falls int?(f) = Int®(f) gilt.

b
Fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f: [a,b] — R heifit [ f(z) dz = int®(f)
das Riemann-Integral von f tber |a,b.

Stimmen Ober- und Unterintegral nicht iiberein, so hilft das oben beschrie-
bene Konzept bei der gewiinschten Berechnung nicht. Wir sagen dann, dass die
besagte Funktion nicht Riemann-integrierbar ist. Der Nachweis der Riemann-
Integrierbarkeit einer gegebenen Funktion f ist nicht immer ganz einfach. Das
folgende Lemma ist dabei oft sehr hilfreich.
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Lemma 4.4.9. Es sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann sind die
folgenden Aussagen dquivalent:

(i) f ist Riemann-integrierbar.

(ii) Zu beliebigem € > 0 gibt es Treppenfunktionen ¢, € Ty mit p < f < ¢
und [P ¢ — [P < e.

Beweis. ,({)=()“: Sei f Riemann-integrierbar und ¢ > 0 beliebig. Nach Defini-
b
tion gilt f f=int’(f) = Int2(f) und zu 5 gibt es Treppenfunktionen ¢, € 7y

m1t1p<f<q§undf¢ ff< ff f1/}<—Esf01gtf¢ fw<5
,,@:6“: Es sei € > 0 beliebig. Dann gibt es nach ( @ Treppenfunktionen
b b
¢, € Ty mit ¥ < f < ¢ und [ ¢ — [¢ < e. Per Definition des Ober- und

Y <intd(f) < Int?(f )
/ <)

und es folgt sofort Int’ (f) —int’(f) < €. Da ¢ > 0 beliebig gew#hlt war, folgt die
Behauptung. OJ

Unterintegrals gilt

Wir werden im néchsten Abschnitt zeigen, dass jede stetige Funktion Riemann-
integrierbar ist.

4.4.2 Riemann-integrierbare Funktionen

Mit Hilfe der folgenden Definition werden wir die Klasse der Riemann-integrierbaren
Funktionen néher klassifizieren.

Definition 4.4.10. Eine Funktion f : [a,b] — R heifit gleichmdfig durch Trep-
penfunktionen approximierbar, wenn es zu beliebigem ¢ > 0 zwei Treppenfunk-
tionen ¢, € T gibt, mit o < f < ¢ und ¢(x) — P(x) < e, fiir alle x € [a, b].

Bemerkung. Wir hitten auch etwas allgemeiner den Begriff ,,gleichméflige Kon-
vergenz“ definieren kénnen. Dabei wird verlangt, dass ab einem geeignetem In-
dex ng alle Folgenglieder f, einer Funktionenfolge (f,)nen im e-Schlauch um
ihre Grenzfunktion f liegen. Es gilt dann also fiir alle x € [a,b] und n > ng:
|f(z) — fu(x)| < e. Die gleichméflige Konvergenz ist ein sehr viel stirkerer Begriff
als die punktweise Konvergenz einer Funktionenfolge. Wir werden diese Allge-
meinheit im Folgenden jedoch nicht benétigen und beschrénken uns daher auf
die obige Definition.
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Lemma 4.4.11. Jede gleichmdj$ig durch Treppenfunktionen approximierbare Funk-
tion f : [a,b] — R ist Riemann-integrierbar auf |a, b|.

Beweis. Es sei € > 0 beliebig. Dann gibt es zu €' := = zwei Treppenfunktionen

¢, € Tiap) mit o < f < ¢ und ¢(x) — P(x) < €' fiir alle z € [a, b]. Es gilt
b

/b¢—/bw: /b<¢>—w> < /6’25'(()—@) _ .

a

Lemma liefert somit die Behauptung. O

Wir geben das folgende Lemma ohne Beweis.

Lemma 4.4.12. Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion auf [a,b]. Dann ist f
sogar gleichmdfig stetig auf [a,b].

Damit konnen wir nun beweisen, dass stetige Funktionen Riemann-integrierbar
sind.

Satz 4.4.13 (Riemann-Integrierbarkeit stetiger ~Funktionen). FEs sei
f :[a,b] — R eine stetige Funktion. Dann ist f Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir wollen die Behauptung mit Hilfe von Lemma nachweisen.
Dazu sei € > 0 beliebig. Die Funktion f ist nach Lemma gleichmafig
stetig. Es gibt daher ein § > 0, so dass fiir alle z,y € [a,b] mit |z —y| < § gilt

€ /

[fl2) = fly)l < 5 = ¢ (4.9)

Wir wihlen nun ein n € N mit § > 22 =: 4, eine #quidistante Zerlegung
a=2z9 <z <..<x,=>bvon [ab], mit z := a+ kpu, fir alle k =0,...,n und

definieren zwei Treppenfunktionen ¢, € 7,y durch

gb(m) — {f(xk) +¢& firz e (xk—l,xk] und k = 1, ey N,

fla) T = a,
und
w(x) — {f(xk:) —¢ fur_l‘ € (xk_l,xk] und k = 1, vy 0,
f(@) Tr = a.

Es gilt somit ¢(x) —(x) < ¢, fiir alle z € [a,b]. Wir miissen noch zeigen, dass auf
la,b] die Ungleichungen ¢ < f < ¢ erfiillt sind. Fiir £ = a ist nichts zu zeigen.
Es sei also z € (a,b] beliebig. Dann gibt es ein j € {0,...,n} mit x € (x;_1,2,]
und es gilt | —z;| < |z; —x;_1| = p < 0. Nach gilt also |f(z) — f(zg)| < €
und daher

ba) = fle) —¢ < fl@) < flo) +e' = d(x) .

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
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Bemerkung. Man kann die Riemann-Integrierbarkeit auch fiir andere Klassen
von Funktionen, wie etwa die stiickweise stetigen oder monotonen Funktionen
zeigen.

Wir formulieren nun noch einige wichtige Eigenschaften des Riemann-Integrals.

Lemma 4.4.14. Es seien f,g : [a,b] — R Riemann-integrierbare Funktionen
und A € R. Dann gilt

(i) Die Funktionen \f, f + g sind Riemann-integrierbar und es gilt

b

/Afzx/bf und /b<f+g)=/bf+/bg.

a a a

(1) Gilt f(z) < g(z), fir alle x € [a,b], so ist fbf < }g.

Beuweisskizze. Zu ({i): Nach Definition gilt int’(f + g) < Int’(f + g). Die Rechen-
regeln fiir Suprema und Infima liefern

or

Int)(f +g) < Int)(f) +Intl(g) = int’(f) +int(g) < mt’(f+g) .

Fir A > 0 gilt Int?(Af) = Alnt?(f) 2" Aint?(f) = int?(Af). Fiir A < 0 gilt

schlieBlich int? (Af) = Alnt’(f) =" Aint? (f) = Int2(Af).
Zu : Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition des Ober- und

Unterintegrals und Lemma |4.4.5] [l

Satz 4.4.15. Es seien f,g : [a,b] — R zwei Riemann-integrierbare Funktionen.
Dann ist auch die Funktion f - g Riemann-integrierbar.

Beweis. Wir beweisen zunéchst mit Hilfe von Lemma dass die Funktion f?
Riemann-integrierbar ist. Da f als Riemann-integrierbare Funktion beschrankt
ist, konnen wir ohne Einschrénkung annehmen, dass 0 < f <1 gilt. Andernfalls
betrachten wir die nach vorigem Lemma ebenfalls integrierbare Funktion Af + ¢
mit geeigneten A\, c € R.

Es sei nun ¢ > 0 beliebig. Nach Lemma gibt es Treppenfunktionen
¢7 ¢ € ﬂa,b} mit

b
0< ¢ < f<¢<1 und /(¢—¢)(:{;)d$<§.



220 Mathematik fiir Informatiker M. Skutella

Es gilt 0 < ¢? < f?2 < ¢* < 1 und ¢?,¢* € Tp,y. Punktweise gilt zudem
0< ¢+ <2 sodass ¢*> —? = (¢p+ 1) (¢ — 1) < 2(¢ —1)). Damit erhalten wir

schlieflich
b b

Je - <2 fo-u <<

a a

Also ist f? nach Lemma integrierbar.
Fiir eine beliebige Riemann-integrierbare Funktion g folgt die Behauptung
deshalb aus der Gleichung f - g = i((f +9)2 = (f—9)%). OJ

Satz 4.4.16 (Mittelwertsatz der Integralrechnung). FEs seien f,g : [a,0] — R
zwei stetige Funktionen mit g > 0. Dann gibt es ein & € [a, b] mit

b b

[0 e = 1) [ 9w do

a a

Beweis. Nach Satz ist die Funktion f-¢ Riemann-integrierbar. Als stetige
Funktion besitzt f im Intervall [a,b] ein globales Maximum und ein globales
Minimum. Setze m = min{f(z) | = € [a,b]} und M := max{f(z) | = € [a, b]}.
Dann gilt mg < fg < Mg und folglich

b b

m/bg— /b<m~g>s [0 < /<M~g>—M/bg.

a a

b b
Es gibt deshalb ein ¢ € [m, M| mit [(f-g) = [ ¢. Da f stetig ist folgt nun mit
dem Zwischenwertsatz, dass es ein £ € [a, b] gibt mit f(§) = . O

Korollar 4.4.17. Es sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gibt es ein
¢ € [a,b] mit

/ fx) de = fE)b—a) .

Beweis. Setze im Mittelwertsatz der Integralrechnung g = 1. OJ

Die Approximation einer Funktion f durch Treppenfunktionen liefert uns die
Existenz des Riemann-Integrals von f. Eine tatsidchliche Berechnung mittels ge-
eigneter Treppenfunktionen ist zwar oft moglich, aber sehr mithsam. Wir benoti-
gen also noch etwas Werkzeug. Der obige Mittelwertsatz ist nun unser Hilfsmittel,
um den Zusammenhang zur Differentialrechnung herzustellen. Dies wird uns auch
eine vergleichsweise unkomplizierte Moglichkeit liefern, Integrale tatséchlich zu
berechnen.
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4.4.3 Integration und Differentiation

Wir bemerken zunéchst, dass man das Integral einer auf [a, b] Riemann-integrierbaren
Funktion f an einer beliebigen Stelle ¢ € (a, b) aufteilen kann.

Lemma 4.4.18. Es sei f auf [a,b] Riemann-integrierbar und t € (a,b). Dann
ist f auch auf den Intervallen [a,t] und [t,b] Riemann-integrierbar und es gilt

e

Beweisskizze. Man muss lediglich bemerken, dass die Einschréinkung einer Trep-
penfunktion auf ein Teilintervall von [a, b] wieder eine Treppenfunktion ist. Die
Integrierbarkeit von f folgt dann wieder mit Lemma [£.4.9 und die Formel fiir das
Integral folgt direkt aus der Definition des Ober- und Unterintegrals. U

Wir haben bisher immer Integrationsgrenzen a,b € R mit a < b betrachtet,
mochten aber auch andere Falle zulassen.

Definition 4.4.19. Es sei f eine auf [a, b] Riemann-integrierbare Funktion. Wir

a t s
setzen [ f(z) dz:=0und [ f(z) dov:=— [ f(z) dz, fiir s,¢ € [a,b] mit ¢ < s.
a s t

Mit diesen Konventionen kénnen wir mit Hilfe des Integrals einer Funktion f
eine neue Abbildung definieren.
Definition 4.4.20 (Integralfunktion). Fiir eine Riemann-integrierbare Funkti-
on f auf [a,b] kann durch If : [a,b] — R, = — [ f(t) dt eine weitere Funktion
Iy auf [a, b] definiert werden. Die Funktion /; heifit die zu f gehorende Integral-

funktion.

Wir beschiftigen uns im Folgenden nur mit stetigen Funktionen. Fiir diese ist
die Integralfunktion angenehm zu handhaben.

Satz 4.4.21 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung). Es sei f eine
auf [a,b] stetige Funktion. Dann ist die zu f gehorende Integralfunktion Iy stetig
differenzierbar auf [a,b] und es gilt I'(x) = f(r).

Beweis. Wir betracheten den Differenzenquotienten fiir I;. Sei dazu = € [a,b]
beliebig und h # 0. Es ist

z+h

Ip(w+h) = Ip(z) _ %/f(t) dt .

h
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Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gibt es nun ein &, € [,z + h]
(bzw. [z + h,z] fir h < 0) mit

z+h

/ [y dt = fE)a+h—) = h-[(&) |

Wir erhalten damit 1 b 1)
fZ+n)—ffz)

Fiir h — 0 konvergiert &, gegen x und mit der Stetigkeit von f erhalten wir somit

h—0

Damit ist der Beweis abgeschlossen. U

Definition 4.4.22 (Stammfunktion). Es seien f, F': [a,b] — R zwei Funktionen.
Ist F' differenzierbar mit F’ = f, so nennt man F' eine Stammfunktion von f.

Wegen Satz[4.4.21]ist die Integralfunktion einer stetigen Funktion eine Stamm-
funktion.

Korollar 4.4.23. Ist f : [a,b] — R eine stetige Funktion, so ist die zu f gehdren-
de Integralfunktion Iy eine Stammfunktion von f.

Wir zeigen als ndchstes, dass sich eine beliebige Stammfunktion von f nur um
eine Konstante von /; unterscheiden kann.

Lemma 4.4.24. Es sei I : [a,b] — R eine Stammfunktion von f : [a,b] — R.

(1) Ist G : [a,b] — R eine weitere Stammfunktion von f, so gibt es ein X € R
mit F(x) = G(z) + A fir alle x € [a,b)].

(i) Umgekehrt ist fir ein beliebiges pn € R die durch H(x) := F(x)+p definierte
Funktion H : [a,b] — R eine Stammfunktion von f.

Die Stammfunktion von f ist also bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt.

Beweis. Da F' = G' = f, ist (F — G)" die Nullfunktion. Folglich ist F — G
konstant. Wegen der Ableitungsregeln gilt H' = F' = f. O

Korollar 4.4.25. Ist f : [a,b] — R stetig und F : [a,b] — R eine Stammfunktion
von f, so gilt

/ f@) de = F(b)— Fla) .
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Beweis. Wegen Korollar [4.4.23 und Lemma {4.4.24] gibt es ein A € R mit F(x) =
I¢(x) + . Daher gilt

b
[ 1@ ar = 10) = 10~ 1) = FO) - Fla -
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0]
Wir geben nur einige Beispiele fiir Stammfunktionen wichtiger Funktionen.
Beispiele.
(i) Die Exponentialfunktion exp ist eine Stammfunktion von sich selbst.
(ii) Die Logarithmus-Funktion In ist eine Stammfunktion von = — 1/z.

(iii) Die Cosinus-Funktion ist eine Stammfunktion der Sinus-Funktion.

4.4.4 Integrationsregeln

Wir geben einige bekannte Regeln an, die sich bei der Integration von Funktionen
als niitzlich erweisen.

Satz 4.4.26 (Substitutionsregel). Es sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar
und f : g([a,b]) — R stetig mit Stammfunktion F. Dann ist F o g eine Stamm-
funktion von (f o g)- g und es gilt

b ) 9(b)
[ ten@ g@de = [ sty
a g9(a)
Beweis. Nach der Kettenregel in Satz gilt

(Fog)(z) = F'(g(z))-¢g'(z) = (fog)(z)-¢(z) .

Damit erhalt man mit Hilfe von Korollar [4.4.25

/ (fog)@) ¢(x) dr = (Fog)b)— (Fog)a)
— F(g(b)) - F(g(a))

g(b)
= fly) dy .

g(a)

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
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Korollar 4.4.27. FEs sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar und streng monoton
mit g(a) = a und g(b) = 3. Weiter sei f: g(|a,b]) — R stetig mit Stammfunkti-
on F'. Dann st

B g 1(B)
/ fly) dy = / (fog)() ¢() do .
o g )

Beispiele.

(i) Wir wollen das Integral

/ () g,

2
- T

berechnen. Wir konnen sofort die Substitutionsregel anwenden: Die Funkti-
ong:[1/m,2/m] — Rmit g(z) = 1/x ist stetig differenzierbar mit Ableitung
¢'(x) = —1/2* und die Funktion f(z) = sinz ist auf g([1/7,2/x]) = [5, ]
stetig mit Stammfunktion F'(x) = — cos z. Nach Substitutionsregel gilt also

/12/7r -zl dr = /12/7r(f og)(x)-g¢'(x) dx

2
/7 T ™

9(2/m)
= / fly) dy
o(1/m)

w/2
:/ siny dy
= —/ siny dy
w/2

= —(—cos(m)+cos(m/2)) = —1.

Wie das néchste Beispiel zeigt, ist man leider nicht immer in der komforta-
blen Situation, dass der Integrand von der Form (f o g) - ¢’ ist.

(ii) Wir zeigen nun

/ V2r+3dex = = .
—-3/2 3

Die Funktion g(z) := 2z + 3 ist auf [—2, —1] stetig differenzierbar mit
Ableitung ¢'(z) = 2. Die Funktion f(z) := /z ist auf g([—2,—1]) = [0, 1]
stetig mit Stammfunktion F(z) = %x% Es gilt

VETEE = (fog)a) = 3(Tog)) 2 = 3(fog)w) ()
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Die Funktlon f(x) == L\/z ist auf [0, 1] ebenfalls stetig mit Stammfunktion
=

F(z) = —:U2 und es gﬂt V22 +3 = (fog)(x)- ¢ (x). Die Substitutionsregel
liefert also

/;;Vigigdf==L[]Kfogxx»gx@(m

3/2
g(=1)
= / y) dy
9(=3/2)
1
= SV dy
0
_ . 1
= F()~F(0) = 5 .

(iii) Die obigen Beispiele verdeutlichen, wieso die Substitutionsregel niitzlich ist.
Man kann ,stérende Anteile“ des Integranden durch Substitution ersetzen.
Man benutzt bei Berechnungen oft auch eine etwas heuristisch anmutende
Schreibweise, welche wir an

10/4 1
/ L &
2/4 vV 4r — 1
kurz illustrieren. Man setzt y := g(z) := 4x — 1. Dann ist ,die Ableitung
von y nach z* gegeben durch

dy , 1
du g9 (z) — x 4 Y
Die Funktion f(y) := == ist auf [g(2/4), g(10/4)] stetig mit Stammfunktion

VY
F(y) = 2,/y. Damit ,ersetzen wir

10/4 1 42-1 19

— dx
2/4 Vir —1 421 \/@4

1
~ Lva- V) -
Satz 4.4.28 (Partielle Integration). Es sei g : [a,b] — R stetig differenzierbar

und f : g([a,b]) — R stetig mit Stammfunktion F. Dann ist F - g eine Stamm-
funktion von f-g+ F - g und es gilt

/ﬂ@ywdr=F@@@—ﬂwy@—/FW%ﬂ@M-
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Beweis. Nach der Produktregel in Satz gilt (F-g) = f-g+F-¢.
Folglich ist nach Korollar 4.4.25

b
F(b) - g(b) - Fla) - gla) = /(fy+f“dxwdx
ab b
- /<f~g><a:> dx+/<F-g/><x> di

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Beispiele.

(i)

Es seien a,b € R beliebig. Wir betrachten das Integral f:x -cosx dx. Die
Funktion ¢ : [a,b] — R, g(z) := z ist stetig differenzierbar mit Ableitung
¢'(z) = 1 und die Funktion f : [a,b] — R, f(z) := cosx ist stetig auf [a, b]
mit Stammfunktion F'(z) = sin x. Mittels partieller Integration erhalten wir

/ x-cosx dx :/ g(x) - f(z) dz
— F(t) - Fla)g(o) - | Flo)g(a) do

b
= b-sinb—a-sina—/ sinx dx
a

= b-sinb—a-sina+cosb—cosa .
Es seien a,b € R, beliebig. Wir betrachten das Integral fabl“T‘” dx. Die
Funktion g : [a,b] — R, g(x) := Inx ist stetig differenzierbar mit Ableitung

g (z) = % und die Funktion f : [a,b] — R, f(x):= % ist stetig auf [a, b] mit
Stammfunktion F'(z) = Inz. Mittels partieller Integration erhalten wir

[ = [ 1ot a

b
— F(b)g(b) - Fla)gla) - / F(a)d(x) da

b
= lnblnb—lnalna—/ lnx~1dx.

T

Damit erhilt man
|
/ DT g = (Inb)? — (Ina)?

und folglich

Inz 1 9 9
/ — dzr = 5((lnb) — (Ina)?) .
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(iii) Es seien a,b € Ry beliebig. Wir betrachten das Integral f; Inz dz. Folgen-
der Trick ist oft hilfreich: Inz = 1-Inz. Die Funktion g : [a,b] — R, g(z) :=
Inx ist stetig differenzierbar mit Ableitung ¢'(x) = % und die Funktion
fila,b] = R, f(z):=1 ist stetig auf [a, b] mit Stammfunktion F(z) = x.
Mittels partieller Integration erhalten wir

b b
/lnxdx = /1-lnxdx

- / f(z) - g(x) da
¢ b
— F(b)g(b) - Fla)gla) - / F(x)d(z) da

S |
:blnb—alna—/x-—dx
“ T

b
= blnb—alna—/ 1 dx

= blnb—alna—-b+a
= (blnb—0b) — (alna—a) .

Wir haben insbesondere eine Stammfunktion G von g gefunden.

4.4.5 Uneigentliche Integrale

Definition 4.4.29 (Uneigentliche Integrale). Es seien a € RU{—o0}, b € RU
{oo} und ¢ € (a,b). Weiter sei f : (a,b) — R eine Funktion.

(i) Ist die Einschrankung von f auf [c,d] fiir jedes d > ¢ Riemann-integrierbar
und existiert der Grenzwert

lim/cdf(x) dx |

d—b

/cbf(x) dx .

(ii) Ist die Einschrénkung von f auf [d, ¢] fiir jedes d < ¢ Riemann-integrierbar
und existiert der Grenzwert

so bezeichnet man ihn mit

hm/ f(z) dx
d—a [,

/acf(x) dx .

so bezeichnet man ihn mit
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(iii) Existieren die Grenzwerte

/be(:v)dx und /:f(x) d

so setzt man

/abf(x) de = /cbf(x) d:c+/acf(a:) dx .

Beispiele.

(i) Es seien a = —o0, ¢ = 0, b = 400 und f(x) = e *. Dann existiert das
Integral fot f(z) dz fiir alle t € R wegen der Stetigkeit von f und es gilt

t
/e“‘dm = —et41 T
0
Somit ist
+o00 t
/ e’ = lim e ’dry = 1.
0 t=tee Jo
(i) Es seien a = —oo, ¢ = 0, b = +oo und f(z) = e~ . Dann existiert das

Integral fot f(z) dzx fir alle t € R5o wegen der Stetigkeit von f.
Esgilt()ge_xQgl,fﬁrngglundO§6_$2 <e? firl <z <t
Wegen der Monotonie des Integrals folgt fiir ' < ¢ die Ungleichung

t 2 t, 2 ¢ 2
/ex dr = / e~ dx—l—/ e’ dx
0 0 #
4 ) t
> / e~ d:)s+/ 0 dx
0 #
4 9
= / e " dx .
0

Die Abbildung ¢ : (0,4+00) — R, o(t) := fot
steigend. Zudem erhalten wir durch

t 2 1 2 ¢ 2
/e‘w dr = / e’ dx—l—/ e " dx
0 0 1
1 ¢
< / 1 dx —|—/ e " dx
0 1

= l-et4+1 < 2,

_p2 .
e~ dx ist also streng monoton
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dass ¢ nach oben beschrankt ist. Der Grenzwert th+m fot e~ dx existiert al-

so. Wegen der Symmetrie von f folgt vollig analog, dass auch der Grenzwert
lim fto e~ dz existiert und es gilt

t——00
00 2 0 2 +00 2
/ e dr = / e ” da:+/ e " dr .
—00 —00 0

(iii) Es seien a = —o0, ¢ = 0, b = 400 und f(x) = sinz. Dann existiert das
Integral fg f(z) dx fir alle t € Rso wegen der Stetigkeit von f und es gilt
fot sinz dr =1 — cost. Der Grenzwert

t

lim sinz dr = lim (1 — cost)
t—-+o00 0 t——+oo

existiert also nicht.

Bemerkung. Das letzte Beispiel von oben zeigt, dass fiir eine Funktion f :
(—00,00) — R die Existenz des Grenzwertes

i [ s

nicht hinreichend fiir die Existenz des uneigentlichen Integrals

/:: f(z) dx

ist. Fiir ¢ > 0 gilt namlich

¢
/ sinz dv = —cost+cos(—t) = —cost+cost = 0,
—t
so dass
t
tlim sinz der = 0 .

4.5 Differentialgleichungen

Bei der Beschreibung vieler Phanomene in Technik und Natur spielen Differential-
gleichungen eine zentrale Rolle. Darunter fallen beispielsweise Wachstumsprozesse
von Populationen, die Entladung eines Kondensators oder Schwingungsprozesse
von Pendeln, Federn oder in elektrischen Schaltkreisen. Wir diskutieren zunéchst
einige Beispiele.
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Beispiele.

(i)

(iii)

Wir betrachten eine Population (Seerosen, Kaninchen, Bakterien etc.), die
zum Anfangszeitpunkt 0 die Grofle yo besitzt. Das Wachstum der Popula-
tion héngt immer von der aktuellen Gréfle der Population ab. Bezeichnet
man die Grofe der Population zum Zeitpunkt ¢ mit y(t), so wird dadurch
eine Funktion y : [0,00) — R definiert. Das Wachstum der Population
zum Zeitpunkt ¢ wird durch die Ableitung y/(t) beschrieben. Unter gewis-
sen Umsténden ist das Wachstum proportional zur Populationsgréfie, das
heif3t

y(t) = a-y(t) (4.10)

fiir ein a > 0.

Die Gleichung (4.10) heifit Differentialgleichung. Zusammen mit der An-
fangsbedingung y(0) = yo spricht man von einem Anfangswertproblem.

Wir betrachten den Abkiihlungsprozess einer heiflen Tasse Kaffee, die zum
Zeitpunkt t = 0 die Anfangstemperatur gy, hat. Die Temperatur des Kaffees
zum Zeitpunkt ¢ bezeichnen wir mit y(¢). Die Ableitung /(¢) der dadurch
definierten Funktion ¥ : [0, 00) — R gibt die Anderung der Temperatur des
Kaffees zum Zeitpunkt ¢ an. Diese Anderung ist proportional zur Differenz
der Temperatur y(t) des Kaffees und der (konstanten) Umgebungstempera-
tur T, das heifit es gilt

fir ein a € R. Da sich der anfangs heifie Kaffee abkiihlt, sollte y/(t) < 0
gelten, so dass o < 0.

Die Schwingung eines Pendels kann wie folgt beschrieben werden. Die Aus-

lenkung des Pendels aus der Gleichgewichtslage zum Zeitpunkt ¢ wird mit y()
bezeichnet. Dann bezeichnet 3/(¢) die Geschwindigkeit und y”(¢) die Be-

schleunigung zum Zeitpunkt ¢. Das Pendel strebt immer in seine Gleichge-

wichtslage zuriick und erfihrt dabei eine Beschleunigung, die proportional

zu seiner Auslenkung ist, das heif3t

y'(t) = —w? - y(t)

fiir ein w € R.

Definition 4.5.1 (Gewdhnliche Differentialgleichung). Es sei F' : R™"? — R. Die
Gleichung

F(ty(0).y/' 1)y (), ...y™ (1) = 0, (4.11)



Kapiel [d: Analysis M. Skutella 231

in der neben der unabhéngigen Variablen ¢ und einer gesuchten Funktion y = y(t)
auch deren Ableitungen bis zur Ordnung n auftreten, heifit gewdhnliche Differen-
tialgleichung n-ter Ordnung. Ist ty aus dem Definitionsbereich von y, so heiflen
gegebene Werte y(to), ' (to), . ..,y (ty) Anfangsbedingungen. Die Differential-
gleichung zusammen mit ihren Anfangsbedingungen wird Anfangswertpro-
blem genannt.

Bei den oben diskutierten Beispielen handelt es sich also um gewdhnliche
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung.

4.5.1 Lineare Differentialgleichungen

Definition 4.5.2 (Lineare homogene Differentialgleichung). Fiir « € R\ {0}
nennen wir die gewohnliche Differentialgleichung

y(t) = a-y(t)
linear und homogen.

Satz 4.5.3. Es sei a € R. Zu gegebenen Werten ty,yo € R gibt es genau eine
Funktion y : R — R, die die lineare homogene Differentialgleichung

y(t) = a-y(t)
lost und den Anfangswert y(to) = yo hat, namlich
y(t) = exp(a(t —t)) -vo - (4.12)

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die in gegebene Funktion y die
Differentialgleichung und die Anfangswertbedingungen erfiillt. Wir nehmen an,
dass y eine weitere Funktion mit diesen Eigenschaften ist. Wir betrachten die
Funktion f(t) := exp(—a(t — ty)) - y(t). Dann gilt nach Produktregel

fi(t) = —a-exp(—a(t —to)) - §(t) + exp(—a(t — to)) - ¥'(t)
= —a-exp(—a(t —to)) - y(t) + exp(—al(t —to)) - o y(1)
= 0.

Folglich ist f konstant, also f(t) = f(to) = yo. Damit erhéilt man
y(t) = exp(alt —t)) - f(t) = exp(alt —to))-mo = y(t)
fiir alle ¢. 0]

Definition 4.5.4 (Lineare inhomogene Differentialgleichung). Es sei g : R — R
stetig und o € R. Dann nennen wir die gewohnliche Differentialgleichung

y(t) = a-y(t)+g(t)

linear und tnhomogen.
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Satz 4.5.5. Es sei g : R — R stetig und o € R. Zu gegebenen Werten to,yo € R
gibt es genau eine Funktion y : R — R, die die lineare inhomogene Differential-
gleichung

y(t) = a-ylt)+g(t)

lost und den Anfangswert y(to) = yo hat, nimlich

y(t) = exp(a(t — to)) Yo + exp(a(t — to)) / exp(—a(s — to)) -g(s) ds .

to

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die gegebene Funktion y die Differen-
tialgleichung und die Anfangswertbedingungen erfiillt. Wir nehmen an, dass y
eine weitere Funktion mit diesen Eigenschaften ist. Wir betrachten die Funkti-
on y(t) :=y(t) — y(t), fur die gilt

Jt) = y) -yt =0

und 3(tg) = y'(to) — ¢'(to) = 0. Folglich ist y die eindeutige Losung der linearen
homogenen Differentialgleichung mit o = 0 und Anfangswert 0 und damit nach
Satz die Nullfunktion. Folglich ist § = . O

4.5.2 Eine nichtlineare Differentialgleichung

Wir betrachten in diesem Abschnitt beispielhaft die folgende nichtlineare Diffe-
rentialgleichung:

y(t) = a-y* =0y
mit a, 3 € R\ {0}. Dadurch wird ein etwas komplexerer Wachstumsprozess einer
Population beschrieben, den wir im Folgenden studieren werden.
Zur Losung der Differentialgleichung definieren wir die Funktion u := 1/y, fiir
die gilt
, S
= = —y2
Die Funktion w erfiillt also eine einfache lineare inhomogene Differentialgleichung.
Damit erhélt man (wir setzen ¢y := 0)

u(t) = exp(B-t)-ug+ %(1 —exp(f- t)) )

= f0-u—a .

Daraus ergibt sich
B Yo
B—a-yo)-exp(f-t)+ a-yo

Wir diskutieren nun das Verhalten von y fiir bestimmte Werte der Parameter o

und 3.

y(t) = (
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e Ist « < 0und 3 <0, so gilt fiir jeden beliebigen Startwert 1, dass

lim y(t) = 5 .

t—oo 6]

Das bedeutet also, dass sich die Population auf Dauer stabilisiert.
o Ist >0 und >0 mit 8> «a-yg, so gilt

limy(t) = 0

t—o00

und die Population stirbt aus.

e [st a>0und B >0 mit § =« -y, so gilt

y(t) = — fiir alle ¢.

Das heifit, die Population bleibt konstant.

e [st schliefllich & > 0 und # > 0 mit 3 < « - yo, so gilt
. B ) 1 a - Yo
th_}I?ly(t) = oo fiir # := ﬁln (a'yo —ﬁ)

Das heifit, die Population explodiert nach konstanter Zeit.

4.5.3 Lineare Schwingungsgleichung

Wir studieren in diesem Abschnitt die schon weiter oben betrachtete Schwin-
gungsgleichung, die durch

y'(t) = —why(t)

gegeben ist. Man spricht hier auch von einer frezen und homogenen Schwingungs-
gleichung. Eine Verallgemeinerung dieser Differentialgleichung spielt bei der Be-
schreibung von Schwingungen in elektrischen Stromkreisen, wie sie in jedem Com-
puter auftauchen (beispielsweise bei der Taktung des Prozessors), eine wichtige
Rolle.

Satz 4.5.6 (Losung der freien homogenen Schwingungsgleichung). Es sei w €
R\{0}. Zu gegebenen Werten to, yo,vo € R gibt es genau eine Funktiony : R — R,
die die Differentialgleichung zweiter Ordnung

y'(t) = —woyt)

lost und die Anfangswerte y(to) = yo und y'(to) = vo hat, namlich

y(t) = yocos(w(t —t)) + % sin(w(t —to)) -
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Beweis. Man rechnet leicht nach, dass die gegebene Funktion y die Differen-
tialgleichung und die Anfangswertbedingungen erfiillt. Wir nehmen an, dass ¥y
eine weitere Funktion mit diesen Eigenschaften ist. Wir betrachten die Funkti-

on §(t) :=y(t) — y(t), fir die gilt
7' +wg = 0.
Multipliziert man diese Gleichung mit 23, so erhélt man
0=2-9"9+2%9-7 = ((1)%) +w@?) .
Folglich ist die Funktion (4')? + ¢* konstant und zwar mit Wert
" 2 . 2
(9'(to))” + (4(t0))” = 0 .

Daraus folgt sofort, dass §* = 0, und damit y = 7. O



Kapitel 5

Kombinatorik und
Graphentheorie

Die ersten beiden Abschnitte dieses Kapitels iiber Kombinatorik basieren ur-
spriinglich auf §12 Abzdihlende Kombinatorik und §13 Rekursion und erzeugende
Funktionen des Skriptes Lineare Algebra fiir Informatiker (Version 1996/2000)
von Gerd Wegner. Es wurde seither von Herrn Moller und Herrn Scharlau iiber-
arbeitet. Ich danke den Genannten fiir das zur Verfiigung Stellen des Materials.

Im ersten Abschnitt geht es um abzédhlende Kombinatorik. Zunéchst werden
einige elementare Techniken wie das Prinzip des doppelten Abzéhlens besprochen.
Nach einer ausfiihrlichen Behandlung der Binomialkoeffizienten werden dann die
auch in der (endlichen) Stochastik benutzten Zahlkoeffizienten fiir geordnete und
ungeordnete Auswahlen ohne und mit Wiederholung aus einer endlichen Men-
ge hergeleitet. Weiter wird das Prinzip der Inklusion und Exklusion behandelt.
Schliefllich werden rekursive Anzahlformeln fiir Partitionen hergeleitet, vorran-
gig fiir Mengenpartitionen (Stirlingzahlen zweiter und erster Art), kurz auch fiir
Zahlpartitionen.

Im zweiten Teil werden rekursiv definierte Folgen behandelt. Es wird die Me-
thode der erzeugenden Funktionen eingefiihrt und verschiedene Techniken fiir die
Losung von Rekursionsgleichungen werden besprochen. Der Schwerpunkt liegt
auf linearen Rekursionen. Die Loésungen hédngen von den Startwerten der Re-
kursion ab; im linearen Fall fithrt das auf eine entsprechende lineare Struktur
auf der Losungsmenge, die im Fall konstanter Koeffizienten zu einem vollstandi-
gen Losungsverfahren fithrt. Als Folgerung ergeben sich auch Aussagen iiber das
Wachstum solcher rekursiver Folgen.

Im dritten Teil geben wir schlie8lich eine kurze Einfithrung in die Graphen-
theorie.

235
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5.1 Abzihlende Kombinatorik

5.1.1 Einige elementare Zihlprinzipien

Wir haben im Laufe der bisherigen Vorlesung schon mehrfach Dinge abgezahlt,
etwa bei Teilmengen. Bei allen Abzdhlverfahren werden die folgenden Grund-
aussagen héaufig stillschweigend verwendet. Wir haben diese Aussagen teilweise
bereits in Kapitel [I, Lemma [1.2.12) und Lemma [I.2.16] erwéhnt.

Lemma 5.1.1. Es seien My,..., M, endliche Mengen. Dann gilt
(1) | Uy M| =D 1 | My, falls die Mengen paarweise disjunkt sind;

(i) | IThey Mk = TTjzy [ Ml
Dabei bezeichnet [],_, My das r-fache kartesische Produkt My X My x -+ x M,.

Beweis. Aussage (i) ist trivial, und erhdlt man mit Induktion iiber r, wobei
man (x1,...,2,) mit ((z1,...,2,1),,) identifiziert. O

Als néchstes besprechen wir das sogenannte Prinzip des doppelten Abzdihlens;
es ist sehr einfach zu begriinden, liefert aber oft iiberraschende Vereinfachungen.

Satz 5.1.2 (Doppeltes Abzihlen). Es sei eine Relation R zwischen zwei endli-
chen Mengen M und N gegeben, also R C M x N. Firxz € M bezeichne r(x) die
Anzahl der mit x in Relation stehenden y € N, und entsprechend s(y) firy € N
die Anzahl der mit y in Relation stehenden x € M. Dann gilt

Y rlx) = Y sy -

zeM yeEN

Beweis. Fir (x,y) € M x N setzen wir a(z,y) = 1, falls (z,y) € R und
a(z,y) = 0, falls (z,y) ¢ R. (Wenn man so will, betrachten wir die charak-
teristische Funktion a : M x N — {0,1} der Teilmenge R C M x N.) Dann gilt
fiir zg € M und yo € N nach Definition

r(zo) = Za(xg,y) und s(yo) = Za(%yo) :

yeEN xeM

Es folgt

dorl) = ) alry) = > s(y)

zeM (z,y)EM XN yeN

Beide in Frage stehenden Zahlen sind also gleich der Anzahl aller in Relation
stehenden Paare (z,y) (also |R|) und deshalb gleich. O
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Wenn die beiden Mengen jeweils in einer konkreten Aufzéhlung ihrer Elemente
gegeben sind als M = {xq,x2,..., 2} und N = {y1,vs,...,yn}, dann entspricht
die charakteristische Funktion a einer (booleschen) m x n-Matrix iiber {0, 1},
die auch Inzidenzmatriz der Relation R genannt wird. Der Beweis von Satz[5.1.2)]
lauft dann darauf hinuas, dass man diese Matrix einmal spaltenweise und einmal
zeilenweise durchléduft.

Abzéhlargumente werden auch benutzt, um (nicht-konstruktive) Existenzbe-
weise zu fithren. Das Grundprinzip steckt dabei oft im sogenannten Dirichletschen
Schubfachprinzip: Wenn man n Objekte auf k Facher verteilt und n > k ist, dann
landen in einem Fach mindestens zwei Objekte. Eine mathematisch préazise Form
dieser Aussage ist die folgende:

Satz 5.1.3 (Schubfachprinzip, “pigeonhole principle”). Es sei f : X — Y eine
Abbildung zwischen endlichen Mengen und |X| > |Y|. Dann gibt es ein y € Y
mit |~ (y)| = 2.

Beispiele.

(i) Eine Bibliothek habe mehr als 4000 Biicher. Keines der Biicher habe mehr
als 4000 Seiten. Dann gibt es (mindestens) zwei Biicher mit der gleichen
Seitenzahl.

(ii) Es sei X eine endliche Menge von Personen. Wir betrachten auf X die
Relation “z kennt y” und nehmen an, diese Relation sei symmetrisch. Dann
gibt es in X gibt zwei Personen, die die gleiche Anzahl von anderen Personen
aus X kennen.

Denn: Es sei n = | X|. Wir betrachten die Funktion f : X — {0,...,n—1},
wobei f(x) = m bedeutet, dass ¢ € X genau m andere Personen in X kennt.
Das Schubfachprinzip ist nicht direkt anwendbar weil

X] = n = [{0,....n—1}] .

Wir verwenden einen kleinen Trick und ersetzen {0,...,n — 1} durch das
Bild Y := f(X) € {0,...,n — 1}. Wir behaupten, dass Y eine echte Teil-
menge von {0,...,n — 1} ist; dann ist |X| > |Y| und das Schubfachprinzip
anwendbar.

Erster Fall: Es gibt ein a € X mit f(a) = 0, also einen Einsiedler, der
niemanden kennt. Dann kennen die anderen ihn auch nicht; das heif3t, keiner
kennt alle anderen. Somit ist n —1 ¢ Y.

Zweiter Fall: Es gibt kein @ € X mit f(a) = 0. Dann ist 0 ¢ Y, und die
Behauptung Y # {0,...,n — 1} gilt ebenfalls.
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5.1.2 Binomialkoeffizienten

Wir definieren zunéchst die sogenannten Binomialkoeffizienten, die uns schon
einmal in Kapitel [ Abschnitt begegnet sind.
Definition 5.1.4 (Binomialkoeffizienten). Fiir n € Ny und & € N wird der

Binomualkoeffizient als
n\ n n-—1 n—k+1
k) 1 2 T k

(lies: ,,n iiber k“) definiert. Fiir k = 0 setzt man

(g) .— 1 fiiralle n € Ny.

Der Zéhler des definierenden Bruchs von (Z) wird fallende Faktorielle von n der
Léinge k genannt und mit (n); bezeichnet, also

gy =n-n—1)-n—=2)-...-(n—k+1) .

Bemerkung. Wir fassen im Folgenden einige Eigenschaften von Binomialkoeffi-
zienten zusammen.

(i) Fur n,k € Ng mit n > k ist

(ii) Fiir n <k gilt (}) =0.
(ili) Firn e N gilt () = (7) = 1.

(iv) Fiir 0 < k < n gilt wegen ({i) die Symmetrieeigenschaft

1) = (")

(v) Die Definition von (}) ergibt auch fiir beliebiges « € R Sinn. Wenn  keine
ganze Zahl ist, ergibt sich auch fiir z < k ein von Null verschiedener Wert.

Satz 5.1.5 (Rekursionsformel fir Binomialkoeffizienten). Fir k,n € Ny gilt

(1) = () ()
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Beweis. Fiir k = 0 iiberpriift man die Behauptung direkt anhand der Definition.

Fiir £ > 0 gilt
n\ n n-1 n—=k+1
k) 1 2 7 k

und entsprechend

n n n—1 n—k+1 n—=k

k+1 1 2 o k E+1
Erweitert man im Bruch von (") Zahler und Nenner mit k£ + 1, dann lésst sich
bei der Addition von (}) und (kil) einiges ausklammern, und man erhéalt die
Behauptung:

n n n n—1 n—k+1 1
= —- . ((k+1 —k
<k)+(k+1) 1 2 P g (D= k)
n n—1 n—k+1 1
D Ty S e S
_n+1l n n—k+2 n—k+1
12 k k+1
_(n+1
- \k+1)
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Wir erlautern noch die rekursive Berechnung der Binomialkoeffizienten geméafl
Satz [5.1.5] Sie wird oft in Form des sogenannten Pascal’schen Dreiecks notiert:

50 0
O ¢ O 0
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u.S.W.

Mit konkreten Zahlen also

u.S.W.

Von Lemma macht man bei Abzéhlung mit Hilfe von Fallunter-
scheidungen Gebrauch, wobei darauf zu achten ist, dass die Félle disjunkt sind
(und natiirlich andererseits alle Moglichkeiten erschépfen). Ein einfaches Beispiel
hierfiir ist der Beweis zu folgendem bekannten Resultat, das wir schon in Kapiel []

erwiahnt haben (siehe Lemma |1.2.14)).

Lemma 5.1.6. FEine n-elementige Menge besitzt 2" Teilmengen, das heifit also
|P(M)| = 2" fir |M|=n.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber n: Fiir [M| = 0, das heiit M = (), ist
P(M) = {0} und damit |P(M)| = 1 = 2°. Es sei nun n > 0 und |M| = n,
also M # (). Wir zeichnen ein Element a in M aus und zerlegen P(M) in zwei
disjunkte Klassen P(M) = G; U Gy, nédmlich in

G, = {A|ACMAag A} undin Gy = {A|ACMAa€cA} .

Die Klasse G ist nichts anderes als P(M \ {a}). Daher ist nach Induktionsannah-
me |G;| = 2" 1. Die Menge G wird durch die Zuordnung A — A\ {a} bijektiv auf
P(M \ {a}) abgebildet, also ist auch |Gy| = 2"~!. Nun folgt mit Lemma
die Behauptung. d

Die Idee dieses Beweises, durch geeignete Fallunterscheidung zu einer Rekur-
sionsformel fiir die gesuchte Anzahl a,, zu kommen (die hier einfach a,, = 2a,_,
lautet), ist typisch fiir viele Anzahlbestimmungen und wird uns im Folgenden
noch ofter begegnen. Ebenso die Idee, durch Auszeichnung eines Elementes zu
dieser Rekursion zu gelangen.

Wir wollen nun Lemma dahingehend verschérfen, dass wir die Anzahl
der Teilmengen mit genau k Elementen, kurz als k-Teilmengen bezeichnet, be-
stimmen. Dieses fithrt wieder auf die oben eingefiithrten Binomialkoeffizienten,
denn es gilt:

Satz 5.1.7. Fs seien k,n € Ny. Die Anzahl der k-Teilmengen einer n-elementigen
Menge ist (Z)
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Beweis. Es sei a(n, k) die gesuchte Anzahl. Natiirlich ist a(0, k) = 0 fiir alle k > 0
und a(n,0) = 1 fir alle n € Ny. Fiir n > 1 und k£ > 1 verwenden wir dasselbe
Argument wie im Beweis zu Lemmal5.1.6} Ist [M| = n+1 und z ein fest gewéhltes
Element von M, so gilt fiir eine beliebige (k + 1)-Teilmenge von M:

e Entweder enthilt sie z nicht und ist damit eine (k + 1)-Teilmenge der n-
elementigen Menge M \ {z}.

e Oder sie enthélt z; solche (k+1)-Teilmengen von M entsprechen umkehrbar
eindeutig den k-Teilmengen von M \ {z}.

Daher gilt a(n+1,k+1) = a(n,k+1) +a(n, k). Die Zahlen a(n, k) gentigen also
derselben Rekursionsformel wie die Binomialkoeffizienten nach Satz [5.1.5

n+1\ n n n
k+1)  \k+1 k
und auch denselben Anfangsbedingungen

a(n,0) =1 = (g) und a(0,k) = 0 = (2) fir n € Ng und k£ € N.

Da durch die Rekursion und die Anfangsbedingungen die Zahlen fiir alle n, k € Nj
eindeutig bestimmt sind, folgt a(n, k) = (Z) fiir alle k£, n € Ny. O

Auch dies ist eine mehrfach wiederkehrende Idee in der Kombinatorik: Nach-
weis der Gleichheit zweier Zahlenfolgen durch den Beweis, dass sie derselben
Rekursion und denselben Anfangsbedingungen geniigen.

Die Binomialkoeffizienten treten in der Kombinatorik vielfach auf. Ein Beispiel
ist die uns bereits aus Kapitel [ Lemma bekannte Binomialformel.

Satz 5.1.8 (Binomischer Lehrsatz). Es seien a und b aus einem kommutativen
Ring R mat Eins und n € Ny. Dann gilt

(a+b)" = i (Z)dfb”—k .

Beweis. Beim Ausmultiplizieren von
(a+0)" = (a+b)-(a+b)-...-(a+b)

miissen wir uns bei jedem Faktor (a + b) fiir a oder b entscheiden. Wenn wir uns
bei den Faktoren mit den Nummern 1 < iy < 29 < -+ < 13, < n fiir a entschei-
den, so entspricht jede solche Wahl eindeutig einer k-Teilmenge von {1,2,...,n}.
Hierfiir gibt es nach Satz genau (Z) Moéglichkeiten. Wenn wir uns k& mal
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fiir a entscheiden, tritt b genau n — k mal auf. Daher haben wir genau (Z) Sum-
manden ¢*b"*. Fiir die Summe bedeutet das

(a+b)" = i (Z)a’“b”’“ :

k=0
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Fiir die Binomialkoeffizienten und fiir verwandte Zahlen gibt es eine Fiille von
Identitédten. Zwei einfache Beispiele hierfiir sind

Z (Z) = 2" fir alle n € Ny

k=0

und

(Z) (—1)* =0 fiir alle n > 0.
k=0

Beides lasst sich sehr einfach sowohl mit Satz wie auch mit Satz und
Lemma begriinden.

Der folgende Satz gibt ein etwas komplizierteres Beispiel einer Identitéat fiir
Binomialkoeffizienten.

Satz 5.1.9. Fir m,n € Ny gilt

m—+n = /m n
(") =206

Beweis. Man beachte zunéchst, dass beide Seiten symmetrisch in m und n sind,
da die auf der rechten Seite stehende Summe stets bei der kleineren der beiden
Zahlen abgebrochen werden kann; die {ibrigen Summanden verschwinden. Es sei
daher ohne Beschrankung der Allgemeinheit m < n. Zum Beweis der Gleichung
zéhlt man in dem in Abbildung dargestellten Rechteckgitter die Gesamt-
heit W aller kiirzesten Wege vom Punkt (0,0) zum Punkt (n,m) auf zwei Weisen
ab. Jeder solche Weg besteht aus m senkrechten Einheitswegstrecken und n waa-
gerechten Einheitswegstrecken in beliebiger Reihenfolge. Wenn wir in der Reihen-
folge des Weges jede senkrechte Strecke durch ,,0“ und jede waagerechte Strecke
durch ,,1“ symbolisieren, so wird jeder kiirzeste Weg umkehrbar eindeutig darge-
stellt durch eine 0-1-Sequenz der Lange m 4+ n mit genau m Einsen. Die gesuchte
Anzahl ist also gleich der Anzahl dieser 0-1-Sequenzen und damit gleich (m;;”)

Zum anderen benutzt jeder Weg aus W genau einen der Punkte x;, = (m—k, k)
und es gibt (nach der ersten Uberlegung) genau (ZL) kiirzeste Wege von (0, 0)
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T (n7 m)
@, O
0
0
O
O

O O
(0,0) To

Abbildung 5.1: Jeder kiirzeste Weg von (0,0) nach (n, m) muss durch einen der
Punkte zp, £k =0,...,m gehen.

nach z, und genau (m’ik) kiirzeste Wege von x nach (n,m). Das ergibt die
zweite Anzahl:

(1)) - 200)-0) - 2 0)-6)

J

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Einen zweiten Beweis fiir Satz erhélt man durch Anwendung von Satz
auf beide Seiten der Gleichung

(1+8)™" = (1+t)™- (1 +t)"

und Vergleich der Koeffizienten von ™.

5.1.3 Auswahlen aus einer Menge

Viele einfache kombinatorischen Fragestellungen lassen sich zuriickfiihren auf ge-
wisse Grundaufgaben, aus einer gegebenen endlichen Menge bestimmte Auswah-
len zu treffen. Je nachdem, ob wir es zulassen, dass dabei ein und dasselbe Element
mehrfach ausgewéhlt wird (ohne oder mit Wiederholungen), und ob wir die Aus-
wahl als geordnet betrachten (1. Element, 2. Element, ...) oder als ungeordnet,
ergeben sich vier verschiedene Anzahlen.

Satz 5.1.10. Es seien k,n € Ny und M eine endliche Menge mit |M| = n
Elementen. Dann wird die Anzahl der Mdéglichkeiten fiir die Auswahl von k Ele-
menten aus dieser n-elementigen Menge M gegeben durch
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Auswahl
k

Ziel

3

2

1

0O
Start 1 2 3 4 5 6 7 8 n  Objekte

Abbildung 5.2: Jeder kiirzeste Weg von (0,0) nach (n, k) induziert genau eine
ungeordnete Auswahl mit Wiederholungen und umgekehrt.

geordnet ungeordnet
ohne Wiederholungen (n)k (Z)
mat Wiederholungen n¥ (nH;z_l)

Die geordneten Auswahlen ohne Wiederholungen heiflen k-Permutationen
und auch die iibrigen Auswahlen haben Namen, auf deren Nennung wir hier
aber verzichten.

Beweis. Bei der geordneten Auswahl ohne Wiederholungen haben wir es mit k-
Tupeln aus der Menge M zu tun. Zur Besetzung der ersten Stelle des k-Tupels
hat man freie Auswahl unter allen n Elementen von M, also n Moglichkeiten. Fiir
den zweiten Eintrag des k-Tupels bleiben noch n — 1 Méglichkeiten, da wir keine
Wiederholungen zulassen. Sind schliellich £ —1 Stellen schon besetzt, so hat man
zur Besetzung der k-ten Stelle nur noch die Auswahl unter n — k 4+ 1 Elementen.
Aufmultiplizieren der unabhéngigen Moglichkeiten ergibt die gewiinschte Zahl.

Den Fall der geordneten Auswahl mit Wiederholungen behandelt man analog,
wobei jetzt bei jeder Stelle die volle Auswahl aus allen n Elementen von M
besteht.

Ungeordnete Auswahlen ohne Wiederholung kénnen einfach als Teilmengen
aufgefasst werden. Somit folgt die Behauptung aus Satz [5.1.7]

Der Fall der ungeordneten Auswahl mit Wiederholungen ist etwas schwieriger
zu behandeln. Die Formel ldsst sich wieder mit einem Gitterweg-Argument (vgl.
Abbildungim Beweis zu Satz beweisen. Wir betrachten die ganzzahligen
Gitterpunkte (z,y) mit den Koordinaten z € {1,...,n} und y € {0, ..., k} (siehe
Abbildung [5.2)). Die z-Koordinate entspreche einer Durchnummerierung der Ele-
mente von M bzw. 0.B.d.A. sei M = {1,2,...,n}; da es bei einer ungeordneten
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Auswahl auf die Reihenfolge nicht ankommt, kénnen wir sie geméafl dieser Num-
merierung von M anordnen. Jede Auswahl entspricht dann einem kiirzesten Weg
im Gitter vom Start (0,0) zum Ziel (n, k), indem wir die Benutzung einer senk-
rechten Strecke von (7, j) nach (z,7 + 1) als Wahl des Elementes ¢ interpretieren.
In der Abbildung (hier ist n = 11 und k = 6) entspricht also der markierte Weg
der Auswahl 3|3]4|7]9/10. Nach der Uberlegung im Beweis zu Satz ist die
Anzahl also gleich (”+k_1) (beachte, dass die Nummerierung in der Horizontalen

k
hier mit 1 beginnt). O

Die in Satz auftretenden Anzahlen lassen auch andere Interpretationen
zu. So ist zum Beispiel die Anzahl n* aller geordneten Auswahlen mit Wiederho-
lungen von k£ Elementen aus n Elementen auch die Anzahl aller Abbildungen einer
k-Menge in eine n-elementige Menge, oder die Anzahl der Einordnungsmoglich-
keiten von k unterscheidbaren Objekten in n unterscheidbare Féacher. Auch die
Anzahl der Einordnungsmoglichkeiten von k& nicht unterscheidbaren Objekten
in n unterscheidbare Facher tritt in Satz auf (welche ist das?).

Die Binomialzahlen besitzen eine sowohl kombinatorisch wie auch (in Analogie
zu Satz algebraisch motivierte Verallgemeinerung.

Definition 5.1.11. Fiir n =ny + ... +ng mit ny,...,n, € Ny, k € N heif3t

( n ) . n!
N1y oo, N nil-.oonyg!

ein Multinomialkoeffizient.
Bemerkung.

(i) Speziell fur k =2, n = ny + ny ist

(o) = (1) = ()

(ii)) Wenn man im Fall k£ = n alle n; = 1 wéhlt, so erhélt man

n |
= n: .
1,...,1

Die kombinatorische Bedeutung der Multinomialkoeffizienten liegt in der fol-
genden Anzahlbestimmung:

Satz 5.1.12. Es seien n Objekte von k Sorten gegeben, wobei n; (nicht unter-
scheidbare) Objekte der i-ten Sorte vorhanden seien (firi = 1,...,k); das Tu-

-----

der moglichen Anordnungen dieser Objekte als Folge der Linge n.
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Beweis. Es sei a die gesuchte Anzahl bei fester Spezifikation (n, ..., ng). Erset-
zen wir die n; Objekte der ersten Sorte durch n; unterscheidbare Objekte, so
erhoht dies die Anzahl der moglichen Anordnungen um den Faktor n,!, die An-
zahl der Permutationsmoglichkeiten dieser n; Elemente. Gleiches bei allen Sorten

durchgefiihrt ergibt schliefllich a - nq! - ... - ng! Moglichkeiten. Da nun aber alle
Elemente voneinander verschieden sind, ist diese Anzahl gleich n!, woraus die
Behauptung folgt. O

Beispiel. Fiir vier Objekte der Spezifikation (1, 1,2), die wir uns durch die Buch-
staben a, b, ¢, ¢ gegeben denken, hat man die folgenden zwolf Anordnungsmog-

lichkeiten:
abce bace cabe cbea

acbe becac cacb ccab
accb beeca cbac  ceba

Die algebraische Bedeutung der Multinomialkoeffizienten liegt in der folgen-
den Verallgemeinerung von Satz [5.1.8

Satz 5.1.13. Es seien x1,...,x, Flemente eines kommutativen Ringes und n €
Ny. Dann gilt

n n n
(w1 4" = Y (nl nk>xllxkk

Beweis. Beim Ausmultiplizieren des Produktes auf der linken Seite der behaup-

teten Gleichung, bestehend aus den n Faktoren (x1 4+ ...+ xy), tritt «7* - .. .- 2"
als Summand genau so oft auf, wie es Anordnungsmoglichkeiten von x; (ni-
mal),.. .,z (ng-mal) gibt. O

5.1.4 Ein- und Ausschlieflen

Wir wollen jetzt eine hdufig bendtigte Variante von Lemma betrach-
ten. Wie bestimmt man die Kardinalitit einer als Vereinigung von Teilmengen
gegebenen Menge, wenn diese Teilmengen nicht paarweise disjunkt sind? Da-
zu ein Beispiel: Wieviele natiirlichen Zahlen < 100 sind durch 2, 3 oder 5 teil-
bar? Bezeichnen wir mit M) die Menge der durch k teilbaren Zahlen < 100,
so wird also nach |My U M3 U Ms| gefragt. Fiir eine einzelne Teilmenge gilt
(M| = [12], wenn wir fir € R mit |z] wieder die groBte ganze Zahl < x
bezeichnen (Gaufklammer). Die Summe dieser Einzelkardinalitéten ergibt eine
zu grofle Zahl, da hier die in den Durchschnitten liegenden Elemente mehrfach
gezihlt werden. Das Abziehen der Kardinalitdten aller zweifachen Durchschnitte,
also von | My N Mjs|, | My M;s| und | M3 N Ms|, erbringt ein zu kleines Resultat, da

jetzt die Zahlen des dreifachen Durchschnitts My N Mz N M; (also die durch 30
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teilbaren Zahlen) zunéchst dreifach gezdhlt, dann aber auch wieder dreifach ab-
gezogen wurden. Das richtige Ergebnis ist also

|My U M3 U Ms| = | M| + [Ms| + | Ms|
— | My N M| — |My N Ms| — | M3 N Ms|
+ | My N M3 N M|

B 100+ 100 +1oo 100 100 100 N 100
92 3 5 6 10 15 30
= 74 .

Diese hier am Beispiel dreier Mengen vorgefiihrte Berechnungsmethode ldsst sich
verallgemeinern auf eine beliebige (endliche) Anzahl von Mengen, wobei wir au-
Berdem noch, statt einfach die Elemente zu zdhlen, eine Gewichtung der Elemente
mit Werten aus einer additiven Gruppe (z.B. (K, +), K Korper) zulassen kénnen.

Satz 5.1.14 (Ein- und Ausschlieflen, Inklusion-Exklusion). Es sei M eine nicht-
leere Menge, (G,+) eine abelsche Gruppe und w : M — G eine Abbildung (Ge-
wichtsfunktion). Dann gilt fiir endliche Teilmengen My, . .., M, von M

r

wMyU---UM,) = Y (=D Y wM,n---nM,) |

k=1 1<iy << <r
wobei w(A) := Y w(x) ist fir endliche Teilmengen A C M.

Beweis. Wir verwenden Induktion iiber r. Fiir r = 1 ist nichts zu zeigen (die
Formel liefert w(M;) = w(M;)) und im Falle r = 2 erhélt man w(M; U M) =
w(My)+w(Ms)—w(M;NM,), was man wie beim vorausgehenden Beispiel mit drei
Mengen direkt bestétigt. Es sei nun 7 > 2. Durch Klammerung und Anwendung
der Formel fiir zwei Mengen folgt zunéchst

w(MyU---UM,_1)UM,) = w(MyU---UM,_;) +w(M,)
—w((MyU---UM,_)NM,) .

Der letzte Term kann mit Hilfe des Distributivgesetzes umgeformt werden in
w((MyU---UM,_1)NM,) = w((MinM)U---U(M_;NM,)) .

Nun kann man auf den ersten und letzten Term die Induktionsannahme anwenden
und erhdlt damit (nach Umordnung) die Behauptung, wobei der letzte Term
diejenigen Summanden der Behauptung liefert, bei denen M, beteiligt und & > 2
ist. U
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Die Formulierung von Satz in der allgemeinen Form mit der Gewichts-
funktion spielt vor allem bei wahrscheinlichkeitstheoretischen Anwendungen (x
ein Elementarereignis und w(x) seine Wahrscheinlichkeit) eine Rolle. Fiir den
Spezialfall G := Z und w(x) := 1 fiir alle x € M liefert Satz die folgende

Anzahlformel.

Korollar 5.1.15. Es sei M eine nicht-leere Menge. Dann gilt fiir endliche Teil-
mengen My, ..., M, von M

MyU--- UM, = > (=DM Y M n-n M

k=1 1< <<, <1

Bemerkung. Die Formel vom Ein- und AusschlieBen wird hdufig auch in einer
komplementéaren Form verwendet: Man fragt nach der Anzahl (oder dem Gewicht)
aller Elemente einer Menge M, die gewisse gegebene Eigenschaften Ei, ..., E.
nicht haben, also nach der Kardinalitdt (oder dem Gewicht) von M \ (M;U---U
M,), wenn wir My := {x | € M A z hat die Eigenschaft Fy} setzen. Mit
Satz erhdlt man dafiir

w(M\ (MyU---UM,)) = w(M)—i—zr:(—l)k > wyn-nM,)
k=1

1<ip<-<ip<r

Ein klassisches Anwendungsbeispiel fiir die Formel vom Ein- und Ausschlie-
fen ist etwa das Problem von Montmort, das man (urspriinglich ein Lotteriepro-
blem) in folgende Fragestellung einkleiden kann: n Ehepaare treffen sich zu einem
Tanzabend; wieviele Moglichkeiten gibt es, n Tanzpaare so zu bilden, dass keine
Ehepaare zusammen tanzen? Dies ist dquivalent zur Frage nach der Anzahl aller
fixpunktfreien Permutationen von n Elementen.

Definition 5.1.16 (Permutation, Fixpunkt).

(i) Es sei M eine Menge und f : M — M eine bijektive Abbildung. Dann
heifit f eine Permutation von M.

(ii) Ein Element x € M mit f(x) = x heiit Fizpunkt von f: M — M.

(iii) Eine Permutation f von M heifit fixpunktfrei, falls kein Element aus M ein
Fixpunkt von f ist, das heifit f(x) # z fiir alle x € M.

(iv) Die Gesamtheit aller Permutationen der Menge {1, 2, ..., n} bezeichnet man
mit S,. Die Menge S,, bildet zusammen mit der Verkniipfung von Abbil-
dungen o : S, x S, — 5, eine Gruppe, die symmetrische Gruppe.

Die Antwort auf die oben gestellte Frage gibt nun der folgende Satz:
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Satz 5.1.17. Die Anzahl der fizpunktfreien Permutationen in S, ist

n _1k
D, = n'z%

k=0

Die Zahlen D,, heiffen Rencontre-Zahlen (nach dem “Probleme des Rencontres”
von Montmort) oder Derangement-Zahlen.

Beweis. Fir k = 1,...,n bezeichne P, die Menge aller Permutationen aus .S,
mit Fixpunkt &£. Mit Korollar [5.1.15|in der komplementéaren Form erhélt man

D, = |S,\(PLU...UPR,)|
=+ (D" D RN R| .
k=1

1< << <n

Da P;, N---N P, die Menge aller Permutationen ist, die die & Elemente 1, ...,
als Fixpunkte haben, gibt es eine Bijektion zwischen F;, N---NF;, und der Menge
der Permutationen von n—k Elementen S,,_. Folglich ist | P, N---NP,, | = (n—k)!,
so dass

Dn:n!+i(—1)k > (n—k)

1< < <ip<n

k=1
= pnl ! - 1)k 1
= nl+n!- Z(— ) T
k=1
| - 1 k 1
= ”"Z(— ) 7l
k=0
Damit ist der Beweis abgeschlossen. O

Eine andere Einkleidung des Problems ist folgende: Wenn jemand n Briefe
und die zugehorigen Umschlédge schreibt und dann die Briefe willkiirlich in die
Umschldge steckt, wie grof ist die Wahrscheinlichkeit (berechnet als Bruchteil
von 1 aus dem Verhéltnis der Anzahl der hier zu betrachtenden Moglichkeiten
zur Anzahl aller Moglichkeiten), dass keiner der Adressaten den ihm zugedachten
Brief erhélt? Diese Wahrscheinlichkeit wird gegeben durch
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und da dies die mit dem n-ten Glied abgebrochene Reihe fiir e~! ist, folgt

1
(n+ 1)

Pn— —
e

Die Wahrscheinlichkeit p, konvergiert also fir n — oo gegen 1/e und zwar
sehr rasch. Der Anteil der fixpunktfreien unter allen Permutationen einer n-
elementigen Menge ist also von n beinahe unabhéngig und ”;' ist eine gute Néhe-
rung fiir D,,.

5.1.5 Partitionen und Stirlingzahlen zweiter Art

Eine Anzahl, die ebenfalls als Bestandteil vieler komplexerer Abzihlprobleme
auftritt, ist die Anzahl der Moglichkeiten, eine gegebene Menge in eine vorgege-
bene Anzahl von Teilmengen zu zerlegen. Im Folgenden verallgemeinern wir den

Begriff Partition aus Definition [1.2.15]

Definition 5.1.18. Es sei £ € N und M eine nicht-leere Menge. Eine k-Partition
von M ist eine Partition, die aus genau k nicht-leeren Teilmengen von M besteht,
das heif3t

k
M = (JM;, mit M;#0, und M;NM; = 0 fiiri#j.

=1

Wir bezeichnen mit S(n, k) die Anzahl der verschiedenen k-Partitionen einer
n-elementigen Menge. Ferner setzen wir S(0,0) := 1, S(n,0) := 0 fur n > 0
und S(0, k) := 0 fiir k£ > 0. Diese Zahlen heiflen Stirlingzahlen zweiter Art.

_ Da nach Satz die Partitionen einer Menge M umkehrbar eindeutig den
Aquivalenzrelationen auf dieser Menge entsprechen, erhalten wir das folgende
Korollar.

Korollar 5.1.19. Es sei M eine nicht-leere endliche Menge und n = |M|. Die
Anzahl der Aquivalenzrelationen mit genau k Aquivalenzklassen auf M ist S(n, k).

Beispiel. Die k-Partitionen fiir k = 1, 2, 3, 4 einer 4-elementigen Menge {a, b, ¢, d}
werden (in naheliegender Notation) in Tabelle [5.1] gegeben. Daran kann man die
in der letzten Zeile angegebenen Werte der Stirlingzahlen S(4, k) fiir k = 1,2, 3,4
ablesen.

Satz 5.1.20 (Rekursionsformel fiir die Stirlingzahlen zweiter Art). Firn,k € N
qgilt
Sn,k) = Sin—1L,k—=1)+k-S(n—1,k) .
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k= 1 2 3 4
abed albed albled  alb|c|d
blacd alc|bd
clabd ald|be
d|abc b|c|ad
abled  b|d|ac
aclbd c|d|ab

ad|bc
Sk =] 1 7 6 1

Tabelle 5.1: Alle k-Partitionen der Menge {a, b, ¢, d} fiir k = 1,2, 3, 4.

Beweis. Fiir k = 1 oder k > n verifiziert man leicht die Richtigkeit der Formel.
Es sei also |M| = n > 2. Wir wéhlen wieder ein Element a € M fest und teilen

(in Analogie zum Beweis von Satz[5.1.7)) die k-Partitionen von M in zwei Typen
ein:

e Die Teilmenge {a} ist selbst eine Klasse. Dann bilden die {ibrigen Klassen
eine (k — 1)-Partition von M \ {a}. Folglich gehoren genau S(n — 1,k — 1)
k-Partitionen zu diesem Typ.

e Das Element a gehort zu einer Klasse A mit |A| > 2. Diese k-Partitionen von
M werden durch Wegnahme von a wieder auf k-Partitionen von M \ {a}
abgebildet. Genauer gesagt haben jeweils k dieser k-Partitionen von M
dasselbe Bild, ndmlich diejenigen, die man aus einer k-Partition von M\ {a}
erhélt, indem man jeweils eine der k£ Klassen um das Element a erweitert.
Daher gibt es k- S(n — 1, k) k-Partitionen des zweiten Typs.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. ([l

Diese Rekursionsformel erlaubt wie bei den Binomialkoeffizienten die sukzes-
sive Berechnung der S(n, k) aus ihren in Definition angegebenen Anfangs-
werten. In Tabelle [5.2|sind die Stirlingzahlen zweiter Art S(n, k) fiir kleine Werte
von n und k angegeben. Auch fiir die Stirlingzahlen gibt es viele Summeniden-
titdten, wofiir wir hier ein Beispiel angeben.

(";1) S(ik—1) .

Beweis. Wir beweisen dies kombinatorisch, indem wir die k-Partitionen einer n-
elementigen Menge M auf andere Weise abzéhlen. Es sei a € M fest gewéahlt. Fiir

Satz 5.1.21. Firn,k € N gilt

n—

S(n, k) = Z

1
=0
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k[0 1 2 3 4 5 6
0 |1 0 0 0 0 0 0
1 /01 0 0 0 0 0
2 /01 1 0 0 0 0
3 /0 1 3 1 0 0 0
4 /01 7 6 1 0 0
5 |0 1 15 25 10 1 0
6 |0 1 31 9 65 15 1

Tabelle 5.2: Tabelle der Stirlingzahlen zweiter Art S(n, k).

jedes i € {0,...,n — 1} gibt es ( nl ) = (”Zl) Moglichkeiten, eine Teilmenge A

n—1—1
von M mit a € A und |A| = n — i zu wihlen. Zu jeder dieser Teilmengen ist die

Anzahl der (k — 1)-Partitionen von M \ A gleich S(i,k — 1). Hieraus folgt die
Behauptung. 0

5.1.6 Stirlingzahlen erster Art

Es gibt noch andere Stirlingzahlen, die man ,,von erster Art“ nennt. Vor der Defi-
nition erinnern wir an die symmetrische Gruppe S,,, die aus allen Permutationen o

der Menge {1,...,n} besteht.

Definition 5.1.22 (Zyklus). Eine Permutation o der Menge {a1, ..., a,} heifit
Zyklus, falls es zu jedem j € {1,...,m} ein k € Ny gibt, so dass o%(a;) = a;.
(Hier bezeichnet o* die k-fache Hintereinanderausfiihrung von o.)

Beispiel. Die Permutation o von {2,4,5,6,7}, die gegeben ist durch

i |2 45
o) |5 7 4

6 7
2 6
ist ein Zyklus. Denn es gilt

2 =0"2), 5 =02), 4=0%2), 7=20*2 und 6 = o*2).

Man schreibt dann auch kurz o = (2,5,4,7,6) oder o = (5,4,7,6,2) oder 0 =
(4,7,6,2,5) etc.

Lemma 5.1.23. Jede Permutation o € S, kann als Produkt von Zyklen geschrie-
ben werden.

Wir erlautern diese Einsicht nur kurz an einem Beispiel. Daraus sollte auch
klar werden, wie man das Lemma allgemein beweist.

Beispiel. Die Permutation o € Sg sei gegeben durch
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i |1
o(i) | 3

2 3 4 5 6 7 8
5 1 2 4 8 7 6
Offenbar ist o(1) = 3 und ¢%(1) = 0(3) = 1. Die Permutation o ,enthélt®
also den Zyklus (1,3). Auch 2 ist kein Fixpunkt und es gilt o(2) = 5, o(5) = 4
und o(4) = 2. Das ergibt den Zyklus (2, 5,4). Weiter erhélt man den Zyklus (6, 8)

und den trivialen Zyklus (7). Zusammenfassend gilt daher
o = (1,3)(2,5,4)(6,8)(7) .
Damit kénnen wir jetzt die Stirlingzahlen erster Ordnung definieren.

Definition 5.1.24. Die Anzahl der Permutationen aus S, die aus k Zyklen
bestehen, heiBt Stirlingzahl erster Art und wird mit s(n, k) bezeichnet.

Bemerkung.

(i) Weil die Anzahl aller Permutationen n! ist, gilt

n

Zs(n,k) = n!l.

k=1

(ii) Es gibt keine Permutation mit £ = 0 Zyklen und nur eine Permutation in S,
mit £ = n Zyklen. In diesem Fall haben alle Zyklen die Lénge 1, also gibt
es n Fixpunkte und wir haben die identische Abbildung.

(iii) Zusétzlich definiert man noch s(0,0) := 1. Es gilt also

(n. ) 0 fir k=0,n¢€N,
s(n, =
1 firk=neN,.

Satz 5.1.25 (Rekursion fiir die Stirlingzahlen erster Art). Fir n,k € N gilt
s(n,k) = s(n—1,k—=1)+(n—1)-s(n—1,k) .

Beweis. Wir betrachten eine Permutation aus S, mit k& Zyklen und unterscheiden
zwei Falle. Erster Fall: Die Zahl n ist Fixpunkt. Dann bilden die restlichen k —
1 Zyklen eine Permutation von {1,...,n — 1}. Es gibt s(n — 1,k — 1) solche
Permutationen. Dies ist folglich auch die Anzahl der Permutationen aus S,, mit k
Zyklen und Fixpunkt n.

Zweiter Fall: Die Zahl n ist kein Fixpunkt, also in einem Zyklus der Lange > 2
enthalten. Entfernt man n aus diesem Zyklus, so erhélt man eine Permutation
aus S,_1 mit k Zyklen. Umgekehrt sei eine solche Permutation

(a1,17 a1,2y .- aal,él)(QQ,h ag2, ... ,az,zg) ce (ak,la ag,2; - - - 7ak,£k)
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gegeben. Dann gilt zunéchst einmal ¢ +/f5+- - -+ ¢, = n— 1. Aus solchen Permu-
tationen kann man durch Einfiigen von n in einen der Zyklen jede Permutation
aus S, mit k Zyklen bekommen, bei der n nicht Fixpunkt ist.

Im ersten Zyklus kann man n nach jedem a, ; einfiigen, j = 1,...,¢;. Jedesmal
erhélt man einen anderen (¢; 4+ 1)-Zyklus. (Einfiigen vor a;; ist gleichwertig mit
Einfiigen nach a4, also kein neuer Zyklus). Allgemein bekommt man durch
Einfiigen von n im Zyklus der Lénge ¢ genau ¢ verschiedene Zyklen der Léange /+1.
Man kann n in jeden Zyklus einfiigen. Daher ergeben sich genau

b+ b+ + 40, = n—1

verschiedene Moglichkeiten.

Dieses Verfahren ist anwendbar auf jede Permutation von .S,,_; mit k£ Zyklen,
also auf s(n — 1, k) Permutationen. Folglich gibt es (n — 1) - s(n — 1, k) Permuta-
tionen in S, aus k Zyklen, die n nicht als Fixpunkt haben. Damit ist der Beweis
abgeschlossen. O

Die Rekursion aus Satz [5.1.25[ kann wie folgt veranschaulicht werden:

n=1 0 1
1-
NS
n=2 0 1 1
2- 2
NS NS
n=3 0 2 3 1
3 3- 3
NS NS NS
n=4 0 6 11 6 1
4 4. 4. 4
NS NS NS NS
24 50 35 10
usw.

5.1.7 Zerlegungen einer natiirlichen Zahl

Bis jetzt haben wir Zerlegungen von Mengen betrachtet. In diesem Abschnitt wen-
den wir uns den Zerlegungen einer natiirlichen Zahl N € N als Summe natiirlicher
Zahlen zu:

N =mn+no+---4+ng, ny,ng,...,ng €N,

Diese Zerlegungen heiflen Zahlpartitionen oder arithmetische Partitionen.
Definition 5.1.26. Es sei 1 < k < n. Die Anzahl der Zerlegungen von n in
genau k natiirliche Summanden ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge wird

mit P(n, k) bezeichnet. Ferner sei P(0,0) := 1 und P(n,k) := 0 fir £k = 0
und n > 0 sowie fir & > n. Die P(n, k) heilen (arithmetische) Partitionszahlen.
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Beispiele.

(i) Die moglichen Zerlegungen der Zahl 4 in zwei Summanden sind 341 und 2+
2; also ist P(4,2) = 2.

(ii) Die Zerlegung der Zahl 7 in drei Summanden sind 5+ 1+ 1, 4 + 2 + 1,
3+3+1und 3+ 2+ 2; also ist P(7,3) = 4.

Jede k-Partition einer n-elementigen Menge M = M; U My U- - -U M, bewirkt
eine Zerlegung von n in k natiirliche Summanden, namlich n = |M;| + |Ms| +
-+ «+|Mg|, jedoch gehoren zu einer solchen Summenzerlegung im allgemeinen meh-
rere k-Partitionen der Menge. Daher fallen die arithmetischen Partitionszahlen
fiir groffes n wesentlich kleiner aus als die mengentheoretischen Partitionszah-
len S(n, k).

Auch fiir diese Partitionszahlen gibt es eine einfache Rekursionsformel.

Satz 5.1.27 (Rekursionsformel fiir die arithmetischen Partitionszahlen). Fir1 <
k<n gilt
P(n,k) = Pln—1,k—1)+P(n—Fk,k) .

Beweis. Die Zerlegungen von n in genau & Summanden zerfallen in zwei Klassen,
némlich in solche, bei denen 1 als Summand auftritt und in solche, bei denen
sdmtliche Summanden grofler als 1 sind. Lassen wir bei den Zerlegungen des
ersten Typs einen Summanden 1 weg, so bleibt eine Zerlegung von n — 1 in
genau k — 1 Summanden und dafiir gibt es P(n — 1, k — 1) Mdoglichkeiten. Bei den
Zerlegungen des zweiten Typs konnen wir von jedem Summanden 1 abziehen und
erhalten so eine Zerlegung von n— k in genau k& Summanden, wofiir es P(n—k, k)
Moglichkeiten gibt. 0

5.2 Rekursion und erzeugende Funktionen

Hat man ein von einem ganzzahligen Parameter n abhdngendes Anzahlproblem,
so erhélt man fiir die Anzahlen eine Zahlenfolge ag,a;,as, ... und diese Folge
kann man (wie jede Zahlenfolge) als Koeffizientenfolge einer Potenzreihe

[e.e]
E ant"
n=0

ansehen. Die Idee, auf diese Weise Potenzreihen bei der Losung kombinatorischer
Aufgaben einzusetzen, geht auf Laplace zuriick. Falls auflerdem die Potenzreihe
eine Funktion darstellt, die man in geschlossener Form angeben kann, so hat man
damit die Moglichkeit, die Information iiber die Zahlenfolge ag, a1, as, ... in Form
eines geschlossenen Funktionsausdrucks zu ,speichern®. Nicht selten kann man
auf dem Umweg iiber die Potenzreihen aus einer rekursiven Darstellung einer
Folge eine explizite Darstellung gewinnen.
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Im Folgenden werden wir zunéchst formale Potenzreihen und erzeugende
Funktionen definieren. Es werden einige Eigenschaften des Rings der formalen
Potenzreihen besprochen. Dann wird als Beispiel die Rekursionsgleichung fiir die
sogenannten Catalan’schen Zahlen gelost. Im zweiten Teil dieses Abschnitts wer-
den, ausgehend vom Beispiel der Fibonacci-Zahlen, allgemein lineare Rekursions-
gleichungen besprochen und unter gewissen Voraussetzungen vollstéindig gelost.

Im Folgenden bezeichne K immer den Korper der reellen oder komplexen

Zahlen, also K € {R, C}.

5.2.1 Formale Potenzreihen und erzeugende Funktionen

Die in der Einleitung angesprochene Methode der Potenzreihen scheint zunéchst
einmal Analysiskenntnisse vorauszusetzen. Man kann jedoch Potenzreihen auch
als rein algebraischen Begriff einfithren, entsprechend der Einfithrung des Poly-
nomringes R[t] in Kapitel[2) Abschnitt[2.2.2] Allerdings kénnen wir nicht einfach ¢
als ein neu hinzukommendes Element mit ,vertriglichen® Recheneigenschaften
ansehen, denn unendliche Summen sind nicht definiert. Ein Polynom

n

Z aktk

k=0

aus K[t] kann man als eine Abbildung ¢ € KM auffassen (mit ¢(k) = ax
fir k = 0,...,n), also als eine Abbildung von Ny nach K mit ¢(k) = 0 fiir fast
alle k € Ny. Das heifit, dass nur fiir endlich viele k gilt ¢(k) # 0. Lésst man diese
Zusatzforderung an die Abbildung ¢ weg, so erhilt man die Menge KMo aller Ab-
bildungen von Ny nach K, die entsprechend eineindeutig mit Potenzreihen identi-
fiziert werden konnen. Wir wissen bereits aus Kapitel [3, Abschnitt[3.2.1] dass Ko
einen K-Vektorraum bildet. Die folgende Definition besagt, dass man K" sogar
als Ring auffassen kann.

Definition 5.2.1 (Ring der formalen Potenzreihen). Die Menge KMo aller Ab-
bildungen ¢ : Ny — K bildet mit den Verkniipfungen

Ap)(k) = X (k) fir A e K, k € Ny,
(@ + ) k) = (k) + k) fiir A € K, k € Ny,

einen K-Vektorraum und mit der Multiplikation

(- 9) (k) = > i) -9())

i+j=k

einen Ring mit Einselement, den Ring K[[t]] der formalen Potenzreihen tiber dem
Korper K.
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Die Uberpriifung der Ringeigenschaften bereitet itberhaupt keine Schwierig-
keiten. Wir ersparen uns daher die Einzelheiten.

Bemerkung.

(i) Eine formale Potenzreihe, als Abbildung ¢ : Ny — K durch n — a,, definiert,
ist nichts anderes als eine (unendliche) Zahlenfolge ag, a1, as, ... und wird
analog zu den Polynomen geschrieben als

o0

Z anpt" |

n=0

unabhéngig von jeder Konvergenzforderung. Das Symbol ¢ ist dann ein Re-
chensymbol und die Schreibweise dadurch begriindet, dass das formale Rech-
nen mit solchen Potenzreihen genau dem Rechnen mit Reihen entspricht.
Die Multiplikation entspricht genau dem Cauchyprodukt von Reihen (siehe

auch Satz :
<§:ant”> . (ib,ﬂf") = icnt" mit ¢, = Z a;b; .
n=0

n=0 n=0 i+j=n

Diese Koeffizienten ergeben sich beim formalen sukzessiven Ausmultipli-
zieren der beiden Reihen und dem anschlieBenden Neuordnen der Glieder
nach Potenzen von t. Das bei Polynomen gewohnte Einsetzen von Koérper-
elementen x an Stelle von ¢ (der Einsetzungshomomorphismus, siehe Kapi-
tel 2 Abschnitt hat dann allerdings im Allgemeinen keinen Sinn, da
das Einsetzen von Null verschiedener Elemente Konvergenzbetrachtungen
erforderlich macht.

(ii) Der Polynomring K[t] ist ein Unterring von K][[¢]].

Definition 5.2.2 (Erzeugende Funktion). Es sei (a,)nen, €ine Folge aus KMo,
Dann heifit die formale Potenzreihe

(i) a(t) := > a,t™ die (gewdhnliche) erzeugende Funktion und

n=0

(ii) A(t) := > %t" die exponentielle erzeugende Funktion

n=0

der Zahlenfolge (ay,)nen,-

Im Falle der Konvergenz kénnen wir also a(t) bzw. A(t) als Funktion von t € K
auffassen und dann auch Sétze der Analysis zu Hilfe nehmen, z.B. das gliedweise
Differenzieren (siehe Satz [4.3.7). Insbesondere wird die exponentielle erzeugen-
de Funktion mit dem Hintergedanken definiert, auch bei einer schnell wachsen-
den Zahlenfolge (a,) eine nicht nur fir ¢ = 0 konvergente Reihe zu erhalten.
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Tatséchlich kann man aber etwa die Differentiation auch als rein algebraische
Operation betrachten. Wir kommen darauf an Hand von Beispielen gleich noch
zuriick.

Beispiel. Es sei a, := 1 fiir alle n € Ny. Dann ist die erzeugende Funktion die
bekannte geometrische Reihe mit dem Konvergenzradius 1:

[e%S) . 1
n=0

Diese Gleichung ist aber auch rein algebraisch sinnvoll; sie kann so gelesen werden,
dass >~ t" und 1 — ¢ im Ring K[[t]] invertierbare Elemente und zueinander
invers sind. Die entsprechende Gleichung

(£) 0o -

bestétigt man durch Ausmultiplizieren geméf Definition (Cauchyprodukt).
In Verallgemeinerung des Beispiels gilt:

Lemma 5.2.3 (Invertierbare Potenzreihen). Fiir die Menge K[[t]]* der invertier-
baren Potenzreihen (also der Einheiten im Ring aller Potenzreihen) gilt

K[ = {Zant”eKutn ao#o}

Beweis. Zu ,C“: Ist Y2 a,t™ invertierbar, so existiert Y ° b, t" mit

(f; t> . (i W) .

Dann gilt nach Definition des Produktes in K[[¢]], dass agby = 1 und daher ay # 0.
Zu ,D“: Man setzt by := ay* und definiert dann iterativ

n

bn = —aio'zakbn_k .

k=1

Mit der dadurch definierten formalen Potenzreihe 7 b,t" gilt dann

(f; t> . (i W) 0

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0
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Wir diskutieren einige weitere Beispiele erzeugender Funktionen.
Beispiele.

(i) Fiir die Folge a, := n! hat die gewohnliche erzeugende Funktion a(t) :=
Yoo o nlt"™ keinen positiven Konvergenzradius (d.h. sie konvergiert fiir kein
t #0). Dagegen ist die exponentielle erzeugende Funktion

o0 ' o
A(t) = z;%t” = Zot" = %_t ,

also wieder die geometrische Reihe. Dies demonstriert die Wirkung der Fak-
toren % in der exponentiellen erzeugenden Funktion als ,,Konvergenz er-
zeugende Faktoren“ und macht deutlich, dass die exponentielle erzeugende
Funktion vor allem in Zusammenhang mit analytischen Betrachtungen von

Interesse ist.

(ii) Die erzeugende Funktion von a, := n erhdlt man mittels gliedweiser Diffe-
rentiation aus dem Beispiel oben:

oo o0 oo /
alt) := Y nt" =ty nt" =t (Zt”)
n=0 n=1 n=0

B t(lL—t) =t

Diese Differentiation kann auch als rein algebraische Operation wie folgt de-
finiert werden:

Definition 5.2.4 (Formale Derivation). Die formale Derivation oder formale
Ableitung wird definiert als Abbildung

DK — K]

ST apt™ — > (n+ apt"

n=0 n=0
Bemerkung. Man rechnet leicht nach, dass die iiblichen wohlbekannten Diffe-
rentiationsregeln gelten, d.h. es gilt fiir alle a(t),b(t) € K][[¢]] und alle A\, p € K
insbesondere

D(X-a(t)+p-b(t)) = X-D(a(t))+p-D(b(t)) (Linearitét),
D(a(t)-b(t)) = b(t)- D(a(t)) + a(t) - D(b(t)) (Produktregel).

Die Gleichung a(t) = t/(1 — t)* aus dem letzten Beispiel kénnen wir in K][¢]]
auch lesen als a(t) - (1 —t)? = ¢ und in dieser Form auch einfach durch Ausmul-
tiplizieren von (oo nt") - (1 — t)? bestétigen.



260 Mathematik fiir Informatiker M. Skutella

Beispiel. Es sei m € N fest. Fiir a,, := (') (beachte, dass a,, = 0 fiir n > m)
haben wir gemif Satz [5.1.§ als erzeugende Funktion

[e.e] m m
) = S = o= (1+H)™ .
0 = Zor - £ () -0
Hier besteht offenbar eine besonders enge Verwandtschaft zwischen der kombina-
torischen Fragestellung, die die Zahlenfolge definiert, und der erzeugenden Funk-
tion dieser Folge. Wir werden dies noch analysieren und fiir Verallgemeinerungen
nutzen.

Zunéchst wollen wir an einem Beispiel skizzieren, wie man die erzeugende
Funktion einsetzen kann, um fiir eine kombinatorisch definierte Zahlenfolge zu
einer expliziten Formel zu kommen.

Definition 5.2.5 (Catalan’sche Zahlen). Die Anzahl ¢,, der Moglichkeiten, ein n-
faches Produkt einer Menge (M, -) mit einer Verkniipfung, die weder kommutativ
noch assoziativ zu sein braucht, durch Klammerung auf die Produktbildung von
Paaren zuriickzufithren (ohne diese Klammerung ist das n-fache Produkt fiir n >
2 in einer nichtassoziativen Struktur gar nicht erklért), wird die n-te Catalan’sche
Zahl genannt. Dabei ist ¢y := 0 und ¢; := 1.

Zur Illustration seien die Klammerungsmoglichkeiten fiir 2 < n < 4 explizit
aufgelistet:

n=2: (rx) =1
n=3: ((z122)x3), (z1(x273)) c3 =2
4 - ((zr122)w3)2a), ((T122)(2374)), (21 (2223))74),

(z1((v223)24)), (21 (22(7374)))

Eine andere Interpretation dieser Anzahl ¢, ist die Anzahl verschiedener , binédrer
Wurzelbdume* mit n Enden (Bléttern). Abbildung zeigt diese verschiede-
nen Wurzelbdume fiir n = 4 in der Reihenfolge, wie sie den eben aufgelisteten
Klammerungen entsprechen.

Satz 5.2.6.

n= cy4 =9

(i) Die Catalan’schen Zahlen ¢, geniigen der Rekursion
Cn = ch-cn_k fiirn > 2.
k=0

(ii) Ihre erzeugende Funktion geniigt der Funktionalgleichung
c(t)> —ct)+t = 0
und wird als reelle Funktion fir x < 1/4 gegeben durch

c(z) = $(1—-vV1—4x) .
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R

Abbildung 5.3: Die fiinf bindren Wurzelbdume mit 4 Blattern.

(111) Firn > 1 werden die Catalan’schen Zahlen gegeben durch

1 (2n -2
“ = n ( n—1 ) '

Beweis. Zu : Die duBerste Klammer eines n-fachen, mit Klammern versehenen
Produktes verklammert ein k-faches Produkt mit einem (n — k)-fachen, wobei k €
{1,...,n— 1} ist. Fiir diese Teilprodukte gibt es ¢; bzw. ¢, Moglichkeiten und
damit fiir das gesamte Produkt ZZ;% Cr + Cn—r, MOglichkeiten. Wegen ¢y = 0 kann
man das auch in der Form EZZO Ck - Cn—p Schreiben.

Zu ({il): Diese Rekursionsformel setzt man nun in die formale Potenzreihe ein,

wozu man, da die Formel ja nur fiir n > 2 gilt, die ersten beiden Summanden
abtrennt:

c(t) = icnt” = co+clt+icnt” = t+i <ickcnk> t" .
n=0

n=2 n=2 k=0

Man erkennt, dass die rechts stehende Reihe gerade das Produkt der erzeugenden
Funktion mit sich selbst ist, also gilt

ct) = t+c(t)? .

Nun greift die reelle Analysis ein. Fiir solche z € R, fiir die ¢(z) definiert ist
(d.h., fiir die die Reihe konvergiert), hat man jetzt eine quadratische Gleichung
fur ¢(z), deren Auflosung c(x) = (1 — /1 — 4x)/2 liefert (da ¢(0) = 0).

Zu ({il): Man kann die Funktion ¢(z) = (1 — v/1 — 4z)/2 als Potenzreihe dar-
stellen, deren Koeffizienten dann die angegebene explizite Gestalt der ¢,, liefert.
Wir verzichten auf weitere Details des Beweises. U
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Nicht immer erhélt man die erzeugende Funktion so einfach wie hier. Das
Verfahren, eine Rekursion (falls vorhanden) in die formale Potenzreihe einzuset-
zen, um damit eine Funktionalgleichung fiir die erzeugende Funktion zu gewin-
nen, lasst sich jedoch stets anwenden. Bei manchen kombinatorischen Problemen
kann man jedoch die erzeugende Funktion direkt aus der Problemstellung her-
aus gewinnen. Wir greifen dazu das obige Beispiel der Binomialkoeffizienten noch
einmal auf.

Beispiel. Nach Satz |5.1.10| oder Satz ist (Z) die Anzahl der Moglichkei-

ten, k (verschiedene) Elemente aus einer n-elementigen Menge auszuwihlen. Es
seien uyq, ..., u, beliebige reelle Zahlen und ¢ eine Unbestimmte. Dann ist

(T4 ugt) - (L +ugt) - ..o (14 upt)
ein Polynom aus R[¢] und Ausmultiplizieren fithrt zu

L+ (w4 4uy) - t
+(U1U2+U1U3+---—I—U1un+U2U3+'--+Un—1Un)'t2
+"‘+(U1U2...Un>'tn .

Der Term t* hat also als Koeffizienten die Summe aller Auswahlen (als Produkte
geschrieben) von k verschiedenen Elementen aus der Zahlenmenge {uy, ug, . .., u,}.
Setzen wir alle u; gleich 1, so gibt daher dieser Koeffizient die Anzahl der k-
Auswahlen an, namlich (Z)

Diese Idee wird in dem folgenden Satz verallgemeinert.

Satz 5.2.7 (Erzeugende Funktion fiir Auswahlen). Die erzeugende Funktion fiir
die Anzahl derjenigen Auswahlen mit Wiederholung aus n verschiedenen Elemen-
ten, bei denen die Vielfachheit des k-ten Elementes (fiur k € {1,...,n}) aus einer
gegebenen Zahlenmenge N C Ny stammt, wird gegeben durch

(x)

k=1 \jEN,

Beweis. Es seien wieder uq, ..., u, beliebige reelle Zahlen. Beim Ausmultiplizie-

ren von
<Z uljtj) ) (Z ugjt]) (Z unjtj>
JEN1 JEN2 JENR,

erhédlt man eine Summe oder (falls wenigstens eine der Zahlenmengen N, unend-
lich ist) eine Reihe, in welcher der Koeffizient von t* die Summe all derjenigen k-
Auswahlen mit Wiederholung (wie oben als Produkt geschrieben) von uy, ..., u,
ist, bei denen die Haufigkeit von u; (j € {1,...,n}) durch eine Zahl aus der Men-
ge N; gegeben wird. Setzen wir wieder alle u; gleich 1, so gibt der so entstehende
Koeffizient von t* gerade die Anzahl dieser k-Auswahlen an. O
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Beispiel. Was ist die Anzahl der 4-Auswahlen von a, b, ¢, d, wenn die Haufigkeit
des Auftretens von a genau 0 oder 3, von b 0,1 oder 2, von ¢ beliebig und von
d kongruent 1 modulo 3 ist? Nach Satz ist die erzeugende Funktion fiir die
Anzahl solcher k-Auswahlen mit Wiederholung

T+ T+t +8) - L+t +2+ 3+ )+t +t+t0+ )
= t+2° + 3+ 5t + ... .
Die Anzahl der Auswahlen der gesuchten Art ist also 5, was man hier auch leicht

durch explizite Angabe dieser Auswahlen {iberpriifen kann. In geschlossener Form
schreibt sich diese erzeugende Funktion iibrigens als

t 4t
1—2t4+1¢2

Korollar 5.2.8. Die erzeugende Funktion fiir die Anzahl ay aller k-Auswahlen
mit Wiederholung aus einer Menge mit n Elementen ist

<§§y>n::(y}wz: 53(R+Z—1)ﬁ.

k=0

Beweis. Die Behauptung folgt mit Satz wonach wir diese Anzahl ja schon
kennen. Man kann diese Potenzreihenentwicklung fiir (1 — ¢)~" aber auch direkt
beweisen (zum Beispiel mit Induktion nach n unter Benutzung der Rekursionsfor-
mel fiir die Binomialkoeffizienten), was dann einen neuen Beweis fiir diese Anzahl

liefert. O

Fiir weitere Beispiele dieser Art, bei denen man die erzeugende Funktion di-
rekt aus der Fragestellung heraus konstruieren kann, sei auf die Literatur {iber
Kombinatorik verwiesen.

5.2.2 Lineare Rekursionsgleichungen

Wir wollen die bei der Behandlung der Catalan’schen Zahlen aufgetretenen rekur-
siv definierten Zahlenfolgen aufgreifen und hierzu zunéchst ein weiteres Beispiel
einer besonders wichtigen Zahlenfolge, die Fibonacci-Zahlen betrachten. Wir ha-

ben diese Zahlenfolge bereits in Kapitel 2] Abschnitt betrachtet, fithren sie
jetzt jedoch mittels einer kombinatorischen Definition ein.

Definition 5.2.9 (Fibonacci-Zahlen). Die n-te Fibonacci-Zahl f, (n > 2) ist
die Anzahl aller 0/1-Sequenzen der Lénge n — 2, die keine benachbarten Einsen
enthalten. Ferner setzen wir fy := 0 und f; := 1.

Bemerkung. Esist also fo = 1 (die leere Sequenz), f3 =2, f4 =3, fs =5, fe =8
ete.
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Satz 5.2.10 (Fibonacci-Zahlen). Fir die Fibonacci-Zahlen gilt:
(i) fo= foo1 + fao fiirn > 2.

t
(i1) Die erzeugende Funktion ist f(t) = T g

(111) Eine explizite Darstellung ist f, = B + \/Lg (%) J .

Beweis. Zu : Es sei M,, die Menge aller 0/1-Sequenzen der Linge n — 2, die
der angegebenen Bedingung geniigen, und davon M die Menge derjenigen, die
an der letzten Stelle die Ziffer e haben, fiir ¢ € {0, 1}. Es ist demnach

M, = MOUMDY und somit f, = [M,| = |[MO|+ M| .

Nun ist |M7S0)| = |M,,—1], da Anhéngen einer 0 an eine Sequenz der Linge n — 3
eine bijektive Abbildung M,,_; — M liefert. Ist die letzte Stelle einer Sequenz
der Lange n — 2 mit einer 1 besetzt, so ist der Vorgénger notwendigerweise eine 0
und das liefert |MT(L1)\ = ]Mr(Lo_)l\ = |M,,_5|. Aus beidem folgt die Behauptung.

Zu (ii): Es sei f(t) = Y oo, fut" die erzeugende Funktion der Fibonacci-
Zahlen. Wie bei den Catalan’schen Zahlen erhalten wir durch Umformen und
Einsetzen der Rekursion eine Funktionalgleichung fiir f(¢), die hier linear ist und
damit durch Auflésung ohne weiteres die geschlossene Form von f(t) liefert:

FO) = D ft" = t+ > farl"+ D faot”
n=0 n=2 n=2
= t+t-f(O) - f(1) .
Damit erhalt man
) =

Zu (fil): Die Nullstellen des Nenners sind (—1 £ v/5)/2 und damit erhalten
wir durch Partialbruchzerlegung

fe) = 1( 1 1 )
N N /5

V1 -8 1 - 15/
1

Nun ist = = 3" a"t" und dies kénnen wir auf beide Briiche in der Klammer
anwenden. Damit folgt

= ((1+2¢5>"_ (1_;5)“)

Da auflerdem ‘\/Lg (1_‘/5>n‘ < % fiir alle n € N und f, eine ganze Zahl ist, folgt

2
die Behauptung. O
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Dass die Auswertung der Rekursion hier bei den Fibonaccizahlen so problem-
los funktioniert, liegt an der besonders einfachen Bauart dieser Rekursion: Sie
ist linear und homogen und hat konstante Koeffizienten (Néheres siehe folgende
Definition). Fiir solche Félle besprechen wir gleich noch ein vereinfachtes Aus-
wertungsverfahren. Zur Demonstration der Zugkraft obiger Methode wollen wir
sie jedoch noch auf ein einfaches inhomogenes Beispiel anwenden.

Beispiel. Die Folge (a,) sei rekursiv definiert durch a, = 2a,_1 + 1 mit dem
Startwert ag = 0. Durch Einsetzen dieser Rekursion in die erzeugende Funktion
erhalten wir

) = St = S0 = 13 (20, 5

n=0 n=1 n=0
Daher gilt
® t S

a(t) = - _

(1—=1t)(1—2t) 1—¢ 1-2t
= =) Tyt = Y (2N -1t
n=0 n=0 n=0

Also ist a,, = 2" — 1.

Definition 5.2.11 (Lineare Rekursion). Eine lineare Rekursion r-ten Grades mit
konstanten Koeffizienten ist eine Gleichung

(R) Ay = Clp_1 + Colp_o + -+ + Crlp_, + Co fiir n > r,

mit cg, ..., c. € Kund ¢, # 0. Im Fall ¢ = 0 heiit sie homogen, sonst inhomogen.
Ersetzen wir ¢y durch 0, so nennen wir das die zugehoérige homogene Rekursion
und bezeichnen sie mit (Ry). Das Polynom

Xt) =t =t~
heilt charakteristisches Polynom der Rekursion.

Bemerkung. Zunéchst haben wir hier absichtlich keine Startwerte vorgegeben.
Demgemé$ ist die Losung nicht eindeutig und (Ry) hat jedenfalls a, = 0 fiir
alle n € Ny als Losung. Neben dem charakteristischen Polynom betrachten wir
noch

() = 1—ct—--—ct" .

Dieses Polynom erhilt man formal aus x(t) in der Form v (t) = ¢"x(1/t).
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Satz 5.2.12 (Losung homogener linearer Rekursionen). Die Lisungsmenge der
homogenen Rekursion, aufgefasst als Menge formaler Potenzreihen,

L(RO) = {Zantn | (an)nENo genigt (RO)}

n=0

ist ein r-dimensionaler Unterraum von K{[[t]]. Es gilt
L(Ro) = ()" K[, ,

wobei K[t], die Menge aller Polynome aus K[t] vom Grade kleiner gleich r — 1
einschliefSlich dem Nullpolynom bezeichnet.

Beweis. Wegen ¢, # 0 ist ¥(t) € K[[t]]*, das heifit ¥(¢)~! existiert. Es sei
nun Y -, bpt* € (t) - K[[¢]], also

S bt = -t = —et") Y at"
k=0 =0
wobei a(t) € K[[t]] beliebig ist. Dann ist >~ a,t" € L(Ry) dquivalent zu
by = ap —c1ap—1— -+ —Cpp—pr = 0 fir k>r
und das ist die Behauptung. O
Bemerkung. Man sieht nun auch, wie man zu gegebenen Startbedingungen ay, . . ., a,_1

sofort die erzeugende Funktion in geschlossener Darstellung bekommt. Sie wird
gegeben durch

bo + bit + -+ b_gt"!

l—ct——--—ct"
mit
by = ag
bl = a1 — C1Qg
bp_1 = Q1 —C1Gr_3 — +* — Cr_10g .

Aus dieser geschlossenen Form die explizite Darstellung der a, zu gewinnen,
erfordert dann Partialbruchzerlegung. Im Falle der Fibonacci-Zahlen hatten wir
insofern Gliick, als der Nenner (t) = 1 — ¢t — t* zwei verschiedene (und sogar
reelle) Nullstellen hatte. Dies ist der einfachste Fall.

Satz 5.2.13 (Losung inhomogener linearer Rekursionen).
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(i) a, = q" ist eine Lisung von (Ry) genau dann, wenn x(q) = 0.
(i) Hat x(t) r paarweise verschiedene, reelle Nullstellen qi, ..., qy, so ist
ap, = Mgl + -+ Aq) mit A,..., A\, € K

die allgemeine Losung von (Ry).

Bemerkung. Man kann bei Satz[5.2.13 natiirlich auch mit komplexen Null-
stellen von x(t) arbeiten, bekommt damit aber auch komplexe Werte fur die a,.

Beweisskizze. Zu : Diese Aquivalenz ergibt sich unmittelbar durch Einsetzen.
Zu : Nach (fi) sind dies jedenfalls Losungen, da die Linearkombination von
Losungen ja wieder eine Losung ist. In Frage steht also nur, ob man auf diese
Weise alle Losungen bekommt. Dazu ist nur zu zeigen (wenn wir wieder zur
Potenzreihenschreibweise iibergehen), dass die Potenzreihen

d gt mitie{l,...r}
n=0

den ganzen Raum L(Ry) aufspannen. Da wir schon wissen (vgl. Satz|5.2.12)), dass
dieser Raum L(Ry) die Dimension r hat, geniigt hierfiir die lineare Unabhéingig-
keit der Vektoren

1
4q;
4 firie {1,...,r}.
-
Wir gehen nicht auf weitere Details ein. O

Bemerkung.

(i) Bei einem Rekursionsproblem mit vorgegebenen Startwerten nimmt man
die Anpassung der allgemeinen Losung durch geeignete Wahl der Parame-

ter A1,..., A\, € K. Bei der Fibonacci-Rekursion etwa haben wir
1+V5 ~1+V5
=T und @ = 5

als allgemeine Losung, also a, = A\¢1™ + A2q2™. Um die Startwerte ag = 0
und a; = 1 zu realisieren, wéhlt man

Al = und Ay = —

b
7

Sl
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(ii) Wir erwiihnen noch ohne Beweis, dass man beim Auftreten einer k-fachen
Nullstelle ¢; von x(t) neben q; auch noch ng;",... ,nk_lqj” als Losungen
der homogenen Rekursion hat. Die allgemeine Losung ist dann also Linear-

kombination von solchen Termen.

Bei inhomogenen Rekursionen wird die Sache schwieriger. Ahnlich zum Fall
linearer Gleichungssysteme gilt der folgende Satz.

Satz 5.2.14 (Losung inhomogener linearer Rekursionen). Der Lisungsraum L(R)
(als Unterraum von K][t]]) einer inhomogenen Rekursion ist ein Translat des
Losungsraumes L(Ry) der zugehirigen homogenen Rekursion. Das heifit, gilt
Yo gant™ € L(R), so ist

L(R) = iantn+L(Ro) .

n=0

Dies verifiziert man wie bei linearen Gleichungssystemen.

L(Ry) kann man nach den vorgenannten Methoden allgemein bestimmen und
das Problem der Bestimmung von L(R) reduziert sich damit auf die Aufgabe,
irgendeine Losung zu finden. Dafiir gibt es keine in jedem Fall zugkraftige Me-
thode, man verwendet spezielle Losungsansétze in Abhéngigkeit vom Aussehen
des Storgliedes ¢y. Ein haufiger Fall ist etwa der, dass ¢y ein Polynom in n ist
(was insbesondere den Fall einschliefit, dass ¢y eine Konstante ist). Ein hierfir
bewihrter Losungsansatz ist, fiir a, ebenfalls ein Polynom vom gleichen Grade
mit zunéchst unbestimmten Koeffizienten anzusetzen und dann die Koeffizienten
durch Einsetzen zu bestimmen. Statt allgemeiner Formulierung rechnen wir nur
ein Beispiel.

Beispiel. Es sei a, = 2a,_1 + n?> — 2n + 2 und wir suchen die Losung zum
Startwert ap = 1. Die homogene Rekursion a, = 2a,_; hat die allgemeine
Losung a,, = A2"™ und zur Bestimmung einer Losung der inhomogenen Rekur-
sion machen wir den Ansatz a,, = xn? + yn + z. Dies in die Rekursion eingesetzt
fithrt zur Gleichung

an’+yn+z = 2(z(n—1°+y(n—1)+2)+yln—1)+z+n"—2n+2 .
Nach Potenzen in n ergibt das
(z+1)n*+(y—4r—2n+ (2v—2y+2+2) = 0.

Dies kann nur dann fiir alle n € N gelten, wenn die Koeffizienten der Potenzen
von n einzeln verschwinden:

r+1 = 0
y—4r—-2 = 0

20 -2y+2+2 = 0
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Abbildung 5.4: Ein Graph mit Knotenmenge V' = {1,2,3,4,5} und Kantenmenge
E ={ey,...,es},mite; = {1,2}, e = {1,3},e3 = {1,5}, e4 = {2,3}, e5 = {2, 4},
es = {2,5}, ez = {3,5} und eg = {4, 5}.

Dieses Gleichungssystem hat die eindeutige Losung x = —1, y = —2 und 2z = —4.
Somit ist a, = A2" — n? — 2n — 4 die allgemeine Losung und die gewiinschte
Anfangsbedingung wird mit A = 5 befriedigt.

5.3 Graphentheorie

Graphen spielen in sehr vielen Bereichen eine wichtige Rolle. Sie dienen unter
anderem zur Modellierung von Netzen, wie etwa Computernetzen, Verkehrsnetze,
Telekommunikationsnetze etc.

5.3.1 Grundlegende Begriffe der Graphentheorie

Definition 5.3.1 (Endliche Graphen). Es sei V eine endliche Menge und E C
{{u,v} | u,v € V und u # v}. Dann heifit das Tupel G = (V, E) ein (endlicher)
Graph mit Knotenmenge V und Kantenmenge E. Ist e = {u,v} € E, so sagt
man, dass die Kante e die beiden Knoten u und v verbindet; v und v heilen auch
Endknoten von e. Die Knoten u und v heiflen in diesem Fall adjazent und man
sagt, dass die Kante e = {u,v} inzident zu u und v ist.

Beispiel. Ein Beispiel eines Graphen ist in Abbildung abgebildet.

Bemerkung. Ein Graph ist nach Definition also nichts anderes als eine endliche
Menge V' zusammen mit einer symmetrischen Relation auf V': Zwei Knoten aus V'
stehen in Relation zueinander, falls sie durch eine Kante verbunden sind.

Bemerkung. Man kann die Definition von Graphen in verschiedene Richtun-
gen verallgemeinern, um unterschiedlichen Anspriichen bei der Modellierung von
Netzwerken gerecht zu werden.

(i) So kann man beispielsweise Kanten zulassen, die einen Knoten mit sich
selbst verbinden (sogenannte Schleifen) oder man kann erlauben, dass meh-
rere Kanten dasselbe Knotenpaar verbinden (sogenannte parallele Kanten).
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5

2 3

Abbildung 5.5: Der vollstindige Graph auf fiinf Knoten K.

(ii) Man kann an Stelle der ungerichteten Kanten auch gerichtete Kanten (oder
Bdgen) betrachten. In diesem Fall spricht man von gerichteten Graphen oder
Digraphen D = (V, A) mit Knotenmenge V' und Bogenmenge A C V' x V.
Eine Kante a = (u,v) € A ist dann von Knoten u € V' nach Knoten v € V'
gerichtet.

Der Einfachheit halber beschrianken wir uns hier auf den in Definition be-

schriebenen Fall einfacher Graphen.

Die Anzahl der Kanten eines Graphen auf n Knoten ist offenbar durch (g) nach
oben beschriankt. Graphen, die diese obere Schranke erreichen, heiflen vollstéandig.

Definition 5.3.2 (Vollstédndige Graphen). Ein Graph G = (V, E) heift vollstindig,
falls jedes Knotenpaar durch eine Kante verbunden wird, das heifit, falls fiir die
Anzahl der Kanten |E| = (";') gilt. Den vollstandigen Graphen auf n Knoten
bezeichnet man mit K.

Beispiel. In Abbildung ist der vollstindige Graph mit fiinf Knoten darge-
stellt.

Wir fithren als néchstes den Begriff des Grads eines Knoten ein.

Definition 5.3.3 (Knotengrad). Es sei G = (V, E) ein Graph. Der Grad d(u)
eines Knotens u € V ist die Anzahl der zu diesem Knoten inzidenten Kanten,
also

diu) == {e€ E|luece}| .

Beispiel. Wir betrachten noch mal den Graphen aus Abbildung[5.4] Der Knoten
1 hat Grad 3, Knoten 2 hat Grad 4, Knoten 3 hat Grad 3, Knoten 4 hat Grad
2 und Knoten 5 hat Grad 4. Im K5 aus Abbildung hat jeder Knoten Grad 4.
Ganz allgemein hat im K, jeder Knoten den Grad n — 1.
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Satz 5.3.4. Es sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt

> d(u) = 2|E|

ueV

Beweis. Man iiberzeugt sich leicht davon, dass jede Kante aus F in der Sum-
me ) . d(u) genau zweimal gezéhlt wird, namlich einmal fiir jeden der beiden
Endknoten der Kante. 0

Alternativ kann man Satz auch mit Hilfe von Satz (doppeltes
Abzihlen) beweisen.

Beispiel. Der Graph G = (V| E) in Abbildung [5.4] besteht aus |V| = 5 Knoten
und |E| = 8 Kanten. Wenn wir die Knotengrade addieren, erhalten wir

5
D d(i)=3+4+3+2+4=16=2|E|.

i=1
Als néchstes beschéftigen wir uns mit Kantenfolgen und Wegen in Graphen.

Definition 5.3.5 (Kantenfolgen, Wege, Kreise). Es sei G = (V, E) ein Graph
und v, ...,v, € V mit ¢; :={v;_1,v;} € Efiri=1,...,n.

(i) Dann heifit e, ..., e, eine Kantenfolge von vy zu v,. Ist v = v,, so heifit
die Kantenfolge geschlossen.

(ii) Sind die Knoten vy, ..., v, paarweise verschieden, so nennt man die Kan-
tenfolge ey, ..., e, auch Weg oder Pfad (von vy nach v,,).
(iii) Ist die Kantenfolge eq,...,e, geschlossen und sind die Knoten vy,..., v,

paarweise verschieden, so handelt es sich um einen Kreis.

Beispiel. In dem in Abbildung dargestellten K5 ist

{1,2},{2,4},{4,5},{5,1},{1,4},{4,3}

eine Kantenfolge von Knoten 1 zu Knoten 3. Diese Kantenfolge ist jedoch kein
Weg, da Knoten mehrfach besucht werden. Die Kantenfolge

{1,2},{2,4},{4,5},{5, 3}

ist ein Weg von Knoten 1 zu Knoten 3. Hangt man noch die Kante {3,1} an, so
erhdlt man den Kreis

{1,2},{2,4},{4,5},{5,3},{3,1} .
Siehe dazu auch Abbildung
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Abbildung 5.7: Eine Kantenfolge von 1 nach 10 und eine von 10 nach 8 liefert
eine Kantenfolge von 1 nach 8.

Lemma 5.3.6. Es sei G = (V,E) ein Graph und u,v,w € V. Ist e1,...,e,

eine Kantenfolge von u nach v und fy, ..., f,, eine Kantenfolge von v nach w, so
ist e1,...,€en, f1,..., fm €ine Kantenfolge von u nach w.
Beweis. Folgt sofort aus Definition [5.3.5] O

Beispiel. In dem in Abbildung dargestellten Graphen sind

{1,2},{2,3},{3,7},{7,9}, {9, 10},

und
{10,2},{2,1},{1,6},{6,5},{5,4},{4,8},

zwei Wege von 1 nach 10 bzw. von 10 nach 8, also insbesondere Kantenfolgen.
Zusammen liefern Sie eine Kantenfolge von 1 nach 8, welche aber kein Weg mehr
ist.

Satz 5.3.7. Es sei G = (V, E) ein Graph und u,v € V' zwei Knoten. Gibt es eine
Kantenfolge von u nach v, so gibt es auch einen Weg von u nach v.
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Beweis. Wir betrachten eine Kantenfolge von u nach w, die aus der minimalen
Anzahl Kanten besteht. Diese kiirzeste Kantenfolge sei

{UO, Ul}; {Uh U2}7 s {Un—la Un} )

mit v9 = u und v, = w. Diese Kantenfolge ist ein Weg von u nach w. Denn
andernfalls gibt es 4,5 € {0,1,...,n} mit ¢ < j und v; = v;. Dann erhélt man
jedoch durch ,, Abkiirzen® eine kiirzere Kantenfolge von u nach w, ndmlich

{vo, vi}, {vr, v}, {vimn, vk {vj, v b, - {vn, vn )
Dies ist ein Widerspruch zur Wahl der urspriinglichen Kantenfolge. 0

Definition 5.3.8 (Teilgraph). Es sei G = (V, E) ein Graph. Der Graph G’ =
(V' E') heifit Teilgraph von G, falls V! C V und E’ C E gilt. Der Teilgraph G’
heifit aufspannend, falls V! =V gilt.

Bemerkung. Man beachte, dass (V’, E’) nicht fir jede mogliche Wahl von Teil-
mengen V' C V und E’ C E einen Teilgraphen von G = (V, E) darstellt. Da-
mit (V') E’) ein Graph ist, muss ndmlich gelten, dass e C V" fiir alle e € E'.

Beispiele.
(i) Die Abbildung 5.8 zeigt drei Teilgraphen G1 = (Vi, ) mit
Vi={1,2,3,4,5}, Ex = {{5,1},{5,2},{5,3}, {5,4}},
Gy = (Va, Ey) mit
Vo ={1,2,4,5}, By ={{5,1},{1,4}}
und G3 = (V3, E3) mit
Vs =1{1,2,3,4,5}, E3 =10
von K.

(ii) Die Abbildung zeigt keinen Graphen, also insbesondere keinen Teilgra-
phen von Kj. Die untere mit Knoten 3 inzidente Kante {2, 3} ist unzuléssig,
weil Knoten 2 nicht in der Knotenmenge des vermeintlichen Teilgraphen
enthalten ist.

5.3.2 Zusammenhingende Graphen und Euler-Touren

Definition 5.3.9 (Zusammenhéngende Graphen). Ein Graph G = (V, E) heifit
zusammenhdngend, falls es zu jedem Knotenpaar u,v € V einen Weg von u nach v
gibt.
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Abbildung 5.8: Drei Teilgraphen von Kj
5

3

Abbildung 5.9: Kein Teilgraph von K5, Knoten 2 fehlt.

Satz 5.3.10 (Zusammenhangskomponenten). Es sei G = (V,E) ein Graph.

Dann gibt es eine Partition der Knotenmenge V' in Teilmengen Vi, ..., Vi und ei-
ne Partition der Kantenmenge E in Teilmengen E, ..., Ey, so dass G; = (V;, E;)
ein zusammenhdngender Teilgraph von G ist, fir i« = 1,...,k. Die Teilgra-

phen Gy, ..., Gy sind bis auf ihre Reihenfolge eindeutig und heiffen Zusammen-
hangskomponenten von G. Ist G zusammenhdngend, so ist k = 1.

Beispiel. Der Graph G = (V, E) in Abbildung besteht aus drei Zusam-
menhangskomponenten Gy = (Vi, Ey), Gy = (Va, E2) und G5 = (V3, E5) mit
‘/1 = {5767 7}7‘/2 = {27374}7‘/3 = {1}7E1 = {65766767}7E2 = {62763764} und
Es = 0.

Beweis von Satz[5.3.10. Wir betrachten die folgende Aquivalenzrelation auf der
Knotenmenge V: Zwei Knoten u und v stehen in Relation zueinander, falls es
einen Weg von u nach v gibt. Man iiberpriift leicht, dass es sich dabei tatsdchlich
um eine Aquivalenzrelation handelt.

Es seien V4, ...,V die Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation und E; :=
{e € E|eCV} firi=1,...,k. Dann bilden Vi,...,V} eine Partition von V'
und wir miissen noch zeigen, dass auch Ej,..., E}y eine Partition von E bilden.
Da diese Kantenteilmengen nach Definition paarweise disjunkt sind, bleibt zu
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el G3

Abbildung 5.10: Ein Graph G mit drei Zusammenhangskomponenten Gy, Ga, Gs.

zeigen, dass ihre Vereinigung die gesamte Kantenmenge FE ist. Wir nehmen an,
dass es eine Kante e = {u,v} € E\ (E;U---U E}) gibt. Dann miissen die beiden
Endknoten u und v in unterschiedlichen Knotenteilmengen liegen, also v € V;
und v € V; mit 7 # j. Das fithrt aber zu einem Widerspruch, da zwei durch eine
Kante verbundene Knoten nach Definition in Relation zueinander stehen und
deshalb nicht unterschiedlichen Aquivalenzklassen angehdren kénnen.

Wir zeigen als néchstes, dass die so definierten Teilgraphen G; = (V;, E;)
zusammenhéngend sind, fiir ¢ = 1,..., k. Nach Definition gibt es zu jedem Kno-
tenpaar u,v € V; einen Weg von u nach v in GG. Man sieht leicht, dass dieser
Weg nur Knoten aus V; besuchen kann und daher alle seine Kanten aus E; sind.
Folglich handelt es sich dabei auch um einen Weg von u nach v in G;.

Die Eindeutigkeit der Teilgraphen Gy, ..., Gy kann man wie folgt zeigen. Wir
nehmen an, dass G; = (V/, E!), i = 1,...,k’, auch den Bedingungen des Satzes
geniigen. Da G zusammenhéngend ist, gibt es zwischen je zwei Knoten aus V/
einen Weg in G und damit auch in G. Folglich muss V' eine Teilmenge einer
Aquivalenzklasse V; sein. Um zu zeigen, dass V; = V; gilt, nehmen wir im Wi-
derspruch dazu an, dass es ein ¢ # ¢ gibt, so dass auch V;, C V; gilt. Es sei u € V/
und v € V/. Da u,v € Vj, gibt es einen Weg von u nach v in G. Dieser Weg
muss offenbar eine Kante e enthalten, die aus V; hinausfithrt, das heifit, genau
einer der beiden Endknoten von e ist in V/. Dann kann aber die Kante e nicht
in £/ und auch in keiner anderen Kantenteilmenge E! | m # i, liegen. Dies ist
ein Widerspruch.

Wir haben also gezeigt, dass V/ = V; gelten muss. Genauso kann man jetzt
zeigen, dass dann E] = E; gilt. Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Definition 5.3.11 (Euler’sche Graphen, Euler-Touren). Ein zusammenhéngen-
der Graph G = (V| E) hei8t Fuler’sch, falls es eine geschlossene Kantenfolge gibt,
die jede Kante aus E genau einmal enthélt. Eine solche geschlossene Kantenfolge
heifit Euler-Tour.

Beispiel. Der Graph G aus Abbildung ist Euler’sch. Eine Euler-Tour ist
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2 10

5 7

Abbildung 5.11: Ein Euler’scher Graph G.

z.B. durch die Kantenfolge
{1,2},{2,3},{3,4},{4,5},{5,6},{6,7},{7,8},{8,9}, {9, 10},
(10,1}, {1,6},{6, 11}, {11, 1}

gegeben. Wenn wir aus G die Kante {6,12} oder die Kante {11,12} entfernen,
ist G nicht mehr Euler’sch. Man kann zwar Kantenfolgen finden, die keine Kante
zweimal enthalten, aber keine geschlossene Kantenfolge mit dieser Eigenschaft.

Satz 5.3.12 (Satz von Euler). Ein zusammenhdngender Graph G = (V, E) ist
genau dann Fuler’sch, wenn der Grad jedes Knotens aus V' gerade ist.

Beispiel. Der Graph G aus Abbildung illustriert den obigen Satz. In G hat
jeder Knoten geraden Grad. Der Knoten 1 hat Grad null, die Knoten 11 und 6
haben Grad vier und alle iibrigen Knoten haben Grad zwei. Wenn wir aus G etwa
die Kante {11, 12} entfernen, verringert sich der Grad von Knoten 11 um eins
und G verliert die Euler-Eigenschaft.

Der folgende Beweis von Satz[5.3.12] liefert nicht nur die Existenz einer Euler-
Tour in G, sondern gleichzeitig auch einen Algorithmus zur Berechnung einer
Euler-Tour.

Beweis von Satz[5.3.12. TIst G Euler’sch, so muss der Grad jedes Knotens gerade
sein, da die Eulertour bei jedem Besuch eines Knotens v € V' genau zwei zu v
inzidente Kanten verwendet.

Wir nehmen im Folgenden an, dass G zusammenhéngend ist und der Grad
jedes Knotens gerade ist. Ausgehend von einem beliebigen Knoten v € V' kon-
struieren wir eine Kantenfolge, die keine Kante aus F mehr als einmal benutzt.
Sind wir mit der Kantenfolge von v ausgehend an einem Knoten u angekommen,
wéhlen wir, wenn moglich, eine zu u inzidente Kante, die noch nicht benutzt
wurde. Gibt es keine solche Kante mehr, so muss © = v sein. Denn andernfalls
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Abbildung 5.12: Ein Wald.

enthélt unsere Kantenfolge bislang eine ungerade Zahl von Kanten, die zu u inzi-
dent sind. Da der Grad von u gerade ist, muss es also eine weitere Kante geben,
die noch nicht benutzt wurde. Auf diese Weise erhalten wir also eine geschlossene

Kantenfolge ey, ..., ek, in der keine Kante zweimal vorkommt. Sind das bereits
alle Kanten aus F, so sind wir fertig.
Es sei also im Folgenden ¢’ € E \ {ey,...,er}. Wir zeigen zunéchst, dass es

einen Knoten v € (e; U--- U eg) gibt und eine zu v inzidente Kante e, die nicht
in der geschlossenen Kantenfolge enthalten ist. Ist einer der beiden Endknoten
von €’ in e;U- - -Uey, enthalten, so konnen wir v = u und e = ¢’ setzen. Andernfalls
gibt es einen Weg von u zu einem Knoten w € (e; U---Uey). Dann sei v der erste
Knoten aus e; U --- U e, auf diesem Weg und e die Kante des Weges, auf der v
erreicht wird.

Loschen wir die Kanten der geschlossenen Kantenfolge ey, ..., ex aus E, so
besitzt der dadurch entstandene Teilgraph G’ von G noch immer die Eigenschaft,
dass alle Knoten in G’ geraden Grad haben. Folglich kénnen wir wie oben ausge-
hend von v eine geschlossene Kantenfolge in G’ konstruieren und an geeigneter
Stelle in die zuvor konstruierte geschlossene Kantenfolge eq, ..., e, einsetzen, so
dass eine ldngere geschlossene Kantenfolge entsteht.

Das beschriebene Vorgehen wiederholt man so lange, bis die geschlossene Kan-
tenfolge alle Kanten von GG enthilt. Da sich die Linge der geschlossenen Kanten-
folge bei jeder Iteration vergroflert, ist man nach endlich vielen Schritten am Ziel
angelangt. O

5.3.3 Béiume und Wilder
Definition 5.3.13 (Baume, Wilder). Ein Graph G = (V, E) heifit Wald, falls G

keinen Kreis enthélt. Ein zusammenhéngender Wald heifit Baum.

Beispiele.

(i) Die Abbildung zeigt einen unzusammenhdngenden, kreisfreien Gra-
phen, also einen Wald. Die Zusammenhangskomponenten sind natiirlich
ebenfalls kreisfrei und somit Baume.

(ii) Die Abbildung zeigt einen zusammenh#ngenden, kreisfreien Graphen,
also einen Baum.
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e

Abbildung 5.13: Ein Baum.

Abbildung 5.14: Klassische Darstellung eines Baumes.

(iii) Béume werden klassisch wie in Abbildung dargestellt und dann als
Wurzelbdume bezeichnet. Ein Wurzelbaum ist ein Baum 7' = (V, E) zu-
sammen mit einem ausgezeichneten Knoten w € V| welchen man als Wur-
zel bezeichnet. Dieser wird in Darstellungen dann meist als hochster Kno-
ten eingezeichnet und ist in Abbildung rot dargestellt. Alle Wege von
der Wurzel zu einem anderen Knoten verlaufen die ganze Zeit abwiérts. Die
Knoten, die unterhalb eines bestimmten Knotens liegen und von diesem aus
iiber eine Kante erreicht werden konnen, heiflen Nachfolger dieses Knotens.

(iv) In Abbildung haben alle Knoten des Wurzelbaumes hochstens zwei
Nachfolger. Ein solcher Baum wird als bindrer Baum oder als bindrer Wur-
zelbaum bezeichnet.

Satz 5.3.14. Jeder zusammenhdingende Graph enthdlt einen Baum als aufspan-
nenden Teilgraphen. So ein Teilgraph wird auch spannender Baum oder aufspan-
nender Baum genannt.

Beweis. Es sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Ist G kreisfrei, so
ist G selbst ein aufspannender Baum und wir sind fertig. Anderfalls sei ey, ..., e
ein Kreis in GG. Wir betrachten den aufspannenden Teilgraphen G’ von G der
durch Loschen der Kante e, entsteht.

Wir behaupten, dass G’ zusammenhéangend ist. Es seien u,v € V beliebig.
Dann gibt es einen Weg f1,..., fr von uw nach v in G. Ist f; # ¢, firi=1,... ¢,
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Abbildung 5.15: Ein bindrer Wurzelaum.

so ist dies auch ein Weg in G’. Andernfalls sei f; = ¢ fiir eini € {1,...,¢}. Dann
1st

fl?"';fi—laela"'7ek—17fi+17"'7ff

oder

fl;---afi—laek—la---7617fi+1>---7f£

eine Kantenfolge von u nach v in G'. Wegen Satz gibt es dann auch einen
Weg von u nach v in G'. Folglich ist G’ zusammenhingend.

Durch das Loschen von e, hat man den Kreis eq, .. ., e, zerstort. Ist G’ kreis-
frei, so sind wir fertig. Andernfalls wiederholt man das beschriebene Vorgehen so
lange, bis alle Kreise zerstort sind. Da GG nur endlich viele Kanten enthilt, endet
das Verfahren nach endlich vielen Schritten. U

Definition 5.3.15 (Blétter in Bdumen). Ein Knoten eines Baumes mit Knoten-
grad 1 heifit Blatt.

Beispiel. In Abbildung sind die Blatter des Wurzelbaumes blau eingeférbt.

Satz 5.3.16. Es sei G = (V, E) ein Baum mit mindestens zwei Knoten, das
heifit |V'| > 2. Dann besitzt G mindestens zwei Blitter.

Beweis. Esseieq, ..., e ein langster Weg in GG. Dieser Weg fiihrt von einem Kno-
ten u € V' zu einem anderen Knoten v € V. Wir behaupten, dass v und v Blétter
sind. Denn angenommen d(u) > 2, so gibt es aufier e; eine weitere zu u inzidente
Kante ey. Der andere Endknoten von e kann kein Knoten des Weges e, ..., e
sein, da dadurch ein Kreis in GG geschlossen wiirde. Folglich ist eg, e, ..., e; ein
Weg, der langer ist als eq,...,eg. Dies ist ein Widerspruch. Fiir den Knoten v
argumentiert man analog. U

Satz 5.3.17. Ein Baum G = (V, E) besitzt genau eine Kante weniger als Knoten,
das heifit |E| = |V| — 1.
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Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch vollstdndige Induktion iiber die
Anzahl der Knoten |V|. Die Behauptung ist offenbar wahr fiir den eindeutigen
Baum mit einem Knoten ({v},0). Es sei jetzt G = (V, E) ein Baum mit |V| > 2.
Wegen Satz besitzt G ein Blatt v € V' mit inzidenter Kante e € E. Der
Teilgraph G’ von G, der durch Loschen von v und e entsteht ist offenbar zu-
sammenhingend und kreisfrei, also ein Baum. Damit besitzt G’ nach Indukti-
onsvoraussetzung genau einen Knoten mehr als Kanten. Folglich gilt dieselbe
Eigenschaft fiir G. dJ

Bemerkung. Die Satzaussage ist sehr intuitiv und lasst sich an Abbildung [5.14
gut veranschaulichen. Wir starten mit dem Wurzelknoten (rot markiert). Fiir jede
Kante, die wir an die Wurzel anhéngen mochten, miissen wir auch einen zusétzli-
chen Knoten, den Endknoten der jeweiligen Kante, zur Knotenmenge hinzufiigen.
Diese Knoten sind dann entweder Blétter (blau markiert) oder es werden weitere
Kanten und ebensoviele Knoten angefiigt. Dies geschieht solange, bis nur noch
Blatter angefiigt werden. Es miissen also zur Wurzel ebensoviele Knoten wie Kan-
ten angefiigt werden und es gibt stets einen Knoten mehr, als es Kanten gibt.

Korollar 5.3.18. Ist G = (V, E) ein zusammenhdngender Graph, so gilt |E| >
V] —1.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Satz und Satz p.3.14, O

Definition 5.3.19 (Zyklomatische Zahl). Es sei G = (V, E) ein Graph. Dann
heifit
v(G) = |E|—|V]|+1

die zyklomatische Zahl von G.

Korollar 5.3.20. FEs sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph. Dann
gilt v(G) > 0. Ist v(G) =0, so ist G ein Baum.

Beweis. Folgt unmitelbar aus Korollar [5.3.18 und Satz 0

Korollar 5.3.21. Ist G = (V, E) ein Graph und v(G) < 0, so ist G nicht zu-
sammenhdngend.



Kapitel 6

Algebra

Wir setzen in diesem Kapitel die in Kapitel [2 Abschnitt begonnene Behand-
lung grundlegender algebraischer Strukturen fort. Wir kniipfen dabei nahtlos an
den genannten Abschnitt an. Es empfiehlt sich daher, vor der Lektiire dieses
Kapitels noch einmal die in Abschnitt gelegten Grundlagen zu wiederholen.

6.1 Gruppentheorie

6.1.1 Untergruppen und erzeugte Untergruppen

Wir geben zunéchst die folgende dquivalente Charakterisierung von Untergruppen
an.

Lemma 6.1.1. Es sei (G,0) eine Gruppe. Eine nichtleere Teilmenge H C G
bildet genau dann eine Untergruppe von G, wenn fir alle x,y € H gilt, dass x o
-1

y € M.

Beweis. Die Notwendigkeit der gegebenen Bedingung folgt sofort aus der Tatsa-
che, dass eine Untergruppe selbst wieder eine Gruppe ist (siche Lemma .
Um zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreichend ist, miissen wir die drei Ei-
genschaften aus Definition tiberpriifen.

Zu ([): Da H nicht leer ist, gibt es ein € H, so dass auch e =z oz~ ! € H.
Zu : Firz e Hgilt a7 ! =eoxt € H. Zu : Es seien x,y € H. Nach dem
eben gezeigten gilt y=!' € H, sodass zoy=zo(y™')"' € H. O

Bemerkung. Wir verwenden wie bei Zahlen die folgende Notation. Fiir ein Ele-
ment = € G der Gruppe (G, o) und eine natiirliche Zahl n € N sei 2™ die n-fache
Verkniipfung von z mit sich selbst. Weiter sei ¥ := eund 7" := (z7!)" = (2")~L.
Dann gilt fiir ¢, € Z, dass 2% 0 2" = 297",

Lemma 6.1.2. Es sei (G, 0) eine Gruppe und x € G. Dann ist H := {z9 | ¢ € Z}
die kleinste Untergruppe von G, die x enthdlt. Wir schreiben auch H = (x) und
nennen (x) die von z erzeugte Untergruppe von G.

281
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Beweis. Mit Hilfe von Lemma [6.1.1| zeigt man leicht, dass H eine Untergruppe
von G ist. Offenbar enthilt jede Untergruppe U von G mit x € U auch alle
Elemente aus H. 0

Bemerkung. Alternativ kann man Lemmal6.1.2] beweisen, indem man feststellt,
dass (z) das Bild des durch ¢(q) := x9 definierten Gruppenhomomorphismus
von (Z,+) nach (G, o) ist. Nach Lemma [2.2.17]ist das Bild eines Gruppenhomo-
morphismus nach G eine Untergruppe von G.

Lemma 6.1.3. Es sei (G,0) eine endliche Gruppe mit neutralem Element e
und x € G. Dann gilt fir k := |(x)|, dass 2* = e und

() = {2 2t 2?23, . 2"} .
Man nennt (x) auch zyklische Untergruppe von G oder zyklische Gruppe.

Beweis. Da G endlich ist, gibt es 0 < i < j mit 2* = 27. Durch Multiplikation
dieser Gleichung mit x=° erhélt man 27~% = e. Wir wihlen jetzt & € N minimal
mit z¥ = e. Insbesondere gilt dann z—! = z¥~!. Aus der obigen Betrachtung
folgt fiir 0 < i < j < K/, dass 2 # 27. Es geniigt also zu zeigen, dass

() = {a° 2! 2% 2%, ... ,xk/’l} )
Dies folgt aus der Tatsache, dass z¢ = z( ™4 %) fiir alle ¢ € Z. 0

In Verallgemeinerung der in Lemma [6.1.2] eingefiihrten Sprechweise definieren
wir jetzt allgemeiner die von einigen Elementen aus G erzeugte Untergruppe
von G.

Satz 6.1.4. Es sei (G, 0) eine Gruppe und X eine nichtleere Teilmenge von G.
Dann ist

H = {z1"o0-om*|keN, z,...,0, € X und qu,...,q € {1,-1}}

die kleinste Untergruppe von G, die X enthdlt. Wir schreiben auch H = (X) und
nennen (X) die von X erzeugte Untergruppe von G.

Beweis. Man rechnet leicht nach, dass H eine Untergruppe von G ist. Es ist auch
klar, dass jede Untergruppe von G, die X enthélt, auch alle Elemente aus H
enthalten muss. 0

Beispiele. In den Ubungen haben wir bereits eine Diedergruppe, die Symmetrie-
gruppe des Quadrats Dy C Sy, kennengelernt.

(i) Die von der Drehung oy = (1,2,3,4) erzeugte zyklische Untergruppe (o;)
enthélt auch alle anderen Drehungen aus Dy, das heifit

(1,2,3,4)) = {id,(1,2,3,4),(1,3) 0 (2,4),(1,4,3,2)} .
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(ii) Die von der Spiegelung m = (2,4) erzeugte zyklische Untergruppe (m)
enthélt hingegen nur die Identitédt und 7.

iii) Nehmen wir zu m; noch die Spiegelung m = (1, inzu, so erhalten wir

iii) Neh i h die Spiegel 1,3) hi hal i
(11, mo) = {id, my, w9, 02}, wobei o9 = (1,3)0(2,4) die Drehung des Vierecks
um den Winkel 7 ist.

(iv) Wenn wir aber zu m die Drehung o, hinzufiigen, erhalten wir neben allen
Drehungen auch alle Spiegelungen. Es gilt also (71, 01) = Dy.

Die Gruppe D ist nicht die einzige Diedergruppe. Wir prézisieren dies im néchs-
ten Abschnitt.

Untergruppen von Permutationsgruppen

Da wir uns bisher hauptséichlich mit der symmetrischen Gruppe S,, beschéftigt
haben, diskutieren wir kurz noch einige konkrete Permutationsgruppen und wich-
tige Untergruppen von Permutationsgruppen.

(i) Die Gruppe (53, 0) enthélt zwei Elemente und ist isomorph zu (Zs, +).

(ii) Die Gruppe (Ss3,0) enthilt sechs Elemente und kann als Diedergruppe Ds,
der Gruppe der Spiegelungen und Drehungen eines gleichseitigen Dreiecks,
interpretiert werden. Diese ist nicht abelsch und daher von (Zg, +) verschie-
den.

(iii) Fir n > 3 erkldart man die Diedergruppe D, als Symmetriegruppe eines
regelmafBigen n-Ecks. Nummeriert man dessen Eckpunkte fortlaufend mit
1,...,n, so wird D,, als Untergruppe non S,, von den Permutationen

1 2 3 ...n
o=(1,...,n) und T—(l n n—1 ... 2>

erzeugt. Hierbei entspricht o einer Drehung des regelméafligen n-Ecks um
den Winkel 27” und 7 einer Spiegelung an der Symmetrieachse durch den
Punkt 1. Die Gruppe D,, enthélt 2n Elemente.

Wir wollen nun noch die alternierende Gruppe A, definieren. Dafiir benotigen
wir zundchst den Begriff des Signums einer Permutation.

Definition 6.1.5. Fiir eine Permutation m € S, definiert man das Signum durch

sgn(m) = H %}TO)
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Bemerkung. Das Signum kann die Werte 1 und —1 annehmen und gibt an, ob
sich die Permutation 7 als Produkt einer geraden oder ungeraden Anzahl von
Transpositionen schreiben lésst (eine Transposition ist ein Zykel der Linge zwei,
also etwa (7, 7)). Ist sgn(7) = 1, so heifit m gerade, sonst ungerade.

Beispiel. Es sei 7 = (1,2) 0 (3,4) € S;. Dann ist

_ (mQ)=m(2))(r(1)=7(3))(7(1)=m(4)) (7(2) —7(3)) ((2) =7 (4)) (7 (3) —7(4))
sgn(m) = (1-2)(1—3)(1—4)(2—3)(2—4)(3—4)
2-1)2-4)2-3)1-4)1-3)(4—-3)
(1-2)1=-3)1-4)(2-3)2-4)(3—-4)
(-=1)-1-1-1-1-(-1) = 1.

Lemma 6.1.6. Die Abbildung sgn : S,, — {—1,1} von der Gruppe (S,,o) in die
multiplikative Gruppe ({—1,1},- ) ist ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis. Es seien m, 7" € S, beliebig. Dann gilt

sgn(mon’) = H(WOW)(Q:EWOW’)@)
_ (o)) — (mon)(j) ='(d) —7'(j)
- H< (i) — 7(j) = )
_ (mron’)(i) — (mon’)(j) 7' (i) — 7' (5)
B St

— sgu(r) -sgu(r) |

da die Menge {(7’(i),7'(7)) | 1 < i < j < n} in Bijektion zu den 2-elementigen
Teilmengen von {1,...,n} steht. O

(iv) Man definiert die alternierende Gruppe A, C S, durch
A, = Kern(sgn) ={mr €S, |sgn(r) =1} .

Die alternierenden Gruppen spielen in der Gruppentheorie eine wichtige
Rolle und sind deshalb eine Erwdhnung wert. Wir gehen aber nicht weiter
ins Detail.

(v) Die Klein’sche Vierergruppe Vy C Sy ist gegeben durch
— {id, (1,2) 0 (3,4), (1,3) 0 (2,4), (1,4) 0 (2,3)} .

Es gilt V; € D4 und V; C A4. Das heifit, V, ist Untergruppe von D, und
von Ay.



Kapitel [6; Algebra M. Skutella 285

6.1.2 Gruppenordnungen und der Satz von Lagrange

Wir definieren als néchstes die Ordnung einer Gruppe und die Ordnung eines
Elements einer Gruppe.

Definition 6.1.7 (Gruppenordnung, Ordnung eines Gruppenelements). Es sei (G, o)
eine Gruppe.

(i) Enthédlt G unendlich viele Elemente, so ist die Ordnung von G unendlich.
Andernfalls ist die Ordnung von G die Kardinalitat der Menge G.

(ii) Die Ordnung eines Elements x € G ist die Ordnung der von z erzeugten
Untergruppe (z).

Beispiel. Die zyklischen Untergruppen (o7) und (m) aus Beispiel haben
Ordnung 4 bzw. 2. Also hat oy die Ordnung 4 und m; die Ordnung 2. Allgemeiner
ist die Ordnung einer Drehung aus der Diedergruppe D,, stets ein Teiler von n,
wogegen jede Spiegelung aus D, die Ordnung 2 hat. Die Gruppe D, hat die
Ordnung 2n.

Bemerkung. Nach Lemma [6.1.3]ist die Ordnung eines Gruppenelements x die
kleinste natiirliche Zahl k mit z* = e.

Ziel dieses Abschnitts ist es zu zeigen, dass fiir den Fall endlicher Gruppen die
Ordnung einer Untergruppe ein Teiler der Gruppenordnung ist. Dazu benotigen
wir den Begriff der Nebenklasse.

Definition 6.1.8 (Nebenklassen). Es sei (G, 0) eine Gruppe und H eine Unter-
gruppe von G. Fiir x € G nennen wir die Menge

zoH = {zoyl|yeH}
die zu x gehdrende Linksnebenklasse von H. Analog heifit
Hoz = {youx|ye H}
die zu x gehérende Rechtsnebenklasse von H.
Beispiel. Die symmetrische Gruppe S3 ist gegeben durch
Ss = {id, (1,2),(1,3),(2,3),(1,2,3),(1,3,2)}
und die alternierende Gruppe Az C S ist gegeben durch

Ay = {id, (1,2,3),(1,3,2)} .
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Die zu (1,2) gehorende Linksnebenklasse von As stimmt mit der zugehorigen
Rechtsnebenklasse iiberein.

(1,2) 0 A3 = {(1,2)0id, (1,2) o (1,
= {(1,2),(2,3),(1,3)}
= {ido(1,2),(1,3,2) o (1,2),(1,2,3) o (1,2)}
= A30(1,2) .

2,3),(1,2) 0 (1,3,2)}

Die zu (1,2, 3) gehorenden Links- und Rechtsnebenklassen der zyklischen Unter-
gruppe ((1,2)) sind hingegen verschieden.
(1,2,3)0((1,2)) = {(1,2,3)0id, (1,2,3) 0 (1,2)}
= {(1,2,3),(1,3)}
((1,2)) 0 (1,2,3) = {ido(1,2,3),(1,2) 0 (1,2,3)}
= {(1,2,3),(2,3)} # (1,2,3)0((1,2)) .

Die Nebenklassen einer Untergruppe kénnen insbesondere als Urbilder unter
Gruppenhomomorphismen auftauchen.

Satz 6.1.9. Es seien (G,0) und (G',®) Gruppen und ¢ : G — G’ ein Gruppen-
homomorphismus. Ist y € Bild(y) und x € G mit p(z) =y, so ist

¢ '(y) = zoKem(p) = Kern(p)ow .

Beweis. Im Folgenden bezeichnen wir das neutrale Element von G mit e und
das neutrale Element von G’ mit f. Wir zeigen, dass ¢~ !(y) = x o Kern(y). Der
Beweis, dass ¢~ !(y) = Kern(y) o x funktioniert vollig analog.

Zuniichst einmal gilt ¢! (y) 2O x o Kern(yp), da fiir 2/ € Kern(yp) gilt, dass

plroa) = p(r)ep(a) = yeof =

Es bleibt also zu zeigen, dass ¢~ !(y) C z o Kern(y). Es sei also 2 € ¢ ~!(y), das
heiflt p(z) = y. Wir miissen zeigen, dass es ein 2’ € Kern(p) gibt mit z = z o 2.
Setzen wir 2/ := 27! o 2, dann gilt 2/ € Kern(y), da

pa') = pla™')ep(z) = p(x)  ep(z) = y ey = [

AuBlerdem ist

ror = zoxloz = eoz = 2.

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Als Folgerung aus Satz kénnen wir jetzt ein einfaches Kriterium fiir die
Injektivitidt eines Gruppenhomomorphismus notieren.
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Korollar 6.1.10. Es seien (G,0) und (G',e) Gruppen und ¢ : G — G’ ein
Gruppenhomomorphismus. Dann ist ¢ genau dann ein Gruppenmonomorphismus
(d.h. injektiv), wenn Kern(y) nur das neutrale Element e von G enthdlt.

Beweis. Die Notwendigkeit des genannten Kriteriums fiir die Injektivitdat von ¢
ist klar, da nach Lemma das neutrale Element e von G immer im Kern
von ¢ enthalten ist.

Wir miissen noch zeigen, dass die Bedingung hinreichend ist. Wir nehmen
also an, dass Kern(yp) = {e}. Es seien also z,2" € G mit p(z) = p(z’'). Wegen
Satz gilt dann

{z} = zo{e} = xoKemn(p) = 2 oKermn(p) = 2'o{e} = {2’} .
Folglich ist also z = 2’/ und der Beweis ist abgeschlossen. O

Beispiel. Es sei 0 € S, beliebig. Die Abbildung

Yo 1 Sn — Sn Trogomoo !

heiflit Konjugation (mit o). Fir mp, m € S, gilt:

Yo(Tiom) = cgo(mom)oo !
= oo (moidom)oc™?

1

= co(mo(ctog)om)oo!

= cromoa_l o 007r200_1
(

= po(m1) 0 Yo (m2) .

Folglich ist ¢, ein Gruppenhomomorphismus. Ist ¢, (m1) = id, so gilt com =0
und wegen der Eindeutigkeit des neutralen Elements folgt m = id. Der Kern
von ¢, besteht also nur aus der Identitdt und Korollar liefert, dass ¢,
ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Da ¢, die endliche Menge S,, in sich
selbst abbildet, ist ¢, also auch bijektiv und damit ein Gruppenisomorphismus.

Es sei noch bemerkt, dass fiir einen r-Zyklus 7 = (z1,...,x,) € S, die Glei-
chung

0o (m) = (0(21), ..., 0(x))) (6.1)

gilt.
Wir koénnen jetzt den wichtigen Satz von Lagrange beweisen.

Satz 6.1.11 (Satz von Lagrange). Es sei (G, o) eine endliche Gruppe und H C G
eine Untergruppe von G. Dann teilt die Ordnung von H die Ordnung von G. Den
Quotienten |G|/|H| nennt man auch den Index der Untergruppe H in G.



288 Mathematik fiir Informatiker M. Skutella

Beweis. Wir definieren auf G eine Relation ~ durch

T~y < z !

ocye H .
Man rechnet leicht nach, dass es sich hier um eine Aquivalenzrelation handelt, de-
ren Aquivalenzklassen den Linksnebenklassen von H entsprechen. Es gilt ndmlich

T~y &= ycxoH .

Die Linksnebenklassen von H bilden also eine Partition der Menge G. Wir zeigen
noch, dass die Kardinalitédt einer beliebigen Linksnebenklasse x o H von H gleich
der Kardinalitdt von H ist. Daraus folgt dann die Behauptung und der Index
von H in G entspricht der Anzahl der verschiedenen Linksnebenklassen von H.

Um zu zeigen, dass |H| = |z o H|, konstruieren wir eine bijektive Abbildung
von H nach zo H. Diese Abbildung ist gegeben durch y +— xoy. Die Surjektivitit
folgt sofort aus der Definition. Auch die Injektivitét sieht man leicht, da aus zoy =
x oy folgt, dass

y =2 'o(woy) = alo(zoy) =y

/

Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Korollar 6.1.12. Es sei (G,o) eine endliche Gruppe mit neutralem Element e
und x € G. Dann ist die Ordnung von x ein Teiler der Gruppenordnung |G| und
es qgilt ¢l¢! = e.

Beweis. Die Ordnung k von z ist nach Definition die Ordnung der von x erzeugten
Untergruppe (x) von G und damit nach Satz|6.1.11|ein Teiler der Ordnung von G.
Es sei also ¢ € N mit |G| = k- £. Dann ist

26 = 2 = (M) = et = e .
Damit ist der Beweis abgeschlossen. 0

Beispiel. Die Ordnung der Drehung o = (1,2,...,n) € D, ist n, die einer
Spiegelung © € D,, ist 2 und D,, hat die Ordnung 2n. Die Diedergruppe D,, ist
Untergruppe von S,, und S,, hat die Ordnung n!. Die Ordnung eines beliebigen
Zykels der Lange k in S, ist k.

6.1.3 Der Homomorphiesatz fiir Gruppen

In diesem Abschnitt beweisen wir einen wichtigen Satz tiber Gruppen und Grup-
penhomomorphismen — den Homomorphiesatz. Wir beginnen mit der Definition
spezieller Untergruppen, die Normalteiler genannt werden.

Definition 6.1.13 (Normalteiler). Es sei (G, o) eine Gruppe und N C G eine
Untergruppe. Dann ist N ein Normalteiler, falls x o N = N o z fiir alle x € G.
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Beispiele.

(i) Ist G eine abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe H von G ein Normal-
teiler in G.

(ii) Wir haben schon gesehen, dass die zu (1,2) gehorenden Links- und Rechts-
nebenklassen von Aj iibereinstimmen. Da [S5]/|As| = 6/3 = 2 ist, gibt es
nach dem Satz von Lagrange nur zwei verschiedene Links- und Rechtsne-
benklassen von Asz. Die zweite Links- bzw. Rechtsnebenklasse ist gegeben
durch id oAz = A3 = A3z oid. Die alternierende Gruppe Ajs ist also ein Nor-
malteiler vom Index 2 in S3. Dies gilt entsprechend fiir alle alternierenden
Gruppen A, (n > 1).

(iii) Die Klein’sche Vierergruppe Vj ist ein Normalteiler in Sy. Dies verifiziert
man direkt durch Nachrechnen, oder elegant mit Hilfe von Gleichung (6.1)).

Bemerkung. Um nachzuweisen, dass eine Untergruppe H einer Gruppe G ein
Normalteiler ist, geniigt es zu zeigen, dass fiir alle x € G gilt:

H c zHz™' oder alternativ zHz ' Cc H .

Das wichtigste Beispiel fiir Normalteiler wird durch den Kern eines Gruppen-
homomorphismus gegeben.

Lemma 6.1.14. Es seien (G,0) und (G', ) zwei Gruppen und ¢ : G — G’ ein
Gruppenhomomorphismus. Dann ist Kern(p) ein Normalteiler von G.

Beweis. Die Aussage folgt sofort aus Satz[6.1.9] O

Unser Ziel ist es zu zeigen, dass die Nebenklassen eines Normalteilers mit einer
natiirlich definierten Verkniipfung wieder eine Gruppe bilden.

Satz 6.1.15 (Faktorgruppe, Quotientengruppe). FEs sei (G, o) eine Gruppe und N
G ein Normalteiler. Wir bezeichnen die Menge der Nebenklassen von N mit G/N.
Dann bildet G/N zusammen mit der durch

(xoN)e(yoN) := (xoy)oN

definierten Verkniipfung e eine Gruppe, die sogenannte Faktor- oder Quotienten-
gruppe von G modulo N. Die kanonische Projektion 7 : G — G/N, z+ zo N
ist ein surjektiver Homomorphismus mit Kern(m) = N.

Beweis. Wir miissen zunéchst zeigen, dass die oben angegebene Verkniipfung e
wohldefiniert ist. Ist zo N = 2" o N und y o N = ¢/ o N, so muss gelten, dass

(xoy)oN = (2'oy’)o N .

N
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DaxzoN =2'oN, gibt es ein 2”7 € N mit x = 2’ o z”. Analog gibt es ein y" € N
mit y =3’ oy”. Da N ein Normalteiler ist, gilt

(woy)oN = (Foroy oy’)oN = (& oa"oy)o(y" o N)
— (x/oxlfoy/)oN — xfo((x/loy/)oN)
— x,O(NO(x//Oy/> — xlo((Nox//)oy/)
= 2'o(Noy) = 2'o(y oN)
— Woy)oN .

Jetzt tiberpriift man leicht, dass (G/N,e) eine Gruppe ist. Die Verkniipfung e
ist assoziativ, da o assoziativ ist. Das neutrale Element von G/N ist eo N = N,
wobei e das neutrale Element von G bezeichnet. Das zu z o N inverse Element
in G/N ist 7' o N. Man erhélt nun unmittelbar durch Nachrechnen, dass die
Projektion 7 ein Gruppenhomomorphismus ist. Die Surjektivitdt von 7 und die
Aussage Kern(m) = N folgen ebenfalls sofort. O

Der Gruppenhomomorphismus 7 : G — G/N erfiillt eine sogenannte univer-
selle Eigenschaft, die G/N bis auf Isomorphie eindeutig charakterisiert:

Satz 6.1.16 (Universelle Eigenschaft). Es seien (G,e) und (G',-) zwei Grup-
pen, ¢ : G — G' ein Gruppenhomomorphismus und N C G ein Normalteiler
mit N C Kern(y). Dann ezistiert ein eindeutig bestimmter Gruppenhomomor-
phismus @ : G/N — G', mit p = Gon. Man sagt dann auch, dass das Diagramm

G/N
Jkommutiert*. Es gilt Bild() = Bild(p), Kern(p) = m(Kern(y)) und Kern(p) =
71 (Kern(p)).

Beweis. Wenn ¢ existiert, so muss

PlreN) = p(n(z)) = »(z)

fiir alle x € G gelten, also ist ¥ eindeutig bestimmt.

Umgekehrt konnen wir @ durch die Gleichung @(x ¢ N) = ¢(x) definieren,
wenn wir zeigen, dass ¢(z) unabhéngig von der Wahl des Représentanten z’ €
x o N ist. Das heifit, wenn x ¢ N = 2/ @ N ist, so muss ¢(z) = P(rz e N) =
P(2" o N) = () gelten.

Es sei also ze N = 2’e N, fiir zwei Elemente 2,2’ € G. Dann gilt v~ 'ez’ € N C
Kern(p) und somit f = p(z 1ez’) = o(x)~1-p(z'), wobei f das neutrale Element
in G’ bezeichnet. Damit ist ¢(z) = p(z’). Dass @ ein Gruppenhomomorphismus
ist, ergibt sich sofort aus der Gruppenstruktur von G/N oder, anders ausgedriickt,
aus der Tatsache, dass 7 ein Epimorphismus von Gruppen ist.
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Die Gleichung Kern(p) = 7! (Kern(p)) folgt aus der Tatsache, dass ¢ die
Komposition von @ mit 7 ist. Weiter gelten Bild() = Bild(¢) und Kern(p) =
m(Kern(p)) aufgrund der Surjektivitit von . O

Damit konnen wir nun den Homomorphiesatz fiir Gruppen beweisen.

Korollar 6.1.17 (Homomorphiesatz). Ist ¢ : G — G’ ein surjektiver Gruppen-
homomorphismus, so ist G' isomorph zu G/ Kern(p).

Beweis. Der Kern von ¢ ist nach Lemma [6.1.14] ein Normalteiler in G. Nach
der universellen Eigenschaft der kanonische Projektion existiert also ein Grup-
penhomomorphismus @ : G/ Kern(p) — G’. Wegen der Surjektivitdt von ¢ und
Bild(y¢) = Bild(p) ist auch @ surjektiv. Die Injektivitdat von @ folgt sofort aus
Kern(p) = n(Kern(p))) = e o Kern(p) zusammen mit Korollar [6.1.10, denn
e o Kern(y) ist das neutrale Element in G/N. O

Korollar 6.1.18. Es sei ¢ : G — G’ ein Gruppenhomomorphismus. Dann ist
G/ Kern(y) isomorph zu Bild(p).

Beweis. Bild(¢p) ist als Untergruppe von G’ selbst eine Gruppe und somit ist ¢ :
G — Bild(y) ein surjektiver Gruppenhomomorphismus. Der Homomorphiesatz
liefert also die Behauptung. ([l

Beispiel. Es sei X eine Menge, Y C X eine Teilmenge, (G, -) eine Gruppe mit
neutralem Element e € G und (GX,0) die Gruppe der G-wertigen Funktionen
auf X. Dann ist N := {f € G* | f(y) = e fiir alle y € Y} ein Normalteiler in
G* und G/N ist isomorph zu GY, denn die Einschriinkungsabbildung ¢ : G* —
GY, f+ fly ist ein surjektiver Gruppenhomomorphismus.

6.2 Ringtheorie

In diesem Abschnitt werden wir die Resultate iiber Gruppen aus Abschnitt
sinngem&fl auf Ringe zu iibertragen versuchen. Dazu empfiehlt es sich zunéchst,
sich die Definitionen und elementaren Einsichten iiber Ringe, Unterringe und
Ringhomomorphismen aus Kapitel 2, Abschnitt in Erinnerung zu rufen.

Bemerkung. Es seien (R,+,-) und (R,®,®) Ringe mit Nullelementen 0 €
R und 0/ € R'. Dann ist der Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ genau dann
injektiv, wenn Kern(y) := {2 € R | p(z) = 0’} nur aus dem Nullelement 0 € R
besteht. Dies folgt unmittelbar aus Korollar da ¢ nach Definition auch ein
Gruppenhomomorphismus von (R, +) nach (R, @) ist.

Wir geben in dem folgenden Lemma eine Charakterisierung von Unterringen
an, die unmittelbar aus der entsprechenden Charakterisierung von Untergruppen

in Lemma folgt.



292 Mathematik fiir Informatiker M. Skutella

Lemma 6.2.1. Es sei (R,+,-) ein Ring und ) # S C R. Dann bildet S einen
Unterring von R, falls fiir alle x,y € S gilt, dassx —y € S undz-y € S.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus der Definition von Unterringen

(Definition [2.2.10) und Lemma [6.1.1] O

Damit konnen wir jetzt leicht den folgenden Satz beweisen.

Satz 6.2.2. Es seien (R,+,-) und (R',®,®) Ringe und ¢ : R — R' ein Ringho-
momorphismus. Ist S ein Unterring von R, so ist das Bild ¢(S) ein Unterring
von R'. Ist umgekehrt S’ ein Unterring von R', so ist das Urbild ¢~ '(S’) ein
Unterring von R.

Beweis. Der Beweis folgt unmittelbar aus Lemma [6.2.1 0

6.2.1 Faktorringe und Ideale

Da die additive Gruppe (R, +) eines jeden Rings (R, +, -) kommutativ ist, ist jede
Untergruppe ein Normalteiler. Insbesondere ist jeder Unterring S C R ein Nor-
malteiler von (R, +). Folglich kann man die Faktorgruppe (R/S,®) betrachten
und fragen, unter welchen Umstidnden R/S = {x+S | z € R} als Ring aufgefasst
werden kann. Wir wissen bereits, dass die Addition & auf R/S definiert wird
durch

(z+S)®(y+S) = (x+y)+ S5 .

Daher wére es naheliegend, auch eine Multiplikation ® auf R/S zu definieren

durch
(x+S)O@W+S) = (z-y)+9 .

Damit diese Multiplikation wohldefiniert ist, muss fiir z, 2", y,v' € Rmit x + S =
'+ Sund y+ S =y + 5 gelten, dass

(@-y)+8 = (@-y)+5 .
Im Folgenden sei z-.S und S -z fiir z € R und S C R definiert als
x-S = {r-s|seS} und Sz = {s-x|seS} .

Lemma 6.2.3. Es sei (R,+,-) ein Ring und S C R ein Unterring von R. Die
beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Fir alle z,2',y,y’ € Rmitz+S =2"+S undy+ S =y + S gilt, dass
(x-y)+S=("-y)+5S.

(i1) Fir allex € R gilt x-S C S und S-x CS.
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Beweis. ()= ()“: Es sei z € R und s € S. Dann ist s+ S = 0+ S und folglich
wegen (fi) (z-s)+S = (x-0)+S5 = S. Daraus folgt x-s € S und daher z-S C S.
Analog zeigt man S -z C S.

,,:>“: Es seien z,2',y,y € Rmit x+S5 = 2’4+ S und y+5 = 3'+.S. Dann
gilt r—2’ € Sund y—y' € S. Wegen (jii) folgt daraus z-y—a'-y = (z—2')-y € S
und 2’ -y —2'-y' =2'- (y—vy') € S. Da S ein Unterring von R ist, ist (S, +) erst
recht Untergruppe von (R, +). Folglich ist

zoy—a -y = (xoy—a -y +@-y-a'-y) €85.
Alsoist x-y+S=2a"-y + 5. OJ

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass die Bedingung aus Lemma m
nicht fiir beliebige Unterringe erfiillt ist:

Beispiel. Der Korper der rationalen Zahlen (Q, +, -) ist ein Unterring des Korpers
der reellen Zahlen (R,+,-). Es gilt jedoch nicht, dass ¢ - r € Q fiir alle ¢ € Q
und r € R. Wihle beispielsweise ¢ = 1 und r = /2.

Definition 6.2.4 (Ideale). Es sei (R, +,-) ein Ring. Ein Unterring S C R heifit
Ideal, wenn x-S C Sund S -z C S fiir alle x € R.

Lemma 6.2.5. Es sei (R,+,) ein Ring und ) # S C R. Die Teilmenge S ist
genau dann ein Ideal in R, wenn s—s' € S, x-s € Sund s-x € S fiir alle s, s’ € S
und x € R.

Beweis. Die Behauptung folgt direkt aus Lemma [6.2.1 und Definition [6.2.4 [
Beispiele.

(i) Fiir einen beliebigen Ring (R, +, ) sind die Teilringe {0} und R Ideale. Sie
heilen triviale Ideale. Jedes andere Ideal heifit nicht trivial. Ein Ideal S # R
heilt echtes Ideal.

(i) Ist K ein Korper, so sind die trivialen Ideale die einzigen Ideale in K. Denn
ist S # {0} ein Ideal, dann gibt es ein 0 # s € S. Dieses Element s besitzt
ein Inverses s~ !, so dass fiir beliebige + € K gilt, dass ¢ = 2 - s -5 €
(z-s71) -5 CS. Folglich ist S = K.

(iii) Wir betrachten den Ring der ganzen Zahlen (Z,+,-). Fiir beliebige ¢ € Z
ist q - Z ein Ideal.

(iv) Ist R ein kommutativer Ring und R[X] der zugehorige Polynomring, so
ist ¢ - R[X] fiir ¢ € R[X] offenbar ein Unterring von R[X] und sogar ein
Ideal.

Wegen Lemma konnen wir fiir einen Ring R und ein Ideal S C R den
Faktorring R/S definieren.
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Satz 6.2.6 (Faktorring, Restklassenring). Es sei (R, +,-) ein Ring und S C R
ein Ideal. Dann bildet die Menge R/S = {x + S | x € R} zusammen mit der
Addition

(z+S)®y+S) = (zr+y)+S
und der Multiplikation
(z+S)O@W+S) == (z-y)+ S

einen Ring (R/S,®,®), den zu R und S gehorenden Faktor- oder Restklassen-
ring.

Beweis. Aus Lemma folgt, dass nicht nur die uns bereits bekannte Addi-
tion @ sondern auch die Multiplikation ® wohldefiniert sind. Die Eigenschaf-
ten eines Rings iiberpriift man nun leicht. Sie folgen direkt aus der Tatsache,
dass (R, +,-) ein Ring ist. O

Beispiel. Es sei m > 2. Wie schon weiter oben erwahnt, ist mZ ein Ideal
des Rings Z. Den Faktorring Z/mZ kennen wir bereits aus Kapitel . Man
kann némlich leicht zeigen, dass Z/mZ isomorph ist zu dem Ring (Z,, +m, ‘m)-
Zunéchst iiberzeugt man sich leicht davon, dass

Z/mZ = {0+ mZ,14+mZ,2+mZ,...,(m—1)+mZ} .
Mit diesen Nebenklassen rechnet man so wie mit den Elementen von 7Z,,.

Satz 6.2.7 (Erzeugte Ideale). Es sei (R,+,-) ein Ring mit Eins und ) # S C R.
Dann st

(S)r = {Z(iﬁk * Sk Yk)

Tr, Y € R,sp € S,n € N}
k=1
ein Ideal. Wir nennen (S); das von S erzeugte Ideal.
Beweis. Nachrechnen! O

Bemerkung. Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass (S); das beziiglich
Inklusion kleinste Ideal ist, das .S enthélt.

Wir halten im Folgenden noch den Spezialfall von Satz fest, in dem die
Menge S nur aus einem Element besteht.

Korollar 6.2.8 (Hauptideale). Es sei (R,+,-) ein kommutativer Ring mit Eins
und s € R. Dann ist s- R = R - S das von s erzeugte Ideal. Man nennt dieses
1deal auch Hauptideal.
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Damit konnen wir jetzt eine einfache Charakterisierung von Koérpern angeben.
Satz 6.2.9. Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit Eins.

(i) Ein Element x € R ist genau dann eine Einheit, wenn das von x erzeugte
Hauptideal x - R der ganze Ring R ist, also x - R = R.

(i1) Der Ring R ist genau dann ein Korper, wenn R nur die beiden trivialen
Ideale {0} und R enthdlt.

Beweis. Wir beweisen zunéchst die Aussage . Sei x € R eine Einheit. Dann
existiert ein y € Rmit 1 = x-y € x- R. Da x - R ein Ideal in R ist, gilt nun
per Definition r = r -1 € z - R, fiir alle » € R. Damit haben wir R C x - R und
die andere Inklusion ist klar. Ist umgekehrt das von x € R erzeugte Ideal z - R
schon der ganze Ring R, so gilt 1 € R = x - R. Es folgt, dass ein y € R existiert,
mit 1 =z -y und z ist folglich eine Einheit.

Die Aussage folgt nun unmittelbar. Wir haben weiter oben schon gesehen,
dass ein Korper R nur die trivialen Ideale {0} und R enthélt. Es ist also nur noch
die Umkehrung zu beweisen. Es sei dazu € R\ {0} beliebig. Dann ist das von
x erzeugte Ideal x - R nicht das Nullideal {0} und folglich gilt = - R = R. Nach
Aussage (i) ist  damit eine Einheit in R. Da x beliebig gewéhlt war, folgt, dass
in R jedes Element aufler dem Nullelement 0 eine Einheit ist und R ist damit ein
Korper. 0

Lemma 6.2.10. Es seien (R,+,:) und (R',®,®) zwei Ringe und ¢ : R — R’
ein Ringhomomorphismus. Dann ist Kern(p) ein Ideal in R.

Beweis. Wir rechnen die Behauptung einfach nach. Es seien 0’ € R’ das Nullele-
ment in R, r € R und a,b € Kern(y) beliebig. Dann gilt:

pla—0) = pla)opb) = 0c0 =0
und

p(r-a) = p(r)©pa) = ¢(r)o0" =0,
also a — b, r-a € Kern(yp). O

Bemerkung. Das Bild Bild(y) eines Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ ist i.A.
nur ein Unterring und kein Ideal in R. Man betrachte etwa die Inklusionsabbil-
dung ¢ : K — K[X].

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Homomorphiesatz fiir Ringe. Die uni-
verselle Eigenschaft der Projektionsabbildung 7 : G — G/N, x — xoN von einer
Gruppe (G, o) in die Faktorgruppe (G/N,e), wobei N C G ein Normalteiler in G
ist, iibertrédgt sich in direkter Weise auf die Situation in Ringen. Ideale nehmen
hier die Position der Normalteiler ein. Wir formulieren anstelle der universellen
Eigenschaft diesmal direkt das Analogon des Homomorphiesatzes.
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Satz 6.2.11. Es seien (R,+,-) und (R',®,®) zwei Ringe und ¢ : R — R’ ein
surjektiver Ringhomomorphismus. Dann ist R/ Kern(p) isomorph zu R’ und ein
Isomorphismus ist gegeben durch

¢ : R/Kern(p) — R, z + Kern(p) — p(z) .

Beweis. Die Mengen R und R’ bilden zusammen mit den Verkniipfungen + und &
kommutative Gruppen (R, +) und (R',®). Wir kénnen den Ringhomomorphis-
mus ¢ : R — R’ entsprechend als Gruppenhomomorphismus auffassen und den
Homomorphiesatz fiir Gruppen anwenden. (Als Ideal in (R, +,-) ist Kern(y) ein
Normalteiler in (R, +).)

Dieser liefert nun die kanonische Existenz eines Gruppenisomorphismus
@ : R/ Kern(p) — R'. Dabei ist @ durch die Gleichung (x + Kern(y)) = ¢(z)
charakterisiert und dank der Struktur des Faktorrings liefert eine einfache Rech-
nung, dass sich @ zu einem Isomorphismus ¢ : R/ Kern(¢) — R’ von Ringen
fortsetzt. U

Korollar 6.2.12. Ist (K,+,-) ein Korper, (R,®,®) ein Ring mit mindestens
zwei Elementen und ¢ : K — R ein surjektiver Ringhomomorphismus. Dann
1st R isomorph zu K.

Beweis. Da ¢ ein Ringhomomorphismus ist, gilt ¢(1x) = 1g # Og und deshalb
Kern(yp) # K. Da Kern(p) aber ein Ideal in K ist, folgt Kern(¢) = {0}. Der
Homomorphiesatz liefert die Behauptung. 0

Bemerkung. Der Beweis zeigt insbesondere, dass jeder Homomorphismus von
einem Korper K in einen Ring R # 0 injektiv ist.

6.2.2 Polynomringe

Wir haben in Kapitel 2 bereits Teilbarkeitstheorie fiir ganze Zahlen betrieben
und den euklidischen Algorithmus kennen gelernt. In Polynomringen iiber einem
Korper K finden wir eine véllig analoge Situation vor.

Definition 6.2.13 (Teilbarkeit). Es sei (R, +, -) ein kommutativer Ring und a, b €
R. Man sagt, a teilt b, oder b ist durch a teilbar, wenn ein x € R mit b =z - a
existiert. Notation: a | b.

Die obige Definition spiegelt also ebenfalls die Situation in Z wieder. Das
folgende Lemma ist oft niitzlich. Den Beweis iiberlassen wir als einfache Ubungs-
aufgabe.

Lemma 6.2.14. Es sei (R,+,+) ein kommutativer Ring mit Eins und a,b € R.

(i) a|b genau dann, wenn b- R C a- R,
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(ii) Es sei R nullteilerfrei. Dann gilt a- R = b- R genau dann, wenn a = be gilt,
fiir eine Finheit e € R*.

Wir beschiftigen uns nun mit dem Polynomring K[X] iiber einem Korper K
und wiederholen zunéchst kurz einige Fakten ohne Beweis.

Satz 6.2.15. Es sei (R,+,-) ein Integrititsbereich und p,q € R[X]\ {0}. Dann
qgilt

grad(p-q) = grad(p) + grad(q) .
Korollar 6.2.16. Es sei K ein Korper, dann ist K[X] nullteilerfrei und ein
Polynom p € K[X] ist genau dann eine Einheit, wenn grad(p) = 0 gilt.

Bemerkung. Wenn wir jedem Polynom p € K[X] seinen Grad grad(p) zuwei-
sen, erhalten wir eine Abbildung grad : K[X] — Ny U {—1}, p — grad(p), die
sogenannte Gradabbildung.

Wir konnen, dhnlich wie in Z, Division mit Rest in K[X] durchfithren. Hierbei
nimmt die Gradabbildung eine tragende Rolle ein.

Satz 6.2.17 (Division mit Rest). Es sei K ein Kérper und 0 # f € K[X]. Dann
gibt es zu jedem g € K[X] eindeutig bestimmte Polynome q und r in K[X]| mit
g=q- f+r undgrad(r) < grad(f).
Beweis. Wir beweisen zunéchst die Existenz der Zerlegung. Ist grad(g) < grad(f),
so konnen wir ¢ = 0 und r = ¢g wéhlen. Sei also grad(g) > grad(f). Wir fiihren
nun eine Induktion iiber grad(g) durch.
Es sei grad(g) = 0. Wegen grad(f) < grad(g) und f # 0 gilt dann grad(f) =0
und f ist demnach eine Einheit in K[X]. Wir wihlen also ¢ = g+ f~! und r = 0.
Es sei die Existenz schon fiir alle Polynome g € K[X]| mit grad(g) < m — 1
bewiesen. Es sei nun

m

g(X) = Zaka und f(X Zka mit n < m und a,,, b, # 0.
k=0
Eine kurze Rechnung liefert fiir g, (X) := g(X)—ambngm_”f(X), dass grad(g;) <
grad(g) — 1 gilt. Nach Induktionsvoraussetzung ist g1 = ¢ - f + 71, mit grad(r;) <
grad(f). Dann ist
g = (anb, 'z "+ @) f + 1
die gesuchte Zerlegung.

Wir beweisen nun die Eindeutigkeit der Zerlegung. Es sei g = ¢1 - f + 11 =
¢z - | + 1o, mit grad(r), grad(r2) < grad(f). Dann ist (g2 — ¢1)f = 1 — 79 und es
gilt

grad(r; —ry) = grad((qQ —q) )
= grad(g2 — q1) + grad(f)
grad(qz — q1) + max{grad(ry), grad(r2)}
grad(qa — q1) + grad(r; —r) .

v Vv
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Es folgt nun grad(g2 —¢1) < 0 und deshalb ¢; = ¢o. Damit muss aber auch r, = r9
gelten. O

Beispiel. Es seien g(X) = X° +3X?1+ X3 —6X2 - X +1, f(X) = X3 +2X%+
X —1eQX].

(XP 43X+ X3 —6X2 - X+1): (X 42X’ +X - 1) =X+ X -2
—X?—ox* - X3+ Xx?
x4 —5X?2—-X+1
—X*—2X? - X%+ X
—2X3 —6X2 +1
2X3 +4X%2 492X —2
—2X?2 42X —1

Es gilt also g = (X2 + X —2) - f + (—2X2 42X —1).

Dank der Division mit Rest kénnen wir den euklidischen Algorithmus also,
genau wie fiir ganze Zahlen, auch fiir Polynome nutzen, etwa um den grofiten
gemeinsamen Teiler zweier Polynome zu bestimmen. Bevor wir uns damit im
néchsten Abschnitt befassen, formulieren wir noch zwei einfache Folgerungen aus
dem Satz.

Korollar 6.2.18. Es sei K ein Kdorper und a € K. Im Polynomring K[X] ist
das Polynom f € K[X]| genau dann durch (X — a) teilbar, wenn die durch f
gegebene Polynomfunktion in a eine Nullstelle hat.

Beweis. Ist f(X) = (X —a) - g(X), so ist offenbar f(a) = 0. Es sei nun umge-
kehrt f(a) = 0. Division mit Rest liefert f(X) = (X — a) - ¢(X) + r(X), mit
grad(r) < grad((X — a)) = 1. Damit ist r konstant und wegen 0 = f(a) = r(a)
gilt r = 0. 0J

Korollar 6.2.19. Es sei K ein Korper. Dann ist jedes Ideal J C K[X] ein
Hauptideal.

Beweis. Es sei J C K[X] ein Ideal. Ist J = {0}, so sind wir fertig. Andernfalls
existiert ein h € J, h # 0. Dann ist A := {m € Ng | 3h € J : grad(h) = m} # 0
und A besitzt ein kleinstes Element n. Es sei nun f € J mit grad(f) =nund g €
J beliebig. Dann ist ¢ = ¢ - f + r, mit grad(r) < grad(f). Da alle Elemente # 0
in J mindestens den Grad n = grad(f) haben, folgt aus r = g — ¢ - f € J,
dass r = 0 ist. Es gilt also J = (f);. O

6.2.3 Grofiter gemeinsamer Teiler in Polynomringen

Wir beginnen mit der Definition von normierten Polynomen.
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Definition 6.2.20 (Normierte Polynome). Ein Polynom f = Y, arX"* €
K[X] heiit normiert, falls a, = 1 gilt.

Bemerkung. Man kann ein beliebiges Polynom f € K[X] normieren, indem
man [ mit dem Inversen des Leitkoeffizienten multipliziert. Dies geht auch in
Polynomringen iiber einem Ring R, solange der Leitkoeffizient des Polynoms eine
Einheit in R ist.

Den gréfiten gemeinsamen Teiler und das kleinste gemeinsame Vielfache de-
finiert man in Polynomringen analog zum Fall der ganzen Zahlen.

Definition 6.2.21 (ggT in Polynomringen). Es sei K ein Kérper und g,h €
K[X]\{0}. Ein Polynom f € K[X] heifit grifiter gemeinsamer Teiler von g und h,
falls f ein normiertes Polynom von maximalem Grad ist, welches g und h teilt. No-
tation: f = ggT(g, h). Die Polynome g und h heiflen teilerfremd, falls ggT (g, h) =
1 gilt.

Definition 6.2.22 (kgV in Polynomringen). Es sei K ein Koérper und g,h €
K[X]\{0}. Ein Polynom f € K[X] heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von g
und h, falls f ein normiertes Polynom von minimalem Grad ist, welches von g
und h geteilt wird. Notation: f =kgV(g,h).

Der folgende Satz ist eine Ubertragung des Lemmas von Bezout (siche Korol-

lar [2.4.4)) auf Polynomringe.

Satz 6.2.23. Es sei K ein Korper, g,h € K[X], wobei g oder h ungleich 0 seien.
Dann ist ggT(g, h) eindeutig bestimmt und es existieren Polynome s,t € K[X]
mit

geT(g,h) = g-s+h-t .

Beweis. Wir bilden
J = g-K[X]+h-KX] ={g-v+h-w|v,we KX]} .

Es ist leicht zu sehen, dass J ein Ideal # 0 ist. Nach Korollar existiert also
ein normiertes Polynom f € J, so dass J = f - K[X] = (f); ist. Wegen f € J =
g K[X] + h - K[X] existieren Polynome s,t € K[X]| mit f =¢g-s+h-t.

Wir zeigen nun, dass f der eindeutig bestimmte grofite gemeinsame Teiler
von g und h ist. Es gilt g =¢g-14+h-0 € J, also g = f - u, fiir ein u € K[X]
und f teilt folglich g. Analog folgt, dass f auch ein Teiler von h ist. Es sei nun f’
ein weiterer gemeinsamer Teiler von g und h. Dann teilt f" auch g-s+h-t = f.
Demnach gilt grad(f’) < grad(f) und f ist ein groBter gemeinsamer Teiler von g
und h. Es bleibt der Nachweis der Eindeutigkeit.

Angenommen, f’ ist normiert und grad(f’) = grad(f). Da f’ ein Teiler von f
ist gilt f' = ¢f und es folgt, dass grad(q) = 0 gilt. Also ist ¢ € K \ {0}. Da f
und f’ normiert sind, ist ¢ = 1 und folglich f = f’. O
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Korollar 6.2.24. Es sei K ein Korper und g, h € K[X], nicht beide gleich 0.
(1) Ist f € K[X] ein Teiler von g und h, so ist f ein Teiler von ggT(g,h).
(i1) Sind g,h € K[X]| normiert, so ist g-h =kgV(g,h)-ggT(g,h).

(i11) Sind g, h # 0 und ist f € K[X] ein Vielfaches von g und h, so ist kgV(g, h)
ein Teiler von f.

Beweis. Die Aussage ({il) haben wir schon im Beweis des obigen Satzes gesehen.
Zu Aussage (il): Es gilt ¢ = ¢1 ggT (g, k) und h = g2 ggT(g, h) fiir geeignete
Polynome q;, ¢ € K[X]; also g-h = q; - ¢2 - ggT(g, h)?. Wir zeigen nun, dass

Offensichtlich gilt g | w und A | u. Es sei nun p € K[X] gegeben mit g | pund h | p.
Wir zeigen, dass u ein Teiler von p ist. Es gibt r,v € K[X| mit p=g-r=h-v.
Weiter gibt es nach Satz[6.2.23| Polynome s,t € K[X| mit ggT(g,h) =g-s+h-t.
Also ist

geT(g,h)p = (g-s+h-t)-p
=s-g-p+t-h-p
:S.g.h.v+t.h.g.7’
:g.h.(s.v+t.r)
= ggT(g,h) u-(s-v+t-r) .

Kiirzen mit ggT(g, h) liefert p = w- (s-v +¢-r), also u | p. Daraus folgt u =
kgV (g, h) und damit die Behauptung.
Aussage zeigt man #hnlich. O

Zur Berechnung des grofiten gemeinsamen Teilers von zwei Polynomen kann
man, wie im Falle von ganzen Zahlen, den euklidischen Algorithmus verwenden.
Damit erhélt man auch die in Satz gegebene Darstellung des ggTs (durch
Riickwértseinsetzen). Da es hier eine unmittelbare Analogie zum in Kapitel
besprochenen Fall des Rings der ganzen Zahlen gibt, verzichten wir auf eine er-
neute detailierte Darstellung und verweisen stattdessen auf die entsprechenden
Abschnitte in Kapitel 2]
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