Seminar: aktuelle Forschungsthemen in der Algorithmik Sina Kewitz

Anwendungen dynamischer Programmierung
in der Biologie

1 Einleitung RNS und DNS

RNS und DNS Molekiile bestehen aus vier Basen: Adenin, Guanin, Cytosin, Uracil (bei RNS und
Thymin bei DNS). Diese Basen kdnnen sich zu Paaren zusammenschlieBen. Guanin mit Cytosin und
Adenin mit Uracil bzw. Thymin.

Im Gegensatz zu DNS-Molekiilen, bei denen sich zwei einzelne Striange miteinander paaren, bilden
RNS-Molekiile mit sich selbst eine sogenannte Sekundarstruktur. Diese Sekundarstruktur halt sich an
einige Regeln.

- Sie ist immer ein Matching, d.h. jede Base paart sich hdchstens mit einer anderen.

- Die Paare diirfen sich nicht kreuzen. Es kann also keine zwei Paare (i,j) und (k, /) geben mit
< k<j<l

- Es gibt keine scharfen Knicke. Fiir jedes Paar (/,)) gilt i <j — 4.

In der Natur gibt es zwar auch Ausnahmen, aber diese Regeln bilden eine gute Heuristik, um die
Sekundarstrukturen zu finden, die die Molekiile auch tatsdchlich annehmen. AuBerdem bilden die
Molekiile ihre Sekundarstrukturen so, dass mdoglichst wenige Basen ungepaart bleiben.

2 Algorithmus zum Finden der wahrscheinlichsten
Sekundarstruktur eines RNS Molekiils

Zweck des Algorithmus ist es, zu einem RNS-Molekiil die Sekundarstruktur zu finden, die es in der
Natur annimmt. Betrachtet man das Molekiil als Graph, wobei die Basen die Knoten sind, kann man
ein maximales Matching suchen, dass den oben genannten Regeln folgt.

2.1 Idee

Sei OPT(j) die maximale Anzahl von Basenpaaren in einer Sekundarstruktur von by, .., b;. Gesucht
ist dann OPT(n). Aus Regel drei kénnen wir schlieBen: OPT (j) = 0 fiir j < 5. Dann gibt es zwei
Maoglichkeiten fiir J:

a) J gehort nicht zu einem Paar
Dann brauchen wir nur die Lésung OPT (j — 1) betrachten. Sie ist identisch mit OPT (j).

b) Jj ist gepaart mit einem t < j — 4
Auf Grund der Kreuzungsfreiheit haben wir unser Problem in zwei Teilprobleme zerlegt: Das
erste kann formuliert werden als OPT (t — 1). Das zweite ldsst sich so nicht formulieren.
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Es reicht also nicht Teilprobleme der Form by, ..., b; zu betrachen.Stattdessen miissen wir alle Teil-
probleme b, ..., b; fiir i < j beriicksichtigen.Nennen wir die groSte Anzahl an mdglichen Basenpaaren
fiir ein Teilproblem by, ..., by OPT (i, j) Nun konnen wir OPT (i, j) = 0O initialisieren fiir alle Paare (i, )
mit i > j — 4 Fiir b;, ..., b; gibt es die gleichen Moglichkeiten wie zuvor.

a) Fir den Fall, dass j nicht gepaart ist gilt wieder: OPT (i,j) = OPT(i,j — 1)
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b) Fiir den Fall, dass j ein Paar mit einem t bildet, kdnnen wir jetzt beide Teilprobleme benennen:
OPT(i,t—1)und OPT(t+1,j—-1)

i -1 t t+1 j—lj

2.2 Rekursion

OPT(i.j) = max(OPT(i,j — 1), max(1 + OPT(i,t — 1) + OPT(t + 1,j — 1)))

2.3 Laufzeit und Platzbedarf

Es sind O(n?) Teilprobleme zu 16sen, da i und j jeweils von eins bis n laufen. Jedes bendtigt O(n)
Zeit, da t von eins bis n liuft. Die Laufzeit betragt insgesamt O(n®).

Da es O(n?) Teilprobleme sind, die berechnet werden und fiir jedes konstant viel Platz gebraucht
wird, ist der Platzbedarf O(n?).

Die genauen Paare konnen durch backtracing gefunden werden.

3 Sequence Alignment

Fiir Sequence Alignment betrachten wir zwei Anwendungsfalle. Erstens die Suche in einem Worterbuch
nach einem Wort dessen Schreibung nicht exakt bekannt ist und zweitens den Vergleich zweier DNS-
Strange.

3.1 AbstandsmaB

Egal welche Anwendung wir betrachten, benétigen wir auf jeden Fall ein MaB um die Ahnlichkeit zweier
Worter bzw. die Giite eines Alignments zu messen. Das verwendete MaB setzt sich zusammen aus einer
»gap penality”, die zum Tragen kommt wenn ein Buchstabe gegen eine Liicke ausgerichtet wird und
einer ,mismatch cost” Funktion, die die Kosten fiir jedes Buchstabenpaar angibt, das gegeneinander
ausgerichtet werden kann. Die Gesamtkosten fiir ein Alignment setzen sich aus der Summe der gap
penalities fiir alle Liicken und den mismatch Kosten fiir alle falsch gegeneinander ausgerichteten
Buchstaben zusammen.

3.2 Idee

Fiir die letzten beiden Stellen der Worter gilt: entweder ist (m, n) im Matching oder (m, n) ist nicht
im Matching Das reicht nicht um einen Ansatz zur dynamischen Programmierung zu formulieren.

Es gilt auch die schirfere Aussage: Ist (m, n) nicht im Matching, ist die m-te Stelle in X nicht gepaart
oder die n-te Stelle in Y ist nicht gepaart.

Seien OPT (i, ) die minimalen Kosten eines Alignments zwischen xi, ..., x; und yi, ..., y; Dann kdnnen
wir drei Falle unterscheiden:

- (i,j) ist im Matching
Kosten (a(i,J)) fiir (i,j) werden bezahlt und OPT (i — 1,j — 1) bestimmt

- i ist nicht gematcht
Gap Kosten (d) werden bezahlt und OPT (i — 1, ) bestimmt



Seminar: aktuelle Forschungsthemen in der Algorithmik Sina Kewitz

- J ist nicht gematcht
Gap Kosten (d) werden bezahlt und OPT (i,j — 1) bestimmt

3.3 Rekursion

OPT(i,j)=min(a(i,j)+ OPT(i—1,j—1),d+OPT(i—1,j),d+OPT(i,j—1))

3.4 Laufzeit und Platzbedarf

Es gibt O(mn) Paare, deren Wert sich jeweils in konstanter Zeit berechnen ladsst. Die Laufzeit betragt
also O(mn) Ein m x n Feld reicht aus um alle notigen Werte zu speichern. Der Platzbedarf betragt
also O(m x n).

4 Verbesserung von Sequence Alignment auf
O(n+ m) Platzbedarf

Fir den Anwendungsfall Worterbuch sind diese Werte gut genug, wenn aber zwei DNS Strdnge
verglichen werden sollen, sprengt der Platzbedarf den Rahmen. Betrachtet man z.B. den Vergleich
von 100.000 Symbolen, stellt die Ausfiihrung von einer Million trivialen Optionen auf einem modernen
Prozessor kein Problem mehr dar. Die Erstellung und Verwaltung eines 10 Gigabyte groBen Feldes
dagegen schon. Deshalb ist es wiinschenswert den Platzbedarf des Algorithmus zu verringern.

4.1 Darstellung als Graphenproblem

Um unser Problem etwas anschaulicher darzustellen betrachten wir die Uberfiihrung in ein Graphen-
problem. Betrachtet man einen Graph, wie in der Abbildung, an den horizontal und vertikal die beiden
Worter geschrieben sind und belegt die horizontalen und vertikalen Kanten mit der gap penality und
die diagonalen jeweils mit den entsprechenden mismatch Kosten, reicht es aus einen kiirzesten Weg
von (0, 0) nach (n, m) zu finden.
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In dieser Darstellung kann man gut erkennen, dass die Werte spaltenweise berechnet werden kdnnen
und immer nur die Werte aus der direkt vorhergegangenen Spalte betrachtet werden miissen. Wir kon-
nen also die Werte aus den Spalten davor (iberschreiben und brauchen nur noch ein m x 2 Feld. Damit
konnen wir den gesuchten Wert in O(m) Platz berechnen. Wir haben aber keine Informationen mehr
wie der ideale Weg verlauft. Fiir den DNS Vergleich bedeutet das, dass wir zwar wissen wie dhnlich
sich die beiden Strange sind, aber keine Informationen dariiber haben, welche Teilstiicke identisch sind
und bei welchen groBere Unterschiede vorliegen. Diese Informationen werden aber bendétigt.

4.2 ,Riickwartsformulierung*

Um auch diese Informationen ermitteln zu konnen, greift man zu einem Trick. Als erstes formulieren
wir unser Problem noch einmal, aber aus der anderen Richtung. Bezeichnen wir unser bisheriges
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OPT(i,j) jetzt als f(i,J) und betrachten zusatzlich g(i, ) mit:

g(i,j)=min(a(i+1,j+ 1) +g(i+1,j+1),d+9(,j+1),d+g(i+ 1))

g sucht den kiirzesten Weg nicht wie f von (0, 0) nach (n, m), sondern umgekehrt von (n, m) nach
(0,0). Es ist offensichtlich, dass das Ergebnis das gleiche ist. Es gibt aber noch weitere niitzliche
Zusammenhange zwischen g und f:

Der kiirzeste Pfad durch (i,J) hat die Lange f(i,j) + g(i,J)

Diese Aussage ist leicht ersichtlich, da f(i,j) der kiirzeste Weg von (0, 0) nach (/,J) ist und g(i,J)
der kiirzeste Pfad von (i, /) nach (n, m).

Sei k eine beliebige Zahl zwischen 0 und n und g ein Index, der den Ausdruck f(q, k) + g(q, k)
minimiert. Dann gibt es einen Pfad von (0,0) nach (n, m) der minimale Lange hat und durch (/,J)
[duft.

Jeder Weg von (0, 0) nach (n, m) muss die Spalte k auf jeden Fall an mindestens einer Stelle treffen.
Wenn der Weg minimal ist, dann sollte er k so schneiden, dass Summe der beiden Teilstiicke bis k
und von k minimal ist. Und das ist sie genau bei (g, k) mit f(q, k) + g(q, k) minimal.

4.3 Divide and conquer

Der Graph wird an der mittleren Spalte geteilt und 7 (i, n/2) und g(i, n/2) fiir jedes i berechnet. Der
Knoten (i, n/2) mit dem optimalen Wert wird gespeichert. Rekursiv werden beide Teile des Graphen
wieder halbiert.

4.4 Laufzeit und Platzbedarf

Jeder Aufruf braucht nur O(m) Platz. Der Weg muss gespeichert werden, hat aber maximal O(m+n)
Lange. Insgesamt betrdgt der Platzbedarf also O(m + n). Aber bleibt die Laufzeit O(mn)?

4.5 Beweis

T(m,n)<cmn+T(q.n/2)+T(m—q,n/2)
T(m2)<cm

T(2,n) <cn

Wir machen die Annahme, dass T(m, n) < kmn fiir ein k.
Der Anker stimmt fiir k > c¢/2.

Nehmen wir nun an T(m’, n") < km'n’ fiir kleineres Produkt, dann gilt:
T(m,n)<cmn+T(q,n/2)+T(m—q,n/2)
<cmn+kqn/2+ k(m— q)n/2

=cmn+ kqn/2 + kmn/2 — kqn/2

=(c+k/2)mn

Ist erfiillt fiir k = 2c.

Literatur

[1] J. Kleinberg, E. Tardos, Algorithm Design, Pearson Education 2006
[2] http://de.wikipedia.org/wiki/Desoxyribonukleins%C3%A4ure
[3] http://de.wikipedia.org/wiki/Ribonukleins%C3%A4ure



