Rajchmans starkes Gesetz der groBen Zahlen
Dirk Werner

Rajchman' veréffentlichte 1932 einen Beweis der folgenden Version des starken Gesetzes der grofien
Zahlen:

Satz 1: Seien X1, Xa, ... € L*(P) paarweise unkorrelierte Zufallsvariable, fiir die die Folge (Var X,,)
der Varianzen beschrdinkt bleibt. Dann gult

3

Z(Xj ~E(X;)) =0 fs.

Insbesondere enthélt dieser Satz den Fall unabhéngiger identisch verteilter Zufallsvariabler
mit endlicher Varianz; sein Beweis erscheint jedoch viel einfacher als die tiblichen Beweise des
Kolmogorowschen starken Gesetzes, die freilich mehr als den gerade genannten Spezialfall zeigen.
Ich habe ihn Krengels Buch Finfihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik, 3. Auflage,
Vieweg 1991, S. 150, entnommen und geringfiigig tiberarbeitet. (NB: Rajchmans Version des starken
Gesetzes scheint in keinem anderen Buch vorzukommen (Ausnahme: bei Fisz ist Satz 1 als Aufgabe
formuliert mit Hinweis auf die Originalarbeit), dabei verdiente der Beweis m.E. eine viel weitere
Verbreitung!)

Beweis des Satzes. Zunichst darf o.E. E(X;) = 0 fiir alle j angenommen werden. Ferner setzen wir
Sp = Z?Zl X sowie K = sup; Var(X;). Zu zeigen ist dann 18, — 0 fast sicher.
Wir benétigen ein einfaches Lemma.

Lemma: Sei (Y,,) eine Folge von Zufallsvariablen mit

Y P(Ya|>e) <o  Ve>0.

n=1
Dann gilt Y, — 0 fast sicher.
Das Lemma folgt sofort aus dem (ersten) Borel-Cantelli-Lemma, das abz&hlbar oft fiir e, = %
anzuwenden ist. Zuriick zum Beweis des Satzes. Im ersten Schritt wird
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— 0 f.s. (1)

gezeigt. Das folgt aus dem Lemma wegen
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ab. Wegen (1) und m? < n bleibt daher, (S,, — S,,2)/n — 0 f.s. zu zeigen. Das folgt wiederum aus
dem Lemma, denn

|Sn — Shez| 1 .
P(? > E) < 2.2 z; Var(X;) (wie oben)
j=m2+1
K _
< 202 (TL - m2) = O(TL 3/2)
wegen
n—m?<(m+1)2—1-m?=2m < 2/n. O

Satz 1 bleibt samt Beweis fiir banachraumwertige Zufallsvariable giiltig, die unabhéngig sind
und Werte in einem Banachraum vom Typ 2 annehmen. Statt der Unkorreliertheit verwendet man
die Typ-2-Abschatzung

IE(H EXjHQ) < const. ZE(HX]-HQ), falls E(X,) = 0 Vj.

In funktionalanalytischer Sprache kann man Satz 1 so formulieren (es reicht natiirlich, daf§ die
Folge (f,) orthogonal und L2-beschrinkt ist):

Satz 2: Sei u ein beliebiges Mafy und (f,) C L?*(n) ein Orthonormalsystem. Dann gilt
I ’
— E i =0 p-fi
n <
J=1

Dieser Satz wurde 1919 von Banach in dessen zweiter Publikation? bewiesen! Eine Verschirfung
ist der Satz von Rademacher-Menschow aus dem Jahre 1922:

Satz 3: Ist (f,) C L*(u) ein Orthonormalsystem und (a,logn) € ¢, so konvergiert E;’il a; f;
fast diberall.

Offensichtlich impliziert Satz 3 fiir a,, = % mit Hilfe des Lemmas von Kronecker Satz 2. Banachs
Argument beruht iibrigens auf einer Vorform von Satz 3, die 1912 von Hobson bewiesen wurde und
die die stiirkere Voraussetzung (a,n®) € ¢? fiir ein ¢ > 0 macht; insbesondere ist der Fall a,, = %

eingeschlossen. Daraus leitet Banach — ohne das Kronecker-Lemma zu benutzen — Satz 2 ab.
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