
� 1 Etwas projektive Geometrie1.1 Motivation: ZentralprojektionAuf Fotogra�en und Bildern tre�en si
h parallele Geraden oft in einem Punkt am Ho-rizont. Bei perspektivis
hen Zei
hnungen sind sol
he Punkte, sogenannte Flu
htpunkte,wesentli
he Konstruktionshilfen. Horizont
Figur 16.1: Parallele Geraden tre�en si
h im �Unendli
hen�.Wir behandeln nun zuerst eine Zentralprojektion ζ in R

3 mit Zentrum Z von einerEbene E auf eine dazu ni
ht parallele Ebene F . Dabei wird einem Punkt P von E derS
hnittpunkt P ′ der Geraden ZP mit F zugeordnet. (Siehe Figur 16.2 a) !)
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a) b)Figur 16.2: Zentralprojektion der Ebene E auf die Ebene F mit Zentrum ZNi
ht alle Punkte von E haben einen Bildpunkt und ni
ht alle Punkte von F ein Urbild:Die S
hnittgerade gv der dur
h Z gehenden zu F parallelen Ebene mit E besteht genauaus denjenigen Punkten, die kein Bild besitzen. Analog besitzen die Punkte der S
hnitt-geraden gf der mit Z inzidierenden zu E parallelen Ebene mit F kein Urbild. (Sieheebenfalls Figur 16.2 a) !). Die Gerade gv heiÿt Vers
hwindungsgerade, die Gerade gfFlu
htgerade,Bei der Abbildung ζ : E\gv → F \gf werden Geraden von E\gv (die ja mit Z eine Ebeneaufspannen) auf Geraden von F \ gf (die S
hnitte dieser Ebenen mit F ) abgebildet �und umgekehrt haben Geraden von F \ gf als Urbilder Geraden von E \ gv. 1



Betra
htet man nun, was mit einem Geradenbüs
hel dur
h einen Punkt R von gv passiert,so sieht man, dass die Bilder dieser Geraden in F keinen Punkt gemeinsam haben unddamit parallel sind. (Siehe Figur 16.2 b)!) �Der Bildpunkt von R liegt also auf dieserParallelens
har im Unendli
hen�. Dadur
h motiviert de�niert man:1.2 Projektive Erweiterung der reellen a�nen EbeneAls projektive Erweiterung PG(A) der reellen a�nen Ebene A =AG(R2) =:AG(2, R)bezei
hnen wir folgende Geometrie:(i) Punkte von PG(A) sind die Punkte von A (die eigentli
hen Punkte) und dieParallelens
haren der Geraden von A. Also: Jede Menge aller zu einer Geradenparallelen Geraden bildet per de�nitionem einen neuen Punkt, einen sogenannten�uneigentli
hen oder idealen Punkt�.(ii) Geraden von PG(A) sind die Geraden von A, jede erweitert um den eindeutigbestimmten uneigentli
hen Punkt in ihrer Ri
htung, und eine weitere Gerade, be-stehend aus allen uneigentli
hen Punkten, die uneigentli
he Gerade g∞.(iii) Ein eigentli
her Punkt inzidiert mit einer eigentli
hen Geraden, falls das au
h in Ader Fall ist. Ein uneigentli
her Punkt inzidiert mit einer eigentli
hen Geraden, fallsdiese zu seiner Parallens
har gehört. Und g∞ inzidiert genau mit den uneigentli
henPunkten.Übungsaufgabe 16.1 Zeigen sie, dass in PG(A) je zwei Punkte dur
h genau eineGerade verbunden sind und je zwei Geraden si
h in genau einem Punkt s
hneiden.Um die neue Geometrie koordinatisieren zu können, wählen wir Z als den Nullpunkt Ounseres Koordinatensystem und E als die (zu A isomorphe) Ebene Ã mit der Glei
hung
z = 1; nun ordnen wir jedem Punkt P von Ã die Gerade P̂ := PO zu und jeder Geraden
g von Ã die Ebene, die von g und O aufgespannt wird. (Siehe Figur 16.3).1.3 De�nition: homogene KoordinatenEin eigentli
her Punkt der a�nen Ebene A mit den Koordinaten (x, y) ∈ A (bzw.
(x, y, 1) ∈ Ã) entspri
ht der Geraden (x, y, 1)R; die uneigentli
hen Punkte entspre
henden Geraden der Form (x, y, 0)R. Umgekehrt de�niert jede Gerade einen eigentli
henoder uneigentli
hen Punkt.Jedem Koordinatentripel (ξ1, ξ2, ξ0) mit ξ0 6= 0 ordnen wir daher einen a�nen Punkt zudur
h:

P̂ := (ξ1, ξ2, ξ0)R 7→ (
ξ1

ξ0

,
ξ2

ξ0

, 1) = P.

(ξ1, ξ2, ξ0) heiÿt homogenes Koordinatentripel von P ; es ist nur bis auf einen Faktoreindeutig bestimmt.Analog lässt si
h jedem (ξ1, ξ2, 0) mit ξ1 6= 0∨ξ2 6= 0 ein uneigentli
her Punkt zuordnen.Man kommt damit zu der in folgender De�nition bes
hriebenen Geometrie:2
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Figur 16.3: Zur Einführung homogener Koordinaten
(x, y) 7→ P = (x, y, 1) 7→ P̂ = (x, y, 1)R).1.4 De�nition: Reelle projektive EbeneDie projektive Ebene PG(2, R) =PG(R3) ist wie folgt de�niert:(i) Punkte sind die 1 − dim Unterräume von R

3.(ii) Geraden sind die 2 − dim Unterräume von R
3.(iii) Inzidenz ist Enthaltensein.1.5 Anmerkungen zur projektiven Geometriea.) Eine Verallgemeinerung auf beliebige S
hiefkörper und auf andere Dimensionenist mögli
h.b.) Der Vorteil der projektiven Geometrie ist u.a., dass

• die Punkte, Geraden, Ebenen et
. jetzt lineare Unterräume und keine anderena�nen Unterräume sind
• a�n-lineare Abbildungen, wie man zeigen kann, nun dur
h lineare Abbildungendargestellt werden
• Fallunters
heidungen bzgl. Existenz von S
hnittpunkten von Geraden in einer Ebe-ne ni
ht nötig sind
• Punkte und Hyperebenen �dual� zueinander sind
• die reelle a�ne Ebene (na
h Auszei
hnung einer Geraden als uneigentli
he Gerade)in PG(2, R) wiederzu�nden ist (bzw. der n− dim a�ne Raum über K dur
h Aus-zei
hnung einer Hyperebene in PG(Kn+1) als uneigentli
he Hyperebene erhaltenwird.)
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