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Kapitel I: Einleitung
1 Modelle von Vektorraumen

In diesem (der Motivation dienenden) Paragraphen behandeln wir Beispiele zur alge-
braischen Struktur ’Vektorraum’. Einige Begriffe und Gegebenheiten setzen wir dabei
als bekannt voraus. Eine Prézisierung erfolgt spéter, wenn wir uns um eine mathematisch
strenge Darstellung bemiihen.

1.1 Vektoren der (Zeichen-) Ebene

(a) Was verstehen wir unter einem Vektor der Zeichenebene?
Wir betrachten eine 'Parallelverschiebung’ (Translation) der "Zeichenebene’ E. Verbin-
den wir Urbild- und Bildpunkte (z.B. A und A’, B und B’, etc.) durch Pfeile,

Figur 1.1: Vektorgleiche Pfeile der Zeichenebene

so haben diese Pfeile ﬁ : ﬁ , ... die gleiche 'Lénge’ und (im Falle A # A’) die gleiche
'Richtung’ (d.h. sie, sind parallel) und die gleiche ’Orientierung’; wir sagen: sie sind
vektorgleich.

Die Menge @ (zum Begriff 'Menge’s.u. §2) aller zu 1_4—12’ vektorgleichen Pfeile in £ heift
(freier) Vektor der Zeichenebene. Ein Vektor in diesem Sinne ist also eine Menge von

S
Pfeilen. Jeder der f_’ie_i}le von d (also u.a. AA’") wird Reprisentant von @ genannt; die
Léange der Strecke AA’ heikt Lange |d| von @. Mit jedem Vektor @ ist eine Parallelver-

schiebung vz verbunden und umgekehrt.
Sei nun ein fester Punkt O (Ursprung) in F ausgewéhlt. Jetzt bestimmt jeder Punkt

P einen Pfeil O_}>’; der dadurch repréasentierte Vektor p heifst Ortsvektor des Punktes
P.

Figur 1.2: Ortsvektor und freier Vektor



Umgekehrt ist jeder Vektor p'von E Ortsvektor eines Punktes (ndmlich des Endpunktes
des Repréisentanten von p mit Anfangspunkt O).

Bei festem O haben wir eine eindeutige Zuordnung zwischen
(i) dem Punkt P,

(ii) der Parallelverschiebung vz, die O in P tberfiihrt,
(iii") dem Pfeil OP,

(iii) dem durch OP bestimmten Vektor p.

Anmerkung. Eine Paralle@;schiebung fithrt einen beliebigen Pfeil (z.B. }ﬁ ) in einen
vektorgleichen Bildpfeil (R'S")Vektoren bleiben also invariant unter Parallelver-
schiebungen. (Umgekehrt gibt es zu zwei vektorgleichen Pfeilen eine Parallelverschie-
bung, die den einen Pfeil in den anderen tiberfiihrt.) (Beweis mit den Eigenschaften der
Parallelverschiebungen.)

Rl
V
R o

Figur 1.3: Pfeile unter Parallelverschiebung !

(b) Addition

Zunachst zeigen wir folgende

Bemerkung. Die Hintereinanderausfithrung zweier Parallelverschiebungen ergibt wieder
eine Parallelverschiebung.

Um dies einzusehen, tragen wir in einem Punkt A den zur ersten Parallelverschiebung
gehorenden Vektor @ ab; den Endpunkt des Représentanten nennen wir B; in B tragen
wir den zur zweiten Parallelverschiebung gehérenden Vektor b ab. Der Endpunkt dieses
Pfeils sei C'. (Wir definieren /ﬁ =: /@ —{—B? ; der Endpunkt des 1. Pfeils muss gleich dem
Anfangspunkt des 2. Pfeils sein.) Nun ist C' das Bild von A bei Hintereinanderausfiihrung
beider Parallelverschiebungen. Der Pfeil /@ definiert eine Parallelverschiebung vz.

'In den Figuren sind fiir Vektoren oft noch Frakturbuchstaben verwandt, also z.B. a statt a.



bzw.
Figur 1.4: Hintereinanderausfithrung von Parallelverschiebungen

Wir miissen zeigen, dass vz (bzw. der zugehorige Vektor ¢) nicht vom Punkt A abhéngt.

Ist A nun irgend ein weiterer Punkt von E, so betrachten wir die zum Pfeil 1?4 des
Vektors d gehorende Parallelverschiebung v ; sie fiihre die Punkte A, B, C' in A, B,
C {iber, s. Figur 1.5. Da Pfeile auf vektorgleiche Pfeile abgebildet werden, ist C' der
Bildpunkt von A bei Hintereinanderausfithrung von vz und ;.

Figur 1.5: Unabhéngigkeit der Addition von den Représentanten

Andererseits sind aber auch /@ und /?C’ vektorgleich. Jeder Bildpunkt entsteht also
durch Abtragen des zu ¢ gehorenden Reprasentanten, damit einheitlich durch die Par-
allelverschiebung, vz.

Aufgrund dieser Uberlegungen und in Ubereinstimmung mit den Erfordernissen einer
Addition von Vektoren in der Physik (z.B. ,Kréifteparallelogramm® s.u.) definieren wir
die Summe zweier Vektoren @ und b

F=a+0b mit Hilfe der Représentanten /ﬁ = 1@ + B?

Hierbei ist A beliebiger Punkt von E und E , B? , z@ seien Représentanten von @, b
bzw. é. Es ist wichtig, dass der Endpunkt (Spitze) des Reprisentanten von @ mit dem

Anfangspunkt (Fuf) des Représentanten von b {ibereinstimmt, sodass ein ,,Pfeilzug”
entsteht (Spitze—Fufi—Regel).

c

bzw.
Figur 1.6: Zur Addition von Vektoren



Diese Definition der Summe zweier Vektoren ist sinnvoll, da ¢ dabei nicht von A ab-
héngt. Gehen wir von den Vektoren zu den zugehorigen Parallelverschiebungen iiber!
Wir haben gesehen, dass die Hintereinanderausriihrung von vz und v; wieder eine Paral-
lelverschiebung ist; deren eindeutig zugeordneter Vektor ¢ hat u.a. den Représentanten
AC, ist aber nicht von A abhéngig (s.o.), sondern nur von @ und b.

Anmerkung. Zwei in einem Punkt angreifende Krafte addieren sich vektoriell (Kréfte-
parallelogramm):

Figur 1.7: Krafteparallelogramm: kr;s = k’z + /52

Rechengesetze:

-

(@+b)+c=a+(b+27) (Assoziativgesetz )

Beweisskizze: Siehe Figur 1.8 !

S
<
bt
o+ R
P\j/
Q
Figur 1.8: Zum Assoziativgesetz O

Gegenbeispiel aus der Umgangssprache: Fach(Werkstadt) ist nicht gleich (Fachwerk)Stadt.

i+b=b+a (Kommutativgesetz)

Beweisskizze: .
1. Fall: @ und b haben verschiedene Richtung



P

Figur 1.9 : Zum Kommutativgesetz

(fﬁ ist Représentant von @, da @ durch v in einen vektorgleichen Pfeil iibergeht)

2. Fall: @ und b haben gleiche Richtung. Diese Betrachtung iiberlassen wir dem Leser;
als Hinweis diskutieren wir jedoch die verschieden Moghchkelten fiir @+ b.

Haben @ und b die gleich Richtung (@ || ), hat auch @ + b diese Richtung. p Haben @
und b zusétzlich die gleiche Orientierung, so auch a+ b der Summenvektor hat dann die

Lénge |a@| + |b].
>
%/

o+b

Figur 1.10 a: Zur Orientierung des Summenvektors

Sind @ und b gegensitzlich orientiert, so hat im Fall |@| > |b] (bzw | > ]a\) die Summe
@+ b und die Orientierung von @ (bzw. b) und die Lénge |@| — |b] (bzw. [b] — |a]).

fiir @ > [b] fiir |6 > | fiir |@| = |b]
Figur 1.10 b,c,d: Zum Summenvektor — Beispiele fiir die weiteren Fille

Es verbleibt der Fall, dass @ und b parallel und gleich lang sind, aber gegensétzlich
orientiert. (Anwendungsbeispiel gleich grofse, aber entgegengesetzt gerichtete Krifte).
Es ist iiblich, dann —a fiir b zu schreiben.

Ist 1@ Représentant von a, so reprasentiert BA den Vektor —a.
Die Summe @ + (—a) wird représentiert durch die ,,Pfeile der Form AA — AB + BA



die wir ebenfalls vektorgleich nennen. Der Vektor, den sie bestimmen, heiftt Nullvektor
0 ; er hat Lange 0 und undefinierte Richtung.

Eine (hier nicht beantwortete) Frage : Wie sieht die ,,Parallelverschiebung® vz aus, wie
U(_a) ?
Wir halten fest: a+(—a)=0

Haben —a und & die Eigenschaften, die man aufgrund der Ahnlichkeit zur Bezeichnungs-
weise bei Zahlen erwartet? Tatsachlich gilt:

c+o=c fiir jeden Vektor ¢ in F;

und |aus #+ad="> folgt F=b—al

sieht man, dass hochstens diese Losung moglich ist. Umgekehrt ist ¥ = b — @ tatséchlich
Losung, was man durch Einsetzen verifiziert. So lassen sich also solche Gleichungen
16sen.(Vgl. Figur 1.11 1)

Figur 1.11: Zur Losung der Gleichung ¥ + @ = b

(c) S-Multiplikation (Multiplikation mit Skalaren)

Eine zentrische Streckung mit dem (reellen, von 0 verschiedenen) Streckfaktor £ und dem

N
Zentrum Z bildet jeden Pfeil AB auf einen zu AB parallelen Pfeil A’B’ der |k|-fachen
Lange und der im Falle

E>0 gleichen
k < 0 entgegengesetzten

Orientierung ab.
(Zum Zusammenhang mit den Strahlensétzen s. Figur 1.12 !).

FEin Vektor wird also bei zentrischen Streckungen wieder auf einen (meist vom urspriing-
lichen verschiedenen) Vektor abgebildet.



ko '\

ral

e

k>0 k<0
—
Fhﬂl}r 1.12: Pfeile unter zentrischen Streckungen mit Streckfaktor k : Es gilt (ZA" =
kZA).

Mit, bezeichnen wir den Vektor, der gleiche Richtung wie @ hat, |k|-fache Léange und
(fiir £ > 0) gleiche bzw. (fiir k& < 0) entgegengesetzte Orientierung; insbesondere ist
|ka| = [k] - ]al.

Beispiele: 1a = a; —a=(-1)a
—— o
1
y N a X
— —Se
22 —
Figur 1.13 b: Beispiel zur S-
Figur 1.13 Multiplikation:
a: Beispiel zur S-Multiplikation: (—3)a = —(3a)
20=ad+d

Fir &k = 0 definieren wir: 0d = o fur alle Vektoren @ von E.

(Geometrische) Anwendung: Bestimmung des Mittelpunktes einer Strecke.

A
Seien @ und b die Ortsvektoren (bzgl. des M
Ursprungs O) der Endpunkte A und B der 2
gegebenen Strecke! Wie ldsst sich dann der B
Ortsvektor m des Mittelpunktes M von AB o A

ben?
angeben Figur 1.14 Mittelpunkt einer

. Strecke
/@ ist Représentant von b — @ (nach der Spitze-Fufs-Regel)

—

—
AM ist Représentant von (b—a) (nach Definition von Mittelpunkt und S-Multiplikation)

- -

— o N
OM also Repésentant von @+ (b — @) =d+ 3b— 1d = (@ +b). Also | = §(d'+ b) |.

Dabei haben wir mit Vektoren gerechnet, wie wir es von den reellen Zahlen gewohnt sind.
Gerechtfertigt wird unser Vorgehen hier durch den Nachweis der Giiltigkeit folgender
Rechenregeln:

k(@ +b) = ki + kb (Distributivgesetz 1. Art)




Beweis:

Sind % und C_1>4 Repréasentanten
von @ bzw. l;, und ist BA Pfeil von
&= a@+b, so gilt fiir deren Bilder un-
ter einer zentrischen Streckung mit
Streckfaktor k: B'C", C'A', B'Al
sind Représentanten von kda, kb
bzw. k&, und es ist k(@ +b) = k' =
ka + kb. O Figur 1.15 Zur S-Multiplikation

ki(ke@) = (ky - ko)ad (gemischtes Assoziativgesetz)

(Unmittelbar aus der Definition einzusehen).

(k1 4 ko)d = kqd + kod (Distributivgesetz 2. Art)
Addition Addition
reeller Zahlen von Vektoren

Beweis — Andeutunyg.

(k1 + ko)d und k1@ + kod haben beide die gleiche Orientierung (warum?) und die Lénge
|k1 + ko - |d]

(Fallunterscheidungen nach den Vorzeichen von k; und k). O

Weitere geometrische Anwendungen:

(i) Schnittpunkt der Seitenhalbierenden eines Dreiecks.

Wir wissen, dass die Seitenhalbierenden eines Dreiecks sich im Verhéltnis 2 : 1 teilen.
Wir wollen diesen Sachverhalt vektoriell herleiten. Das Dreieck sei gegeben durch die
Punkte A, B, C mit den Ortsvektoren a, b bzw. ¢ Es sei F der Mittelpunkt der Strecke
AB mit Endpunkten A und B. Wir suchen den Ortsvektor 5 des Punktes S, der die
Strecke C'F im Verhiltnis 2 : 1 teilt.

Il
KHll\')ha
ol
—
oL
|
S
Il
s
+
Wl
L
|
Wl
“\hl
Il
wro
+
W=
o
Il

Da das Ergebnis symmetrisch in a, 5, c
ist, erhalten wir § auch als Ortsvektor der
Punkte, die die anderen Seitenhalbierenden
im Verhaltngs 2 : 1 teilen; diese Punkte fal-

len also zusammen; S ist der Schnittpunkt o
aller drei Seitenhalbierenden. Figur  1.16: Zum  Seitenhalbierenden-

Schnittpunkt

(ii) Geradengleichungen
Ist von einer Geraden ¢ ein Punkt P mit Ortsvektor p und die Richtung durch einen
Vektor f in Richtung g bekannt, dann hat jeder Punkt X von g einen Ortsvektor & der



Form

r=p+k f (vektorielle Punktrichtungsgleichung).

Umgekehrt liegt jeder solche Punkt auf g.

Figur 1.17: Zur Punkt-Richtungs-Gleichung einer Geraden

(Beim Beweis wird benutzt, dass parallele Vektoren skalare Vielfache von einander sind).

—

Sind von g zwei Punkte P, @) mit Ortsvektoren p und ¢ gegeben, so folgt mit f =q—p

—

T=p+k(qg—p) (vektorielle Zweipunktegleichung).

Figur 1.18: Zur Zweipunktegleichung einer Geraden

(d) Komponentendarstellung

Von der Schule her sind wir gewohnt, Punkte durch Koordinatentupel darzustellen. Bis
jetzt haben wir uns um eine koordinatenfreie Darstellung bemiiht. Nun wollen wir die
Verbindung zwischen dem (Orts-) Vektor und den Koordinaten eines Punktes herstellen.
Dazu wahlen wir in E ein ’kartesisches Koordinatensystem’ aus, also insbesondere
Punkte O, Ey, E, derart, dass gilt: |OF,| = 1 = |OFE;| (Strecken der Linge 1) und
OF, 1L OFE, (Geraden, die aufeinander senkrecht stehen).



X = (x1 P x2 ) Nun seien €; und €5 Ortsvektoren von
DA e E, bzw. Es.

Der Punkt X mit den kartesischen
Koordinaten (z1,z5) hat dann den

E2“ :X2%2 Ortsvektor ¥ = z1€] + 26 (Kom-
: ponentendarstellung), wofiir wir
4‘,
2 ; auch ¥ = (il) schreiben. (Siehe
N N 2/ &é
o #; X Figur 1.19 !
1 Eg 1™ g )

Figur 1.19: Kartesische Koordinaten

Wir haben also folgende Entsprechung: | X = (21, 23) «— T = (xl)

Addition in Komponentendarstellung:

’ " ce e o = —
(x;) + (‘z;) = (2161 + 22€2) + (1161 + y262) = (21 + y1)€é1 + (T2 + Y2)éy =
€1,62

T+ N
To + Yo e

,€2

—

€1,62

S-Multiplikation in Komponentendarstellung:
x - - . - kx
k ( 1> = k(x161 + 1'262) = (kxl)el + (kl’g)@g = <I€ZL‘;> .
51,€2 €1,€2

T2
(Schreiben Sie die beiden Rechnungen ausfiihrlicher hin! Welche Rechengesetze wurden
benutzt?)
Beispiel.
Sei g Gerade mit Achsenabschnitt b und
Steigung m # oo. Es geht dann ¢ durch

den Punkt P mit Ortsvektor p = ((z)

€1,€2

und hat (rln) als Richtungsvektor f Die
€1,€2

(vektorielle) Punktrichtungsgleichung # =

ﬁ—i—kfwirdzu :
/b

T (0 i 1 _ k

y 8162_ b - m €1€2_ b+ km © 1 Eq X

woraus * = k und y = b+ km, also die ge-
wohnte Gleichung fiir den einen der beiden

Geradentypen
.

Vv

L 4

Figur 1.20: Zur Geradengleichung
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Anmerkung. Wir haben uns eben eines kartesischen Koordinatensystems bedient. Will
man den Begriff des Senkrechtstehens noch vermeiden, so lassen sich dhnliche Betrach-
tungen auch fiir ein (sogenanntes affines) Koordinatensystem (O; A;, Ag) bzw. fir @,
do statt €1, €5 anstellen, wobei von den Punkten O, A;, As nur gefordert wird, dass sie
nicht auf einer Geraden liegen, bzw. von d;, ds, dass sie nicht parallel sind; s. Figur 1.21
I' Auch dann lasst sich jeder Vektor (eindeutig) in der Form

f = k161 + kg&g = (Z;)

P

ai,ds
als Linearkombination von d; und do
schreiben.

Wir sagen d; und ay spannen die Ebe-
ne E auf. Die Bedingung ,,d; und d, sind
nicht parallel“ bedeutet, dass keine Bezie-
hung der Form a; = kds oder dy = ka;
bestehen darf. Fassen wir die beiden letz-
ten Gleichungen zusammen, dann fordern
wir fiir @; und d», dass die Gleichung

Figur 1.21: Affine Koordinaten eines Vek-
tors

l‘lc_il + an:Q =0

nur die Losung x; = 0 = x5 hat. In diesem Fall nennen wir @; und @, linear unabhén-
gig.
Insbesondere sind €] und €5 linear unabhéngig.

(e) Anhang: Koordinatenfreie Beweise geometrischer Sitze mit Hilfe der Vektor-
rechnung

Wir gehen hier kurz auf Beweisverfahren fiir Figuren ein, die sich durch Zeichnen von
Geraden, Strecken, Parallelen und Teilen von Strecken konstruieren lassen. Als Beispiel
wahlen wir nochmals den Satz iiber die Seitenhalbierenden eines Dreiecks, ohne jedoch
das Teilverhaltnis als bekannt vorauszusetzen.

(i) In den Figuren auftretende Strecken werden mit einer geeigneten Orientierung
versehen, sodass zu Vektoren iibergegangen werden kann. (S.z.B. Figur 1.22 !)

A

Figur 1.22: Zuordnung von Vektoren

11



(iii)

12

Beispiel.
§ sei représentiert durch Ag
—
2 2 2 AK

At
7 7 2 C@
7 7 7 E

sei reprasentiert . durch

9 2
7 2

7 2

SEEE

Ol & A
T S s~ Ty

Zwei geeignete linear unabhéngige Vektoren a, b werden ausgewahlt. (Im Beispiel
ist dies schon geschehen, @ und b sind linear unabhéngig.) Jeder Vektor der Ebene
ldsst sich dann als Linearkombination dieser Vektoren schreiben, zunédchst meist
nur mit uns unbekannten Koeffizienten.

Die Voraussetzungen sowie konstruktionsbedingten Beziehungen werden als Glei-
chungen geschrieben.

Beispiel.

h = %b, [= %6, 5=k, t=yj (mit noch zu bestimmenden Zahlen

T, y).

Geeignete geschlossene Pfeilziige werden durch Gleichungen ausgedriickt.
Beispiel.

§=h+t, h+j=2¢ k+l=¢ =a+b.

Die Gleichungen werden auf Beziehungen zwischen @ und b reduziert.
Beispiel.
S=h+t=13b+yj=3b+y(@—h)=Lb+y@+b—1b)=ya+i(y+ 1)
andererseits:

§=x%=x(5—f):x(6+g—%c?):%xcf—l—xb.

Da @ und b linear unabhéngig (also nicht parallel) sind, folgt jeweils aus einer
Gleichung der Form kd +mb = 0, dass k=m =0 gilt.

Im Beispiel:

%x —y =0 und %(y +1)—x=0,alsoy = %x und z = % Das Teilverhaltnis ist als
1: 2, wie erwartet.



1.2 Vektoren des Anschaungsraumes

Die Ausfiihrungen von (1.1) a) — ¢) gelten fast wortlich, wenn man jeweils ,,Zeichenebene
E “ durch ,,Anschauungsraum® ersetzt. Ein Vektor ist dann eine Menge vektorgleicher
Pfeile im Raum. Die hohere Dimension schligt sich lediglich in den Teilen (d) und
(e) explizit nieder, wo eine 3. Koordinate und entsprechend eine 3. Komponente (mit
einem 3. Koordinatensystemvektor) hinzugezogen werden muss. Der Raum ldsst sich
nicht durch 2 Vektoren sondern erst durch drei Vektoren a, b c aufspannen Dabei darf
@ kein Vielfaches von b sein und & keine Linearkombination von @ und b.

Figur 1.23: Affines Koordinatensystem im Raum

1.3 Losungen von linearen Gleichungssystemen

Die Behandlung linearer Gleichungen ist eine sowohl inner-mathematisch als auch fiir
praktische Anwendungen bedeutsame Problemstellung. Wie von der Analytischen Geo-
metrie gingen von ihr wesentliche Anstéfte zur Entwicklung der Theorie der Vektorrdume
aus.

Diese Zusammenhénge werden plausibel, wenn man bedenkt, dass sich lineare Gleichun-
gen oft geometrisch interpretieren lassen bzw. umgekehrt sich geometrische Gebilde oft
durch Gleichungen beschreiben lassen.

Beispuel.

(a) Den beiden Gleichungen F e
20 +3y =1 -
xr -y =2

entsprechen im iiblichen z-y-Koor-
dinatensystem der Ebene zwei Ge-
raden; deren Schnittpunkt hat, da
er auf beiden Geraden liegt, bei-
de Gleichungen erfiillende Koordi-

naten

T = % und y = —%.
Dies ist die einzige gemeinsame Lo- Figur 1.24: Graphische Losung zweier
sung beider Gleichungen. Gleichungen

13



>

2 43y =1
(b) Zu {4:6‘ +6y =9
gehdren in geometrischer Inter-

pretation zwei parallele Gera-

den. (Beide Geraden haben die N
Steigung —%) Das Fehlen ei-
nes Schnittpunktes bedeutet, dass 4x+6y=9

das Gleichungssystem keine Lo-
sung besitzt.

X

2x+3y=1

Figur 1.25: Veranschaulichung der Un-
16sbarkeit eines Gleichungssystems

(c) Betrachten wir die Losungen der (linearen) Gleichung

—2x+5y+2=0, x,y, z reell. ()
Erfiillen die drei reellen Zahlen xq, y;, 2; diese Gleichung, so sprechen wir von einer
T
Loésung von () und schreiben das ,,Losungstripel” in der Form |y, | . Die Gleichung
21
17 2] [} ko1
(*) hat u.a. die Losungen |0, (0], |0}, allgemeiner | 0 | fiir k& reell.
2 4 1 k-2

In Anlehnung an die Koordinatenschreibweise der S-Multiplikation bei Vektoren definie-
ren wir zunachst eine ,,S-Multiplikation® zwischen reellen Zahlen und Losungstripeln:

T ]fl’l
k| = |kn
1 kZZl

Diese Definition wird durch die obigen Beispiele von Losungen nahegelegt, ist aber sonst
1

vollig willkiirlich. Wir erhalten damit: Mit dem Tripel «a; = [0 ist auch ko,
2

Losungstripel fiir jede reelle Zahl k.

Analysieren wir den Beweis hierfiir (,,Multiplikation der Gleichung“ mit k), so zeigt sich

allgemeiner:

Ist ¢ Losung von (%), so auch k¢ . (i)
(Beweis 7)
Aber noch haben wir nicht alle Lésungen angegeben, so z.B. nicht solche, fiir die x = 0,
0
y # 0 ist, wie z.B. f; = | 1 | (und alle skalaren Vielfachen kf3; mit k reell, k& # 0).
-5

14



Durch Multiplikation der Gleichung (*) mit einer reellen Zahl k& kamen wir eben von
einer Losung zu (sogar mehr als endlich) vielen. Es liegt nahe auch andere Operationen
mit Gleichungen zu betrachten.

T i)
Seien also &1 = |41 | und & = |yo | Losungen von (x);
21 %)
es gilt dann —2x + D1 + =0
und —275 + Syq + 29 =0
Wir ,addieren” und erhalten —2(z1 + 23) + 5(y1 + y2) + (21 + 22) =0
T+ X9
Es ist also auch |y, + y» | Losung von (x).
21+ 29

Dies veranlasst uns, in Analogie zur Koordinatendarstellung der Vektoraddition eine
Addition zwischen Losungstripeln zu definieren:

T T2 T+ o
yi| + Y2 = |y1+ Y2
z1 V) 21 + 29

In dieser Schreibweise formuliert, haben wir also folgendes gezeigt:
Sind &; und &, Lésungen von (x), so ist es auch &; + &5 . (ii)

(Diese Tatsache hingt wie (i) wesentlich davon ab, dass (x) linear ist und das ,kon-
stante Glied* (rechte Seite) in (%) Null ist; wir sprechen von einer homogen linearen
Gleichung .)

Mit den Losungen oy und f; von (x) folgt aus (i) und (ii) nun: Jede ,,Linearkombination,,
hay + kfBy, h, k reell, ist Losung von ().

T1
Sind dies alle Losungen? Fiir eine beliebige Losung & = [y | gilt 21 = 221 — by, also
21
£y T 0 1 0
&1 = (7 =10+ vy | =2 |0 +uy |1 | =m0 +yfi
2z1 — by 214 —Huy1 2 )

Damit lisst sich jede Losung von (k) als Linearkombination von «; und 3
darstellen; umgekehrt ist jede Linearkombination dieser Elemente Losung
von ().

Interpretieren wir z,y, z als die kartesischen Koordinaten von Punkten des Anschau-
Iy

ungsraumes (wir schreiben sie als Ortsvektoren), so entspricht einem Losungstripel |y,
1

15



5

nun | . Die durch die Gleichung () bestimmten Vektoren sind dann Linear-
1) a6
0
kombinationen der Vektoren d; = (entspricht o) und b = 1
CAROCS =0 AR

(entspricht f;).
Geometrisch gesehen ist also

—2r4+5y+z2z=0

die Gleichung einer Ebene
durch den Ursprung.

Es hat sich hier gezeigt, dass die
,Anleihe “ bei der Vektorrechnung
(Addition, S-Multiplikation, geo-
metrische Interpretation) wesent-
lich dazu beigetragen hat, die Lo-
sung der Gleichung (%) ,,in den Griff
zu bekommen®“. Dies héngt damit
zusammen, dass in der Menge der
Losungen sich jedes Tripel wie ein
geometrischer Vektor verhalt. For-
mal kommt dies durch die Mog-
lichkeit einer analogen Schreibwei-
se, einer analogen Definition von
Addition und S-Multiplikation so-
wie durch die Giiltigkeit ana-
loger Rechengesetze zum Aus-
druck:

Figur 1.26: Eine Ebene als Losung einer
linearen Gleichung.

Es gilt ndmlich wieder (fir alle Losungstripel «, 3, )

e Assoziativitdt der Addition: (v + ) +v = a+ (8 + 7).

0
e Existenz eines Nullelements: O := |0| (triviale Losung) mit o + O = a.
0

e Moglichkeit zur Subtraktion: Zu jedem « existiert ein —a mit o + (—a) = O.

e Kommutativgesetz der Addition: a + 8 = 5+ «

sowie

e Assoziativgesetz der S-Multiplikation: k(ha) = (k - h)a.

16



e 1. Distributivgesetz: (k + h)a = ka + ha.
e 2. Distributivgesetz: k(o + ) = ka + kf.
e Neutralitat der reellen 1: 1o = av.

Unter (i) und (ii) haben wir aufferdem bewiesen, dass Summenbildung und S-Multiplikation
nicht aus der Menge der Losungen heraus fiihrt. Alle diese Tatsachen sowie die Darstell-
barkeit der Losungen als reelle Linearkombinationen von «; und (; finden ihren Nieder-
schlag in der Moglichkeit, die Losungen geometrisch als Ebene im Raum darzustellen.

Erganzung zu (1.2) & (1.3)
(i) Skalarprodukt

Seien €7, €3, €3 Einheitsvektoren eines kartesischen Koordinatensystems des Raumes;
seien

T n
Z=| 29 und y= 11y
T3 €1,€2,E3 Ys €1,€2,€3

beliebige Vektoren des Raumes. Dann definiert man das (kanonische) Skalarprodukt
von Z und % durch?

3
Foiji= iy
i=1

Zu den Rechenregeln beachte man Aufgabe 1.2a !
Auf dem Skalarprodukt lassen wir auch folgende Begriffe , aufbauen®:

Betrag (Linge) eines Vektors: |7| = Vi 7=/} +23+22 (in Ubereinstim-
mung mit |¢;] = 1 und der geometrischen Linge der Pfeile des Vektors 7' ). 3
Orthogonalitit zweier Vektoren: 21ly: <= 7 -y =0 (insbesondere €;Lle; fiir

i # ).

Anmerkung: Man kann zeigen, dass -y = |Z||y] cos <(Z,y) gilt.

(i) Zur Ebenengleichung

Sei nun die Gleichung
a1xr1 + asxs + asrs — b (]_)

gegeben, wobei nicht alle a; Null seinen.

xrq T
Jeder Losung | x5 | ordnen wir den Punkt des Raumes mit Ortsvektor @ = | x9
3 T3/ &6

zu. Welches Gebilde beschreibt dann Gleichung (1)7?

2Dabei bezeichnet Zf;l a; die Summe aj +as +...a.
3Beweis durch zweimalige Anwendung des Satzes von Pythagoras!
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a1

Setzt man 7 = | as , so lautet (1) nun m - Z = b.
U/ e
b1
Sei p= | po Ortsvektor eines Punktes, dessen Koordinaten (1) erfiillen; solch
P3/ ies,0

ein Punkt existiert (warum?).
Wegen b = mp ( denn p'erfiillt definitionsgeméf (1) ) ist auch folgende Gleichung zu (1)
dquivalent:

(@ — p) = 0. 2)

Mit & := #—p erhalten wir 174 = 0. Ahnlich wie im Belsplel (1.3) erhahlt -man allgemein:
es existieren zwel (linear unabhanglge) Vektoren 1, y2 derart, dass my = 0 ist genau
dann, wenn § = 7 — j € Rij; + Ryg (:— {k1y1 + k2y2|k1, ks € R}). Als Losungsmenge
von (1) ergibt sich dann p'+ Ryl + Ryg, also eine Ebene F, die wegen m_L (¥ — p) fir
jedes T, das Ortsvektor eines Punktes von F ist, orthogonal zu m ist. Normiert man m
2 7= g (Lénge 1), so gilt auch 7i(Z — p) = 0.

Durch die Gleichung 7#(Z — p) = 0 mit |77] = 1 ist eine Ebene definiert.
Hierbei ist p Ortsvektor eines Punktes der Ebene, sowie 77 ein normierter
Richtungsvektor einer auf E ,,;senkrecht stehenden* Geraden.

Die Gleichung 77 = d mit d = 7ip’ (bzw. & —d = 0 oder 7i(Z — p) = 0) mit |77] = 1 heiftt
Hessesche Normalform der Gleichung der Ebene E. (Siehe auch Figur 1.27 !)

Beispiel. —3x1 4+ 2x9 — 623 = —27

-3
Esist |m|= || 2 || =vV9+4+ 36 =7, und die Hessesche Normalform der zugehori-
—6
gen Ebenen-
Gleichung lautet: —%xl + %xz — gl'g + 2—77 = 0. Die Ebene hat als Normalenvektor:
-3
1
-6/
€1,€2,€3

(iii) Vektorprodukt (Kreuzprodukt)

Neben dem Skalarprodukt ist noch eine weitere Produktbildung bei Vektoren des Raum-
es von Interesse, das Vektorprodukt. Beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems
definiert man

T n ToY3 — T3Y2
TXYy = |22 X | Y2 = | T3y1 — T1Y3
L3 €1,€2,€3 Ys €1,€2,€3 T1Y2 — L2411 €1,62,€3

Man kann zeigen, dass

18



Figur 1.27: Zur Normalform einer Ebenengleichung : ni(Z — p) = 0

e 7 X iy =0 genau im Falle der linearen Abhéngigkeit von & und 3 gilt;

e im anderen Falle ¥ x ¢/ auf der von ¥ und y aufgespannten Nullpunktsebene senk-
recht steht;

Xy

a) b)

Figur 1.28: a) ¥ x 7/ steht senkrecht auf der von Z und 7 aufgespannten Ebene.
b) Zum Fliacheninhalt des von Z und 7 aufgespannten Parallelogramms.

e die Lénge |7 x y] des Vektorprodukts gleich dem Flacheninhalt des von # und
aufgespannten Parallelogramms ist, namlich |Z x ¢] = |Z] - |y] - sin <(Z, ). (Siehe
Figur 1.28 !)

Damit ist das Vektorprodukt u.a. zur Bestimmung von Flicheninhalten, Norma-
lenvektoren und Winkelgrofen benutzbar.

Achtung: Assoziativgesetz und Kommutativgesetz sind verletzt!

1 0 0-(=5)—2-1 —2
Beispiel: [ 0 x | 1 =1 2-0-1(-5) =5 steht in
2/ ... =5/ . 1-1-0-0 /... 1 /...
€1€e2€3 €1e2€e3 €1€e2€3 1€2€3
-2 1
Ubereinstimmung damit, dass [ 5 ein Normalenvektor der von O) und
1/ 2) ...
1€2€3 1€2€3
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0
1 aufgespannten, in (1.3)(c) durch die Gleichung —2x + 5y + z = 0 beschrie-

€1E2€3

benen Ebene ist.

1.4 Losung einer homogenen linearen Differentialgleichung

Wir untersuchen die Differentialgleichung

y'(t) +4y(t) =0 ()

(y = y(t) bezeichen dabei eine reelle Funktion und y” die zweimalige Ableitung von y
nach ¢, die oft auch als §j geschrieben wird).

Anwendungsbeispiel. Ungeddampfter harmonischer Oszillator: Ein Korper der Masse m =
1 kg sei an einer Feder der Federkonstanten D = 4N/Meter befestigt. Feder- und Trag-

heitskraft seien die einzigen auf den Koérper wirkenden Kréfte.
Bei der Auslenkung y(t) aus der Ruhelage

gilt dann zu jedem Zeitpunkt ¢ fiir die riick-
treibende Kraft K = —Dy (s. Figur 1.29 1)
und damit

m-y"(t) =—D-y(t). 2
7
Geben wir t in sec, y in Meter an, so gilt 7 5

(#x) fiir die Mafzahlen. Von Anfangsbedin- |

gungen sehen wir zunéchst ab. Die Diffe- y(t) o
rentialgleichung (xx) besitzt Losungen, d.h.

zweimal differenzierbare reelle Funktionen, Figur 1.29:

die die Gleichung erfiillen. Unter Anwen- Kraft bei Auslenkung aus der Ru-
dung der Kettenregel verifiziert man, dass helage

z.B. die Funktion y; mit
y1(t) = sin 2t

eine solche Losung ist.

Um einen Uberblick iiber die Losungen zu erhalten, iiberlegen wir uns (in Analogie zu
(1.3)), wie wir gegebenenfalls aus bekannten Losungen neue konstruieren konnen.

Sei etwa y eine Losung; dann folgt aus y”(t) + 4y(t) = 0 durch Multiplikation mit
reellem £

ky" (t) + 4ky(t) = 0.

Bezeichnen wir diejenige Funktion, deren Werte fiir jedes ¢ gerade das k-fache der ent-
sprechenden Werte von y sind, mit ky, sodass also

(Fy)(t) ==k - y(t)
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und (ky)"(t) = ky”(t) fiir alle ¢ gilt, dann ist auch ky Lésung von (xx). Insbesondere
ist k1yp mit (k1y1)(t) = kp - sin2t eine Losung fiir jedes reelle ky. Ahnlich ist y, mit
y2(t) = cos 2t Losung und damit fiir jedes reelle k auch koys mit (koys)(t) = ko cos 2t.

Die Analogie zu (1.3) legt nahe, auch hier die ,Summe® y; und y, zweier Losungen 1,
und y» zu untersuchen. Dazu definieren wir die Summe von Funktionen y; und ys durch

(1 +y2)(t) =y (t) + y2(2).
Durch Addition der Gleichungen v (t) 4+ 4y;(t) = 0 und y5(t) + 4y2(t) = 0 und An-
wendung der Differentiationsregel fiir Summen ergibt sich: Sind y;, y2 Losungen von
(xx), so ist auch y; + y» LOsung.

Die Menge der Losungen von (xx) ist also abgeschlossen bzgl. Multiplikation
mit einem Skalar (,,S-Multiplikation*) und bzgl. Addition.

In Anwendung auf die bereits gefundenen Losungen (y;(t) = sin 2t und yo(t) = cos 2t)
ergibt sich: Jede Linearkombination y mit

y(t) = kysin2t + ko cos2t | ky, ko reell,
(’Superposition’) ist Losung. Es ist moglich zu zeigen dass jede Losung von (k%) diese

Form hat.

Anmerkung 1. Vorgegebene Anfangsbedingungen sondern dann Funktionen mit be-
stimmten kq, k1, aus der Menge der Losungen aus. Wegen y(0) = ko und ¢'(0) = 2k
wird z.B. die Bedingung

(i) y(0) = 0 und ¥'(0) = 0 nur durch die Funktion ¢ mit o(¢t) = 0 fiir alle ¢ (Null-
funktion) (Korper in Ruhelage) bzw.

(ii) y(0) =2 und ¥'(0) = 1 nur durch die Funktion y mit
y(t) = 3sin2t + 2cos2t = (/1 + 4sin(2t + ) (fiir tangp = 4)
(ungedampfte harmonische Schwingung) erfiillt.

Anmerkung 2. Wir vermerken, dass fiir Addition und S-Multiplikation bei Funktionen,
insbesondere bei den Losungen von (kx), entsprechende Rechengesetze wie bei den vor-
herigen Beispielen gelten, also:

Assoziativitdt der Addition

Kommutativitat der Addition

Existenz einer Null (hier Nullfunktion ¢) mit f +0'= f

Méglichkeit zur Subtraktion (Umkehrung der Addition): Zu f definieren wir
—f durch (—f)(f) = —f(t); dann ist f + (—f) = und (g + 1)+ (—f) = .
Assoziativgesetz der S-Multiplikation

Beide Distributivgesetze der S-Multiplikation

Beweis. Ubungsaufgabe

Anmerkung 3. Wie in den vorangegangenen Beispielen fillt auf, dass sich alle vorkom-
menden Vektoren als ,,Linearkombinationen” von einigen wenigen darstellen lassen. Die
Angabe solcher Erzeugenden ist ein wesentliches Beschreibungsprinzip der (linearen)
Algebra.
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1.5 Ein Code (als bindres Modell)

(a) Dualcode

Beim Dualcode werden Zahlen im Bindrsystem (Dualsystem) dargestellt. Dieses Zahl-
system verwendet statt der Zahlen 0 bis 9 des Dezimalsystems nur 0 und 1. Bei beiden
Systemen gibt die Stellung einer Ziffer in der Darstellung einer Zahl ihre Wertigkeit an
(Positionssysteme), beim Binédrsystem aber nicht als Potenzen zur Basis 10, sondern zur
Basis 2.

Beispiel. dezimal 1001 = dezimal (1-10%+0-10%+0- 10" + 1 -10°)
bindr 1001 = dezimal (1-2%+0-22+0-2' 4+ 1-2% = dezimal 9.
Die folgende Tabelle zeigt die ersten 10 Zahlen:

dezimal dual HAuffillen zu ,,Wor-
tern” der Lénge 4 (Te-
traden)
0 0-29 0 0000
1 1-20 1 0001
2 1-2140-2° 10 0010
3 1-2041.20 11 0011
4 1-2240-2'4+0-2° 100 0100
5 1-2240-241-2° 101 0101
6 1-2241-2040-20 110 0110
7 1-224+1-2V41.20 111 0111
811-2240-2240-2140-2° |1000 1000
911-2240-224+0-214+1-2° |1001 1001

Tabelle 1.1: Binére Darstellung der ersten 10 Zahlen

Bei grofteren Zahlen kann man entsprechend codieren (geschlossene Codierung) oder jede
Dezimalstelle einzeln codieren. Anmerkung: Es handelt sich hier nur um eine von vielen
Moglichkeiten der numerischen Codierung; s. auch “ ASCII-Code, “Unicode”, “UTF-8”

etc.).

(b) Dateniibertragung iiber gestérte Kanile und bindre Addition

Ein (schematisches) Beispiel einer Ubertragung iiber einen gestorten Kanal (Funkstrecke /Atmosph:
oder Kabel, Magnetband, Glasfaser etc.) zeigt Figur 1.30.

Kanal

. 3
g Codierer (OOII\JA/"\ M/\,(MDecodi er 2 g

Quelle Stérquelle Empfanger

(.Z'B' Sender. z.B. atmosphédrische
eines Satelliten) x
Stérung,

Rauschen

Figur 1.30: Schema eines Ubertragungssytems und Ubertragungsbeispiel
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die gesendete Nachricht N; =0 O
das empfangenes Signal F; =0 O
Dabei sind: der ,,Fehlervektor* FF=0 O

—lO =

1
1
O

Zur mathematischen Beschreibung des Sachverhalts setzen wir N = E @ F', wobei ,, kom-
ponentenweise” folgendermafen zu ,,addieren” ist: 4

00=0 (kein Fehler)
160=1 (kein Fehler)
0l=1 (Fehler)
191=0 (Fehler).

Die letzten 4 Vereinbarungen schreiben wir auch in der Form einer ,, Verkniipfungsta-

fel*:

D
0
1

— OO

1
1
0.

Anmerkung: Wie man sieht und wie wir weiter unten noch vertiefen werden, héngt die
Addition eng mit der Anzahl der Summanden ,,1* in einer Summe® zusammen. Ist diese
Anzahl (die sogenannte Paritit) gerade, so ist die Summe 0, andernfalls 1. Ersetzt
man daher 0 durch g (wie ,,gerade”) und 1 durch u (wie ,ungerade®) , so ergibt sich als
Verkniipfungstafel:

e P
S Qv
@ (<

Diese entspricht den bekannten Additionsregeln:

gerade plus gerade = gerade

gerade  plus ungerade = ungerade
ungerade plus gerade = ungerade
ungerade plus ungerade =  gerade

Wir kommen zu weiteren Eigenschaften dieser Addition auf {0,1} (bzw. {g,u}):
Ist die Abgeschlossenheit der Addition schon vorher ersichtlich, so erkennt man an der

Symmetrie :

der Verkniipfungstafel sofort die Kommutativitit der Addition; auch die Neutralitdt der
Null ist leicht zu erkennen. Jedes Element ist sein eigenes Inverses. Schlieklich gilt noch
das Assoziativgesetz, wie sich durch Priifen der einzelnen Fille zeigt.

4also nicht, wie bei der gewdhnlichen Addition im Dualsystem, 1 + 1 = 10, d.h. 0 mit Ubertrag 1.
Beachten Sie auch die untenstehende Anmerkung zu einer Addition auf {u, g} !
Sauch mit mehreren Summanden
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(c) Codierung zur Fehlererkennung
Mit dem Ziel, einen Ubertragungsfehler pro Wort erkennen zu kénnen, fiigen wir den
bisherigen Codewortern noch je ein Kontrollsymbol (dhnlich den Priifziffern bei Kon-
tonummern) hinzu. Dabei benutzen wir die eben definierte Addition auf {0,1} und
bilden die ,,Quersumme” der Informationssymbole (,,Paritidtskontrolle®): Anstelle von
ajasasas senden wir 1020304 a1 D ag D agz D ay.

—— ~~ -

Informationsteil Kontrollziffer

Beisprel. Fiir 0011 senden wir 0011 0.

Anmerkung. Auch hier haben wir wieder nur eine von vielen Moglichkeiten zur Codierung
herausgegriffen; der entsprechende Code heifit Paritatscode; bei ihm ist die Anzahl der
Einsen im Codewort gerade, d.h. die bindre Quersumme der Symbole gleich 0:

a1 D as ®az®ay® (a1Pas ® az ® ay) Kottt oot
= (&1 @ (ll) @ (a2 @ a2) @ (ag @ 0/3) @ (@4 @ a4) Selbstinverse
— O @ 0 @ 0 @ O Neutralitat der 0
=0

Codeworter sind daher Worter der Form ajasazasas, die die (Paritétskontroll-) Gleichung
ay BayPas®ay das=0

erfiillen (und umgekehrt). Worter, die durch Abénderung einer Komponente aus einem
Codewort entstehen, haben Quersumme 1 und sind damit als fehlerhaft zu erkennen:

Beispiel.

3 (00110) (00010) _ Fehler- B
S Cod. —l/\ ————— N-——# Decod. mel dung

Figur 1.31: Beispiel einer Ubertragung mit Fehlererkennung

(d) Weiter Strukturierung
Wir vermerken, dass wir auch zwischen den Wortern der Lange 5 aus Nullen und Einsen
eine Addition komponentenweise definieren kénnen:
Beispiel. FEs = 0 0 0 1 0

Fy = 0 0 1 0 O

No=E,®F, = 0 0 1 1 0.

Dabei iibertragen sich viele der Rechengesetze, insbesondere die von uns herausgestell-
ten: Abgeschlossenheit der Addition, Assoziativgesetz, Existenz eines neutralen Elements
(hier 00000), Existenz eines Inversen zu jedem Wort (hier das Wort selbst) und das Kom-
mutativgesetz.
Ferner ist es moglich, eine (banal erscheinende) S-Multiplikation zu definieren durch
0-W =00000 bzw. 1-W =W fir jedes der betrachteten Woérter W.
Definiert man, motiviert auch durch die Multiplikationsregeln
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gerade mal gerade = gerade

gerade mal ungerade =  gerade
ungerade mal gerade =  gerade
ungerade mal ungerade = ungerade ,

eine Multiplikation zwischen den Elementen 0(=g¢) und 1(=wu) durch folgende Ver-
kniipfungstafel:
®10 1
0]0 0
110 1,
so kann man die S-Multiplikation wieder komponentenweise ausfiihren. Fiir sie gilt neben

der Abgeschlossenheit und den beiden Distributivgesetzen auch das Assoziativgesetz
E-(l-W)=(kol)-W.

Damit ist, zumindest was die Rechengesetze betrifft, eine Analogie zwischen der eben
behandelten Struktur und den vorigen hergestellt; als neuer ,, Tatbestand “ ist nun hinzu-
gekommen, dass die Skalare nicht mehr reelle Zahlen sind (jedoch noch den meisten
der fiir reelle Zahlen giiltigen algebraischen Rechenregeln gentigen.)

Ahnlich wie in (1.3) lassen sich die Losungen der linearen Gleichung a1 ® as @ az ® aq @
as = 0, die ja Codewdrter ajasazasas ergeben, als Linearkombinationen einiger weniger
darstellen. ,Erzeugende” sind z.B. die Codeworter a; = 10001, ap = 01001, a3 = 00101
und ay = 00011. Jedes Codewort ist dann von der Form

klozl D ]{ZQOQ &P k3a3 D ]{34064 mit ]{?1, ]{?2, kg, ]C4 S {0, 1}

Es wird sich herausstellen, dass die bei jedem der obigen Beispiele herausgestellten Re-
chengesetze deren (algebraische) Struktur schon wesentlich festlegen, sodass eine ge-
meinsame Theorie moglich und sinnvoll wird. Diese Theorie ist die des (abstrakten)
Vektorraums (auch linearer Raum genannt), des Hauptgegenstandes unserer Vorlesung.
Parallel zu diesem Thema versuchen wir, unsere Sprache zu prézisieren und zu nor-
mieren. Dies wird, nach evtl. anfanglichen Schwierigkeiten, sowohl die Kommunikation
erleichtern als auch die Argumentation sicherer und nachpriifbarer gestalten.

Ubungsaufgaben:
Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie die Koeffizienten ay, ay der Differentialgleichung

Y +ay +ay =0

so, dass y; und y_; mit y;(z) = € und y_;(z) = e~* Losungen dieser Gleichung sind.
Sind dann auch die (Hyperbel-)Funktionen sinh und cosh mit
sinh(z) := % und cosh(z) = ete”

Losungen dieser Differentialgleichung?
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Anmerkung: Ohne Beweis diirfen Sie hier Eigenschaften der Exponentialfunktion ver-
wenden, u.a. die Tatsache, dass e # 0 fiir alle z € R gilt und (e*)’ = € ist.

Aufgabe 1.2 a) Zeigen Sie fiir das kanonische Skalarprodukt des Raumes:
i-b=>b-d und (i+b)-é=ad-c+b-C !

fiir alle Vektoren a, I;, ¢ des Raumes!
b) Benutzen Sie Teil a) zum Nachweis der Formel

@+ B>+ |@ — b)* = 2(|a> + |b]*) !

¢) Warum heifst die Gleichung aus b) , Parallelogrammgleichung”? Interpretieren Sie
sie elementargeometrisch mit Hilfe einer Skizze!

Aufgabe 1.3 6
Wir definieren eine Abbildung von binéren Tetraden auf bindre 8-Tupel

C:a1a90304 > A102030405060708

durch as = a1 D as;
ag = az D ay;
ar = a1 D ay;
ag = a3 D ay4.
Zeigen Sie:

1. ¢cist additiv, d.h. es gllt . c(a1a2a3a4 D b1b2b3b4> = c(a1a2a3a4) @D C(b1b2b3b4).

2. Einen Ubertragungsfehler in einer Komponente eines Wortes kann man nicht nur
feststellen, sondern sogar korrigieren.

Lésungshinweis: Schreiben Sie ajasazay in ein 2 x 2— Quadrat, und addieren Sie die
Eintrage jeder Zeile und jeder Spalte!

6 Starke Vereinfachung eines bei Magnetbindern verwendeten Codes !
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2 Zur normierten Sprache der Mathematiker

Hinweis: Inhalte dieses Paragraphen werden zum Teil in der parallelen Vorlesung "Ele-
mentare Algera/ Zahlentheorie I’ behandelt und daher hier tibersprungen.

Literatur:
Deiser, Oliver: Einfithrung in die Mengenlehre. 19.9.2018
http://www.alephl.info/?call=Puc& permalink=mengenlehrel

Deiser, Oliver: Einfiihrung in die Mengenlehre. Die Mengenlehre Georg Cantors
und ihre Axiomatisierung durch Ernst Zermelo. Springer. Berlin 2002.

Loomis-Sternberg: Advanced Calculus (Einleitung). https://archive.org/details/
LoomisL.H.SternbergS. AdvancedCalculusRevisedEditionJonesAndBartlett

Gebraucht erhaltbar:

Halmos, P.R.: Naive Mengenlehre, Gottingen 1968.

Felscher, W.: Naive Mengen und abstrakte Zahlen I, Ziirich 1978.

Warlich,L.: Grundlagen der Mathematik fiir Studium und Lehramt 1. 1996/ 2006.

2.1 Naive Logik

(a) Aussagen und Aussageformen

Mathematische Aussagen sind sprachliche Gebilde, denen entweder der Wert ,, wahr
(w) oder der Wert ,falsch* (f) zu, geordnet werden kann. Eine andere Moglichkeit soll
es fiir eine Aussage nicht geben (,tertium non datur, Zweiwertigkeitsprinzip).

Beispiel.
4 ist eine gerade Zahl (w)
44+3=6 (f)
442=06 keine Aussage

Sprachliche Gebilde mit ,,Variablen® (,,freien Variablen “, s.u.), die nach Ersetzen dieser
Variablen in Aussagen (egal, ob wahr oder falsch) iibergehen, heifen Aussageformen
(Pradikate oder Formeln der Aussagenlogik).
Beispuel.
44+ x =6 und x ist natiirliche Zahl (Gleichung !)
T #x
T <y
sind Aussageformen.
Meist wird auch die Menge der Elemente, die man fiir die Variablen einsetzen will und
kann, der Grundbereich M der Aussageform, angegeben. Ist A(z) eine Aussageform in
der nur die Variable  vorkommt (z.B. A(x) : 44 2 = 6 mit Grundbereich N der Menge
der natiirlichen Zahlen), so erhalten wir also durch Ersetzen von = durch ein Element des
Grundbereichs (z.B. durch 5) eine Aussage (z.B. A(5) : 445 = 6), die dann wieder einen
Wahrheitswert besitzt (hier: falsch). (Ist A(z) Gleichung, so heifst z; aus M Losung,
falls A(xy) wahr ist).
Da Aussageformen durch jede Ersetzung in Aussagen iibergehen, kann man mit ihnen
meist hantieren wie mit Aussagen (s.u. Teil (c)).
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(b) Quantoren
Die oben beschriebene Einsetzung von Elementen in eine Aussageform ist nur eine Mog-
lichkeit, von einer Aussageform zu einer Aussage zu gelangen. Eine weitere ist es, die
,Erfillbarkeit* einer Aussageform zu betrachten:

,Es existiert (mindestens) ein x aus M mit der Eigenschaft, dass A(z) wahr ist.”

Dies ist dann wieder eine Aussage mit Wahrheitswert ,,wahr oder ,falsch”, eine soge-
nannte

Existenzaussage.

Sprech- und Schreibweise: Es existiert ein x aus M mit A(x);

ex. x € M : A(x);

dr e M : A(z) |,

Beiuspiele:

(i) Es existiert eine natiirliche Zahl x mit 4 + = = 6, kurz

JreN:442=6 (Wahrheitswert w)
(i) IreN:z#ua (Wahrheitswert f)
Anmerkungen.

1.) In , 3z : A(z)* kommt zwar noch eine Variable = formal vor, jedoch ist es nicht
mehr erlaubt, ein Element des Grundbereichs einzusetzen. Wir sprechen von einer
gebundenen Variablen

2.) Die Sprechweise ,es existiert ein“ bedeutet stets ,es existiert mindestens ein; exi-
stiert ein x € M mit A(z), aber keine zwei verschiedene in M, so sagen wir: ,es
existiert genau ein x € M mit A(z)“, kurz 312 € M : A(z) bzw. 3! © € M oder

\./xeM : A('T)

Eine weitere Aussage mit gebundener Variablen ist die Allgemeingiiltigkeitsaussage fiir
einen Bereich M (All-Aussage): ,,Fiir alle z aus M gilt: A(x) ist wahr*.

Sprech- und Schreibweisen: Fiir alle z aus M gilt A(z);
fa.x e M : Ax) ;

A(x) fa.z e M ;

Ve e M: Ax)
N Alz).

zeM

Beispiele.

VeeN:4+2=06 (Wahrheitswert f)
VeeN:z>0 (Wahrheitswert w)
VeeR:x>0 (Wahrheitswert f)

Hierbei bezeichnet R die Menge aller reellen Zahlen.
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An dem Beispiel zeigt sich die Wichtigkeit des Grundbereichs M fiir den Wahrheitswert
einer All-Aussage.

Enthélt eine Aussageform A(z,y, ...) mehrere freie Variable, so kénnen diese durch ent-
sprechend viele Quantoren gebunden werden; dabei ist jeder Quantor auf die hinter ihm
stehende Aussage bezogen; gegebenenfalls verdeutlicht man den Wirkungsbereich durch
Klammern.

Beispiel. VieN:VyeN:z+y=y+=x (w) .

Aufer bei gleichen Quantoren ist unbedingt auf die Reihenfolge zu achten:

Vee N:JyeN:x <y (w) (zB. y=xz+1)
aber JyeN:VzeN:z<y (f) (zB. z=y+1>yfa. yeN).

Jedoch darf man zwei hintereinander stehende Allquantoren vertauschen, also von
Ve € My : Yy € My : Ax,y) Al Yy € My Vo € My : A(x,y)

iibergehen. Entsprechendes gilt fiir zwei hintereinander stehende Existenzquantoren.
(c) Junktoren

1. Negation einer Aussage , non A.
Beispiele. (i) A:4+3=T7 (w)
—A44+3#7 (£)7
i) AFreR:22=-1 (f)
—A:VreR: 2% # —1 (w).
Der Zusammenhang zwischen Wahrheitswert einer Aussage und dem ihrer Negation lésst
sich in einer Tabelle (Wahrheitstafel) darstellen:

Al -A
w| f
| w

Umgekehrt prézisiert diese Wahrheitstafel den Begriff ,Negation“, zumindest was sein
Verhalten bzgl. des Wahrheitswertes angeht.

2. Das logische ,,und“ [A A B|,A und B

Auch diese logische Verkniipfung beschreiben wir ganz formal durch eine Wahrheitstafel:

A|B|AAB

X Vg va AN B ist also nur wahr, wenn sowohl A als
f|w f auch B wahr sind.

f|f f

THierbei ist a # b eine Abkiirzung fiir —(a = b).
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Beispiele. (44+3=T)A(Vz € R:2*>0) w) ,

(4+3=6)A(Vz € R:2%?>0) (f) .
Auch die Bildung der Aussageform A(z,y,...)A B(x,y,...) ist sinnvoll (Beispiel: Glei-
chungssysteme).

3. Das logische , oder* [AV B], A oder B

A|B|AVB AV B ist also nur wahr, wenn mindestens
w | W w eine der beiden Aussagen A, B wahr ist.
w | f w (Dieses ,,oder “ entspricht dem lateinischen
f|w w vel, dessen Anfangsbuchstabe zum Zeichen
f]f f V fiihrte.)
o 443=7)V(VzeR:22>0 W) ,
Beispiele. E4 +3= 6; V E‘v’x eER:2*> 0% Ew; .

4. Wenn — dann (Subjunktion)

Sprechweisen: ,,Wenn A, dann B“.
,,A ist hinreichend fiir B“.
,,B ist notwendig fiir A“.
,Aus A folgt B, (wobei hier , folgt* nicht inhaltlich, sondern
rein formal gemeint ist).
Der Wahrheitswert der Aussage A = B fiir Aussagen A und B wird definiert durch

Al B| A= B

X Y va } aus Wahrem folgt nur Wahres.
f

f v;/ X } ,Ex falso quodlibet®.

Wir verwenden das Zeichen ,,= auch zwischen Aussageformen
A(z,y,...) = B(x,y,...) (Implikation).

Wenn fiir jede Einsetzung aus dem Grundbereich A(z,y,...) = B(z,y,...) wahr ist,
spricht man von einer Folgerung. Aber auch fiir umgangs- oder metasprachliche Herlei-
tungen benutzt man das Zeichen ,,=“ und spricht ebenfalls von einer Folgerung. (In der
mathematischen Praxis unterscheidet man meist nicht zwischen ,,Subjunktion”, , Impli-
kation“ und ,,Folgerung*.)

Bei der oben-stehenden Wahrheitstafel fiir A = B sind die beiden letzten Zeilen beachtenswert. Besagen
sie doch, dass ein Schluss formal richtig ist, wenn er von einer falschen Aussage ausgeht (Bsp. 9 =5 =
14 = 14 (w)). Jedoch ist diese Vereinbarung nicht abwegig. So wird z.B. der umgangssprachliche Satz
(Aussageform mit Zeitvariable)

, Wenn es regnet, werden die Strafen nass. “
als giiltig anerkannt, unabhéngig davon, ob es gerade regnet oder ob die Strafen gerade nass sind. Auch
ist es sinnvoll, die Aussage

VeeR:(Br+1=4=2>=1)

als wahr anzuerkennen, obwohl z.B. fiir x = —1 aus einer falschen Aussage eine wahre impliziert wird
und fiir x = 3 aus einer falschen Aussage eine falsche impliziert wird.
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Damit bleiben die bekannten Umformungsregeln fiir Gleichungen richtig, auch wenn man von einer
falschen Aussage ausgeht:

9=5 (f)
9-7=5-7
9O-7=(-77>
92_-2.9.7472=52_92.5.74+ 72

92 —52=2-7(9-5) |:(9—5)
9+5=2-7
14 =14 (W)

Aus der Tatsache, dass man aus einer Aussage A durch logische Schliisse (formaler oder inhaltlicher Art)
eine wahre Aussage B hergeleitet hat, folgt nicht die Richtigkeit der Aussage A. (Man kann heuristisch
so vorgehen, muss dann aber die Schliisse umzukehren versuchen, also zeigen, dass aus B die Aussage

A folgt. Auf die Richtung kommt es an!) +

5. Genau dann —wenn |A & B (Abkiirzung fiir (A = B) A (B = A))
Sprechweisen: A gilt genau dann, wenn B;

A ist notwendig und hinreichend fiir B;

A gilt dann und nur dann, wenn B gilt.

A|B| A& B
w | w w
w | f f
f|w f
f|f W

(Entsprechend definieren wir A(z,y,...) < B(z,y,...), wenn fiir jede Einsetzung aus
dem Grundbereich A(z1,y1,...) < B(x1,y1,...) wahr ist).

Anmerkung. Um Klammern zu sparen, vereinbart man
< trennt starker als ,,=, A, V, =,

, =" trennt starker als , A, V, =" und

A\, V¢ trennt starker als ,,—.

(d) Einige allgemeingiiltige Gesetze fiir Aussagen (Tautologien)
Folgende Aussagen haben stets den Wahrheitswert (w) :

2.1.1 stets (w) Méglichkeit zur Fallunterscheidung
Beweis. (Formal-logisch mit Hilfe einer Wahrheitstafel.)

A ‘ -A ‘ AV -A

w | f w

f | w w ,tertium non datur n
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A=

z2—

2.1.2 |[AA A ist immer falsch. | Satz vom Widerspruch
Beweis. A ‘ -A ‘ AN-A

w| f f

f| w f
Ahnlich beweist man: 0
213 |-(-A) < A Satz von der doppelten Verneinung
2.14 (A= B) & (-B= —-4) Kontraposition
215 |[[A=B)A(B=0C)]= (A= C) Transitivitat
2.1.6 |~(AV B) < (-AA-B)

Schlussbemerkungen: Die obigen Gesetze lassen sich schon von der Form her als wahr
erkennen. Solche formal-logischen Schliisse sind von den inhaltlich begriindeten” logi-
schen Schliissen, zu unterscheiden, fiir die wir allerdings, wie schon angedeutet, ebenfalls
das Zeichen ,,=* benutzen werden. Tiefer-greifende Untersuchungen bleiben Vorlesungen
iiber Grundlagen der Mathematik vorbehalten.

2.2 Mengen und Elemente

Der in der Mathematik verwandte Begriff ,Menge* unterscheidet sich von dem umgangssprachlichen
(mehr quantitativen).

Beispiel (Mengen im mathematischen Sinne).

Die Menge der am 1. Oktober 2006 an der FU immatrikulierten Studenten.

Die Menge N der natiirlichen Zahlen.

Die Mengen @, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Die Menge aller zu einem gegebenen Pfeil vektorgleichen Pfeile der Ebene (Vektor).

Wie lasst sich der Begriff ,Menge* prézisieren? Nach Cantor (1845-1918) ist eine Menge eine ,,Zusam-
menfassung von bestimmten wohl-unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen.“

Diese Beschreibung ist jedoch zu unprézise. Uneingeschrankte Erzeugung von Mengen fiihrt zu Wider-
spriichen (s.u.)®. Eine erfolgreiche Prizisierung ist erst im Rahmen der axiomatischen Logik mdglich.
Wir werden im folgenden naiv vorgehen und nicht definieren, was eine Menge ist, sondern lediglich

einige Eigenschaften anfiihren.

Die Objekte, mit denen wir uns beschéftigen, bezeichnen wir durch Symbole, z.B. durch
Buchstaben oder Ziffern. Dabei diirfen auch verschiedene Symbole dasselbe Objekt dar-
stellen.

Beispiel. % und % bezeichnen dieselbe rationale Zahl: % = %. Dabei bedeutet a = b, dass
die Symbole a und b dasselbe Objekt reprisentieren (Identitét, Gleichheit der Objekte).

8Eine Analogie zu Problemen der Mengenbildung weist folgendes Beispiel auf: Der Katalog aller Biicher
ist selbst ein Buch und miisste in sich erfasst sein; dann géibe es ein weiteres Buch.
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Anmerkungen.

1. Es sind auch die Schreibfiguren % und % als Objekte denkbar; und diese sind dann
verschieden. Die Angabe von Symbolen allein reicht also nicht aus, vielmehr muss
jeweils feststehen (ausgesprochen oder unausgesprochen), welche Symbole das selbe
Objekt darstellen, fiir welche Symbole a und b von Objekten also a = b und fiir
welche a # b gilt.

2. Von der Gleichheitsbeziehung erwarten wir, dass sie folgende Eigenschaften besitzt:
rT=1a
rT=yYySyY==2x fiir alle Symbole z, y, 2.
T=YANy=z2=>c=2

3. Esist zweckmiRig, bestimmte Gesamtheiten von (Einzel-) Objekten als neue Objekte anzusehen;
diese neuen Objekte heiffen Mengen, die Einzelobjekte, aus denen eine Menge besteht, heiften
Elemente der Menge. Wie oben gesagt, ist die Beschreibung jedoch zu unprézise fiir eine Defi-
nition. Sie soll uns nur als anschaulicher Hintergrund dienen. Wir fahren daher folgendermafen
fort:

Gewisse Objekte sollen Mengen heifsen. Zwischen einem Objekt x und einer Men-
ge A kann die Beziehung
x ist Element von A,

in Zeichen , bestehen. (Negation: x ¢ A).

2.2.1 Grundeigenschaft der Element-Beziehung (Extensionalitatsaxiom)

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben. Fiir
Mengen A und B gilt also:

A=B&Vr:(r e Asx e B)

Anmerkung. Diese Eigenschaft préazisiert die Elemente-Beziehung mit Hilfe der Gleich-
heit, die ja zwischen Objekten schon gegeben ist. Umgekehrt ldsst sich mit ihrer Hilfe
die Gleichheit von Mengen bei Kenntnis ihrer Elemente nachpriifen.

Folgerung aus (2.2.1): Eine Menge ist durch Angabe ihrer Elemente vollstindig
bestimmt (z.B. durch Aufzihlen ihrer Elemente, wobei es auf die Reihenfolge nicht
ankommt. )
Schreibweise: A = {a,b,c,...}. Beispiele.

e Die Menge aller Primzahlen zwischen 1 und 12: {2,3,5,7,11}.

o {2,4,6,8} = {6,4,8,2}.

e Die Menge aller durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen ist gleich der Menge aller
natiirlichen Vielfachen von 2.

e Die Menge aller (natiirlichen) Teiler von 8 ist Ty = {1, 2,4, 8}.
33
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Anmerkung (1). Dass umgekehrt durch konkretes Aufzéhlen von Elementen eine Menge
beschrieben wird, ist nicht selbstverstéandlich, es folgt jedoch aus der folgenden Grund-
eigenschaft ,,Paarmengenaxiom* und der spéter geforderten Moglichkeit der Bildung
von ,,Vereinigungsmengen*.

2.2.2 Paarmengenaxiom

Sind @ und b Objekte, so gibt es eine Menge C' mit
Vd:(deC&d=aVvd=0D)

(Schreibweise: C' = {a,b})

Anmerkung (2). In Ubereinstimmung mit der von der Gleichheit von Objekten er-
warteten Eigenschaften ergibt sich (aus den Eigenschaften der doppelten Implikation
(2.1 ¢b)) fiir alle Mengen A, B,C

A=A Reflexivitét (3)
A=B=DB=A Symmetrie (4)
(A=BAB=C)=A=C Transitivitdt  (5)

Graphische Veranschaulichung von Mengen im sogenannten Venn-Diagramm:
Beispiele.

Figur 2.1 a: Venn-Diagramm zu N C 7 Figur 2.1 b: Venn-Diagramm von 7Tg
und Ty ( mit T, gleich der Menge der
nattirlichen Teiler von n).

2.2.3 Definition: Inklusion
Sind A und B Mengen, und ist jedes Element von A Element von B, so heift
A Teilmenge von B

bzw. B Obermenge von A; in Zeichen A C B bzw. B D A. Also:
ACB&Vr:(reA=2x€ B)|.
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Beispiel. N C 7Z

Venn-Diagramme:

ACB A¢ B

Figur 2.2: Beispiele von Venn-Diagrammen zur Teilmengenbeziehung

Ist AC B und A # B, so heiftt A echte Teilmenge von B. Schreibweise: A ; B.

2.2.4 Eigenschaften der Inklusion
Fiir alle Mengen A, B, C gilt:

ACA Reflexivitét (6)
(ACBABCA)=A=B Antisymmetrie  (7)
(ACBABC(O)=ACC Transitivitét (8)

Beweis der Antisymmetrie.
Aus ACBeVr:(reA=rxeB)und BC A& Ve (x € B= x € A) ergibt sich

(ACBABCA)

sVe:(rteA=zxe€B)AVr: (r € B=xc€ A) Einsetzen
Eigenschaften des
sVre:[(reA=ze€B)AN(r € B=x€ A Allquantors  (hier

ohne Beweis)
eVe:(re AsxeB)
< A=1B (2.2.1) .

Beweisen Sie (6) und (8)! O

Anmerkung. Eine wichtige Methode, die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen, besteht
nach (2) in dem Nachweis, dass jede in der anderen enthalten ist. (Nachweis der dop-
pelten Inklusion).

Die Angabe einer Teilmenge C' von A erfolgt meist nicht durch Aufzédhlen der Elemente
von C, sondern durch Angabe von Eigenschaften, die allen Elementen von C', aber keinen
weiteren Elementen von A zukommen.
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Beispiel. Die Menge P aller natiirlichen Primzahlen: Ist T'(x) die Aussageform. ,x ist
Primzahl“, so ist P die Menge fiir die gilt:

Ve:[zeP & (xe NAT(2))].

Man kénnte nun meinen, dass sich mit Hilfe von Aussageformen beliebige Mengen bil-
den lassen. Fiir Teilmengen wollen wir dies als weitere Grundeigenschaft des Mengen-
Begriffes (also einer Eigenschaft, die wir mit dem Begriff ,, Menge* verbinden, aber nicht
beweisen kénnen) fordern:

2.2.5 Erzeugungsprinzip fiir Teilmengen (Aussonderungsaxiom)

Sei A eine Menge und 7'(x) eine Aussageform, zu deren Grundbereich die Elemente von
A gehoren. Dann gibt es eine Teilmenge C derart, dass fiir alle x gilt:

reC&re ANT(2)].

Schreibweisen: C={z:2€ ANT(x)}  oder
C={recA:T(x)}

Beispiel. A=N, T(x) e 2> —2—-2=0

Li={reN:2?—2—-2=0)} (Lésungsmenge der Gleichung z*> — z — 2 = 0 iiber N)
(Anmerkung: Aus der Theorie der quadratischen Gleichungen iiber R wissen wir, dass
22 —x — 2 = 0 dquivalent ist mit x =2V x = —1. Wegen —1 ¢ N und N C R gilt dann

L, ={2}.)

Denken wir an ,,unlésbare Gleichungen! Nach den Grundeigenschaften der Gleichheits-
beziehung geht z.B. = # x (als T'(x)) bei keiner Einsetzung in eine wahre Aussage tiber.

2.2.6 Hilfssatz:

(a) Die Teilmenge |0 :={x € A:x #x}| von A enthilt kein Element. Es gilt also:
Vo :x ¢ Dy

Ist F'(x) irgendeine Aussageform, so gilt fiir jedes « des Grundbereichs:

z €0y = F(z); denn x € (4 ist stets falsch (vgl. (2.1)c4).

Ist B eine zweite Menge, so folgt daher Va : (x € 04 < = € 0p). Nach (2.2.1) heifit
das:

(b) Fiir alle Mengen A, B gilt: .

() 4 ist also unabhéngig von A. Es gibt nur eine Menge ,,ohne Elemente®. Wir nennen
sie die leere Menge.

Schreibweise: ) (=04 = 03p). Fiir sie gilt:
(c) und
(Q)c?) fiir jede Menge A.



Anmerkung: URL zur ,leeren Menge* : www.mathematik.de/fuenfminuten

,13. Die Existenz der leeren Menge macht Sinn.“
Wir haben ein Verfahren kennen gelernt, mit Hilfe von Aussageformen aus einer Menge

neue (Teil-) Mengen zu bilden (auszusondern). Die Beschrankung auf Teilmengen ist
dabei von Bedeutung; entgegen ersten Vermutungen kann eine Verallgemeinerung zu
Widerspriichen fithren. Als Beispiel dafiir sei die Antinomie von B. Russel angefiihrt:
Die Bildung A = {z : © ¢ z) ist nicht erlaubt: Denn die beiden (einzigen) Fille
AcA(=A¢ A)und A ¢ A(= A € A) fithren zu Widerspriichen.

Schon im alten Griechenland war bekannt: Wenn sich Aussagen auf sich selbst beziehen kénnen, kommt
es eventuell zu Problemen Ein Beispiel ist die Aussage: ,, Ich liige. “ (Warum ?)

Bekannt ist auch das ,,Paradoxon des Dorfbarbiers*. Dieser Barbier hat sich darauf spezialisiert,
alle Manner des Dorfes zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren, und auch keine anderen. Was ist aber
dann mit ihm selbst ?

Siehe auch folgende URL: www.mathematik.de/fuenfminuten

2.2.7 Definition der Mengenoperationen U, N

Seien X, Y Teilmengen einer Menge M.

(a) XUY :={z:2€ XVzeY} heilt Vereinigungsmenge von X und Y.

(b) XNY ={z:2€ XAz€Y} heifst Schnittmenge von X und Y (Durchschnitt).

XUY XNy
Figur 2.3: Venn-Diagramme zu Vereinigungs- und Durchschnitsmenge.

Beispiele.
1) X=Ts=1{1,2,4,8} N XUY = {1,2,3,4,6,8}
Y =Ts={1,2,3,6} Xny = {1,2} .
2) Seienle{B] :m,yG]R/\Qx—Sy:O} und ng{[ﬂ :m,yGR/\x—l—yzl}.

Dann ist =L1NLy, = {[ﬂ :a:,yElR/\Q:E—?)y:O/\x—i—y:l} Losungs-

menge des Gleichungssystems

2 — 3y = 0
r + y = 1L
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Anmerkung: Zur Existenz der Menge { [ﬂ LT,y € R} s. (2.2.11) !

3) X =G (Menge der geraden Zahlen) » = XNY =0.
Y = {1,3,9)

Anmerkung. a) Vereinigung und Durchschnitt von Teilmengen von M existieren auf-
grund des Aussonderungsaxioms. Fiir beliebige Mengen werden wir die Existenz der
Vereinigungsmenge spater fordern.

b) Falls X NY = () gilt, nennen wir X und Y disjunkt.

2.2.8 Eigenschaften von Vereinigung und Durchschnitt von Teilmengen

Seien X, Y Teilmengen von M. Dann gilt:

(a) Kommutativitét:
XUY =YUX| Xny=vYnXx
Beweis-Andeutung: Beweis ...
Es gentigt, X UY C Y U X zu zeigen;
(warum?).
VezeM:(ze XUY =z2eXVzeY =
ze€YVzeX=2eYUX)? Bewelis ...
(b)  Assoziativitét:
XUulYuZzZ)=(Xuy)uz XNYNnzZ)=(XnY)nZ
Beweis ... Beweis ...
(c) Distributivitét:
XNYUuzZ)=(XnY)u(XnZ) XUl nNzZ)=(XUuY)n(XuZ2)
Beweis ... Beweis . ..

2.2.9 Definition und Eigenschaften von Differenz und Komplement

(a) Definition Differenz: Fiir Mengen XY definieren wir (siehe Figur 2.4 !):
X\Y ={zeX:2¢Y}.

(b) Definition Komplement (Spezialfall von (a)):
Im Falle Y C X heifft X \ Y Komplement von Y in X, in Zeichen CyY.

9Den Beweis von AV B = BV A fiir Aussagen A, B fiihrt man mit Hilfe einer Wahrheitstafel!
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XNY

Figur 2.4: Venn-Diagramm zur Mengendifferenz

Y
\eX
Figur 2.5: Venn-Diagramm zum Mengen-Komplement (xY

(¢) Zuriickfiihrung der Differenz-Bildung auf die Komplementbildung;:
X\Y =Cx(XNY).

(d) Definition Symmetrische Differenz
Fir A, B C X definiert man:
AAB:=(AUB)\ (AN B).

(e) Regeln von de Morgan: Fiir Y, Z C X und C = Cx gilt:

CCy) =Y ZCY 0y clCz
Cvuz)=CvrnCz| ClynZz) =Crulz

Beweis ...
Ohne auf Widerspriiche zu stofsen, fordern wir als weitere Grundeigenschaft, dass fol-
gende Bildungen zu Mengen fiihren:
2.2.10 Bildung der Potenzmenge (Potenzmengenaxiom)

Zu jeder Menge A existiert die Menge!”

©(A) :={X : X Teilmenge von A}

10 Anmerkung: Wir verwenden diese Schreibweise, auch wenn hier nicht aus einer umfassenden Menge
ausgesondert wird.
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©(A) heifst Potenzmenge von A.

Beiuspiele:
(i) A={a} (einelementige Menge)= p(A) = {0, A}.
(i) A= {a,b} = p(A) = {0,{a}, {0}, A}.

Anmerkung. 1.) Stets gilt ) € p(A), A € p(A) sowie {z1} € p(A), falls z; € A.
2.) Beachten Sie auch Aufgabe 5.2 !

2.2.11 Bildung eines kartesischen Produktes zweier Mengen

(a) Seien X und Y Mengen. Zu Elementen x und y mit z € X und y € Y kénnen wir
ein neues Objekt bilden, das
geordnete Paar (x,vy).

Néher beschrieben werden die geordneten Paare durch eine Bedingung fiir die Gleich-
heit:

(z,9) = (7,9) & (=T ANy =79)|
Anmerkung: Es ist moglich (z,y) als Menge {{z}, {x,y}} zu definieren.

(b) (Grundeigenschaft: vgl. dazu aber die Anmerkung nach (2.6.1): Es existiert die Men-
ge aller geordneten Paare (z,y) mit 2 € X und y € Y/, sie heifst ,,das kartesische
Produkt” von X und Y; in Zeichen:

XxY :={(z,y):x e X NyeY}|

Beispiele:
1.) Fir X ={1,2} und Y ={1,2,3} ist
X xY ={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}.

Tabellarische Darstellung: x\V| 1 2 3
N ORI
> e @)@
2) Fir X,;)YCR ist X xY CRxR=R? (S.Figur 2.6 !)

1YER

B S --o- > XER
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Figur 2.6: Veranschauung eines Beispiels zu X x Y.

Anmerkungen.

a) Bei einer zweielementigen Menge kommt es auf die Reihenfolge der Angabe der
Elemente nicht an:

{z,y} ={y,z};

anders jedoch bei einem geordneten Paar:

r#y = (v,9) # (y,7).

b) (z,y) e X xY e (zre X AyeY).
c) X2:=XxX.
d) XxYxZ:=(XxY)xZ; also(x,y,z):=((z,v),2).

e) X3:=XxXxX.

Anmerkung: Die behandelten Prinzipien orientieren sich an dem Axiomensystem von
Zermelo und Fraenkel (ZF).

2.3 Relationen

Mit Hilfe von Paaren lassen sich Beziehungen, die zwischen den Elementen zweier Mengen bestehen,
formal beschreiben:
Seien z.B. X ={a,b,c,d} eine Menge von Personen und
Y = {s,t,u} eine Menge von Vereinen.
Die Mitgliedschaftsbeziehung léasst sich dann u.a. in Form einer Tabelle angeben, z.B.:

s|t]u (Hier ist also
a X | X a Mitglied der Vereine s, t, u
b | x b Mitglied des Vereins s
c X | X c Mitglied der Vereine t, u
d d Mitglied in keinem dieser Vereine.)

Ein Vergleich mit der tabellarischen Darstellung bei der Bildung des kartesischen Produktes legt auch
folgende Beschreibungsform nahe: Angabe der ,auftretenden® Paare, d.h. derjenigen Paare (x,y) in
X x Y, fir die gilt: z ist Mitglied von y.

Hier erhalten wir die Paare:

(a,s), (a,t), (a,u), (b, s), (c,t), (c,u).

Der beschriebene Sachverhalt lasst sich auch als ,,Zuordnung” interpretieren, was zu Darstellung der
Figur 2.7, einem ,,Pfeil-Diagramm®, fiihrt.
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Figur 2.7: Beispiel eines Pfeil-Diagramms

2.3.1 Definition: Relation

Seien X, Y Mengen, sei R C X xY. Dann heift (R, X,Y") zweistellige Relation zwischen
X und Y. Die Menge R heifst Graph der Relation.

Anmerkung. Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, sprechen wir auch von R
allein als Relation zwischen X und Y (bzw. im Falle X =Y als Relation auf X ).

Ist p = (R, X,Y) Relation, so benutzen wir folgende Schreibweise:

rpy:& (r,y) € R| firze X,yeY.

(x steht in der Relation p zu y).
Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, benutzen wir auch die Schreibeise z Ry.

Moglichkeiten der Veranschaulichung einer Relation p = (R, X,Y') u.a. durch

(a) Hervorhebung der Elemente von R im Diagramm von X x Y (Darstellung des
Graphen von p);

(b) Verdeutlichung der Zuordnung mittels Pfeilen zwischen den Elementen von X und
denen von Y in den entsprechenden Venn-Diagrammen (Pfeil-Diagramm zu p):

o e bedeute dabei zpy !

Beispiel (1). Seien X =Y =Ty := {x € N : z ist Teiler von 6} = {1,2,3,6} und

R:={(z,y) € Ts x Ty : x ist Teiler von y}
={(1,1),(1,2),(1,3),(1,6),(2,2),(2,6),(3,3), (3,6), (6,6)};

dann heifst (R, Tg,Ts) Teilbarkeitsrelation auf Tg.
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Figur 2.8a: Zu Beispiel (1):Darstellung des Graphen

Figur 2.8 b Pfeil-Diagramm zu Bsp. (1).
(Ahnlich ldsst sich eine Teilbarkeitsrelation auf anderen Teilmengen von N definieren.)

Beispiel (2). Sei X =Y =R und R := {(z,y) € R x R: 2 < y}. Die (hier nicht genau
definierte) Relation <= (R, R, R) heift natiirliche Ordnungsrelation auf R.

Figur 2.9: Teildarstellung des Graphen der Relation <

Das Pfeil-Diagramm ist, auch ausschnittsweise, nicht darstellbar.
Beispiel (3). Seien A eine beliebige Menge und X =Y = A; dann heifst

Ap={(r,y) e AxA:z =y}
Diagonale von A x A. (Beachten Sie z.B. die Darstellung in einer Tabelle wie auf Seite
40 ! Welche graphische Darstellung hat Ag ?)
Die Relation idy := (A4, A, A) heifst Gleichheitsrelation oder auch Identitéit auf A;
denn

ridy y& x=y.

Wie sieht das Pfeil-Diagramm von id4 aus?

2.3.2 Definition: Umkehrrelation

Sei p = (R, X,Y) Relation. Dann heift die Relation p~! := (R7',Y, X) mit R~! :=
{(y,x) €Y x X : (x,y) € R)} inverse Relation oder Umkehrrelation von p. (Andere
Schreibweise: p~.)
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A=

Also:

(z,y) € R< (y,7) € R 'baw.|xpy < yp ‘x|

Beispiele
e Umkehr-Relation von ,,<“ (siehe Beispiel 2 oben) ist ,,>*.

e Umkehr-Relation der Relation ,,ist Teiler von* auf N ist die Relation ,,ist Vielfaches
von‘ auf N.

e Umkehr-Relation der Relation ,,C* auf p(X), ist ,2“.
° (idA)il =1idy

Bestimmen Sie (p~!)~!!

Im Folgenden sei M eine Menge und X =Y = M; unter den Relationen auf M spielen
zwei Typen eine fundamentale Rolle: die Aquivalenzrelationen und die Ordnungsrelatio-
nen; sie sind gekennzeichnet durch, Gesetzméfigkeiten, die uns bei Gleichheitsrelationen
bzw. bei den Relationen ,<“ auf R bzw. ,C* auf p(A) schon begegnet sind.

2.3.3 Definition: Aquivalenzrelation

Sei M Menge, p Relation auf M. Dann heit p Aquivalenzrelation auf M, wenn gilt:

(1) Reflexivitit  zpx
(2) Symmetrie TPy < Ypr fa. z,y,z€ M.
(3) Transitivitdt (zpy A ypz) = xpz

Schreibweisen: Fiir eine Aquivalenzrelation verwendet man oft die Symbole ~
(also x ~ y), oder &~ oder =, um damit die Ahnlichkeit zur Gleichheitsrelation zu
betonen.

Beispiele. idys ist Aquivalenzrelation auf M.

Die Vektorgleichheit ist Aquivalenzrelation auf der Menge der Pfeile der Ebene.

Die Kongruenz von Figuren der Ebene ,, = * ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel. Auf M = 7 (Menge der ganzen Zahlen) definieren wir nach Auswahl eines
festen m € N eine Relation ,, =* durch

r=yedteZ:x—y=t-m (& mteilt (z—y)).

= ist dann Aquivalenzrelation auf Z (nachpriifen!).

Bezeichnung: Kongruenz modulo m

Prézisere Schreibweise: x =y (mod m) oder auch nur x =y (m).

Anmerkung:

Haben die ganzen Zahlen x und y den gleichen Rest r bei Division durch m, existieren
also t; und ¢y mit = t;m + r und y = tam + r, so folgt ebenfalls x = y (mod m).
Umgekehrt haben modulo m kongruente Zahlen den gleichen (nicht-negativen) Rest
(kleiner m).
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2.3.4 Definition: Aquivalenzklasse

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heifit fiir jedes a € M die Menge
la] :={beM:b~a}

die Aquivalenzklasse von a, und a ist ein Reprisentant von [a].

Beispiele.
(a) Fiir die Aquivalenzrelation ,Kongruenz mod 2 “ gilt mit a:=la] zB.
1=[1]={r€Z:zungerade } ={...,-3,-1,1,3,5,...} =-3=3=-5=5...

=
I

O={reZ:zgerade } = —2=2=—-4=4=_..

(b) Aquivalenzrelation Vektorgleichheit: [%@] = Vektor mit Représentant AB

2.3.5 Satz

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann gilt fiir die Menge M/ ~:= {[a] : a € M} der
Aquivalenzklassen:

(i) a €[a] firalleae M ;

(ii) [a] # b = [a]N D] =0 fir alle [a], [b] € M/ ~.

Die Menge der Aquivalenzklassen M/ ~ bildet eine Partition von M.

Dabei definieren wir den Begriff Partition folgendermafien:

2.3.6 Definition

T C (M) heift Partition (Faserung, disjunkte Zerlegung), wenn gilt:
(1) Vee M3TeT :xeT (Uberdeckungseigenschaft)
(2) VI, T, €T : (T #Ty = TiNTy =0) (paarweise disjunkte Mengen).
Oft fordert man noch:
(3) beT

Die Elemente von T heifen Fasern oder Komponenten.

Beweis von (2.3.5) :

i) YaeM:a~a=VYaec M :ac€|a].
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(ii) Seien [a], [b] Aquivalenzklassen.

1. Fall: a ~ b
Dann c€la] = c~a
= c~b
an~Db
Transitivitdt von ~
= cé€eb;
also [a] C [b].
Figur 2.10: Zum Beweis von (2.3.5)
Aus Symmetriegrinden, also wegen a ~ b < b ~ a, gilt auch [b] C [a] damit [a] = [b].
Die Voraussetzung (ii) aus Satz 2.3.5 ist damit nicht erfiillt.

2. Fall: a 4 b
Sei ¢ € [a] N [b]; dann ist ¢ ~ a und ¢ ~ b, wegen der Symmetrie und Transitivitét von
~ also a ~ b. Widerspruch. Also existiert kein ¢ € [a] N [b], d.h. [a] N [0] = 0.

0

Anmerkung. Umgekehrt gehort zu jeder Partition 7 eine Aquivalenzrelation, deren Aqui-
valenzklassen gerade die Fasern von 7T sind.

Beispiel. Fiir M := Z,m € N und die Aquivalenzrelation ,,Kongruenz modulo m*
erhéalt man

Lo =7 ==1{0,1,...m— 1},
wobei 7=m-7Z+r ist. Es gilt auch

m—1
z=|Jr

Anmerkung: Auf Z,, kann man eine Addition und eine Multiplikation durch folgende
Festsetzung definieren:

7’_1@7“_2:(7’14-777/%)@(7“2—1—772%) =71y +ro+mZ =1 +ry

bzw.
10T = (r1+mZ)® (ro+mZ) :==ry-ro+mZl =71 Ta.

An der gewahlten Art der Definition sieht man sofort, dass Summe und Produkt wohl-
definiert sind, d.h. dass sie eindeutig bestimmt sind, insbesondere unabhéngig von den
speziellen Reprasentanten der Aquivalenzklassen.

2.3.7 Definition: Ordnungsrelation

Sei A Menge, p Relation auf A. Dann heifst p Ordnungsrelation und (A, p) geordnete
Menge (A bzgl. p geordnete Menge), wenn fiir alle x,y, z € A gilt:

(1) apz Reflexivitat
(2) (zpyANypx)=z=1y Antisymmetrie
46 (3) (xpy Aypz) = zpz Transitivitét




(Konsequenzen fiir das Pfeil-Diagramm einer Ordnungsrelation ?)

Schreibweise: Falls iiber die Bezeichnung der Relation frei verfiigt werden kann, wahlt
man als Symbol oft ,, <, um so den Charakter der Verallgemeinerung der natiirlichen
Ordnungsrelation ,,<* auf R hervorzuheben.

Anmerkung. Manche Autoren sprechen hier auch von einer ,teilweisen oder ,,Halb-
Ordnung* und behalten sich ,,Ordnung’ fiir eine speziellere Begriffsbildung vor (,,totale
Ordnung®, s.u.).

Beispiele geordneter Mengen. (R, <), (p(X), C), (M,idyy) .

(Beweis der beiden letzten Behauptungen durch Nachpriifen der Gesetze (1) bis (3);
die erste Behauptung lésst sich noch nicht nachpriifen, da wir (R, <) nur als intuitiv
bekannt voraussetzen.)

Beispiele.
(1) Auf Z definieren wir eine Relation <z durch
r<gzs:&(r=svV(@meN:r+n=s).

<z ist dann die Relation ,kleiner gleich® auf Z. Mit obiger Definition werden dann,
(falls die Eigenschaften der Addition auf N bekannt sind) die Gesetze (1) bis (3)
nachprifbar.

(2) Auf N definieren wir eine Relation ,, | “ durch
(njm:<3IbeN:n-b=m)f a.n,meN.
Sie ist die (Ordnungs-) Relation ,,ist Teiler von* auf N (Teilbarkeitsrelation).

Anmerkung. Die Teilbarkeitsrelation auf T}, lasst sich dann durch Einschrankung der
betrachteten Elemente m, n auf Elemente von T} aus der Teilbarkeitsrelation auf N
gewinnen.

M
Ist (M, <) eine geordnete Menge, so heifst das nicht, dass zwei Elemente =,y € M ,vergleichbar“ sind, +
dass also z < y oder y < z gilt. In (T}2,]|) sind z.B. 4 und 6 nicht vergleichbar.

=
N\,

)11

4

Figur 2.11: Pfeildiagramm von (112, |)
(ohne Schleifen und ohne Uberbriickungspfeile

NS

N
e

1Ordnet man, wie in den Figuren 2.11 und 2.12, die Elemente so an, dass die Pfeile von unten nach oben
zeigen, so kann man auch die Pfeilrichtungen (also die Spitzen) weglassen. Ein solches Diagramm
ohne Schleifen und Briicken heifst Hasse-Diagramm.
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Im Gegensatz dazu lassen sich in (Ti2, <) je zwei Elemente vergleichen. 12
(Hierbei sei < die natiirlich gegebene < Relation, die von (N, <) in T32
yinduziert” wird).

Figur 2.12: Pfeil-Diagramm von (T2, <)
(ohne Schleifen und Briicken)

2.3.8 Definition

Eine Menge M heifst total geordnet (linear geordnet) und < totale Ordnungsrelation,
wenn gilt:

(1) (M, <) ist geordnete Menge .
(2) Ve,ye M:(x<yVy<ux).

Beispiele. (7, <) ist total geordnet.
(p(X), ) ist nicht total geordnet, wenn X mindestens 2 verschiedene Elemente enthélt.
(T,,]) ist nur dann total geordnet, wenn n = p® und p Primzahl ist.

2.4 Abbildungen

Aus der Schulgeometrie sind uns schon viele Abbildungen bekannt, z.B. Kongruenz-Abbildungen (beson-
ders Spiegelungen, Drehungen, Parallelverschiebungen), andere Ahnlichkeitsabbildungen (z.B. Streckun-
gen) und andere affine Abbildungen. Auch funktionale Zusammenhénge lassen sich als Abbildungen be-
schreiben; so ldsst sich y = f(x) (fiir x € D, dem Definitionsbereich, und f(x) € W, dem Wertebereich
oder Zielbereich) als Zuordnungs-Vorschrift interpretieren: wJedem x € D wird durch f der Wert
y = f(x) zugeordnet.”

Beispiel. f:y=2%> (D=W =R)

£0x)
A

Werte-Tabelle von f = | f(z) = 2?
(Ausschnitt): -1 1 [
1 1 x
2 1
0 0 Figur 2.13:
1 1 Darstellung des Gra- oy >
V2 2 phen von f (,,Graph®
von f)
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Die Punkte des ,,Graphen® haben die Koordinaten (z,z?), allgemein (x, f(z)).

Obwohl bei den erwéihnten Abbildungen und Funktionen der Zuordnungscharakter stdrker im Vorder-
grund steht, ist es zweckméfig, sie als spezielle Relationen einzufiihren. Dabei sollte der Graph einer
solchen Relation

Gr={(z,y) e DxW:y= f(z)}
sein.
Umgekehrt werden wir eine Relation f nur dann Funktion oder Abbildung nennen, wenn es zu jedem
x € D genau ein y € W gibt mit (z,y) € Gy. (Interpretation im Pfeil-Diagramm?)

2.4.1 Definition: linkstotal, rechtseindeutig
Seien X, Y Mengen und p = (R, X,Y) eine Relation zwischen X und Y. Dann heift
(i) p linkstotal, wenn Vz € X3y € Y : (z,y) € R gilt.

(ii) p rechtseindeutig, wenn (Vo € X)(Vy1,y2 € Y) : ((zpy1 A xpy2) = y1 = ya).

2.4.2 Definition: Abbildung

Eine Relation f zwischen X und Y heikt Abbildung von X in Y (synonym: Funktion
auf X mit Werten in Y), wenn f linkstotal und rechtseindeutig ist.

Anmerkung. Wir unterscheiden also nicht zwischen ,, Abbildung** und ,,Funktion‘.

Wir vereinbaren folgende Terminologie:

(a) X heift Definitionsbereich und Y Wertebereich oder Zielbereich von f:
X =D(f), Y =W(f).

(b) Fiir eine Abbildung f gilt: Zu jedem x € X existiert genau ein y € Y mit x f y. Wir
sagen: Jedem x € X ist durch f genau ein y € Y zugeordnet; dieses y bezeichnen
wir auch mit f(z).

Die Zuordnungsvorschrift geben wir meist in der Form

x> f(x)
oder z — y mit y = f(x) an, manchmal auch allein durch die Funktionsgleichung
y = [f(z).

(c) Gy = {(x, f(z)) : * € X} heilt Graph von f; bei Zahlenmengen ldsst, sich der
Graph in einem Koordinatensystem darstellen. Auch bei dieser Darstellung spricht
man vom Graphen der Abbildung (der Funktion).

(d) Statt f = (G, X,Y) schreiben wir bei Abbildung meist f: X — Y

Also: Eine Abbildung (Funktion) mit vorgegebenem Werte-Bereich wird durch drei
Angaben festgelegt: Definitions-Bereich, Werte-Bereich, Zuordnungs-Vorschrift:
X =Y

Schreibweise: f oder f: X — Y mit z — f(x).
z = f(z)
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Zwei Abbildungen (mit vorgegebenem Werte-Bereich)
X =Y X =Y
f: und g
x— f(x) v g(v)
sind also genau dann gleich, wenn gilt:

X=X'AY =Y'AVz € X(= X'): f(z) = g(z).

Beispiel. Bezeichne R die Menge der positiven reellen Zahlen! Die Abbildungen (mit
vorgegebenem Werte-Bereich)

R— R {R%&
: und ¢ :

fi: {x L ) sind verschieden, da W (f1) # W(gy) ist.

T
Anmerkung. Oft fasst man den Begriff ,,Abbildung” bzw. ,Funktion* weiter, so dass im
letzten Beispiel auch f; und g; als gleich angesehen werden konnen: Eine alternative
Moéglichkeit ist es, eine Funktion f als ihren Graphen {(z, f(z)) : x € X} zu
definieren. (Deshalb sprachen wir von Abbildungen mit vorgegebenem Werte-Bereich.)

Spezialfille:

2.4.3 Definition:

X =Y
(a) Seien X,Y Mengen, yo € Y. fy, : heiftt konstante Abbildung mit

T = Yo
Wert yo. (Wie sieht das Pfeildiagramm von f,, aus?)

X =Y
(b) Seien X,Y Mengen mit X C Y. Dann heifit jx_y : { kanonische (natiir-
T

liche) Injektion oder Einbettung von X in Y.

Figur 2.14:
Pfeil-Diagramm der kanonischen

Injektion jx_,v

Die Injektion unterscheidet sich nur durch den Wertebereich von folgender Abbil-
dung;:

(c¢) idx = jxx heift Identitit, identische Abbildung auf X
Beispiele:

(i) Fir X =R? (als Punkte-Menge der euklidischen Ebene) ist idyx diejenige

50 Abbildung, die jeden Punkt auf sich abbildet.



(ii) Fir X =R ist idg ist die reelle Funktion mit der Funktionsgleichung y = x.

R
A

Cf
Figur 2.15: f(x)=x
Darstellung des Graphen von idgr
(Ausschnitt). : >
/ X R
: : : A=Y :
(d) Sei f: X — Y Abbildung und A C X. Dann heift g = f|a : die
z— f(z)
Einschrinkung (oder Restriktion) von f auf A.
Umgekehrt heifst f eine Fortsetzung von g auf X.
. A=Y _
Ist f(A):={f(z):2€ A} CY' CY, soistauch fay : definiert.

Anmerkung. (i) Fir a € A gilt insbesondere f|a(a) = f(a).

(ii) Die Einschrankung von f auf A ist eindeutig bestimmt, jedoch existieren i.a. meh-
rere Fortsetzungen von f|4 auf X.

(iii) Die Abbildung f: {0,1} x {0,1} — {0, 1} mit den Zuordnungen
0,0) = 0

0,1)—1
1,0) — 1
1,1)—0

)

Py

—+

steht in engstem Zusammenhang mit der in ((1.5) definierten Addition auf {0, 1},

ndmlich f: (z,y) » 2D y.

Ahnlich lisst sich auch die Addition auf R als Abbildung interpretieren (wobei
hier allerdings die Zuordnungsvorschrift ohne Kenntnis der Addition nur schwer
formulierbar ist):
« JRxXR—R
T () —aty.
Auch die Multiplikation auf R, die Addition von Vektoren,die Addition von Tripeln
bzw. die diversen S-Multiplikationen ,liefern“ Abbildungen.

(iv) Weitere wichtige Abbildungen von R x R in R sind die Projektionen

RxR—=R RxR—=R
pri : bzw. pry: 51
(z,y) —w (z.y) —y



Veranschaulichung in der Ebene: 4

Figur 2.16: Zur Abbildung pr;.

2.4.4 Definition: Bild, Urbild
Sei f: X — Y Abbildung !
(a) Fir A C X heifst die Menge | f(A) :={f(z) : 2 € A}| Bild von A unter f.

Diagramm:

Anmerkung. AGUX 217 (RS A yaniA unter f.

Beispiel. pry (s.0.!)

(b) Fur B CY heifst, die Menge | f(B) :={x € X : f(z) € B}|(volles) Urbild von

B unter f. (Oft schreibt man auch f~!(B) statt f~(B).)

Diagramm:

Figur 2.18: (Volles) Urbild f~(B) von B unter f.

Anmerkung. (i) Urbilder einelementiger Teilmengen brauchen nicht einelementig zu
sein:
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k= Ej ist f~({b}) =1 {0} fir b=0

Xr+— X
0 firb <0 .

Beispiel (1). {Vb,—Vb} fiirb>0
Fir f {

Beispiel (2). pr; ({c}) = {(z,y) e R* : z = ¢}

Y 5
1 pr;' ({ch
Darstellung in der Ebene: Figur 2.19: pr—({c})
g
c
M
1

(ii) Beim Aufsuchen des Urbildes von B im Diagramm verfolgt man die in B endenden Pfeile ,riick-
wirts*. Demgemif erinnert die Schreibweise f~(B) an die Umkehrrelation f=! zu f. Bei den
Bildungen von f~ ordnen wir jedoch Teilmengen von Y solche von X zu.

Wann ist mit f auch f~ Abbildung?

z—

2.4.5 Definition:
Eine Abbildung f: X — Y (mit vorgegebenen Werte-Bereich Y) heift

(i) surjektiv (rechtstotal), falls f(X) =Y gilt;

(ii) injektiv (linkseindeutig), falls gilt:
Vo, xe € X 2 [f(x1) = f(22) = 1 = x9).

N
/

. Figur 2.20: bei injektiven Abbildungen ausgeschlossen

(iii) bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.
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A

z2—

Figur 2.21: Pfeildiagramm einer bijektiven Abbildung

Also: | f: X = Y bijektiveVyeYIlz e X : f(x)=y

Als Abbildung erfiillt f natiirlich die Bedingung:

Vee X lyeY: f(x)=uy.

2.4.6 Folgerung fiir eine Abbildung f :

f: X — Y ist bijektiv. < f~! ist Abbildung von Y nach X.

(Dabei identifizieren wir die ,,Sigleton-Menge* {z} mit dem Element x und schreiben
1 statt f~|y_x, sofern die Einschrinkung mdoglich ist.

Also: Die Umkehrrelation einer bijektiven Abbildung (bij. Abb.) f : X — Y ist eine
Abbildung f1:Y — X.

Bezeichnung: f~! heifit ,,die zu f inverse Abbildung*.
Eigenschaft: [f(z) =y oz = f"Yy)] fa.z € X,y €Y.

Beispiele.

R — Ry

) ist surjektiv, aber nicht injektiv.

R—+R
fi: { ist weder surjektiv noch injektiv. fo : {

T — x2 T

Ry - R

5 ist nicht surjektiv, aber injektiv.

=T

f3= filr, : {

Ry = Ry

R R
fa= folr, : {x 5 ist bijektiv; f;l : { +

Yy =Y

Frage: Wie sehen die Graphen von fi, fo, f3 und f; aus?

Héufig ist der Werte-Bereich einer Abbildung wichtiger als die Abbildung selbst. So lésst sich die Indizie-
rung (bzw. Nummerierung) der Elemente einer Menge mit Hilfe des Abbildungs-Begriffes formalisieren.
In solchen Féllen benutzt man eine veranderte Notation:

Beispiel. Durch die Abbildung

{1,2,3} — {a, b}
1—a
25
3—a

ist eine ,,Reihenfolge” der (evtl. zu wiederholenden Elemente) von Y = {a, b} festgelegt: Der Abbildung
f entspricht das Tripel (a,b,a), ein Element aus Y3. Umgekehrt lisst sich jedes Element von Y3 als
Abbildung {1,2,3} — Y auffassen. Verallgemeinerung:
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2.4.7 Definition: Familie, Folge

(a) Seien I und Y Mengen und f : I — Y Abbildung. Statt f(:) fiir i € I schreiben wir

auch 7; und nennen die Abbildung f, also
I =Y e .
D Familie von Elementen aus Y mit Index-Menge I.

1= Y;

Schreibweise: f = (y;)ier -

Anmerkung. Dabei muss man die Familie f unterscheiden von der Teilmenge von Y,
deren Elemente als Werte von f auftreten, d.h. von der indizierten Menge
{y; : i € I}. f braucht ja nicht injektiv zu sein, sodass Elemente von Y mehrfach
als Bilder vorkommen kénnen.

(b) Spezialfall: I =N
(Yn)nen heifst Folge in Y.

(Auch fiir I ={n € Z : n > m} mit m € Z ist der Begriff der Folge verwendbar.)

Beispiel. (l) .

n/neN °

N-—->R
n Y, =<

(c) Spezialfall: T ={1,...,n}.
(Yi)ieq,..ny (auch (y;)i=1,.. . geschrieben) heift endliche Folge in Y.

Anmerkung. Eine solche Folge kann mit dem entsprechenden n-Tupel (yi,...,y,)
oder dem entsprechenden Wort y; ...y, identifiziert werden.

Beispuel.
1l—x

Das Tripel (z,y, 2) € R ldsst sich als Folge {1,2,3} — R mit { 2~y auffassen.
3=z

2.5 Verkniipfung von Abbildungen

Im Folgenden betrachten wir die Verkettung von Abbildungen. Zur Motivation ziehen wir die Hinterein-
anderausfiihrung geometrischer Bewegungen heran: zwei Drehungen um dasselbe Zentrum in der Ebene
z.B. lassen sich, siecht man von den Zwischenzustdnden ab, durch eine einzige Drehung ersetzen; die
Hintereinanderausfiihrung zweier Spiegelungen lasst sich durch eine Drehung bzw. Parallelverschiebung

beschreiben.

2.5.1 Produkt (Komposition) von Abbildungen

Voraussetzung: Seien X, Y, Z Mengen und f : X — Y, g : Y — Z Abbildungen.
Behauptung:
x +— g(f(x)) ist Zuordnungsvorschrift einer Abbildung von X in Z. (Beweis: ?)

%)
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Figur 2.22: Zur Verkniipfung von Abbildungen

Definition: Diese Abbildung heifst das Produkt (Hintereinanderausfiihrung, Verket-
tung, Verkniipfung, Komposition) der Abbildungen f und g, in Zeichen g o f.
Sprechweise: ,, g nach f

Also gof:{X%Z

z = g(f(2))

Anmerkung. 1) Fir f,g € Abb(R,R) z.B. ist f o g zu unterscheiden von f - g (mit
(f - 9)(@) = f(z) - g(x)).

2a) Man beachte das ,,Passen” des Definitionsbereichs von g und des Werte-Bereichs von

f.
2b) Eine analoge Definition ist auch fir g : Y — Z mit Y C Y’ moglich.

3) Oft schreibt man insbesondere in Geometrie und Algebra statt f(z) auch z/. Bei
Benutzung dieser Schreibweise ist es sinnvoll die Faktoren eines Produktes in umge-
kehrter Reihenfolge zu schreiben also f - g statt g o f.

4) Die Produkt-Bildung ist bei Abbildungen i.a. nicht kommutativ, d.h. falls go f und
f o g iberhaupt erklért sind, ist f o g = g o f nicht allgemeingiiltig.

Beispiel (1). Seien g die Drehung in der Ebene um den Ursprung um 90° gegen den

Uhrzeigersinn und f die Spiegelung an der z-Achse! Dann ist

g o f die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten;
f o g die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 2. und 4. Quadranten.

Beispiel (2). X =Y = 7Z = {1,2,3}; fiir [ : {
11
gof=g#f=1Ffeyg
Beispiel (3).
R—-R R—+R
X=Y=Z7Z=R;fir f: - und g : - gilt: (go f)(z) = 3(x +1)3
r—r+1 x> 323
und f(og)(z) = 323 + 1 (fiir z € R).
5) Fiir jede Abbildung f: X — Y gilt
|foidy = f =idyof]

6) Sind f: X — Y Abbildung und A C X, dann ist

f|A:fojA—>X~
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2.5.2 Assoziativgesetz fiir Abbildungen

Seien X, Y, Z, W Mengen, f : X =Y, qg:Y — Z, h: Z — W Abbildungen'?.
Dann gilt:
(hog)o f=ho(gof)

Beweis. (i) Es gilt (hog)of : X — W und ho (go f) : X — W, also stimmen
Definitions- und Werte-Bereich iiberein.

(i) [(hog)o fl(z) = (hog)(f(x)) = hg(f(x))) = h((go f)(x)) = [ho(go fl(z).

O
Weitere Eigenschaften:
2.5.3 Hilfssatz.
(a) (f injektiv A g injektiv) = go f injektiv.
(b) (f surjektiv A g surjektiv) = go f surjektiv.
Umgekehrt gilt (c) go f injektiv = f injektiv; und (d) go f surjektiv = g surjektiv.

Beweis. . ..

2.5.4 Folgerung.
Voraussetzung: f: X — Y, ¢g:Y — X Abbildungen

(a)

(go f=1idx A fog=idy) & (f Bijektion Ag= f1)|

(b) Sind f und g Bijektionen, so ist g o f Bijektion und es gilt

(gof) ' =f"og"

Beweis.. . .

2.6 Weiteres zu Durchschnitt und Vereinigung

Wir wollen die Durchschnitt- und Vereinigungsmengen-Bildung auf Familien von Mengen
verallgemeinern.

12 "also f, g, h Abbildungen mit ,, passenden “ Definitions- und Wertebereichen.
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2.6.1 Existenz der Vereinigungsmenge (Grundeigenschaft)

Sei (A;)ier eine Familie von Mengen. Dann heifst die Menge

UAi={a:@Giel xeA)

iel

die Vereinigung der A;. Thre Existenz fordern wir als weitere Grundeigenschaft.
Speziell: A; U A, = Uie{m} Ai={x:z€ A Ve A}
(in Ubereinstimmung mit der bereits definierten Vereinigung zweier Teilmengen einer

Menge.)

Anmerkung. Fordert man zundchst nur die Existenz von X UY (fiir beliebige Mengen
X und Y, so lasst sich die Existenz des kartesischen Produktes daraus und aus den
anderen Grundeigenschaften herleiten, sodass dann auf die Grundeigenschaft (2.2.11)
verzichtet werden kann.

2.6.2 Definition: Durchschnitt einer Familie von Mengen

Sei (A;)ier eine Familie von Mengen mit I # (). Dann heift die Menge

ﬂAi::{x:(‘v’iEI:xeAi)}

i€l

Durchschnitt der A;. (Ihre Existenz folgt aus den Grundeigenschaften.)

Speziell: A;N A, := ﬂi€{1,2} A ={z:x € A Az € Ay} (in Ubereinstimmung mit dem
bereits definierten Durchschnitt zweier Teilmengen einer Menge).

2.6.3 Verhalten bzgl. Abbildungen

Voraussetzung: Seien X, Y Mengen, (A4;);c; eine Familie von Teilmengen von X mit
I#0, bzw. A,B C X, sowie f : X — Y Abbildung !

a) |[ACB= f(A)C f(B)
) )

(

( f(UieI A;) = Uie[ f(4;
speziell: (b)) [f(AUB) = f(A)U f(B)

(

(

Behauptung:

C) f(ﬂie[ Ai) C ﬂie[ f(AZ)
<) |f(ANB) C f(A) N f(B)

speziell:

o8



Beweis-Andeutung. Exemplarisch zeigen wir (¢) (und damit auch (c’)):

ye f(A)=Fw:(ze(NAnry=f(2)
iel icl
=dr:(Miel:xe ANy = f(x))
=Viel:drxe A :y=f(x)

=y € ﬂf(Ai).

il

Anmerkung. In (c) bzw. (¢’) gilt im Allgemeinen nicht das Gleichheitszeichen:
Beispiel. Fiir A= {(0,0)} CR? B={(0,1)} C R?, f =pr; gilt:

pri(ANB) =pri(0) =0 und pri(A)Npri(B) = {0} #0 .
Ist f Bijektion, so gilt das Gleichheitszeichen.

2.7 Zwei Beweis-Prinzipien

Im Folgenden behandeln wir zwei Beweis-Prinzipien, die von grofler Wichtigkeit sind. Sie erlauben es,

Beweise iiber unendlich viele Aussagen ,,endlich zu machen®.

Wir beginnen zunéchst mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion; es nutzt die Eigenschaften, die

wir mit den natiirlichen Zahlen verbinden (,und wird bei deren Definition meist verlangt):

2.7.1 Das Prinzip der vollstandigen Induktion

Sei A(n) eine Aussageform, deren Grundbereich N enthélt. Gilt dann
(i) A(1) ist wahr (Induktions-Verankerung, Induktions-Beginn)

(ii) Ym € N: (A(m) = A(m + 1)) (Induktions-Schritt, —Schluss)*?,

so ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Veranschaulichendes endliches Analogon: Domino-Kette

Anmerkung: Induktionsbeginn ist auch mit A(0) mdglich, falls dann A(m) = A(m + 1)

fir alle n € No = N U {0} gezeigt wird.

Zeigen Sie, dass auch A(—ky) mit kg € N als (dann negativer) Induktionsbeginn dienen

kann!

Eine weitere Variante ist der Beweis von A(n) mit dem Induktionsbeginn A(1) und dem

Nachweis von [Vz € N mit z < m : A(x)] = A(m + 1) fiir alle m € N.

2
Beispiel (1). A(n): Y7 = <_n(n2+1))

13Hierbei heikt A(m) die Induktions-Voraussetzung (Induktions-Annahme) und A(m + 1) die

Induktions-Behauptung.
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2
(i) Induktions-Verankerung n = 1: 21‘1:1 P=1= (@) .

(ii) Induktions-Voraussetzung: A(m)

Induktions-Schritt:

m+1 m
=Y+ (m+1)
=1 =1
N 2
_ m(m2—i- )) + (m+ 1)3 laut Induktions-Voraussetzung
D2(m2 + 4 4 1 2)\ 2
_ (m+ )(m4+ m+4) ((”” )2“’” )) , d.h. A(m +1).

Beispiel (2). Seien (M, <) total geordnete Menge und X = {zy,...,2,} € M (nicht-
leere) endliche Teilmenge. Dann existiert genau ein kleinstes Element von X | d.h.
ein z € X mit

r<ug;firi=1,...,n.

Beweis. Fiir n =1 ist die Behauptung richtig; sie sei richtig fiir n = m.

Sei {z1,...,Tm1} € M; dann existiert ein j € {1,...,m} :z; < z; firi=1,...,m
(nach Induktions-Voraussetzung).

Da M total geordnet ist, gilt x,,41 < x; oder x,,41 > x;, woraus die Existenz eines
kleinsten Elementes fiir {z1, ..., x5} folgt.

Beweis der Eindeutigkeit .... (ohne Induktion moglich). O

Das zweite Beweis-Prinzip ermoglicht Existenz-Beweise, wenn die zugrundeliegende Menge
geordnet ist und das untersuchte Objekt durch ,,Maximalitdt® charakterisiert ist. Den Wortlaut
des Prinzips, das als Lemma von Zorn bekannt ist, geben wir weiter unten an. Zuvor ver-
merken wir, dass es nicht aus den bisher angefiihrten Grundeigenschaften hergeleitet werden
kann, sodass wir seine Giiltigkeit zusétzlich fordern, miissen. Oft wird auch statt des Zornschen
Lemmas eine zu ihm dquivalente Aussage axiomatisch eingefiihrt, ndmlich der
Wohlordnungssatz:

,Jede nicht-leere Menge lésst sich derart ordnen, dass jede nicht-leere Teilmenge T" von M ein
kleinstes Element besitzt, d.h. ein zg € T mit zg < z fir alle x € T . ¢

oder das

Auswahlaxiom. ,Ist (A, )aer eine nicht-leere Familie nicht-leerer paarweise disjunkter Men-
gen, dann existiert eine Abbildung f : I — (J,c; Ao mit f(a) € A, fiir jedes a € I.“ (Die
Abbildung f wéahlt aus jedem A, ein Element aus).

Da keine Aussage tiber die Konstruktion von f gemacht werden kann, lehnen einige Mathema-
tiker das Axiom und Folgerungen daraus ab.

2.7.2 Definition.

Sei (M, <) eine geordnete Menge. Dann heifst

(i) b € M obere Schranke'* von N C M, gdw."? Vac N:a <b;

é@Die obere Schranke von N muss also nicht zur Menge N selbst gehoren
genau dann, wenn



(ii) b € M maximal in M, gdw.Va€ M :(a>b=a=0b).

( Nicht unbedingt ist jedes Element z € M kleiner als ein maximales Element von M,
denn x kann unvergleichbar mit b sein. Beispiel ? Dementsprechend kann , maximales'6
Element “ und ,,groftes!” Element “ Verschiedenes bedeuten.

(Entsprechend wird ,,untere Schranke“ und ,minimal“ definiert. Man beachte den (feinen,
aber wesentlichen) Unterschied zwischen den Begriffen ,, minimales Element* und ,, kleinstes
Element*.)

Beispiele.

(i) Sei (M, <) = (R, <)
Jedes x € R mit x > /2 ist obere Schranke von {z € R : 2? < 2}.

R besitzt keine maximalen Elemente.

(i) Seien (M, <) = (p(A),C), A Menge, A # 0.
A ist maximales Element in p(A)  (bzgl. Inklusion),
() ist minimales Element in p(A)  (bzgl. Inklusion).

Speziell: Fiir A = {1, 2,3} zeigt Figur 2.23
das Hasse-Diagramm (Pfeil-Diagramm oh-
ne Schlingen, ohne Briicken, ohne Pfeilspit-
zen, Pfeile in aufsteigender Richtung) von
P(A).

Ist X = {{1},{1,2}}, dann sind {1, 2} und
A obere Schranken von X, und {1,2} ist
maximales Element in X.

Figur 2.23: Hasse-Diagramm zu
(p(A),C) fur A ={1,2,3}.
2.7.3 Definition

Eine geordnete Menge (M, <) heift induktiv geordnet, wenn zu jeder nicht-leeren total-
geordneten Teilmenge (Kette) von M eine obere Schranke in M existiert.

Beispiele.

(i) (p(A),C) ist induktiv geordnet: Fiir ein nicht-leere Kette X von p(A) ist (Jyx X obere
Schranke von X.

(ii) (N, <) ist nicht induktiv geordnet: N ist nicht-leere Kette ohne obere Schranke in IN.

(iii) ([0,1,], <) ist induktiv geordnet, ([0, 1), <) nicht '8

1665 gibt kein groReres

Tyergleichbar mit und gréfer als alle anderen Elemente

18Die Menge der Elemente einer monoton gegen 1 konvergierenden Folge von [0,1) z.B. besitzt keine
obere Schranke in [0,1) .
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2.7.4 Zornsches Lemma

In jeder nicht-leeren induktiv geordneten Menge existiert (mindestens) ein maximales
Element.

19

Wir geben eine Anwendung des Zornschen Lemmas™:

2.7.5 Satz?

Seien X, Y nicht-leere Mengen. Dann gilt:

(Es existiert eine injektive Abbildung ¢ von X in Y.)V (Es existiert eine injektive
Abbildung h von Y in X.)

Beweis. (i) Wir definieren M = {(A,f) : A C X A f : A — Y injektiv }. M existiert

(i)

(iii)

(warum?). M # (), da fiir x € X,y € Y und f(z) := y das Paar ({z}, f) aus M ist.

Weiter definieren wir auf M eine Relation ,,<* durch
(A, f) < (B,g) @ ACBAgla=f.

Wir zeigen, dass (M, <) induktiv geordnet ist: Es ist ,,< Ordnungsrelation. Sei U eine
nicht-leere total geordnete Teilmenge von M, indiziert durch Elemente von I : U =
{(A, fi) - i € I}. Wir setzen A = |J;c; A; und definieren f: A — Y durch f(z) = fi(z)
fiir x € A;. Wir miissen zeigen, dass f als Abbildung ,,wohldefiniert“ ist, d.h. dass die durch
Gy ={(z,y)|Fi €l :2 e A Ny = fi(x)} definierte Relation (Gy,a,Y’) linkstotal und
rechtseindeutig ist; die Linkstotalitét folgt sofort, die Rechtseindeutigkeit folgendermafien:
seien € A; und © € Ayg; zu zeigen ist fi(x) = fr(x); da U total geordnet ist, sind
(A;, fi) und (Ag, fr) vergleichbar; ohne Beschrankung der Allgemeinheit (0.B.d.A) gelte
(As, fi) < (Ag, fr), also A; € Ay und fi|a, = fi. Damit ist f : A — Y Abbildung, und
es gilt f|la, = fi fir alle i € I. Wenn wir noch die Injektivitdt von f zeigen kénnen,
haben wir nachgewiesen, dass (A, f) obere Schranke von U ist. Seien also x1, 22 € A und
f(z1) = f(z2); dann existieren 4, j € I mit z1 € A;,x2 € Aj und f(z1) = f(z2); 0.B.d.A.
ist A; C A; (da U total geordnet), also x1,z2 € Aj; dann folgt fj(x1) = fj(x2) und, weil
fj injektiv ist, 1 = xa.

(M, <) ist also induktiv geordnet. Nach dem Lemma von Zorn existiert dann also ein
maximales Element (B, g) in (M, <). Wir wollen zeigen, dass B = X oder g(B) =Y gilt.
Annahme: B # X Ng(B) # Y. Dann gibt es g € X \ B und yp € Y \ g(B); die Abbildung

g(x) firxzeB

h:BU{zo} — Y mit h(z) = ist injektiv. Damit ist (BU{zo}, h) eine

Y0 flir x = xg
Element von M, das echt grofer ist als (B, g). Widerspruch zur Maximalitat von (B, g).

Es gilt also B = X oder g(B) =Y. Im ersten Fall ist g : X — Y eine injektive Abbildung
(und die Behauptung ist gezeigt), im zweiten Fall ist ¢ : B — Y surjektiv und nach

YDiese zeigt uns in (2.8), dass von je zwei Mengen eine der beiden die gleiche oder eine kleinere
,Miéchtigkeit“ als die andere hat.

20Falls Sie Schwierigkeiten beim Beweis dieses Satzes haben, die sich nicht sofort beseitigen lassen, so
ist das nicht gravierend: Der Beweis ist recht formal und dient hier hauptséchlich als Beispiel zu
(2.7.4).
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LY — B; mit g7! ist auch

1Y — X injektiv, woraus die Behauptung folgt.

Konstruktion injektiv, also bijektiv; damit existiert g~
jpsxog!
O

2.8 Maichtigkeit einer Menge (Kardinalzahlen)

Fiir eine endliche Menge M koénnen wir durch Abzéhlen der Elemente deren Anzahl n (zumindest
theoretisch) feststellen. Das Abzéhlen entspricht dem ,,Herstellen* einer Bijektion von M auf {1,...,n}.
Jede andere Menge M’ mit n Elementen ldsst sich bijektiv auf {1,...,n} und damit auf M abbilden.
Diese Tatsache nutzt man zur Verallgemeinerung des Anzahl-Begriffs auf unendliche Mengen.
Man geht folgendermafien vor:

2.8.1 Definition.

Seien A, B Mengen. Existiert dann eine Bijektion von A auf B, so heiffen A und B
gleichmaéchtig, in Zeichen A ~ B.

Beispiele

(i) {0,1,2,3} ~{0,5,10,15}; denn
0—0, 1—5, 2+ 10, 3+ 15 liefert eine Bijektion zwischen diesen Mengen.

(ii) Bezeichne G die Menge der geraden ganzen Zahlen und U die Menge der ungeraden
ganzen Zahlen! Es gilt:

G ~U  (Eine mogliche Abbildungs-Vorschrift ist z.B. z — x + 1).

Satz (2.7.5) besagt dann, dass von zwei Mengen X und Y mindestens eine gleichméchtig
zu einer Teilmenge der anderen ist.

Die Eigenschaft von Mengen, gleichméchtig zu sein, ist reflexiv (A ~ A), symmetrisch
(A~ B < B~ A) und transitiv (A~ BAB~C)= A~ C).

Auf jeder gegebenen Menge M , deren Elemente selbst Mengen sind, (Mengen-System), ist die Gleich-
miéchtigkeit daher eine Aquivalenzrelation und die Quotienten-Menge M / ~ besteht aus Klassen gleich-
méchtiger Mengen. Jedoch trifft man auf die Schwierigkeit, dass M evtl. nicht umfassend genug ist und
die Menge aller Mengen nicht gebildet werden darf.

Eine Losung dieses Problems bleibt der Vorlesung iiber Mengenlehre vorbehalten. Wir geben nur das
Resultat wieder:

2.8.2

Jeder Menge A lésst sich eine Méachtigkeit (Kardinalzahl), die wir mit card(A), R(A)
oder auch |A| (Kardinalzahl von A) bezeichnen, derart zuordnen, dass gilt:

(i) |A| = |B| & A ~ B. (Also: Zwei Mengen haben genau dann die gleiche Méchtig-
keit, wenn es eine Bijektion zwischen ihnen gibt.)

(ii) Eine Vergleichsmolichkeit fiir Kardinalzahlen lésst sich auf folgende Weise (wohl-)
definieren:

|A| < |B|:= (3C : C € BA A~ (). Man kann zeigen, dass gilt:
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A=

i

a) [A] < [A],
b) (|A| <|B|A|B| <|A|) = |A| = |B| (der Beweis ist nicht einfach) und
c) [Al < |BA B[ < [C] = |A] < [C].

Aus Satz (2.7.5) folgt auferdem: |A| < |B|V |B| < |A|.

Jede Menge von Kardinalzahlen ist damit total geordnet.

2.8.3 Definition

Sei M eine Menge, M # 0.

(a) M heikt endlich, falls gilt: In: M ~{xr e N: 1 <z <n}='N,.

(b) M heifit abzidhlbar unendlich, falls M ~ N.

(¢) M heift iberabzahlbar, falls M weder endlich noch abzéhlbar unendlich ist.

Schreibweisen: (a) |M|=n.
(b) |M|=|N|=%, (Aleph Null).
(c) |M]>N,.

Ferner |(}] := 0.

Anmerkung. Die Definition (2.8.3) benutzt die Menge N der natiirlichen Zahlen und Teilmengen von
ihr; will man zunéchst ohne N auskommen (und N mengentheoretisch begriinden), so benutzt man die
Definition:

Eine Menge M heifit (Dedekind-) unendlich, wenn es eine echte Teilmenge U von M gibt mit
M ~ U, anderenfalls endlich.
Diese und andere Eigenschaften unendlicher Mengen sind ungewohnt.

Beispiel. Hilberts Hotel, das Hotel mit unendlich vielen Zimmern.2!
Ausgangssituation: Gast G; ist in Zimmer ¢ (fiir i € N); alle Zimmer sind belegt.
1. Fall: Herr Z kommt.

Dann zieht Gast G; in Zimmer 7 + 1 und Gast Z in Zimmer 1.

2. Fall: Unendlich viele Géste Z1, Zs, ... kommen.
Neue Belegung: Gast Gy, zieht in Zimmer 2m und

Gast Z,,,41 in Zimmer 2m + 1 — und alle Géste sind untergebracht.

Frage: Erkennen Sie die Anwendung auf N und Z 7

215, u.a. Funkkolleg Mathematik, Bd. 1, Frankfurt /M., 1971, oder O.Deiser: Einfiihrung in die Men-
genlehre, Berlin etc. 2002, oder
URL: http://www.mathematik.de/fuenfminuten/
Ehrhard Behrends: 15. In Hilberts Hotel ist fiir einzelne Géste immer ein Zimmer frei (Volle Hotels
gibt es im Unendlichen nicht).
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2.8.4 Satz.
(a) |Z ist abzihlbar .|

5 fall d
Beweis-Andeutung. f: N — Z mit n > { ? 1 alls n gerade
—"= falls n ungerade .

(b) | Q ist abziihlbar .|

Beweis-Andeutung.

(i) Nx N~ N (Abbildungs-Vorschrift (m,n) + 2™ 1(2n — 1))

(ii) Jede Teilmenge einer abziahlbar unendlichen Menge ist abzéhlbar unendlich
oder endlich.

(i) Q" ~ p(Q") € N x N(~ N), wobei

Rt - NxN
e(x): ], :
Ei (p,q) , p,q teilerfremd.

Zusammenfassung: ||Q| = |Z] = |IN| =: Nq | =

(¢) |R ist iiberabzihlbar. |

Beweis-Andeutung. (2. Cantorsches Diagonal-Verfahren)
i) R~v~J={reR:0<x<1} (Intervall (0,1))

J—R
Beweis-Andeutung. f : { S ist Bijektion.
T
1—[22—1]
J—>R _ ] L
(ebenso g : _1 mit Umkehrfunktion y — 3 ( 4= +1)). O

(ii) Annahme: J ist abzdhlbar; dann existiert eine Bijektion N — J; sei diese
gegeben durch %2

1 = 0211|212 213

2 = 0,221 |22 223

3 +— 0,231 239 233]...

22Hierbei seien die Elemente von J als Dezimalbriiche dargestellt und (zum Zwecke der Eindeutigkeit
dieser Darstellung) ...a9 als ... (a + 1)0 geschrieben.
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zii +1 fUI'Z“J<8

Zzz_]- fl'jrz“-:80derz“:9

Die Zahl r = 0,27 25, ... mit 2, ::{

ist nicht aufgefiihrt, aber in J, ein Widerspruch!

Zusammenfassung:

R =: ¢+, |

2.8.5 Anmerkungen

(i) Man kann sich nun fragen, ob es eine Kardinalzahl gibt, die echt zwischen Xy und &
liegt. Die sogenannte Kontinuumshypothese beinhaltet die Annahme, dass kei-
ne solche Kardinalzahl existiert; die verallgemeinerte Kontinuumshypothese geht
davon aus, dass es keine weitere Kardinalzahl zwischen |M| und |p(M)| = [2M|
gibt.Nach Gédel und Cohen sind sowohl die (verallgemeinerte) Kontinuumshypo-
these als auch deren Negation zu den {ibrigen Axiomen der Mengenlehre (Zermelo-
Fraenkel + Auswahlaxiom) widerspruchsfrei, also auch nicht aus diesen beweisbar.
(Siehe auch: http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese)

(ii) Definiert man Summe und Produkt zweier Kardinalzahlen geeignet, (die Summe als
die Méachtigkeit der Vereinigung von disjunkten Reprasentanten und das Produkt
als Méchtigkeit des kartesischen Produkts zweier Reprisentanten), so ldsst sich
eine Kardinalzahl-Arithmetik entwickeln; z.B. gilt 8y + 1 = Ry = Ny + Vg (vgl.
Hilberts Hotel !) und Folgendes:

Ist (A,),er eine Familie von Mengen mit [A,| < Wy fiir alle p € I; dann folgt

U Al < D14 < 1] Ro = max([1], Ry).
nel nel
(Diese Tatsache werden wir in Satz 8.4 anwenden.)

Literatur-Hinweise zu (2.8).
Deiser, Oliver: Einfiihrung in die Mengenlehre. 19.9.2018
http://www.alephl.info/?call=Puc& permalink=mengenlehrel

Deiser, Oliver: Einfiihrung in die Mengenlehre. Die Mengenlehre Georg Cantors
und ihre Axiomatisierung durch Ernst Zermelo. Springer. Berlin 2002.

Kaplansky, Irwing: Set theory and metric spaces.Nachdruck AMS 2008:
Ausfiihrliche Leseprobe im Netz.

Gebraucht erwerbbar:

dtv-Atlas zur Math., Bd. 1, Miinchen 1974, p.34/35
Dugundji, J.: Topology, Boston, Kap. I&II
Fischer-Lexikon Math. 1, Frankfurt/M. 1964 p. 166 ff

oder(andere) Biicher iiber Mengenlehre.
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Kapitel Il: Die algebraischen Strukturen Gruppe, Ring, Kérper

Bei den Beispielen des §1 hatten wir Mengen betrachtet, auf denen eine Addition ,,,+* erklért war sowie
eine S-Multiplikation mit Elementen aus IR bzw. {0, 1}. Wir hatten gesehen, dass die Rechengesetze bei
den aufgefiihrten Féllen weitgehend iibereinstimmten. Im Folgenden wollen wir uns von den ,,Model-
len“ 16sen und diese gemeinsamen Eigenschaften (auf hoherer Abstraktionsstufe) untersuchen. Damit

behandeln wir indirekt auch die Beispiele aus §1.

§ 3 Gruppen und Halbgruppen

In allen angefiihrten Beispielen gentigte die ,,Verkniipfung“ 4+ dem assoziativen Gesetz
(a+b)+c = a+ (b+ ¢). Wir wollen zunidchst Mengen betrachten, auf denen es ei-
ne Verkniipfung dieser Eigenschaft gibt — und beginnen so mit einer relativ einfachen
algebraischen Struktur.

3.1 Definition Halbgruppe

Sei H eine Menge, H # (). Weiter seien folgende ,,Axiome* erfiillt.

(G1) Auf H ist eine innere (binire) Verkniipfung definiert, d.h. eine Abbildung
(Zuordnung) * : H x H — H.

Schreibweise: a * b := x(a,b) , also (a,b) — a * b.

Anmerkung. Die in §betrachteten Additionen sind Beispiele solcher inneren Ver-
kniipfungen, weiter die Multiplikation auf R sowie die Multiplikation ® auf {0, 1}.

(G2) Va,b,ce H:(axb)*xc=ax(bxc) (dh.x* ist assoziativ).

Dann heifit (H, ) eine Halbgruppe.
Bemerkung zur Rolle der Aziome: In den ,,Axiomen“ kommen H und x* als ,,Variable*
vor. Wir diirfen sie in den Anwendungen ersetzen durch jede konkrete Menge Hy und je-
de konkrete Verkniipfung o, fiir die (G1) und (G2) zu wahren Aussagen werden, also z.B.
° H durch die Menge V der Vektoren der Ebene und x durch die auf dieser
definierte Addition oder

e H durch {0,1} und * durch die auf {0, 1} erkldrte Addition & (s. 1.5 !) oder
e H durch {g,u} und * durch die auf {g,u} erklarte Addition & (s. 1.5!) oder
e H durch {0,1} und * durch ® usw..

Jede der aus (G1) und (G2) allgemein hergeleiteten Aussagen gilt unter diesen Voraus-
setzungen auch fiir Hy und .

Die Anwendungsmoglichkeit einer ,axiomatischen Theorie* auf ein konkretes mathematisches Objekt
zeigt das folgende vereinfachte Schema (Figur 3.1):
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(X, , Yo , . . . ) konkretes mathematisches Gbjekt |

Theorie der Struktur S

Axiome von S gehen durch Ersetzen :
g Axiomensystem (X,Y,...)

Yo X duseh X, vtl. zusitzl. Definitionen
von Y durch Y, .. I

in (in O0) wahre Aussagen iiber Batze (X,Y,...)]|

b‘hat "Struktur Sﬂ

dtze von S gelten in O,
enn X durch Xy
Y durch Yq
ss v uivie ersetzt werden

Figur 3.1: Schema fiir die Anwendung einer axiomatisch definierten Struktur

Beispiel. Hier gehen wir zuerst auf die Halbgruppen-Struktur S ein.

3.2 Exkurs: Mathematik und und die reale Welt

Wir vermerken, dass diese Moglichkeit der ,gleichzeitigen Untersuchung der Eigenschaften einer Viel-
zahl mathematischer Objekte nur eine Seite des axiomatischen Arbeitens ist.

Eine andere, noch tiefer liegende, steht im engen Zusammenhang mit der Beschreibung unserer Umwelt
in mathematischen Modellen. Hierbei werden (undefinierte) Grundbegriffe und Zusammenhénge zwi-
schen diesen aus der Anschauung entnommen und in (unbeweisbaren) Axiomen an den Anfang einer
Theorie gestellt. Ist das Axiomensystem geeignet gewiihlt, so ergeben sich auch weitere Ubereinstim-
mungen mit dem untersuchten Sachverhalt der Umwelt, der damit inner-mathematisch ,,nachmodelliert*
ist. Ziel ist dann oft der Nachweis, dass bis auf Schreib- und Bezeichnungsweise nur ein Modell fiir
dieses Axiomensystem existiert (Bsp.: Hilbert’sches Axiomensystem des Raumes; — Vorlesung Elemen-
targeometrie).

Def. math. Objekte, Begriffe ——— Eigenschaften.
' Folgerungen '

Umwelt
Anwendungsbereiche

Figur 3.2: Mathematik und die reale Welt
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Beispiele.

(i) Elemente von R? <— Punkte der Anschauungsebene.
(Die Pythagoriier versuchten mit Q? ,,auszukommen*.)

(ii) Elemente von V <—s konkrete Parallelverschiebungen der Anschauungsebene.

(Diese Entsprechungen sind nicht beweisbar, da die Objekte der Anschauung entnommen sind).
Ende des Exkurses.

Wir kommen zuriick zur Halbgruppen-Struktur. Hierfiir gibt es viele Beispiele.

Anmerkung. Im folgenden benutzen wir bei Beispielen auch einige Eigenschaften der Verkniipfungen +
und - von N (der Menge der natiirlichen Zahlen), von Z (der Menge der ganzen Zahlen), von @Q (der
Menge der rationalen Zahlen) und R (der Menge der reellen Zahlen). Diese setzen wir als aus der Schule
oder der Vorlesung Analysis bekannt voraus. Da sie hier lediglich bei Beispielen, Motivation,
etc. vorkommen, wird dadurch der exakte Aufbau nicht gestort.

Beispiele.
(1) (N,4), (N,-), (Z,+), (Z,-), (R,+), (R,-) sind Halbgruppen.

NxN-—=N
(2) (N, %1) mit *; : {( >;) b ist keine Halbgruppe, da das Assoziativgesetz
a,b) — a
verletzt ist:?3 2% (3%12) =29 £82=(2%3) % 2.
NxN-—N
(3) (N, =) mit ,, —“ : {( >I<)) b ist keine Halbgruppe, da ,,—* keine innere
a,b) —a—

Verkniipfung auf N ist.
(4) Sei M Menge, M # (. Dann sind (p(M),N), (p(M),U), (p(M), ) Halbgrup-

pen.Potenzmenge!Operationen auf der P.
(5) (V,+) ist Halbgruppe (V Menge der Vektoren der Ebene, soweit in (1.1) behandelt.)

(6) Sei M Menge und Abb(M,R) := {f|f : M — R Abbildung}; (andere Schreibweise:
RM). Fiir f,g € Abb(M,R) definieren wir f + g durch (f + g)(z) := f(z) + g(x)
fiir alle x € M. Dann gilt:

(Abb(M,R),+) ist Halbgruppe.

Beweis. ... n

Zwie auch bei ,, Middchen(handels schule)* und ,,(Mi#dchen handels)schule® Hinweis von Prof. Lenz,

,,(Fachwerk)stadt“ und ,,Fach(werkstadt ), ,,(Vogelflug)linie“ und ,,Vogel(fluglinie),  ,,(Dschungelfeu-
er)loscher und ,,Dschungel(feuerloscher)®.
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Analog kann man (Abb(M,R), ) definieren.

(7) Sei M Menge; dann ist (Abb(M, M), o) Halbgruppe.

Beweis. ,,0“ ist innere Verkniipfung nach (2.5.1), und das Assoziativgesetz gilt geméaf
(2.5.2). O

3.3 Definition neutrales Element

Sei (H,*) Halbgruppe, e € H. Dann heift e neutrales Element von (H,x) g.d.w.
gilt:
Vae H:exa=a=axe .

Beispiele.
(a) (N,+) besitzt kein neutrales Element. (Denn: e + a =a=e¢=0; 0¢ N).*
0 ist neutrales Element von (Ng, +), wobei Ny := N U {0}.

1 ist neutrales Element von (N, -).

(b) M ist neutrales Element von (p(M),N).
M

() ist neutrales Element von (

p(M), U
() ist neutrales Element von (p(M), A).

(c) 0ist neutrales Element von (‘7, +)
(d) Existiert ein neutrales Element von (Abb(M,R),+), von (Abb(M,R),-)?

Anmerkung. Bezeichnet man die Verkniipfung , x“ einer Halbgruppe als Addition ,,+, so
nennt man ein evtl. existierendes neutrales Element?> auch Nullelement ,,0*, #hnlich
im Falle der Multiplikation ,,- auch Einselement 1.

3.4 Satz (Eindeutigkeit des neutralen Elements)

’ In einer Halbgruppe gibt es héchstens ein neutrales Element. ‘

Beweis. Seien ey, e neutrale Elemente der Halbgruppe (H, x). Dann gilt:

€1 = €1 % €9 (da es neutrales Element ist)

€ (da e; neutrales Element ist).

]

24Ein Teil der Mathematiker bezeichnen mit N abweichend von uns die Menge/Halbgruppe der natiir-
lichen Zahlen einschlieflich der Null; es gibt sogar eine diesbeziigliche DIN-Norm.
25falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind
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3.5 Definition Inverse

Sei (H, ) Halbgruppe mit neutralem Element e ; sei @ € H ! Dann heifit a invertierbar,
wenn gilt:
JdJoe H:axa=e=axa .
a heikt dann Inverse zu a.
Beispiel. (i) In (R, +) ist —r Inverse von r (fiir beliebiges r € R); in (IR, ) ist nur 0
nicht invertierbar; in (Ng, +) besitzt allein 0 eine Inverse (nédmlich 0 selbst).

(ii) In (p(M),N) hat kein Element T" # M eine Inverse: Sei T C M; dann existiert
T CMmit TNT =M nur, wenn T'= M =T gilt.

(i) In (V,+) ist —a Inverse von d.
Schreibweise der Inversen?: a~! | falls * als Multiplikation,

—a , falls % als Addition geschrieben wird.

3.6 Satz (Zur Eindeutigkeit der Inversen)

Sei (H, ) Halbgruppe mit neutralem Element e. Besitzt dann a € H
ein inverses Element, so ist dieses eindeutig bestimmt.

Beweis. Seien aq,as Inverse von a, gelte also insbesondere ai,a, € H, a * ao = e und
ay * a = e. Dann folgt

a; =a xe (e ist neutrales Element der Halbgruppe)
=ay * (a* as) (nach Voraussetzung)
= (@; * a) * Gy (nach dem Assoziativgesetz)
= e * dy (laut Voraussetzung)
= 0y (e ist neutrales Element der Halbgruppe).

O
(iv) Wir behandeln nun den Spezialfall von Halbgruppen, in denen jedes Element in-
vertierbar ist:
3.7 Definition Permutation

Sei M n.l. Menge. Eine bijektive Abbildung von M auf sich heiftt auch Permutation,;

Schreibweise: Ist f € S, so schreiben wir auch f = (f(ll) f(22) o f?”))

Beispiel. Sei M = {1,2,3}; in Figur 3.3 betrachten wir Ss. Man kann zeigen, dass
S3 = {idy, 01, 02,03,01, 02} ist.

26falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind
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Elemente von Ss: Pfeildiagramm Anwendung: Symmetrien
eines gleichseitigen Dreiecks

id]v[

o,

()

Il
AN
— =
N DO
w W
Nl

I
-0
ND
w
-

I u

(12 3)
1 1 3 2 //1 >
1 2>~

Q
[\
I
N\ N\ N\
W =
N DO
— W
N—

DO
— N
w W
~_

50006

t3
el
3
( 1
3
1 2 3 '
o (310
31 2 1 2
3.3: Elemente von S; und die entsprechenden Symmetrien eines Dreiecks.

3.8 Hilfssatz (Sy)

Sei M Menge, M # (). Dann gilt:

a) (Sy, o) ist Halbgruppe.

(
(

)

b) idy, ist neutrales Element von (Syy, o).

(c) Zu f e Sy ist f~! Inverse in (Syy, o).
)

(d) Fiir |M| > 3 ist (Sys,0) nicht kommutativ®.

27Vgl. Definition (3.9)!
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3.9 Definition kommutative/abelsche Halbgruppe

Eine Halbgruppe (H, *) heift kommutativ (abelsch), wenn fiir alle a,b € H gilt:
axb=>bxa.

Beweis von Hilfssatz (3.8). (a) ,,0* ist innere Verkniipfung nach (2.5.4)b); das Assozia-
tivgesetz gilt nach (2.5.2).

(b) Beispiel 5 nach (2.5.1)

(c) f~! ist Abbildung nach (2.4.6), Inverse von f nach (2.5.4)a), Bijektion ebenfalls
nach (2.5.4)a).

(d) Seien 0.B.d.A. {1,2,3} C M; die Fortsetzungen von ¢; und 4, (s. Bsp. oben) auf M
kommutieren nicht.

Z.B. ist 010 61(1) = 01(2) =3 7£ 2= 51(1) = 51 o 01(1).

3.10 Definition Gruppe

Sei G eine Menge und * eine Verkniipfung auf G sei ferner e € G ein fest gewahltes
Element. Weiter seien folgende Axiome erfiillt;

GxG—G

(G1) x* ist innere Verkniipfung, also x* :
(a,b) — axb

(G2) Va,b,c€ G: ax(bxc)= (axb)*c (Assoziativgesetz) ;
(G3) Va € G :exa=a=axe (Existenz eines neutralen Elements);
(G4) Ya € G Ja:a*a=e = ax*a (Existenz aller Inversen).

Dann heift (G, x) Gruppe mit neutralem Element e.

Anmerkung:
(G, *) Gruppe = (G, *) Halbgruppe mit neutralem Element e (nach (1), (2)).

Anmerkung (zur Schreibweise). Die (abstrakt definierte) Verkntipfung * wird (wie oben
schon angedeutet) oft als Multiplikation, im Fall einer kommutativen Gruppe auch als
Addition geschrieben. Falls keine Verwechslungen (zwischen Menge und Gruppe) zu
befiirchten sind und klar ist, welche Verkniipfung gemeint ist, schreibt man oft nur G
statt (G, *).
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3.11 Elementare Eigenschaften von Gruppen

Sei (G, *) Gruppe. Dann gilt:

(a) In (G, *) existiert genau ein neutrales Element.

(b) In (G, %) hat jedes Element a € G genau eine Inverse
(Bezeichnung @' bzw. —a im Falle additiver Schreibweise).

Beweis. Nach (G3) existiert mindestens ein neutrales Element, nach (3.3) ist dieses
eindeutig bestimmt. Nach (G4) existiert zu jedem Element ein inverses Element; nach
(3.6) ist die Inverse jeweils eindeutig bestimmt. O

Beispiele:

3.12 Korollar zu (3.8): Sys als Gruppe
Ist M n.l. Menge, so gilt:

(gM, o) ist eine Gruppe.

Sie heifft symmetrische Gruppe auf M; ist speziell M = {1,...,n}, so heift sie
symmetrische Gruppe vom Grad n.

Bez’spiele weiterer Gruppen. (Ra +)a (R*7')7 (Q7+)7 (Q*7')7 (Za+)7 (@(M),A)7 (‘77—’_)7 ({071}7@)7
({1},®), (Abb(M,R),+) und

‘die’” Menge der Drehungen eines regelméfigen n-Fcks bzgl. Hintereinanderausfithrung als Verkniip-
fung.?®

Bei den eben aufgefithrten Beispielen stehen einige in engem Zusammenhang, z.B. (R, +) und (Q, +);
es ist ja Q € R und ,,die Addition auf Q“ (, die wir kurzfristig mit ,,+¢"“ bezeichnen,) stimmt mit der
auf R (,+g“) iberein“. Es gilt also fiir ¢1,q2 € Q

ntoe=q0+tr ¢ -

3.13 Definition induzierte Verkniipfung, Untergruppe
Seien (G, *) Gruppe (insbesondere * : G x G — G) und U C G.
(a) Ist dann *(U x U) C U, so heifst U abgeschlossen bzgl. der Verkniipfung *; und

{UxU—>U
*U:

(u,v) » ux*xv

heifst die von G auf U induzierte (innere) Verkniipfung.

287u jedem regelmiiRigen n-Eck gibt es eine solche Gruppe; nur ist es so, dass sich (fiir fesates n) diese
Gruppen ,,in ihrer Struktur nicht wesentlich unterscheiden®.
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Anmerkung. *y entsteht dabei aus * durch Einschrankung des Definitions-Bereichs
und des Werte-Bereichs auf U x U bzw. U.

Beispiele: N und 7 sind abgeschlossen in @ bzgl. der Addition; N und 7Z* sind
abgeschlossen in (QR*, ).

Ist zusétzlich (U, *y) Gruppe, so heifst (U, *) Untergruppe von (G, ) ( abgekiirzt
» U UG von G “), in Zeichen U < G .

(b) Anmerkung. Ist G endlich, so folgt ¢
schon aus der Abgeschlossenheit von U U g @G
bzgl. x, dass (U,#*y) Untergruppe ist. e
(Beweis?) _ ,
Ein weiteres Untergruppen-Kriterium Figur 3.5: Symbohsehg Darstellung
ist in (3.16) zitiert (s.u.). Sind keine der Untergruppen-Beziehung

Verwechslungen zubefiirchten, so schrei-
ben, wir statt *; auch nur x.

Beispiele. i/l
(Z,+) ist Untergruppe (UG) von (Q,+); * (@) > (@) %
(Z,4+), (Q,+) sind UG’n von (R, +); o (R, +) e (R*,)
(Z,+), (Q,+), (R,+) sind UG’n von (C, +);

b (Qa +> b (Q*7 )
(Q*,-) ist UG von (R*,-);

° (Z,+)

(Q*a ')7 (]R*a ) sind UG'n von ((D*v ) . . . . s
Figur 3.6: Diagramm fiir die additiven bzw.
multiplikativen Gruppen einiger Zahlbereiche

3.14 Hilfssatz: neutrales Element, Inversen einer Untergruppe
29

Seien (G, ) Gruppe, U Untergruppe von G und a € U. Dann gilt:
(i) e ist neutrales Element von GG. <= e ist neutrales Element von U.
(i) a~! ist Inverse von a in G. <= a~ ! ist Inverse von a in U.
Beweis. (i) Seien ey bzw. eq die neutralen Elemente von U bzw. G, dann gilt:

ey - eq = ey (da eg neutrales Element von G ist)

=ey - ey (da ey neutrales Element von U ist)

29Bei abstrakt gegebenen Gruppen schreiben wir im Folgenden fast immer die Verkniipfung als Multi-
plikation, also mit oder ohne Malpunkt.
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. _ ~1 _ 1 . -1
und damit ey-ey = ep-eq, also e -(ey-ey) = ey -(ey-eq), mit der Inversen e,

von ey in G, woraus eg - ey = eg - eg und somit ey = e folgt.
(ii) Sei ag' Inverse von a in G, ag;' von a in U. Dann ergibt sich

—1 —1 —1 —1
a a4 =a-a = ey = ¢ — a = Qy; .
u U Def. v (z) G (3.11b) G U

3.15 Definition: Komplexschreibweise

Seien (G, -) Gruppe, A, B C G und ag, by € G. Dann vereinbaren wir folgende abkiirzende
Schreibweise (,, Komplexschreibweise):

A-B:={a-b:ac ANb€ B}
ap-B:={ap-b:be B)={ay} B
A-by:=A-{by}
At={at:ac A}

Damit kénnen wir leicht hinreichende (und notwendige) Bedingungen dafiir formulieren,
dass U eine UG von G bildet:

3.16 Satz (Untergruppenkriterium)

Sei (G, -) eine Gruppe und U C G. Dann gilt

U ist Untergruppe von G. <= U #0AU-U ' CU.

(Machen Sie sich klar, wo in der Formulierung von (3.16) G und U die Gruppe (G, ")
bzw. Untergruppe (U, -7) bezeichnen und wo die diesen zugrunde liegenden Mengen!)

Beweis. ,=“ UUG = JdecU=U%#0

U UG — U'CcU = UU'CU.
(3.13), (3.10), (3.14)(ii) (3.13), (G1)
<% (G3) U%@:>E|a€U:>EIa’1GG(:>>EIa’1€U’1,
acU
alsoe=a-alelU- U C U=eclU
Vor.

und e neutrales Element in U.
(G4) Seia € U;a™! existiert in G und damit ™! € U™;
fernerec U, alsoa™' =e-a”t €cU-U"! C U.
Vor.
(G1) labelU=ab' €U=alb ) el U CU
— a-be U] = U abgeschlossen (bzgl. -).
b=~ 1=p

(G2) st erfiillt, da schon die Obermenge (G, ) assoziativ ist. O

76



Beispiel. Seien n € N und nZ :={n-z: z € Z}. Dann gilt:
(nZ,+) ist Untergruppe von (Z,+) .

Beweis. (Z,+) ist Gruppe, nZ C Z; nZ # ) ; ferner

nzi,nzy € nZ = nz + (—nz) = n(z; — 29) € nZ (:>) Behauptung. O
3.16

Anmerkung. Fir m,n € N gilt |mZ C nZ <= n|m/|. Beweis?

3.17 Anhang: Gruppe der Deckbewegungen eines Wiirfels

Literatur: Grundkurs Mathematik II 2, DIFF-Studienbrief, Tiibingen 1972.

Eigentliche Bewegungen des Raumes sind solche ,Kongruenzabbildungen“, die sich aus Trans-
lationen (Parallelverschiebungen) und Drehungen zusammensetzen lassen. Unter einer (eigentlichen)
Deckbewegung eines Korpers im Raum versteht man eine eigentliche Bewegung, die den Korper in
sich iiberfihrt. Die (eigentlichen) Deckbewegungen eines Korpers beschreiben alle seine Symmetrie-
Eigenschaften, wenn man von der Spiegelsymmetrie absieht.

Man kann zeigen, dass die Menge der (eigentlichen) Deckbewegungen eines Korpers bzgl. Hintereinan-
derausfiihrung eine Gruppe bildet. Als Beispiel betrachten wir die Wiirfelgruppe V_V, d.h. die Gruppe
der eigentlichen Bewegungen des Wiirfels auf sich. Der Wiirfel hat die folgenden drei Typen von Dreh-
Symmetrieachsen:

1. Achsen durch die Schwerpunkte gegeniiberliegender Flachen; Drehung um 90°, 180°, 270°. Es gibt
3 -3 =9 entsprechende Drehungen.

1

Typ 1 Typ 2

Figur 3.7 a/b: Drehachsen von Deckabbildungen eines Wiirfels
2. Die raumlichen Diagonalen; Drehung um 120° und 240°. Zu den 4 Raumdiagonalen gibt es 4-2 =8
entsprechende Drehungen.

3. Achsen durch die Mitte gegeniiberliegender Kanten; Drehung um 180°. Von diesem Typ gibt es 6
Drehungen.

7
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Typ 3
Figur 3.7 ¢: Drehachse einer weiteren Deckabbildung eines Wiirfels

Zusammen mit der Identitdt haben wir 24 Deckbewegungen gefunden. Da bei einer Deckbewegung
des Wiirfels jede rdumliche Diagonale wieder in eine solche abgebildet wird und umgekehrt jede
bijektive Abbildung der Raumdiagonalen zu einer eigentlichen Deckabbildung gehort, ist 24 (= |§4|)
auch die genaue Anzahl der eigentlichen Deckabbildungen. Damit haben wir alle Elemente der Wiir-
felgruppe 1174 angegeben.

Literaturhinweis. Zu Symmetrien (u.a. in Natur und Kunst) allgemein sind die folgenden Abhand-
lungen besonders lesenswert.

e H.Weyl: Symmetrie, Birkhduser Verlag, 19812.

e E.Quaisser: Die Symmetriestruktur von Figuren. In A.Beutelspacher et al.(Hrsg.): Jahrbuch
Uberblicke Mathematik 1995, Vieweg Verlag, p.147-161, 1995.

e R.Wille (Hrsg.): Symmetrie in Geistes- und Naturwissenschaft. Springer Verlag, Berlin etc. 1988.
Weitere Literatur:
P.B:Yale: Geometry and Symmetry. Dover Publ., New York 1968.
H.F.Verheyen: Symmetry Orbits. Birkhéduser V., Boston etc. 1996.

e Beachten sie auch Biicher iiber Kristallographie!

Ubungsaufgaben:
Aufgabe 3.1: Bezeichne W die Wiirfelgruppe!

a) Bestimmen Sie zu jedem Element 2 € W die kleinste Zahl n € N mit

(die sogenannte Ordnung von z)!

b) Nummerieren Sie die Raumdiagonalen und geben zu jedem Element von W die
entsprechenden Permutation der Raumdiagonalen an!

¢) Bestimmen Sie Elemente x1, 25,3 € W derart, dass jedes Element von W sich
als Produkt mit Faktoren aus {x,xs,z3} schreiben ldsst! (Man sagt dann, dass
x1, X9, 23 die Gruppe W erzeugen).

Aufgabe 3.2: Bezeichne Dy die Gruppe der Symmetrieabbildungen (Dreh- und Spiege-
lungssymmetrien) , des* regelméfigen 5—FEcks! Zeigen Sie, dass gilt:

a) Ds enthilt 5 Spiegelungen und 5 Drehungen (einschlieflich der Drehung id um 0°).
b) |Ds| = 10. (es gibt also keine weiteren Deckabbildungen).

c) Ds enthilt genau eine Untergruppe der Elemente-Anzahl (Ordnung) 5 und genau
5 weitere Untergruppen (aufer {id} und Ds selbst).

Anmerkung: 1.) Diese Gruppe spielte eine Rolle bei der Bestimmung von Priifziffern fiir
die Nummern der letzten DM-Banknoten.
2.) Diese Aufgabe wird mit Aufgabe 4.2 fortgesetzt.
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Aufgabe 3.3 Das Schema

L Qe
>0 o

c
f | rationaler Zahlen nennen wir ein magisches
J
)

Quadrat (iiber @ mit 3 x 3 Feldern), wenn alle Zeilen- und Spaltensummen sowie die
Summen beider Diagonalen den gleichen Wert s haben, wenn also gilt:

s=a+bt+c=d+te+f=g+h+j=a+d+g=b+tet+h=c+f+j=a+e+j=c+e+g.

a b c a v d
Zu zwei magischen Quadraten M = | d e f | und N= | d € f' | definieren
g hJj g nj
a+a b+ c+
wir eine Summe durch M+ N := | d+d e+ée f+f

g+g h+h j+7j
a) Zeigen Sie: M ist durch (a,b,c) bestimmt, und zu jedem Tripel (a,b,c) € Q3 gibt es
ein magisches Quadrat mit erster Zeile (a, b, c) !

b) Beweisen Sie: Die Menge G aller magischen 3 x 3—Quadrate iiber Q) bildet bzgl. der
oben definierten Addition eine kommutative Gruppe !
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A

§ 4 Homomorphismen von Halbgruppen und Gruppen

Bei der Betrachtung der Gruppe §3 hatten wir auf die Ahnlichkeit im Verhalten der Permutationen von
{1,2,3} mit dem der Symmetrien (Deckbewegungen) eines gleichseitigen Dreiecks hingewiesen. Diesen
Zusammenhang zwischen der Gruppe

S5 = ({80, 01,82, 01,02,03},0) (s. Figur 3.3 !)

und der Gruppe .
D3 = ({Do, D120, D240, Sw, , Sw,, Sw }0)

(mit D; als der Drehung um den Schwerpunkt des Dreiecks um i° und Sy, als der Spiegelung an der
Halbierenden des Winkels im Punkt Ej, vgl. Figur 4.1)

Figur 4.1: Zur Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks

wollen wir nun prézisieren:

Es existiert eine Bijektion f : {Dy, ..., Sws} — {do,..., 03}, definiert durch D;.190 — J; (i = 0,1,2) und
Sw,; + 0. Diese Zuordnung allein reicht nicht zur Beschreibung aus; es wiren nur Eigenschaften der zu-
grunde liegenden Mengen in Beziehung gebracht (,,gleiche Kardinalzahl*), nicht die der Verkniipfungen,
wie z.B.

Diyg o Sw, = Sw,
) 0 0
51 o g1 = g3

oder allgemeiner f(Bj o Bs) = f(B1) o f(Bs) fiir By, B2 € {Do, ..., Sw,}-

Mit Abbildungen, die in diesem Sinne ,mit der Gruppenstruktur vertraglich sind, wollen wir uns be-
schéiftigen. Derartige Bijektionen bestehen zwischen solchen Gruppen, die mit den Mitteln der Gruppen-
theorie nicht unterschieden werden konnen. Aber auch nicht-bijektive strukturbeachtende Abbildungen
von (Halb-)Gruppen sind von Bedeutung, iibertragen sich doch auch so viele Eigenschaften auf die
Bildstruktur; z.B. werden Untergruppen auf Untergruppen abgebildet.

Als Beispiel fiir eine strukturvertrégliche Abbildung, die keine Bijektion ist, betrachten wir die
kanonische* Abbildung von 7 auf die Menge der Aquivalenzklassen mod m (fiir m € N fest gew#hlt):
Bezeichnen wir mit Z die ,,Restklasse®? “ {y € Z : y = 2 (mod m)} von x € Z, mit Z,, die Menge all

32Zur Erklirung des Namens: y = x (mod m) bedeutet, dass m Teiler von y — 2 ist und damit = und
y den gleichen Rest bei der Division durch m haben.
Beispiel: 5 = 8 (mod 3) heiftt u.a., dass 5 und 8 den gleichen Rest, namlich 2, bei der Division durch
3 besitzen.
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dieser Restklassen (also Zy, := Z/= (mod m)), und definieren wir durch
T+y:=x+y firallex,yecZ

eine Addition auf Z,,, so gilt (Ubungsaufgabe): Diese Addition ist wohldefiniert, d.h. T + 7 ist — wegen
T=T1ANYy=Y, =2T+Y =721 +7y; — von den Représentanten x und y unabhangig, und

(Ziy, +) ist eine kommutative Gruppe.

Fiir die kanonische Abbildung

ist nach Definition der Addition die Gleichung k(x4 y) = k(x) + k(y) fiir alle z,y € Z erfiillt.

0 fii d
_ tlr “ gerade ist eine strukturvertragliche Abbildung
1 fiir z ungerade

Beispiel. 7 — Zo mit z — zZ = {
(Homomorphismus) von (Z, +) auf (Zs,+).
Ahnlich gilt fiir die durch T-7:=7Z -5 (wohl-)definierte Multiplikation:

(Zeyy,, ) ist eine kommutative Halbgruppe,

und « ist eine auch mit dieser Struktur vertrigliche Abbildung von Z auf Z,,.

Beispiel (Anwendung). ’,,Neunerprobe“ ‘ Gegeben sei n € N | Wir fragen: Ist 9 ein Teiler von n ?

k )
Seien ag, ..., a die Ziffern der Dezimaldarstellung von n, also n = Y ;10" (nach Identifikation der
i=0
Ziffern 0,...,9 mit den entsprechenden Zahlen). Gehen wir zur Kongruenz mod 9 iiber, so lautet die

Frage: m = 0? Nun ist 10° = 10 = (1)) =1° =T und

Dabher gilt: n ist genau dann durch 9 teilbar, wenn die Quersumme von n (in der Dezimal-
darstellung) durch 9 teilbar ist.

Zahlenbeispiel. 9 teilt 49068, da  9|(4+9+ 0+ 6+ 8).

Untersuchen Sie analog die ,, Dreierprobe “ und die ,, Elferprobe “ !
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A

4.1

Definition. (Halb-) Gruppen-Homomorphismen, -Isomorphismen

Seien (Hj,*1) und (Ha, *9) Halbgruppen!

(a) Eine Abbildung f : H; — Hs heift Homomorphismus (Hom) von H; in
H,, falls gilt:
Va,b € Hy: f(a*b) = f(a) =2 f(b).

(b) Ist f zusétzlich bijektiv, so heift f Isomorphismus (Iso). Ein Isomorphis-
mus einer Halbgruppe auf sich selbst (also fiir H; = Hy) heifft Automor-
phismus (Aut).

(¢) (Hi,*1) und (Hs,*5) heifen isomorph, falls es einen Isomorphismus von
(H17 *1) auf (HQ, *2) glbt
In Zeichen : H; & H,.

Beispiele.

(1)

(2)
3)
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Die am Anfang dieses Paragraphen angegebene Abbildung zwischen der Gruppe D3 der Deckabbil-
dungen eines gleichseitigen Dreiecks und der symmetrischen Gruppe S ist ein (Gruppen-) Isomor-
phismus. Also gilt D3 = S3.

Fiir die Wiirfelgruppe W (vgl. Anhang zu §3) gilt W5,

7 — 7
Die Abbildung ,,~ “ : — ™ liefert einen (surjektiven) Homomorphismus der Gruppe (Z, +)
T T
auf die Gruppe (Z,, +), sowie einen (surjektiven) Homomorphismus der Halbgruppe (7, -) auf die
Halbgruppe (Ziy,, -)-
Tes g

0
Die Abbildung { liefert einen Isomorphismus von (Zsg,+) auf ({g,u},®) (s. §1 ).

1—=u

Z *
: { - R (fiir r € R* fest) ist ein Homomorphismus von (Z,+) in (R*,-).

zZ—=1r?

Beweis. g ist wohldefiniert, g(z1 + 22) = r*1772 = r*1 . p#2 = g(z1) - g(22). O

C—-C
h: o . ist ein Isomorphismus von (C, +) auf sich (Automorphismus).
z=a+bi—=Z=a—-"bi

h

¢+~ st ein Isomorphismus von (C*,-) auf sich.

Seien (R%, +) := ({(z,y) : z,y € R}, komponentenweise Addition) und

V,+) := ({ (;) (Y € IR} , komponentenweise Addition); dann ist

f: (2.1) > (m) ein Isomorphismus von (R?, +) auf (V,+).



(8) pry: (:E) oy ist Homomorphismus von (V, +) auf (R, +).

Beweis.

x x xr1+x x x
(), G = Grt), e () (), 0
Y/e e, \¥2/z.5 Y1792/ ¢ Y1/ & e Y2/ ¢ .2,

4.2 Hilfssatz. Bilder von neutralem Element und von Inversen

Seien (G, *) Gruppe mit neutralem Element e, (G’, ") Gruppe mit neutralem
Element ¢’ und f : G — G’ ein Homomorphismus. Dann gilt:

(a) fle)=¢;
(b) Va € G: f(a™") = [f(a)]" .

D.h.: Bei einem Gruppenhomomorphismus wird das neutrale Element auf das neutrale
Element und das Inverse eines Elements auf das Inverse des Bildelements abgebildet.

Beweis. () f(e) ¥ ¢ = f(e) = flexe) = fle) ¥ fle) = = f(e)

Mult. mit [f(e)] ™t

(b) fla™)« fla) = fla™ xa)=f(e)=¢ = f(a™")=[f(a)]".

(4.1(a)) (a)

Bei einem Homomorphismus werden u.U. mehrere Elemente der Urbildgruppe auf dasselbe Element der
Bildgruppe abgebildet. (Beispiele?) Wir untersuchen ,,Urbildmengen* der Elemente von G'.

G G'
Sei also f(a) = f(b) (vgl. Figur 4.2 !); dann gilt
'» ¢ =F@7HfO) = flaT) ¥ f(b) = fa7! xb), dh.
fla)=f(b)=at+be f~({€}) (und umgekehrt).

Figur 4.2: Bildelement mit zwei Urbildern

Es ist also sinnvoll, sich ndher mit f~({e’}) zu beschéftigen; Ziel dieses Paragraphen ist der Nachweis,

dass (erstaunlicher Weise) durch diese Menge f schon weitgehend festgelegt ist.
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4.3 Definition. Kern, Bild eines Homomorphismus

Seien (G, *), (G', ¥") Gruppen mit neutralem
Element e bzw. ¢/ und f : G — G’ Homo-
morphismus. Dann heifst

Kenf:={r e G: f(x) =€} = f({e})
der Kern von f (vgl. Figur 4.3 !) und

Bild f := Imf = {f(z) : z € G} = f(GQ)

das Bild von f. Figur 4.3: Kern f und Bild f
Beispiele.
R? — R?
1. pry: ” ist Homomorphismus von (R?,+) in (R?, +).
(z,y) = (z,0)
y YT
L. =
> Im Pr
] Kern pr, 1

Figur 4.4: Kernpr, = {(0,y) : y € R}  Figur 4.5: Bildpr, = {(z,0) : € R}

7 — L,

_ Homomorphismus von (Z, +) auf (Z,,,+) (s.0.!).
T T

2. FiirmElNist/i:{

Es gilt Bild k = Z,, (da k surjektiv ist) und

Kenk =r"(0)={zr€Z:x=0modm} ={z €Z:mlz} ={my:y € Z} =
mi.

4.4 Hilfssatz: Kern und Bild als Untergruppen

Seien (G, *), (G, ") Gruppen und f : G — G’ Homomorphismus. Dann gilt:
(1) Kern f ist UG von (G, *).
(2) Bild f ist UG von (G', «).

Beweis. (1) f(e) =¢ = e € Kern f = Kern f # ().
Seien u,v € Kern f, also f(u) =€ = f(v). Dann gilt
Flusv™) = fu) fo) = fu)« fo) = e =

(4.1)a (4.2)b
Also u x v™1 € Kern f. Aus dem Untergruppen-Kriterium (3.16) folgt die Behaup-
tung.
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(2) ¢ = f(e) € f(G) = Bild f = Bild f # 0.
Seien u/,v" € Bild f; dann Ju,v € G : f(u) = « und f(v) = ¢'; damit gilt

W ()T () (F(0) " = fu)# Fo) = fluxo) € Bild /.
Wieder nach (3.16) folgt die Behauptung.

4.5 Hilfssatz: Kern bei injektiven Homomorphismen

Ist f Gruppenhomomorphismus, dann gilt

f injektiv <= Kern f = {e} .

Beweis. ,=* Ist f injektiv, so hat ¢’ hochstens ein Urbild (und wegen f(e) = ¢’ genau
eins).
»<=" Seien a,b € G mit f(a) = f(b), dann folgt

fla™txb) = f(a)™h+ f(b) = f(b)~" ' f(b) = ¢,
also a™! * b € Kern f = {e} und damit a = b.

(nach Voraussetzung)

]

Weiter oben (nach (4.2)) und eben hatten wir gesehen, dass fiir einen Homomorphismus

f gilt:
fla)=fb)=atxbec f ({}) =Kernf (d.h. b€ axKern f).

Ist umgekehrt b € a * Kern f, so folgt
f() € flaxKern f) = f(a) " f(Kern f) = f(a) ¥ {e'} = {f(a)}, also f(b) = f(a).

Somit gilt (vgl. Figur 4.6 !) in multiplikativer Schreibweise der erste Teil von:

4.6 Hilfssatz: Volle Urbilder

Seien (G, ) und (G’,") Gruppen und f : G — G’ Homomorphismus. Dann gilt
fiir jedes a € G-

Das volle Urbild von f(a) ist gleich a-Kern f und ( s.u.) gleich Kern f-a.

4.7 Definition: Nebenklasse nach einer Untergruppe
Sei (G, -) Gruppe und U Untergruppe von G. Fiir jedes a € G heifst
a - U linke Nebenklassee von U in GG

U - a rechte Nebenklassee von U in G

Achtung: Manche Autoren benutzen umgekehrte Bezeichnungen: a - U rechte Neben-
klassen etc.
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Figur 4.6: Volle Urbilder ( mit N := Kern f)

Anmerkung. Was fiir die Nebenklassen von Kern f als volle Urbildmengen offensichtlich
ist, gilt auch fiir die Nebenklassen einer beliebigen Untergruppe U:

Die rechten (bzw. linken) Nebenklassen von U in G bilden eine Partition der Menge G.
(Beweis .. .)

Jedes Element einer Nebenklasse heifft Reprasentant dieser Nebenklasse.

Beispiel. Fir m € 7 ist (m7Z,+) UG von (Z,+); die linken und rechten Nebenklassen
von mZ in (Z,+) haben die Form r +mZ (= 7). (Ist r € {0,...,m — 1}, so hat, wie
schon erwahnt, jedes Element aus r+mZ bei der Division durch m den Rest r, weswegen
man auch von Restklassen spricht). Ferner gilt:

m—1 m—1
Z = U (r+mZ) = U 7 (Uberdeckung von Z durch Restklassen mod m).
r=0 r=0

Unser néchstes Ziel ist die Konstruktion von neuen Gruppen (aus einer gegebenen Gruppe G), die in
engem Zusammenhang mit Homomorphismen von G stehen.

Auf den Restklassen mod m lésst sich, wie wir sahen, eine Addition definieren, die mit der Addition
auf Z zusammenhéngt. Fiir Nebenklassen einer nicht-kommutativen Gruppe nach einer beliebigen UG
ist es im allgemeinen nicht moglich, auf &hnliche Weise wie im oben erwidhnten Fall eine Verkniipfung zu

definieren. Dafiir ben6tigt man eine zusétzliche Eigenschaft der UG, die aber von Kern f erfiillt wird.

Aus f(a) = f(b) erhélt man néamlich auch f(b-a™t) = f(b)- f(a™') = f(b) f(a)™' = ¢,
also b € Kern f - a; da f(Kern f - a) = f(a) ist, folgt daraus: Auch (Kern f) - a ist das
volle Urbild von f(a). Es gilt also:

(Kern f) - a = a - (Kern f).

4.8 Definition: Normalteiler

Eine Untergruppe N der Gruppe (G,-) heift Normalteiler von G, wenn gilt:
VaeG: a-N=N -a.

Schreibweise: N < G . Symbolische Darstellung s. Figur 4.7 !
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G

N

Figur 4.7: Symbolische Darstellung von N 4G {ey

Beispiel. Bei einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler.

4.9 Satz: Kern als Normalteiler

Sind G, G’ Gruppen und ist f : G — G’ Homomorphismus, dann gilt:

Kern f ist Normalteiler von G.

Bei Nebenklassen nach einem Normalteiler NV ist es moglich, mit Hilfe der Verkniipfung
von G eine Verkniipfung auf G /N sinnvoll zu definieren:

4.10 Definition: G/N

Sei (G, %) Gruppe und N Normalteiler von (G, *). Dann definiert man:
1. G/N:={axN:a€G}.

2. Fir a,b € G sei
(ax N)*(bx N) := (a*x N) % (b* N) (in Komplexschreibweise, vgl. (3.15) !)

Man beachte, dass die Bildung von Z,, = Z/mZ und die Definition der Addition auf Z,,
einen Spezialfall der eben erfolgten darstellt.

4.11 Satz: Faktorgruppe

Seien (G, *) Gruppe, N Normalteiler von (G, %) und G/N und % wie eben defi-
niert. Dann gilt:
(G/N, %) ist eine Gruppe,

die so genannte Faktorgruppe von G nach N.

Anmerkung. Es gilt | (a* N)*(b* N) = (axb)x N| (s.u.). Auch diese Beziehung wird
oft zur Definition von * herangezogen; dann ist jedoch nachzuweisen, dass * wohldefiniert
1st.

Beweis. (G1) Seien a * N,b*x N € G/N gegeben. Dann gilt (gleichzeitig ein Beweis der
Anmerkung):
(ax N)¥(bx N) = (axN)x(bx N) = ax(Nx*xb)x N

Def. Assoz.

= axbx NxN = (axb)*x N .

N Nt. (N, =) abgeschl.
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(G4)

Insbesondere ist

(ax N)x(bx N) € G/N.

Also:

% ist innere Verkniipfung auf G/N
und

* entspricht der Verkniipfung * der
Reprasentanten.

Figur 4.8: Zur Verkniipfung der Faktorgruppe

Unter Verwendung von (G1) unmittelbare Folgerung aus der Assoziativitit von
(G, *).

N = e x N ist neutrales Element: N € G/N

Nix(ax N)=(ex N)¥(ax N) = (exa)* N=ax N

(ax N)xN = axN.

analog

Sei M € G/N; dann existiert a € G : M = a x N, und es existiert a! € G.
Behauptung: a~! * N ist Inverse von M.

Beweis. a™! x N € G/N;

Mx(a™'* N)=(ax N)¥(a™*« N)=(axa )« N=N

(@t *« N)AM = (a7 '« N)¥(a* N) = (a"' *a) * N=N.

Damit ist die Behauptung gezeigt.

Also erfiillt (G/N, %) die Gruppenaxiome. O
G
G/N
N
Figur 4.9: Symbolische Darstellung der Faktorgruppe {ey! N

(vgl. auch Figur 4.7 1)

Wir betrachten nun die Abbildung, die jedem Element x von G diejenige Nebenklasse
nach N zuordnet, in der x liegt. (Vgl. r — 7 im Falle Z — 7Z,,).
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4.12 Hilfssatz: kanonischer Homomorphismus

Sei N Normalteiler der Gruppe (G, ). Dann ist

{G—>G/N
hNZ
rz —x*xN

ein Homomorphismus von (G, *) nach (G/N, %), der so genannte natiirliche
(kanonische) Homomorphismus von G auf G/N, und es gilt:

Kern hy = N.

Anmerkung (1). Mit @ :=a* N = hy(a) gilt @%b =a*b; (vgl. Figur 4.10 !).

Figur 4.10: Zur Wirkung des natiirlichen Homomorphismus

Anmerkung (2). Aus (4.9) und (4.12) folgt: Jeder Kern eines Gruppenhomomorphis-
mus ist Normalteiler, und umgekehrt ist jeder Normalteiler einer Gruppe Kern eines
geeigneten Homomorphismus.

Beweis von 4.12. (a) hy : G — G/N mit a — @ = a x N ist wohldefiniert, und es gilt:
hn(axb) = (axb)*x N = (a*x N)k(bx N) = hy(a)khy(b).
Also ist hy Homomorphismus von G auf G/N.

(b) z € Kernhy < 2« N =N <z € N.
[l

Anmerkung (3). Damit ist ein Zwischenziel erreicht: Zu jeder Gruppe G konnen wir
homomorphe Bilder konstruieren. Nun ist die Frage: Gibt es weitere homomorphe Bilder?
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Sei uns daher ein beliebiger Homomorphismus f : G — G’ gegeben. Wéhlen wir nun
speziell N als Kern f, so ergibt sich das Diagramm der Figur 4.11.

Figur 4.11 Zum Homomorphiesatz

4.13 Homomorphiesatz fiir Gruppen

Seien G, G’ Gruppen und f : G — G’ ein Homomorphismus. Dann gilt:

G/XKern f 2 Bild f

Insbesondere ist Bild f bis auf Isomorphie durch G und Kern f bestimmt.

Beweis. (a) Die Zuordnung i : G/ Kern f — Bild f mit a * Kern f — f(a) ist wohlde-
finiert (d.h. insbesondere rechtseindeutig); denn aus zwei moglichen Darstellungen
einer Nebenklasse a x Kern f = b« Kern f folgt

{f(a)} = flaxKem f) = f(bx Kern f) = {f(b)}.

(b) ¢ ist Homomorphismus von (G/ Kern f, *) in (Bild f, *|guq4 r); denn es gilt:

i[(a * Kern f)*(b x Kern f)] = i[(axb)xKern f] = f(axb)

Eigensch. von % Def. v. 7

= f(a)« f(b) = ia* Kern f] " i[b * Kern f].

f Hom.

(c) 1 ist surjektiv:

Sei ¢’ € Bild f. Dann ex. a € G : f(a) = d'; daraus folgt o' = f(a) = i(a * Kern f).
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(d) 7 ist injektiv:
Nach Hilfssatz (4.5) reicht es zu zeigen, dass Kerni nur das neutrale Element, hier
von G/ Kern f, enthalt.

Kerni ={axKemm f:a € GANi(axKern f) =¢'}
={axKemnf:ae€GA f(a) =€}
={axKern f:a € Kern f} = {Kern f}.

Kern f ist neutrales Element von (G/Kern f, %) (s.0.).

Insgesamt ist also (G/ Kern f,*) = (Bild f, */|gia f)
[l

Damit ist gekldrt, dass alle homomorphen Bilder einer Gruppe G isomorph zu Faktorgruppen von
G sind. Kennt man also alle Normalteiler von G, so auch (zumindest theoretisch) die Struktur aller
homomorphen Bilder von G. Homomorphismen sind insbesondere schon weitgehend durch ihren Kern

festgelegt.

z—)

Eine symbolische Darstellung des Sachverhalts beim Homomorphiesatz zeigt Figur 4.12.

Kern f}

Figur 4.12: Symbolische Darstellung zum Homomorphiesatz
Ubungsaufgaben

Aufgabe 4.1

(a) Zeigen Sie, dass eine ganze Zahl genau dann durch 3 teilbar ist, wenn ihre Quersum-
me durch 3 teilbar ist. (,Dreierprobe®).

(b) Wie kann (analog) eine ,,Elferprobe‘ aussehen?

Aufgabe 4.2

Sei G die Menge aller Elemente aus Zg, die eine multiplikative Inverse besitzen.
a) Zeigen Sie, dass (G, -) eine Gruppe ist, die von einem Element erzeugt wird.
b) Geben Sie zu jedem Element g aus G seine Ordnung® an!

33Dabei ist die Ordnung eines Gruppenelementes g definiert als die kleinste natiirliche Zahl & mit
k
g® =1
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Aufgabe 4.3 (Fortsetzung von Aufg. 3.2)

Definieren Sie eine Verkniipfung x auf Z( derart, dass folgende Abbildung von der Grup-
pe der Symmetrien eines regelmiRigen 5—Ecks 34 in (Zy, %) ein Gruppenisomorphismus
ist:  Ds — 7o mit Djroe =+ j und Djgge 0 S+ j+5 (fiir j =0,...4).
Lésungshinweis: Unterscheiden Sie 4 Falle!

Aufgabe 4.4 Sei C, eine zyklische Gruppe (d.h. eine von einem Element erzeugte

Gruppe) der endlichen Ordnung (Elementeanzahl) n  und a ein erzeugendes Element

von C,, ! Fiir jedes k € {1,...,n} ist dann folgende Abbildung ein Homomorphismus:
o : Cp — C,, mit i) = 2 fiir alle z € C,,.

Zeigen Sie, dass jeder Homomorphismus ¢ : C,, — C,, von dieser Form ist!

Lésungshinweis: Beachten Sie, dass ¢ schon durch k mit p(a) = a* festgelegt ist.

34mit den Drehungen Dj.720 um j - 72° um den Mittelpunkt und einer , Klappung® S des 5—Ecks auf
sich.
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§ 5 Ringe und Korper

Auf den Zahlbereichen Z, 3, R, C, aber auch auf {0,1} bzw. {g,u}, sind jeweils zwei
innere Verkniipfungen definiert. Deren Gesetzmaéabigkeit wollen wir nun erfassen.

Statt *;, %o schreiben wir fiir die beiden Verkniipfungen auch im allgemeinen Fall ,+
und ,,-“ (in Anlehnung an die angegebenen Beispiele).

5.1 Definition: Ring

Sei R eine Menge. Ferner seien auf R zwei innere Verkniipfungen definiert:

(a,b) —a+b (a,b) +—a-b=:ab

Gelten dann folgende Aussagen:

. {RXR—>R {RXR—>R
e nd ,-“:

(R1) (R, +) ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 € R);
(R2) (R,-) ist Halbgruppe;
(R3) die Distributivgesetze:
Va,b,ce R: (a+b)-c=a-c+b-cund
Va,bce R:a-(b+c¢)=a-b+a-c,
dann heift das Tripel (R, +,-) Ring (engl.: ring).
Anmerkung. 1.) Sind keine Verwechslungen (zwischen Ring und Menge) zu befiirchten
und ist klar, um welche Verkniipfungen es sich handelt, so schreibt man nur R statt
éé)),glét )\;Vil‘d (wie oben schon angegeben) der Mal-Punkt beim Produkt weggelassen.

3.) Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir, dass die Multiplikation stérker bindet als
die Addition; also z.B. ab+ ¢ := (a-b) + c.

Beispiele.
(a) (Z,+,-), (Q,+,), (R,+,-), (C,+,-) sind Ringe.
(b) (Z/mZ,+,-) ist fiir m € N ein Ring, der sogenannte Restklassenring mod m.

Anmerkung. Ist m € N\ {1} keine Primzahl, so hat (Z/mZ),+,-) sogenannte
,Nullteiler* (engl.: zero divisor), also Elemente s,¢ # 0 mit s-¢ = 0. Ist z.B.
m=r-smitr,s € N\ {m}, dann gilt 7 #0, 5# 0, aber 7- 5 =
Insbesondere kann daher (7, *,-) keine Gruppe sein. Beispiel: 2 -

5.2 Anmerkung und Definition: Integritatsbereich

1. (R,+,") heift nullteilerfrei, wenn gilt

(R4) Va,beR:ja-b=0=a=0Vb=0].
Anm.: Gilt in einem Ring die Nullteilerfreiheit, so folgt die Kiirzungsregel

Va,bc,d € R: ac=dc= (a=d)V (c=0).
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Beweis 7
2. Ein Ring (R, +, ) heifit kommutativ, wenn (R, -) kommutativ ist.

3. Ein Ring (R, +, ) heifst Integrititsbereich(Integrititsring; engl.: integer domain),
wenn er nullteilerfrei und kommutativ ist und mindestens zwei Elemente enthélt.

Die oben unter (a) aufgefithrten Beispiele von Ringen sind auch Beispiele von Integri-
tatsbereichen; ist m # 1,m € N keine Primzahl, so ist Z/m7Z wegen seiner Nullteiler (s.
obige Anmerkung zu (b)) kein Integritatsbereich.

Beispiele von Ringen (Fortsetzung):

(c) Sei X Menge, R kommutativer Ring mit 1 (neutralem Element der Multiplikation),
zB. R = R. Zu f,g € Abb(X, R) definiert man (in Verallgemeinerung zu den
Beispielen (6) zu Halbgruppen, s. §3 !):

X — R X — R
f”'{w o i@ +ee) f'g'{

Dann gilt:

(Abb(X, R),+,-) ist ein kommutativer Ring; dieser ist i.a. nicht nullteilerfrei.
(Beweis. ...)

(d) Sei R kommutativer Ring mit 1 (z.B. R = R). Wir definieren (mit Ny := N U {0}):
P(R) := {f € Abb(R, R)|3n € No3ag, ...,a, € R: f(z) = 3. asa’ fiir alle z € R}.
i=0
Jedes Element f € P(R) heift Polynomabbildung. (P(R), +| 5, | 5) ist ein Unterring von (Abb(R, R)+, -).
Er heifst Ring der Polynomabbildungen von R.
Anmerkung. Definiert man f, : R — R durch f,(z) = a fiir alle x € R und (id)* : R — R durch
(id)'(z) = 2%, und ist f € P(R) mit f(z) = 3 a;z¢, so gilt fiir alle z € R

=0

(i for (dm))@) | = Siglfa - (dR))) = Siglfa(2) - (idR))(@)] = Sigase’.
Abb(R, R)

Daher ist f = Z?:o fa; - (idR)i-

(d’) Man kann zeigen: Die Menge R[z] := {>_ a;z%|n € Ny, a; € R} mit den Verkniipfun-
i=0

gen
n m max(m,n)
g a;x" + E bz’ = g (a; + b;)x"
i=0 =0 =0
und
n m n m n+m k
(IZ'LU’L‘ E bjl‘j = E E CLibjSCZJrJ = E (E aibk,»l’k
i=0 =0 i=0 j=0 k=0 i=0

(wobei a; := 0 =: b, fiir ¢ > n und j > m) ist ein Ring, der reelle Polynomring.
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(e) Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und End(G) := {f|f : G — GAf Homomorphismus}.

Definiert man fiir f, g € End G: fH+g:z— f(x)+g(z)
fogrxw fg(x)),

dann ist (End(G), +, o) ein Ring, der sogenannte Endomorphismenring der kom-
mutativen Gruppe G.

5.3 Definition: Schiefkérper, Korper

Sei K Menge und seien auf K zwei innere Verkniipfungen

 [ExK K L JExE=K
s+ und -
(a,b) —a-+b (a,b) +— a-b(=:ab)

definiert. Fiir diese gelte®s:
(K1) (K,+) ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 € K).
(K2) (K*,-) ist Gruppe®®(mit neutralem Element 1 € K).
(K3) die Distributivgesetze:
Va,b,ce K : (a+0b)-c=a-c+b-cund

Va,bce K:a-(b+c¢)=a-b+a-c !
Dann heifst (K, +, -) ein Schiefkdrper (engl.: skew field). Gilt zusétzlich, dass (K\{0}, -)
kommutativ ist, so heifit (K, +, ) Korper(engl.: field).

Anmerkung. 1) Viele Autoren nennen auch Schiefkérper schon Kérper und sprechen bei
Korpern in unserem Sinne von kommutativen Korpern. Besondere Vorsicht ist also
geboten !

2) Die besondere Bedeutung von Korpern liegt fiir unsere Vorlesung darin, dass die
meisten Betrachtungen, die wir an (1.1) bis (1.4) anschliefsen wollen, nicht von spe-
zielleren Eigenschaften der reellen Zahlen, sondern nur von ihren Korpereigenschaf-
ten abhédngen. Indem wir als Skalarbereich einen beliebigen Korper zulassen, werden
unsere Betrachtungen an zusétzlicher Allgemeinheit (und vielleicht auch Klarheit)
gewinnen, ohne wesentlich erschwert zu werden. Unsere Betrachtungen lassen sich
dann auch auf ,Vektorraume* iiber 3, € oder {0,1} (vgl. 1.5) anwenden.

3) Es ist auch moglich, ,,Vektorrdume* iiber Schiefkérpern (allgemein) zu definieren. Da
hierbei jedoch zusétzliche Schwierigkeiten auftreten (z.B. zu unterscheiden ist, ob
man vereinbart mit den Skalaren ,von links“ oder ,von rechts* zu multiplizieren),
werden wir in dieser Vorlesung davon absehen.

3 mit K* := K \ {0}
36genauer fiir die Verkniipfung -| -
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5.4 Beispiele von Korpern

(a) (Q,+,"), (R,+,-), (C,+,), sind Korper.

(b) ({0,1}),®,®) mit

— o
— OO
O ==

©
und 0
1

o OO

1
0 (vgl. 1.5) ist ein Korper.
1

(c) Fiir jede Primzahl p ist GF(p) := (%, ,+,-) = (Z/pZ,+,-) ein Korper, das soge-
nannte Galoisfeld p (engl.: Galois field p, IF,) (vgl. auch Bsp. (b) nach (5.1)!).

Beweis: Ubungsaufgabe 5.1, s.u. !
Spezialfall: p = 2

Die GF(2) zugrunde liegende Menge ist:
Zo={0,1}mit 0={...,-2,0,2,4,..}und 1={...,-3,-1,1,3,.

Zu den Verkniipfungen! Die Definitionen T+ % := 2z +y und T -y := T - y fithren zu
folgenden Verkniipfungstafeln:

+]0 1 |0 1
010 1 010 0
111 0 110 1

Ein Vergleich mit den Verkniipfungstafeln des Beispiels 5.4(b) zeigt, dass die Bijek-
tion
Zy — {0,1}
i:{0 —=0
1 =1

sowohl mit den Additionen auf Zs = Z /27 und {0, 1} als auch mit den Multiplika-
tionen auf diesen Mengen ,,vertréiglich® ist.

5.5 Definition: Ring-Homomorphismus,Ring-lsomorphie

Seien (R, +,-) und (S, +,%) Ringe. Eine Abbildung f : R — S heikt (Ring-) Homo-
morphismus, falls fiir alle z,y € R

fla+y) = flx)+f(y) und f(z-y) = f(2)'f(y)
gilt.3” Ein bijektiver (Ring-) Homomorphismus heikt (Ring-) Isomorphismus.

Im Falle der Existenz eines Isomorphismus des Rings (R, +,-) auf den Ring (S,+,7)
heifen die beiden Ringe isomorph, in Zeichen (R, +,-) = (S, +,%), kurz R = S.
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Wie bei Gruppen, so ist auch bei Ringen die Isomorphie als eine , Strukturgleichheit aufzufassen.
Isomorphe Ringe kann man also als ,,im Wesentlichen gleich* ansehen, jedenfalls insofern man sich auf
ihre Ringstruktur beschrankt.

Wie wir gleich zeigen werden, ist ein Koérper ein Ring mit zusétzlichen Eigenschaften, die
unter Ring-Isomorphismen erhalten bleiben. In Fortfithrung unseres speziellen Beispiels
konnen wir also festhalten: 7 ist ein (Korper-) Isomorphismus; insbesondere gilt also:

(ZQ, =+, ) = ({0’ 1}’ @, Q)'

Auch im Falle von Beispiel (b) sprechen wir daher vom Galoisfeld 2. Ahnlich folgt
(Z% +, ) = ({97 u}? D, ®)

5.6 Zusammenhang Ring — Korper

(K, +,-) ist kommutativer Ring mit*® 1 und 1 # 0,
(K,+,-) ist Korper <= ¢ und zu jedem Element x € K \ {0} existiert eine
multiplikative Inverse.

Beweisskizze.

=" Sei (K,+,-) Korper. Nach Definition sind +, - innere Verkniipfungen, ist (K, +)
kommutative Gruppe und gelten die Distributivgesetze. Da (K\ {0}, -) kommutative
Gruppe ist, interessiert nur noch das Verhalten von 0 bei der Multiplikation.

Sei a € K. Dann folgt

0-a+0-a = (04+0)-a = 0-a = 0-a=0.
Distribut. 0 neutr.Elt Add.v. —(0 - a)
Gesetz d.Add. (ex.)
Assoz.-Ges. der
Addition

Analog lasst sich a-0 = 0 fiir alle @ € K zeigen. Das 0-Element verletzt daher weder
die Assoziativitédt noch die Kommutativitét der Multiplikation (und es gilt 1-0 = 0).

Bevor wir die Riickrichtung zeigen, bemerken wir, dass bei der Herleitung von 0 - a =
0 = a -0 im oberen Beweisteil nur solche Eigenschaften benutzt wurden, die auch Ringe
allgemein besitzen, und halten fest:

5.7 Hilfssatz: Produkt mit Null

In jedem Ring (R,+,-) gilt 0-a =0 =a-0 fiir alle a € R.

Fortsetzung des Beweises von 5.6:

37TVgl. diese Definition mit der des Gruppen-Homomorphismus/Isomorphismus in 4.1 !
38wobei 1 das neutrale Element der Multiplikation bezeichnet und 0 das der Addition.
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,,<="" Auch hier interessiert nur noch die multiplikative Struktur.

Die Nullteilerfreiheit von K und damit die Abgeschlossenheit von (K \ {0}, -) erhélt
man dann folgendermafsen:
ry=0 Nr#0=>y=ary)=2"1-0=0.

Die zusétzlichen Eigenschaften von K bewirken, dass (K '\{0}) kommutative Gruppe
sein muss. 0J
5.8 Definition: Char K
Sei (K, +, ) Korper.

(a) Fiir a € K und n € N definieren wirn-a:=a+a+---+a=(Q1+14---+1)a=

n Summanden n Summanden

(n-1)-a (mit 1 € K).

(b) Ist m -1 # 0 fiir alle m € N, so sagen wir: K hat Charakteristik 0; in Zeichen:
Char K = 0.

Andernfalls nennen wir die kleinste nattirliche Zahl n mit n-1 = 0 die Charakteristik
von K, in Zeichen: Char K = n.

Beispiel. GF(p) hat Charakteristik p; @3, R, C haben Charakteristik 0.

5.9 Satz: Werte von Char K

K Korper = Char K =0 V Char K = p (mit geeigneter Primzahl p).

Beweis: Ubungsaufgabe 5.3.

Ubungsaufgaben:
Aufgabe 5.1 Sei (R, +,-) ein kommutativer Ring mit

(¥) 2°=ux firalle z¢€ R

(Diese Eigenschaft hat z.B. jeder Potenzmengenring®.) Zeigen Sie:
a) Fir alle x € R gilt x + 2 = 0.

b) Ist |R| > 2, so ist (R, +,-) kein Integritdtsbereich.

Lésungshilfe: Betrachten Sie die Terme (a + ) und a(a — 1) !

Aufgabe 5.2

Zeigen Sie, dass (Z,,+, ) fiir jede Primzahl p ein Korper ist !

Lisungshinweis: Fiir den Nachweis der Existenz der Inversen zu @ betrachtet man die
injektive und damit bijektive Abbildung = — @ - T.

Aufgabe 5.3 Beweisen Sie Satz 5.9 !

39Zur Definition des Potenzmengenringes siehe 2.2.10 und Aufgabe 5.4 !
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Lésungshinweis: Zu Char K = p - ¢ berechnet man (p-1)(¢-1) !

Aufgabe 5.4 Untersuchen Sie, unter welcher (notwendigen und hinreichenden) Bedin-
gung an die nicht-leere Menge T der Potenzmengenring (p(7), A,N) ein Korper ist !
(Vgl. 2.2.9 d und 2.2.10 !)
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Kapitel I1l: Vektorraume
§ 6 Vektorraume und Unterrdume — Definitionen und Beispiele

In diesem Paragraphen kommen wir nun endlich zuriick auf die in §1 erorterten Beispiele
und behandeln diejenige Struktur, die durch die dort herausgestellten Gesetze definiert
ist, fiir die also jene Beispiele Modelle liefern.

6.1 Definition: Vektorraum iiber einem Korper

Sei (K, +,-) ein Kérper und V' eine Menge. Ferner seien Verkniipfungen @ : V xV — V
(Addition) und ® : V x K — V (S-Multiplikation) definiert. Fiir diese seien folgende
K

Axiome erfiillt:
(V1) (V,®) ist kommutative Gruppe.

(V2) Fiir alle v,w € V, A, u € K gelten die 'gemischten Distributivgesetze’:
W) OA=WoAN) @ (woAd) undve (A+u) =WoN) (Vo mw).

(V3) Fiir alle v € V, fir alle A\, u € K gilt das "gemischte Assoziativgesetz’:
VO A-pu)=(wON) O

(V4) FiralleVv e Vist vo 1 = .

Dann heifit (V,®,®) Vektorraum iiber K, K-Vektorraum (Abkiirzung: K-VR) oder
K

linearer Raum.
Da wir uns auf Vektorrdume iiber Kérpern beschriankt haben (eine analoge Definition
von 'rechten’ Vektorrdumen tiber Schiefkérpern ist moglich), brauchen wir nicht streng
zu unterscheiden, ob wir von links oder von rechts mit den Skalaren multiplizieren. Wir
definieren

AQUVI=v0O AN

Zur Schreibweise: Durch die verwendeten Zeichen +, &, -, © wollen wir (aus didaktischen
Griinden) vorldufig zwischen den beiden Additionen (+ in K, @ in V') und den beiden
Multiplikationen (- in K und ®, der so genannten S-Multiplikation) unterscheiden..
Falls keine Missverstiandisse zu befiirchten sind, schreiben wir anstelle von & ebenfalls
+, anstelle von v ® A nur v - A oder v\, verwenden also dieselben Symbole fiir verschie-
dene Verkniipfungen. Spéter schreiben wir statt (V, 4, -) auch nur V' und weiterhin statt
(K,+,-) nur K. Zur Ersparnis von Klammern definieren wir, dass die S-Multiplikation
mehr als die Addition binde, also dass z.B. Av + w := (\v) + w gilt.

Beispiele:

e Die Menge der Vektoren der Ebene mit den in (1.1) definierten Verkniipfungen (Addition, S-
Multiplikation) bildet einen IR-Vektorraum V.

Ahnlich bilden
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e die Vektoren des Raumes (vgl. 1.2)
e die Losungstripel der linearen homogen Gleichung (%) von (1.3)

e die Losungsfunktionen der linearen homogenen Differenzialgleichung von (1.4) mit den entspre-
chenden. Additionen bzw. S-Multiplikationen

jeweils einen R-Vektorraum.

e Die Menge der Worter der Lange 5 iiber dem Alphabet {0, 1} bildet bzgl. der in (1.5) definierten
(komponentenweisen) Addition und S-Multiplikation einen Vektorraum iiber dem Kérper GF(2).

Fortsetzung der Beispiele von Vektorrdumen:
(a) Sei (K, +,-) ein Kérper und n € N. Wir definieren:

V= Kn:{(§1)§27"'7§n) 251752)"'7§TL€K}7
EB:(a17a2a"'7an)@(51762%"7671) = (a1+ﬁlaa2+527"'7an+ﬁn)7
%:(0517062,...,06”)6))\:: (g - Ao Ao ap - A)

(also Addition und S-Multiplikation sind komponentenweise erklért).

Dann gilt: (K™, &,®) ist ein K-Vektorraum. | (1. Standardbeispiele)
K

Spezialfille:
(1) n=1: Jeder Korper K ist auch K-Vektorraum.
(2) n=2 K= GF(2)7 V= { 070)7 (07 ]-)a (170)7 (17 1)}

~—

S¥ (0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
0.0 00 0.0 10 (L  § (@)e0=00
EO, 1% EO, 1% EO, 03 El, 13 El, O; (a, ) ©1:= (e, B)
1,0) | (1,0) (1,1) (0,0) (0,1 _ |
(1,1) | (1,1) (1,0) (0,1) (0,0) fiir . 5 € 0,1}
(3) 5, K = GF(2), V = Menge der Worter der Lange 5 iiber {0, 1};

5 &3
O

komponentenweise.

2 ={(&, &) & e RE; (61,&) @ (1, m2) = (& + M1, &2 + 12) und
(£1,&L) 0N = (&N, & A) furalle &, &, m,m, A € R

(4)

(5) Analog zu (4): (]RS,@,%) .

Anmerkung. Unter einer Familie (\;);e; iber K mit Index- Menge I verstanden wir in
2.4.7 die Abbildung I — K mit 7 — ;.

Damit definieren wir nun Folgendes:

(c) Seien (K,+,-) ein Korper, I nicht-leere Menge sowie
K] = {(Az)zel . )\z € K fiur alle 7 € I},
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@ (N)ier + (i)ier = (N + ta)ier;
% s (Ni)ier © poi= (N - tier-

Dann gilt (KT, ®,®) ist ein K-Vektorraum.
K

(2.Standardbeispiele; umfassen die 1.Strandardbeispiele)
Bewess. . ..
Anmerkung. Jede Familie f = (\;);es ist ja definitionsgeméfs eine Abbildung von [/
in K (s.0.l); Umgekehrt lésst sich jede solche Abbildung als Familie schreiben. Also
gilt

K' = Abb(I, K).

Fir f = (Ai)ier und g = (p)ier gilt dann f @ g = (A +p)ier und f O p = (A - wier,
also (in Ubereinstimmung mit fritheren Definitionen):

fog: (fog)) =N+ m= f@)+g(),
fou:(foui) = p=[f(3i)- p
Damit lassen sich die angefiihrten Beispiele auch in der Form

(Abb(I, K), @, %)

schreiben.
Speziell:

e Fiir I = {1,2,...,n} gilt K’ = K"; da auch Addition und S-Multiplikation
ibereinstimmen, sind die Beispiele aus (a) auch unter den eben in (b) definier-
ten.

e Fiir ] = N und K = R erhélt man den Vektorraum der reellen Zahlfolgen.

Sei (K, +, ) Korper und I nicht-leere Menge.

= {(\)ier|(A)ier € KT und \; = 0 fiir fast alle i € I} ;

(,A\; = 0 fiir fast alle i € I bzw. | \; # 0 fiir hochstens endlich viele i € I* sagen
wir, wenn {i € I|\; # 0} endlich ist; wir sprechen auch von einer Abbildung von
I in Kmit endlichem Triger).

Addition @ und S-Multiplikation ® definieren wir wie bei K’ (eingeschrinkt auf
K
Urbild KU x KU bzw. K x K und Bild K)). Dann gilt

(KW, @, ) ist ein K-Vektorraum . | Weitere Standardbeispiele
K

Ist speziell |[I| =n € N, so gilt KY) = K! im Falle I = {1,...,n} also insbesondere
KW = K",



6.2 Hilfssatz: Eigenschaften der neutralen und inversen Elemente

Sei (V, @, ®) Vektorraum iiber dem Koérper (K, +,-), bezeichne ferner
K

0 das neutrale Element von (K,+) (Nullelement des Korpers),

1 das neutrale Element von (K,-) (Einselement des Korpers),

—\ die additive Inverse von A\, A € K|

o das neutrale Element von (V, @)  (Nullvektor),

—v das additive Inverse von v, v € V' (auch Gegenvektor von v genannt.)
Dann gilt fiir alle v € V und alle A € K :

(1) vo0=o,
0OAN=0;

(2) vord=0=v=0VA=0;

B) () OA=—=(WON) =v0O (=A);
speziel:  —v=0v® (—1).

Beweis. (1) 0®(v©0) = vO0 = vO(04+0) = (vE0)B(WE0) = o0=0v060,
(V1) (K2) (V2) Kiirzen (V1)

0B (0ON)=00A=(050)OA=(00N)B(0OAN)=0=00 A

(2) Sei v ® A =0 und A # 0; dann existiert A™! mit A- A7! = 1.

v = 00l=00AN X1 = WONOANT = 00N =o.
(V4) (V3) Vor. (1)

B) e (=AN)]®ve A (@)U@[(—)\)+)\] (KZZ)UQO(T)o:M)@(—)\) = —(vOA).
Fiir A = 1 ergibt sich —v = —(v® 1) = v ® (—1) und damit
v (=) = vo[(-1)-} o Lo (-1)]oA=(-v)O\.

Eigenschaft
von —1€K

6.3 Definition: Unterraum

Sei (V, +, K) ein K-Vektorraum und U C V. Dann heift U (linearer) Unterraum (UR,

Teilraum) von (V, +’1})’ wenn + bzw. B auf U Verkniipfungen +, : bzw.

= +|U><U4>U

= - induzieren (- insbesondere also U abgeschlossen bzgl. + und - ist )
KU K UxK—U K

und

(U, +v, i ) ein K-Vektorraum ist.
U

Beispiel. (a) Sei V der Vektorraum der Vektoren der Ebene (s. 1.1).
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Fiir jedes @ € V \ {0} ist

R = {ak|k € R}

(s. Figur 6.1 !) ein Unterraum von V. -

Es lasst sich zeigen, dass dies die einzi-
gen von V und {0} verschiedenen Un-

terrdume von V sind.
Figur 6.1: dR als Gerade (fiir @ # 0).

(b) In einem Vektorraum V sind stets V und {0} Unterrdume.
{0} heifst Nullraum oder trivialer Unterraum. Ein von V' verschiedener Unterraum

von V heifst echter Unterraum von V.

(c) KW ist Unterraum des K-Vektorraumes (K7, +, K) (vgl. Bsp.(c) und (d) nach (6.1)),
allerdings fiir |I| < oo kein echter Unterraum, da dann K) = K7 gilt.

Um nicht jedesmal sdmtliche VR-Eigenschaften eines UR-,,Kandidaten“ nachpriifen zu

miissen, zeigen wir

6.4 Satz (Unterraum-Kriterium)

Sei V' ein K-Vektorraum und U C V. Dann gilt:

i) U#0. N
U ist Unterraum von V < < (ii) U ist abgeschlossen bzgl. Addition und
S-Multiplikation.

Beweis.

,=“ U UR = (U,+,) Gruppe = o € U (also U # () und U abgeschlossen bzgl. +.

Ferner ist - = - (per definitionem), also U abgeschlossen bzgl. S-Multi-
KU K UXK—U

plikation.

»<="* Die Einschrankung von + auf U x U — U und N auf U x K — U ist wegen (ii)

moglich.
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(V2) bis (V4) und die Kommutativitat der Addition gelten fiir V' und damit auch
fur Teilmengen von V. Zu zeigen bleibt also aus (V1), dass (U, +,) Gruppe, also

Untergruppe von (V, +), ist:

Nach (i) ist U # 0; nach (6.2)(3) gilt —u = w - (—1) fiir jedes u € U, wegen (ii)
also —u € U fiir jedes u € U und ebenfalls nach (ii) damit U + (=U) C U. Nach
dem UG-Kriterium (3.16) folgt die Behauptung,.

Fortsetzung der Beispiele von Unterraumen:

]

(d) V=R U={(zv,2)|r,y,2 € RA—2x+5y+ 2z = 0} ist Unterraum von R3.

(Vgl. dazu (1.3) !)

Beweis. (0,0,0) € U = U # 0

(T1,y1,21), (T2, Y2, 22) € U = =221 +5y1 + 2 = 0und — 225 + 5yp + 20 = 0 =

—2(z1+x2)+5(y1+y2)+(21+22) = 0und VA € R : —=2(x1-A)+5(y1-A)+(21:A) =0 =

(x1,y1, 21)+ (22, Yo, 22) € Uund (z1,41,21)-A € U furalle A € R (:>) Behauptung. [
6.4

C([0,1],R) (die Menge der stetigen reellen Funktionen auf [0, 1]) bildet einen Un-
terraum von (ROY 4 I-R), des Vektorraumes aller reellen Abbildungen mit Definiti-

onsbereich [0, 1].

Im Vektorraum der Vektoren des Raumes (vgl.
1.2) erzeugen linear unabhingige Vektoren @
und b die Menge
AR+bR={ak+bl]|klecR};
diese Mengen bilden Unterrdume, ebenso
€R = {¢ k|k € R} fiir jeden Vektor ¢ # 0.
Die Unterrdume der ersten Art bestehen je-
weils aus den Ortsvektoren einer ,,Ebene durch
den Nullpunkt® (s. Figur 6.2 !), die der zwei-
ten Art aus denen einer ,,Nullpunktsgeraden®.
Je zwei verschiedene Ebenen durch den Null-
punkt schneiden sich in einer Geraden. Allge-
meiner vermuten wir, dass der Durchschnitt
zweier Unterrdume wieder ein Unterraum ist.
Anmerkung: 7+ mR ist fir p ¢ MR kein Un-
terraum.

Figur 6.2: Schnitt zweier Ebenen durch den

Nullpunkt

6.5 Hilfssatz: Durchschnitt von Unterraumen

Seien V ein K-Vektorraum und (U; )¢ eine nicht-leere Familie von Unterrdumen

von V.

Dann ist auch () U; ein Unterraum von V.

iel
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Beweis. Fiir alle i € I gilt: o € U;, daher 0 € () U; und somit () U; # 0.

il icl

Seien v,w € [ U; und A € K. Dann gilt fiir alle ¢ € I zunédchst v,w € U; und, da
iel

U; Unterraum ist, auch viwel , somit v + w,v\ € (| U;; nach (6.4) folgt die

Behauptung. O]

Eine wichtige Folgerung ist:

6.6 Korollar
Seien (V, +, K) ein K-Vektorraum und 77 C V.

Dann existiert genau ein Unterraum Uy von V' mit

(a) T Q UO .
(b) Fir jeden Unterraum W von V mit T C W gilt Uy C W.

d.h. Up ist (eindeutig bestimmter) kleinster 7" enthaltender Unterraum.

6.7 Bezeichnung: Erzeugnis, Erzeugendensystem

Der Unterraum Uj der in (6.6) aufgefithrten Eigenschaften heifst der von T' erzeugte
Unterraum, von 1" aufgespannte Unterraum oder die lineare Hiille von T, in
Zeichen Uy = (T'). T heifst Erzeugendensystem von (7).

Beweis von (6.6). (Allgemeineres Beweisprinzip!) Betrachte
U:={X|X URvon VAT C X} !Esgilt: Vel, alsod # (). Wir definieren:

U= XCV.
Xeu

Behauptung: Uy hat die geforderten Eigenschaften.
Nach (6.5) ist Uy Unterraum von V', nach Konstruktion ist 7' C U.
Sei W Unterraum von V mit 7' C W. Dann ist W € U und damit

%:ﬂxgw
Xeu

Eindeutigkeit:
Seien Uy, Us Unterrdume der Eigenschaften (a) und (b). Dann gilt U; C U, (mit Uy = Uy
und W = Us) und Uy C Uy (mit Uy = Us und W = Uy), insgesamt also U; = Us. O

Beispiel. Sei V =V (vgl. (1.1)), der Vektorraum der Vektoren der Ebene.

(i) Setzen wir T'= {a} mit @ € V \ {0}, so erhalten wir
(@) .= {{a}) =adR (geometrische Deutung: Nullpunktsgerade in Richtung von @, s.o.!).
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Beweis. dR ist Unterraum (Bsp. (a), s.o0.); ferner gilt

Vre R:ar € (@) (da mit @ auch alle skalaren Vielfache von @ in einem Unterraum liegen). O

(ii) Sind @; und @y linear unabhéngige Vektoren aus V, so gilt: (@1, d2) := ({@1, d2}) = diR+d:R = V.

(i) Es gilt allgemein: (@) = {o}.

Im Folgenden werden wir versuchen, auch allgemein einen Zusammenhang zwischen dem
Erzeugnis von 7" und den Linearkombinationen von Elementen von 7' herzustellen und
so (T') direkter zu beschreiben.

6.8 Definition: Linearkombination

Sei V ein K-Vektorraum!

(a) Seien vy,...,v, € V und n € N. Dann heifst jeder Vektor
U:Z%/\z‘ (mit \; € K firie{1,...,n})
i=1

eine Linearkombination (LK) der Vektoren vy, ..., v,.

(b) Sei ) # T C V. Unter einer Linearkombination von (Elementen von) 7' versteht
man eine Linearkombination von endlich vielen Vektoren vy,...,v, € T.

(¢) Fir T C V definieren wir:
LK(T) := {v € V|v Linearkombination von T}, falls 7' # (), und
LK(0) := {o}

Beispiele

(a) Jeder Vektor von V aus (1.1) ist Linearkombination von €; und é.

(b) Sei K Korper und V = K™; mit

gilt V = LK ({e1, ..., en}) wegen (€1,...,6) = 3 ey,

=1
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(c)

(¢)

6.9

Sei K Korper und P(K) die Menge der Polynomabbildungen f = 3 o'(idx)". Bei
i=0

der Einfiihrung von P(K) (§5 Bsp. (d)) haben wir, u.a. eine Addition + auf P(K)
definiert: f+¢: (f+g)(x):= f(z)+g(x). Eine skalare Multiplikation B ist gegeben

durch die Festsetzung

K— K
x = a- f(x).

af:al-(f:{

n

Es gilt also oz}-{f = fo- [ sowie (ozl-(f)(x) =a- Y a;(idg)i(z) = a- > e’ = > aor
i=0 i=0

=0
mﬂfzéﬁﬁ@y:

- ay - (idx)’
(07 ldK L
P

Man kann zeigen, dass (P(K), +, K) ein K-Vektorraum ist.

Es gilt: P(K) = LK{(idg)" |i € Ng} (wobei das Produkt von Funktionen wieder
argumentweise zu bilden ist).

Fiir den Vektorraum K[X] := {>.a;X" | n € Ny, a; € K} der Polynome (mit
i=0
geeigneter Addition und S-Multiplikation, s. LINA IT) gilt K[X] = LK{X"|i € Ny}.

Satz (Darstellung des Erzeugnisses)

Sei V' ein K-Vektorraum und 7" C V. Dann gilt:

(T) = LK(T).

Beweis. 1. Fall T = ()

0y = N U = {o} = LK(D), da {0} Unterraum ist und ) C U fiir jeden

U UR
von V

Unterraum U von V' gilt.

2. Fall T+ 0)
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(a) T C LK(T).
teT=t=t-1eLK().

(b) LK(T) ist Unterraum von V.
Nach (a) ist LK(T) 2 T # 0.

Wir zeigen die Abgeschlossenheit von LK(T") bzgl. Addition und S-Multipli-
kation:




Seien v,w € LK(T) und A € K. Nach Definition (6.8) (b) haben v und w
dann folgende Darstellung:

T S
v = Zvi)‘i und w = ij,uj mit geeigneten r, s € N,
i=1 j=1

Vly ooy Upy Wiy ey Ws € T A ooy Ay gy 0oy bs € K

Damit gilt
vt w= (D v+ wiy) € LK(T)
i=1 j=1
(U1, ..., Vp, w1, ..., ws sind ebenfalls nur endlich viele Vektoren aus T') sowie

r

ved=0 k) A= iw(m) e LK(T).

i=1
Nach dem UR-Kriterium (6.4) folgt die Zwischenbehauptung.
(c) (T) € LK(T) .

Diese Tatsache folgt aus (a) und (b), da LK(T') unter den Unterrdumen
vorkommt, tiber die der Durchschnitt gebildet wird.

(d) LK(T) C(T) .
Sei v € LK(T); dann existieren n € N, vy,...,v, € T, A,..., A\, € K mit
v=> vN.Dav, € Tfiri=1,...,nund T C (T) (vgl. 6.6 !) ist, gilt nach

i=1

(6.4): v\, € (T) fur i =1,...,n und damit v = Y v;\; € (T)).

=1
Damit ist die ,,doppelte Inklusion” gezeigt.
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§ 7 Lineare Unabhiangigkeit, Basis — Existenzsatz

Am Ende des vorigen Paragraphen betrachteten wir bei vorgegebener Teilmenge T' eines K-Vektorrau-
mes V das Erzeugnis U von T in V. Die Bildung des Erzeugnisses ist dabei ein wichtiges Prinzip, das
auch in anderen Gebieten der Algebra in dhnlicher Weise herangezogen wird. Die Information {iber das
Erzeugnis ist dabei jeweils schon ganz in dem Erzeugendensystem enthalten. In unserem Falle l&sst sich
U = (T) mit Hilfe von Linearkombinationen von T beschreiben.

Wir verlagern entsprechend unseren Standpunkt: Wir geben den Unterraum U vor und fragen nach
erzeugenden Mengen von U. Zunéchst stellen wir fest:

U= <U>7

so dass also jeder Unterraum als Erzeugnis (seiner selbst) geschrieben werden kann. Es ist aber, zweck-
mékig, das Erzeugendensystem 7T von U mdglichst klein auszuwéhlen, also ohne solche Vektoren,
die sich aus den {ibrigen durch Linearkombination ergeben.

Diese treten auf, wenn es vy, ...,v, € T gibt mit

> widi = und (zB.) A # 0.

i=1
Denn dann ist v; selbst Linearkombination der iibrigen v;:

n

v = —(i: Ui)\i)/\l_l = Zvi(—kfi)\l_l).
=2

=2

7.1 Definition: Lineare Unabhiangigkeit, lineare Abhangigkeit

(a) (i) Eine endliche Teilmenge 7" von V heifit linear abhéngig (lin.abh., lLa.)
g.d.w. gilt: Es existieren Elemente A{,...,\, € K, nicht alle \; = 0, und
V1, ..., U, € T mit v; # v; fiir i # j derart, dass ) v;\; = 0. (Es existiert dann
i=1
also eine ,nicht-triviale Darstellung des Nullvektors®.)

(ii) Das n-Tupel von Vektoren (vy,...,v,) € V™ heift linear abhingig g.d.w.

gilt:
{v1,...,v,} lin.abh. V wvy,..., v, nicht paarweise verschieden.
(In diesem Falle sagen wir auch: die Vektoren vy, ..., v, sind linear abhéngig.)
(iii) vy heifst linear abhéngig von vy, ..., v,, wenn v; ELK({v,...,v,}) gilt; dann

sind insbesonder vy, v, ... v, linear abhingig.

(iv) Eine Teilmenge M von V (nicht notwendig endlich) heifit linear abhéngig,
wenn gilt: Es existiert eine endliche Teilmenge von M, die linear abhingig ist.

(b) linear unabhéngig (lin.unabh., l.u.) = nicht linear abhéngig, also fir M CV :

M lin.unabh. Menge < Jede endliche Teilmenge von M ist lin.unabh. .
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und:

v1,...,0, lin.unabh.: < vy,...,v, nicht lin.abh.

< {vy,...,v,} lin.unabh. und vy, ..., v, paarweise versch.

& [ZviAi:5:Ai:Ofﬁralle ied{l,...,n}

=1

7.2 Beispiele
(a) V =R?
(i) (1,0) und (2,2) sind linear unabhéngig.
Beweis. Zu zeigen ist (1,0) - A+ (2,2) - p=0= A= p =0 fiur alle A\, u € R.
(L0)A+(2,2)p = (0,0) = (X, 0) + (2, 21) = (0,0) = (A+2p,2p) = (0,0) =
A+2u=0Ap=0=>A=pu=0. ]
(i) (1,0),(2,2),(~2,1),(1,v/2) sind linear abhéingig.
Beweis. (1,0)-3+(2,2) - (1) +(=2,1)- 1+ (1,v2) - 0=0 O

_2

(Aus dem Beweis sehen wir, dass sogar (1,0), (2,2), (—2,1) linear abhéngig

sind).
(b) , K Korper; e; :=(0,0,...,0,1,0,...,0) (vgl. Beispiel (b) nach (6.9)
i-te ;I;cllc
(i) {e1,-..,e,} ist linear unabhingig.
Beweis. Y e i=0= (A,...,\,)=0=Vi=1,...,n: )\ =0. O

=1

(ii) Die Menge {(A1,...,An),€1,...,6,} ist linear abhéngig fiir jedes n-Tupel
(A1, ) € K™\ {eq, ... en}

Beweis. (Ai, ..., ) (=1)+ > e;\; =0 und —1 # 0. O

=1

Anmerkung. (A, ..., ) = > eA € LK({eq,...,en})
i=1
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(c) Verallgemeinerung von (b):
In definieren wir e; fiir ¢+ € I durch

I - K,
J > 0ij-

wobei

5 = 0e K firi#j
Y l1eK firi=j

e; := (0ij)jer : {
Dann ist {e;|i € I} linear unabhéngig.
Beweis. Fiir jede endliche Teilmenge {e;,,...,e;, } folgt aus > e; \x = 0 zunéchst
k=1

0= Z(éikj)jej-/\k = (Z 5zk])\k) s also Z 5ij/\k =0 fﬁrjedesj € I. Wahlen wir
k=1 k=1 jer k=1

fir l € {1,...,n} nun j = i, so erhalten wir daraus und aus 9;,; = 0 fiir i # 4, = j
sofort d;,, Ay = 0, also \; = 0. O

(d) In|P(R) |, dem Vektorraum der Polynomabbildungen iiber R, ist {(idr)‘| € No}
linear unabhangig.

Beweis. Ware die Menge linear abhéngig, so gidbe es eine linear abhéngige endliche

Teilmenge, insbesondere ein m € Ny und Elemente Ag, ..., \,, € K mit
o= (id)'A; und A\, #0.
i=0

Fiir alle z € R gilt somit > z°\; = 0. Durch m-maliges Differenzieren erhilt man
i=0

Am-m!=0. 4 (Widerspruch)

(d) {X? ] i€ Ny} ist linear unabhiingige Teilmenge von V = K[X].
Anmerkung. In P(GF(2)) sind schon (idgr()), (idgr2))? linear abhéngig:
[idar) +(idar@e))?] (2) = 2 + 2? = 0 fiir alle z € GF(2).

Es gilt sogar: idgr2) = (idar@)?.

7.3 Hilfssatz: Teilemengen linear unabhangiger Mengen

Sei V ein K-Vektorraum.

(i) Jede Teilmenge einer linear unabhéngigen Menge ist linear unabhéngig.

(ii) Jede Obermenge einer linear abhéngigen Menge ist linear abhéngig.

Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus Definition (7.1). O

Anmerkung. Insbesondere gilt: | () ist linear unabhangig
Nun kénnen wir auf Erzeugendensysteme zuriickkommen.

110



7.4 Satz: Entbehrliche Elemente in linear abhidngigen Mengen

Voraussetzung: V' K-Vektorraum, §) # M C V.
Behauptung: | M lin.abh. < Ja € M : (M \ {a}) = (M) |

Insbesondere sind in einem linear abhéngigen Erzeugendensystem Elemente entbehrlich.

Beweis. ,=* M lin.abh. = Jvy,...,v, € M, A,.... A\, € K : > v;A; =dund A\, #0

=1

fiir mindestens ein k € {1,... n}; fir diese Elemente folgt v\, = — > v;\;, also
ik
v = —(Z Ui)\i)/\lzl =Y vi(=AA ), dhvg € (M )\ {v}) und (M) = (M \ {v}).

=1 i=1
i#k i#k
p=ac(M)=(M\{a}) = ac KM\ {a}) =
E'bl,...,bn € M\{a}, )\1,...,)\,1 e K :a= sz)\l = al—i—Zbl(—/\l) =0=
=1 =1
{a,bi,...,by} La. = M lin.abh.
O

Im Folgenden interessieren wir uns hauptséchlich fiir linear unabhéngige Erzeugenden-
systeme.

7.5 Definition: Basis

Sei V ein K-Vektorraum und B C V. Dann heifst B Basis von V g.d.w. B linear
unabhéngiges Erzeugendensystem ist, also gilt:

(1) B ist linear unabhéngig,

7.6 Beispiele

(a) In K™ ist B = {e1,...,e,} mit e = (1,0,...,0),e5 = (0,1,0,...,0),...,e, =
(0,0,...,0,1) eine Basis, die sogenannte kanonische Basis von K". Denn B ist
linear unabhéngig (Bsp. (b) s.0.) und jedes z = (£, ...,&,) aus K" ist Linearkom-

bination von B: x = ) e € (B).

=1
(b) Verallgemeinerung:
In KU ist B = {e;|i € I} mit e; = (6;;);er Basis:

B ist linear unabhingige Teilmenge von K’ (s. Beispiel (c), s.0.) und damit von K ).
Ist = (\)ier € KU, so gibt es eine endliche Teilmenge J von I mit \; = 0 fiir
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i €I\ J;damit gilt z = >_ e;\; (wobei nur endlich viele Summanden auftreten).1?

iceJ

Also KO = (B).

Anmerkung. Ist I unendlich, so ist B keine Basis von K. Zum Beispiel lisst sich die
konstante Folge (a;);en in KN mit a; = a # 0 nicht als Summe von e; mit endlich
vielen Summanden darstellen.

(c) {71, 7y} ist (fiir 'orthogonale Einheitsvektoren’ n,n5 ) eine Basis von V (dem R-
Vektorraum der Ebene), ebenso {@, b}, wenn @, b linear unabhéngige Vektoren sind;

(vel. (1.1)1)
(d) 0 ist Basis des Nullraumes eines Vektorraums; denn:

() ist lin.unabh. (es existiert keine lin.abh. Teilmenge von @) und () = {5}, s.o.!

(e) B = {idy|j € No} ist Basis von P(R). (B ist lin.unabh. gemif Beispiel (d) nach
(7.1); P(R) = (B) geméf Bsp. (c) nach (6.9)

(e’) B ={X"i € Ny} ist Basis von K[X], dem Vektorraum der Polynome iiber K.

7.7 Satz (Charakterisierung von Basen)

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(a) B ist Basis von V; (d.h. B ist lin.unabh. Erzeugendensystem).

(b) B ist eine maximale linear unabhingige Teilmenge von V/
(d.h. B lin.unabh. und fiir alle z € V'\ B : BU {«z} lin.abh.)

(c) B ist ein minimales Erzeugendensystem von V'
(dhV =(B)AVz e B:(B\{z}) GV

(d) Jeder Vektor v € V lisst sich (abgesehen von Summanden der Form b; -0,
Reihenfolge und Aufspalten von Summanden) auf genau eine Weise als
Linearkombination von B darstellen.

Bewets.
(a)=-(b) Ist B Basis, so definitionsgeméf B lin.unabh. AV = (B) o LK(B). Sei
6.10
x € V\B,dann z € LK(B), also -1 =Y b;A; und = ¢ B, und daher BU {z}
lin.abh..

(b)=(a) B maximal linear unabhéngige Teilmenge =
(B linear unabh. AVz € V'\ B: BU{x} lin.abh.) = (B linear unabhéngig und
x € LK(B) fiir alle x € V) = (B lin.unabh. AV =LK(B) = (B)).

(6.10)

40Man schreibt dann auch z = Zie 1 €iAi, wobei zu beachten ist, dass nur endlich viele der formal
auftretenden Summanden von ¢ verschieden sind.
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(a)=(c)

(a)=(d)

Nach Kontraposition von Satz 7.4 ist ein lin.unabh. Erzeugendensystem mini-
mal und umgekehrt.

Sei B Basis und v € V. Dann gilt v € (B) = LK(B). Wir zeigen die Eindeu-
tigkeit der Darstellung von v als Linearkombination von B.

Seien v = ) b;A; und v = ) ¢ju; zwei solche Darstellungen (mit n,m € N,
i=1 j=1

bi,c; € B, \i, b € K und paarweise verschiedenen b; bzw. ¢;).

Durch Addieren von Summanden b;u; mit p; = 0 zur zweiten Darstellung im
Falle, dass b; nicht unter den ¢; vorkommt, und von Summanden c;\; mit

Aj = 0 zur ersten Darstellung, wenn ¢; nicht unter den b; vorkommt, sowie
durch Anderung der Nummerierung (falls b; = ¢;) und der Bezeichnungen (z.B.
bui1 = c1, falls ¢; ¢ {by,...,b,} usw.), erhdlt man
! l
v = Zbk)\k und v = Zbkﬂk
k=1 k=1

Zu zeigen ist nun: A\ = py f.a. k € {1,...,1}. Zunéchst erhélt man

l l l
o=v—0v= Zbk)\k —kZbk/Lk = kzbk(kk —,uk)
=1 =1

k=1

Als endliche Teilmenge von B ist {by,...,b} linear unabhéngig. Damit gilt
A — =0 fa. ke {l,... 1}, was zu zeigen war.

V =LK(B) = V = (B).

(6.10)

Wiire B linear abhéngig, so liefle sich o auf verschiedene Weisen als Linearkom-
bination von B darstellen.(Wieso ?7)

O

7.8 Definition von Koordinaten

Sei V ein K-Vektorraum, der eine endliche Basis B = {b1,...,b,} besitzt. Durch die
Nummerierung der Elemente von B legen wir eine Reihenfolge fest. In diesem Fall spre-
chen wir von der geordneten Basis B = (by,...,b,).

Nach (7.7) ldsst sich jedes x € V' auf genau eine Weise in der Form

T = i bii
i=1

darstellen. &; heift dann die i-te Koordinate von z bzgl. B = (by,...,b,).
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&1
Schreibweise: z = | -

&),

Es gilt
&1 T §&1+m
A =D D b =D bi& ) =
&n B Tin /5 &n + M B

Entsprechend wird die S-Multiplikation komponentenweise ausgefiihrt.

Anmerkung. Die Zuordnung

V> K"
&1 &
MBI : — :
&), \&

ist ein Isomorphismus von (V,+) auf (K™, +), der mit der S-Multiplikation vertréglich
ist, also eine Bijektion mit

Mpg(v+ w) = Mp(v) + Mp(w) fir alle v,w € V

und

Mg(v-X) = Mg(v)-Auralleve Vund A € K

(VR-Isomorphismus s.u.).

&1 &
(&1, ..., &) oder auch Mp(x):= | : | heift Koordinatenvektor von z = | :
3 &),
Beispiele
(1) V hat die geordnete Basis (711, 7i2). Jedem & €
gl L k- (517 52)
Y mit ¥ = 1€ + 12és = (5 > ist durch 7129 |
2/ i, it s :
M, ) das Paar <§1) bzw. (&1,&) € R? zu- .
2 {81 11§

geordnet; dies ist auch das Koordinatenpaar ) ) )
des Punktes mit Ortsvektor #. (Siehe Figur Figur 7.1: Koordinaten eines Vek-

7.11) tors der Ebene.
A1
(2) Sei V.=K" B=(ey,...,e,). Dann gilt (A1,...,\,) = | :
An
B
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Eine Verallgemeinerung auf Vektorrdume, die eine unendliche Basis besitzen, ist mit
Koordinaten-Familien moglich.

Es erhebt sich die Frage nach der Existenz einer Basis in einem beliebigen Vektorraum.
Zunachst betrachten wir Vektorraume, die ein endliches Erzeugendensystem besitzen:

7.9 Satz (Basis-Ergdnzungs-Satz bei endlichem Erzeugendensystem)

Ist V endlich erzeugter Vektorraum, A linear unabhéngige Teilmenge und S ein
endliches Erzeugendensystem von V mit A C S, dann existiert eine Basis B
von V mit AC BCS.

7.10 Korollar (Basis-Existenz-Satz fiir endlich erzeugte Vektorrdaume)

’ Jeder endlich erzeugte Vektorraum V' besitzt eine Basis. ‘

Beweis von (7.10): Man setze A = () , wiahle S als endliches Erzeugendensystem von V
und wende (7.9) an! O

Beweis von (7.9): Sei S endliches Erzeugendensystem von V', A linear unabhéngige Teil-
menge von S. Betrachte

X:={C|ACCCSAC linear unabhéngig} !

Da S endlich ist, enthélt S nur endlich viele Teilmengen; somit ist X endlich. Daher exi-
stiert bzgl. der Ordnung “C” mindestens ein maximales Element B in X. Laut Definition
ist AC B. Ist z € Sund z ¢ B, dann gilt BU{z} C S und wegen der Maximalitat von
B dann B U {z} ¢ X; daraus folgt die Lineare Abhéngigkeit von B U {z}. Da B linear
unabhéngig ist, erhdlt man z €< B >. Da x beliebig in S \ B gewahlt war, ergibt sich
S C< B > und daraus V =< S >=< B >. Also ist B Basis. O]

Anmerkung: Man kann zeigen, dass die Existenz einer Basis fiir jeden K —Vektorrraum
aquivalent zur Giiltigkeit des Auswahlaxioms bzw. zum Zornschen Lemma ist. Wir zeigen
hier unter Voraussetzung des Zornschen Lemmas:

7.11 Satz (Basis-Ergianzung und Basis-Existenz allgemein)

Voraussetzung: ‘“Zermelo-Fraenkelsches Axiomensystem -+ Auswahlaxiom”
(ZF+AC bzw. ZFC) bzw. Zornsches Lemma”

(a) Ist V' Vektorraum, A linear unabhéngige Teilmenge und S ein Erzeugen-
densystem von V mit A C S, dann existiert eine Basis Bvon V mit AC B C S.
(b) Jeder Vektorraum V' besitzt eine Basis.

Beweis von (7.11 (b)): (analog zu 7.10): Man setze A = () und S =V und wende (7.11
(a)) an! O
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Beweis von (7.11 (a)): (a) Definition: Sei

X:={C|ACC C SAC lin.unabh.} C p(V).
Wegen A € X ist X # () und daher (X, C) nicht-leere geordnete Menge.

(b) Zwischenbehauptung: (X, C) ist induktiv geordnet (vgl. Def. 2.7.3 ):

Sei T C X nicht leer und total geordnet, eine sogenannte Kette! Wir wollen zeigen,

dass Cgz := |J C obere Schranke von ¥ in (X, C) ist, also (X, C) induktiv geordnet.
Cex

(i) Da konstruktionsgeméf VC € T : C' C Cx gilt, ist Cg obere Schranke; es reicht
daher der Nachweis von Cs € X.
(ii) Laut Definition gilt VC € ¥ : A C C C S und daher AC |J C=C5z CS.
cex
(iii) Behauptung: C« ist lin.unabh..

Sei U = {¢1,...,c,} endliche Teilmenge von Cs = |J C.
CeT
Dann gilt: Vi € {1,...,n}3C; € T : ¢; € C;. Da T total geordnet ist, existiert

ein groftes Element Cy in {C4,...,C,}; damit gilt C; C C}, fir i € {1,...,n}
und U C |J C; = Cy. Cy ist linear unabhéngig, da Cy € ¥. Daher ist U als

i=1
endliche Teilmenge linear unabhéingig. Also: Jede endliche Teilmenge von Cx
ist linear unabhéngig, d.h. Cz ist linear unabhéngig.

Aus (i), (ii) und (iii) folgt: Cx ist obere Schranke von ¥ in X. (X, C) erfiillt daher
die Voraussetzung des Zornschen Lemmas (2.7.4); dessen Anwendung liefert:

(c) Es existiert ein maximales Element B in X.

(d) Behauptung: B ist Basis der geforderten Eigenschaft.
(i) Wegen B € X ist B linear unabhéngig und A C B C S.

(ii) Ist B = S, so sind wir fertig. Sei andernfalls s € S\ B ! Dann gilt BU{s} 2 B.
Da B maximales Element von X ist, gilt BU{s} ¢ X. Aus AC BU{s} C S
ergibt sich daher B U {s} als linear abhéngig, also s € (B). Mit S C (B)
erhalten wir V' = (S) C (B) und daraus V = (B). O

116



§ 8 Dimension und Isomorphie von Vektorraumen

Bei den Vektorrdumen der Beispiele (1.1)und (1.2) ist es anschaulich klar, dass jede Basis die gleiche
FElementeanzahl enthélt: Je zwei linear unabhéngige Vektoren spannen die Ebene, je drei den Raum auf.

Wir fragen nach einer Verallgemeinerung: Sind bei einem gegebenen Vektorraum alle Basen von der
gleichen Méchtigkeit?

Bei dieser Untersuchung beschranken wir uns zunéchst auf endlich erzeugbare Vek-
torrdume, d.h. solche, die ein endliches Erzeugendensystem und nach (7.7) damit eine
endliche Basis besitzen.

8.1 Hilfssatz.

Seien B = {by,...,b,} eine Basis des K-Vektorraumes V und a = ) b;A; mit
i=1
Ai € K und \; # 0 fiir ein j € {1,...,n}. Dann ist auch
{bl,.. ] 1,04, bj+1,...,bn}

eine Basis von V; aufierdem gilt a ¢ {b1,...,bj_1,bj11,...,b,}.

Beispuel.

Seien V = R3,
€1 = (1,070), [ (0, ]., O), €3 = (0,0, 1),
B ={e,eq,e3}, a=(1,1,0).
Wegen

= (1,0,0)-1+(0,1,0)- 1+ (0,0,1) - 0
sind auch B’ = {a, e, €3} und
B" = {ej,a,es} Basen von R?; (s. auch
Figur 8.1!) Figur 8.1: Austausch eines Basisvektors

(Ersetzen von €; durch a).

| e

Beweis von 8.1. Zunéchst gilt:

(i) a—Zb)\ + b\ :> b; —(a—Zb)\)
z;é] Z#J
Sei v € V; wegen V' = (B) existieren iy, ..., 1, € K :v =) b;ju; ; damit folgt
i=1

U—Zbl,uz—i—bj/x] szm (a—Zb)\))\ i = Zb( — XX ) +a(h ).

Z#J #J z#] #J
Also ist V = (B').
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(ii) Wir zeigen: a,by,...bj_1,bj41,...b, und damit B’ sind linear unabhéngig.

aﬂ+szm—0;$(ZbA +bA)u+szm—o

2 l# i
%#J
= (Vie{Lonp\ G} Nt = 0) Adu =0

= u=0AVie{l,...,n}\{j}:;=0.

Aj#0

(iii) In (ii) wurde gezeigt, dass a,bq,...b;_1,b;+1,...b, linear unabhéngig sind; dahﬁ
gilt a # by, fir alle k # j.

Verallgemeinerung:

8.2 Satz. (Austausch-Satz/Lema von Steinitz)

Seien B = {by,...,b,} Basis des (endlich erzeugbaren) K-Vektorraumes V' und
A = {ay,...,a,} eine linear unabhéngige Teilmenge von V' (mit |B| = n und
|A| =m).

Dann gilt: (1) m = |A| < |B| =n.

(2) 3C CB: B =CUAistBasis von V und |B'| = n.

Beweis. Durch vollstandige Induktion nach m:
Induktions—Verankerung m = 1. Gegeben sei: {a;}.
B Basis = a; = Eb)\ fiir geeignete \; EK{:}> Jje{l,...,n}: A\ #0;
ay} Lu.
mit (8.1) folgt B’ {b1,...,bj—1,a1,bj41,...,b,} ist Basis der Méchtigkeit n und damit
=1<n.
Induktions—Voraussetzung: Die Behauptung sei richtig fiir m = k — 1, d.h.:
{a1,...,ax_1} linear unabhéngig = k—1 < nund {a1,...,ap_1}U{b;,,...,b;, } ist Basis

der Méchtigkeit n fiir eine geeignete Teilmenge {b;,,...,b;,} C B.
Induktions—Schluss:
{ai,...,ax} Lu. = {aq,..., a1} Lu. = k—1<nund B" ={a1,...,ak-1,bi ..., b}

Vor.
ins -+ -5 bi, b von B.
Wiare k—1 =n,so B” = {ay,...,ax_1}, damit ay, € {(ay,...,a,_1) und A linear abhéngig,
ein Widerspruch. Alsoist k — 1 < n, d.h. k£ <n.
k—1

Da ap € V = (B") ist, existieren A,..., A, € K mit a; = Z a;\; + Z bi;\j; wiren
=1

Ak, ..., Ap samtlich 0, so A linear abhéngig; somit existiert ein \y € {)\k, ooy Ap} mit
Ao # () Nach (8.1) gilt: (B” \ {b;,}) U {ax} ist Basis von V' der Méchtigkeit n. O

Basis fiir eine geeignete Teilmenge {b;

118



8.3 Korollar: Elementeanzahl in Basen

Je zwei Basen eines endlich erzeugbaren K-Vektorraumes V' enthalten dieselbe
(endliche) Anzahl von Elementen.

Beweis. Sei B Basis mit |[B| = n € Ny (eine solche existiert nach Voraussetzung, da V'
endlich erzeugbar ist); sei B’ eine weitere Basis von V. (B’ konnte unendlich sein.)

Ist M endliche Teilmenge von B’, so ist M linear unabhéngig; nach (8.2) gilt |M| <n
und damit |B’| <n = |B|. Analog folgt |B| < |B’| < o0, also |B| = |B’|. O

Die Beschriankung auf endlich erzeugbare Vektorrdume in (8.3) ist unnotig, falls man

das Auswahlaxiom oder dquivalente Bedingungen heranzieht*'; es gilt dann folgende
Verallgemeinerung:

8.4 Satz von Lowig (Basis-Gleichmachtigkeits-Satz).

Je zwei Basen eines K-Vektorraumes V' sind gleichméchtig. ‘

Beweis-Andeutung.

Seien B; und By Basen von V. Ist By oder B, endlich, so folgt |B;| = |Bs| nach (8.3).
Seien also By, By unendlich.

Ist x € By, so bezeichne B, , die Menge der Basisvektoren aus By, die zur Darstellung von

x ,bendtigt" wird; diese Menge ist endlich. Aufierdem gilt By = |J Bs., anderenfalls
rEBy
waren Elemente von B iiberfliissig.
Daher gllt ’BQ' = | U ngy S |31’ . NO
wegen

r€B1

We?en ‘Bl,

| B2, | <Ro Bjunendlich

(Zur Kardinalzahl-Arithmetik s. z.B. Dugundji, Topology, Chap.II, Boston 1966 oder
Scheja/Storch - s. Literaturliste - oder Biicher iiber Mengenlehre.)

Analog folgt | By| < |Bsl. Insgesamt ergibt sich |B;| = | Bs. O

(Einen hiervon etwas abweichenden Beweis findet man z.B. in H. Liineburg: Einfiihrung
in die Algebra etc. 1973 p. 169).

Wie wir spéter sehen werden, ist die (konstante) Méchtigkeit einer Basis von V' eine der
wesentlichen charakteristischen Eigenschaften von V.

8.5 Definition: Dimension eines Vektorraums

Sei V' ein K-Vektorraum. Die Méchtigkeit m einer (und nach (8.4) damit jeder) Basis
von V heifst die

Dimension des Vektorraumes V' iiber dem Korper K,

oft auch Rang von V iiber K.
Schreibweise: dimgV =m
Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir auch dim V' = m.

417Zur Definition der Kardinalzahlen wird die Wohlordnung der sogenannten Ordinalzahlen verwandt.
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Anmerkung 1. Ein endlich erzeugter Vektorraum besitzt definitionsgeméfs eine endliche
Basis. Ist deren Elementeanzahl n (€ Ny), so gilt dimV = n. Wir nennen V' dann
auch einen n-dimensionalen Vektorraum. Statt von einem endlich erzeugten Vektorraum
werden wir im folgenden von einem endlich-dimensionalen Vektorraum sprechen.

Beispiel.

(i) V =V, der Vektorraum der Vektoren der reellen Ebene: V = (7}, 1i3). Also:

dimg V = 2 (in Ubereinstimmung mit der umgangssprachlichen Dimensionsvor-
stellung).

Dimension von Unterrdumen:

dimg(@dR)=1, firadeV\ {o},
dimg({0})=0, (da () Basis von {0} ist).

(ii) V =V, der Vektorraum der Vektoren des reellen Raumes: V, = (i, iy, i3). Es
folgt: dimg )V, = 3.
Dimension von Unterrdumen:

dimp (ZR + bR) =2, falls @,b linear unabhingig sind,
dimp aR =1, fallsd+# o,

(iii) Fur V = K", n € N gilt

dimg K" = n‘ (da {ey,...,e,} Basis ist).

Anmerkung 2. Besitzt der K-Vektorraum V' keine endliche Basis, so nennt man ihn auch
oft unendlich-dimensional, in Zeichen dimg V = oc.

Hierbei ist die (unendliche) Méchtigkeit nicht angegeben, es handelt sich also um eine
globalere Angabe als in Definition (8.5).

Beispiel.
{idg"|i € N} ist eine Basis von P(RR), dem Vektorraum der reellen Polynomabbildun-
gen. Daher gilt:  dimg P(R) = oo, genauer: dimg P(R) = N,.

Anmerkung 3. Obwohl () kein Vektorraum (insbesondere auch kein Unterraum) ist, er-
weist es sich (fiir spater behandelte Formeln) als zweckméfig,

dlmK(Z) = —1

zu definieren.
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Weitere Folgerungen:

8.6 Hilfssatz: Anzahl linear unabhangiger Vektoren

Seien V ein n-dimensionaler Vektorraum, n € N und A C V. Dann gilt
(i) A linear unabhéngig = |A| < n.

(ii) A Basis < A linear unabhéngig und |A| = n.

(iii) U Unterraum von V = dimy U < n.

Beweis.
(i) Nach (7.7) existiert eine Basis B mit A C B. Nach (8.3) ist |B| = n.

(ii) Ist A Basis, so nach (8.3) |A| = dimg V' = n und definitionsgeméfs A linear unab-
héngig.

Ist A linear unabhéngig und |A| = n, so folgt wie in (i) A C B fiir eine Basis B
und aus Anzahlgriinden A = B.

(iii) Ist C' Basis von U, so gilt: C linear unabhéngig in U und damit C' linear unabhéngig
in V. Aus (i) folgt
dimg U = |C| < n =dimg V. 0

Wir wollen im folgenden untersuchen, inwieweit die Struktur eines Vektorraumes schon
durch seine Dimension festgelegt ist. Zunéchst beachten wir folgende
Anmerkung: Ist (V,+,-) ein Vektorraum tiber dem Korper K und K’ ein Unterkorper

von K, so ist (V, +, - ) ein K’-Vektorraum.
o KlvxK'—»Vv
Beispiele.

Jeder R-Vektorraum wird durch Einschrénkung des Skalarbereichs von R auf @ zum
Q-Vektorraum. Jeder C-Vektorraum wird bei Beschriankung auf reelle Skalare zum R-
Vektorraum.

Da bei der Einschrinkung des Skalarbereichs eine linear abhéngige Menge linear unab-
héngig werden kann (in den Linearkombinationen diirfen einige Koeffizienten nicht mehr
verwandt werden), gilt i.A.

Beispiele.

dimgk R =1, dimgR =00 genauer: dimgR =¢=|R|

dimeC =1, dimgC =2 (1,i sind linear unabhéngig iiber R,

aber linear abhéngig iiber C).

Da sich mit Wechsel des Korpers auch weitere Eigenschaften (z.B. Dimension von Un-
terrdumen) der entsprechenden Vektorrdume éndern, scheint es zweckméfig, sich bei
Betrachtungen iiber Struktur-Gleichheit auf Vektorraume iiber dem selben Korper zu
beschranken, insbesondere also K und die Dimension festzuhalten.
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8.7 Definition: Vektorraum-Isomorphismus

Seien V und V' Vektorrdume iiber dem selben Korper K.
(a) (Vorgriff auf 10.1:) Eine Abbildung f : V' — V' heift lineare Abbildung (VR-

Homomorphismus, Operator, lineare Transformation), falls gilt:

(1) Yo,weV: flv+w) = f(v)+ f(w);

(2) Yoe V:VAe K: f(v)) = f(v)- A

(b) V und V' heiffen isomorph (in Zeichen V' = V'), wenn es eine bijektive lineare
Abbildung f : V' — V' gibt. Eine solche Bijektion dieser Eigenschaft heifst Vektorraum-
Isomorphismus (VR-Iso)

Anmerkung. Ein Vektorraum-Homomorphismus f : V' — V’ ist wegen (1) insbesonde-
re Gruppenhomomorphismus von (V,+) in (V’,+). Zusétzlich beachtet er die beiden
Multiplikationen mit Skalaren. Analog ist ein VR-Isomorphismus auch ein Gruppeniso-
morphismus.

Isomorphe Vektorrdume sind von der Vektorraum-Struktur her nicht unterscheidbar.
Beispiele: (1) Sei V der in (1.1) behandelte Vektorraum der Klassen vektorgleicher Pfeile. Dann gilt

V =~ R?
Wihlen wir die Basis (€}, &) von V, so lisst sich diese Isomorphie als Ubergang von den Vektoren zu den
durch die entsprechenden Ortsvektoren bestimmten Punkten (in kartesischen Koordinaten) geometrisch
deuten: 7 = &1 + €xés — (&1,&) € R?
Aufgrund der Isomorphie kénnen wir von dem zum Teil intuitiv eingefiihrten V zu dem Modell R?

tibergehen (siehe auch § 9 1)

(ii) Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Dann existiert definitionsgeméfs eine Basis
B, die wir als geordnet annehmen kdénnen.
Die Abbildung
V — K"

. . &1

ip: .

N dbii=| ¢ = (&1 &)

i=1
&),

ist dann ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. (7.6)); es folgt ndmlich
ig(zr+y)=ip(x)+ip(y) und ig(zA) =ig(x)\.

Es gilt also V = K™.

Oft werden wir (nach Auswahl einer Basis B) die Elemente von V' mit den Elementen

von K" identifizieren.

(iii) Sei V.= V' = R* und A € R\ {0}. Dann ist f : R* — R"” mit f(v) = vA

ein Vektorraum-Isomorphismus von V' auf sich, ein Vektorraum-Automorphismus. Die

Inverse ist ebenfalls ein Automorphismus: f~'(w) = wA™'.

Beweis?

Wir betrachten Eigenschaften der Isomorphie. Ahnlich wie bei der Gruppenisomorphie gilt:
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8.8 Hilfssatz: Eigenschaften von VR-Isomorphismen

(a) Auf jeder Menge von Vektorrdumen ist die Vektorraum-Isomorphie eine

Aquivalenzrelation.

(b) Ist f:V — V' ein Vektorraum-Isomorphismus, so auch f~!: V' — V.

(c) Die Hintereinanderausfithrung von zwei VR-Isomorphismen ist wieder ein
VR-Isomorphismus.

Beweis.

(i) V = V:idy ist ein Isomorphismus.

i) VeV eV V.

Ist f : V — V' Isomorphismus, so existiert f~!; wir zeigen, dass f~! wieder Vektor-
raum-Isomorphismus ist: die Additivitit von f~! sieht man folgendermafen: Fiir
alle v/, w" € V' existieren v, w € V mit f(v) = v und f(w) = ', also gilt:

) = @)+ ) = fHfotw) =vtw = f1)+ 7 (w);
die Vertraglichkeit mit der S-Multiplikation ergibt sich so:
Vo' e VIJu eV f(v) =0, damit gilt fiir alle A € K:

PN = 1@ = FHFEN) = (o ) =vA = 7 (@)A

(i) VEV AV 2V =V 2V
Seien f : V — V' und g : V' — V” Isomorphismen; dann ist g o f definiert,
Gruppen-Isomorphismus und wegen

(go f)(wA) =g(f(X) = g(f(W)A) = g(f(v))A = (g0 f)(v) A

Vektorraum-Isomorphismus.

(b) und (c) folgen aus dem obigen Beweis. O

Aus obigem Beispiel (ii) ergibt sich die eine Implikation von

8.9 Satz: Vektorrdume der dim n

Sei V' ein K-Vektorraum und n € N. Dann gilt:

dimgV=n&V=K"

’ Bis auf Isomorphie gibt es nur einen K —Vektorraum der Dimension n. ‘

Beweis. "=" s.0.(Beispiel)

<" B =(ey,...,e,) ist (geordnete) Basis von K™; damit |dimyx K" = n|, (s.0.). Laut
Voraussetzung existiert ein Isomorphismus f : K™ — V. Wir zeigen, dass f(B) =
(f(e1),..., f(en)) Basis von V ist:
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A=

Sei v € V; da f Bijektion ist, gilt: Jw = (A,...,\,) € K™ f(w) = v.

v= )= F(On M) = (S e) =, 3 Fledh € (F(B))

fIsom. i

(ii) f(B) linear unabhéngig:

o flepi=0 = (X epi)=0 = Yoeipi=0 = Vi=1,...,n:p =0.
. fIsom. - mj.Hom. ,__ B l.u.
i=1 i=1 vonJ(K”,Jr) i=1

auf (V,4) O

Damit ist es uns gelungen, alle endlich erzeugten Vektorrdume zu beschreiben; es sind dies (bis auf
Isomorphie) gerade die Vektorrdume (K™, +,-) mit n € IN.

Ohne Beweis erwéhnen wir eine Verallgemeinerung.

8.10 Satz (Isomorphie und Gleichmachtigkeit der Basen)

Seien V und W zwei Vektorraume iiber demselben Koérper K. Dann sind V und
W genau dann isomorph, wenn V und W gleichméchtige Basen besitzen.

Zwei Vektorrdume iiber demselben Korper K sind also genau, dann isomorph, wenn sie
dieselbe Dimension besitzen. Achtung: Hierbei ist aber die préizise Definition (8.5) und
nicht die aus Anmerkung 2 zu (8.5) zu verwenden:

dimV =co AdimW =00 A V=W.

i.A.

Insbesondere lasst sich zeigen:

8.11 Satz : Isomorphie zu K@

Sei V' ein K-Vektorraum und B Basis von V. Dann gilt

VK9 < |I| = |B| (= dimg V).

Anmerkung :
Die KO (fiir Indexmengen I) sind also bis auf Isomorphie simtliche K —Vektorriume.
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§ 9 Die affine Geometrie eines Vektorraums

Nach Auszeichnung eines kartesischen Koordinatensystems lassen sich die Punkte der Zeichenebene
(vgl. (1.1)) durch Koordinatenpaare, also Elemente von R? reprisentieren.

Jedem Punkt P ldsst sich — wie in (1.1) ausgefithrt —
ein Element von V als Ortsvektor zuordnen.

Sind €; bzw. &> die Ortsvektoren von (1,0) bzw. (0, 1), so ist P=(z,y)

p= (m) = é1x + éyy Ortsvektor von P = (x,y).
Ve e

Die Ortsvektoren der Geraden 0P durch 0 und P # 0 sind die
Elemente von ~

PR = {p\) € R}. =

it

Umgekehrt bestimmt jeder 1-dimensionale Unterraum von )V
eine Gerade durch den Nullpunkt.

0 i
€1
Figur 9.1 : Zuordnung Punkt-Ortsvektor

Nun ergibt sich eine Moglichkeit, die Unsicherheiten bei der Einfiihrung von V, (Begriffe wie Punkt,
Gerade, parallel, Lange, Orientierung waren undefiniert verwandt worden), zu eliminieren:

Als Modell fiir die Zeichenebene/Anschauungsebene (mit Auszeichnung eines Nullpunktes)
wiihlen wir R?, genauer: als Punkte die Elemente (Vektoren) von R?, als Geraden durch den Nullpunkt
die 1-dimensionalen Unterriume des R-Vektorraums R2. (Weitere Definitionen folgen im Laufe der
Vorlesung). Wir sprechen dabei von der reellen Ebene spiter auch von der euklidischen Ebene.

Diese Prézisierung erkaufen wir durch ,,Aufgabe der ontologischen Bindung*: Wir sind uns bewusst,
dass es sich lediglich nur um ein Modell fiir die Zeichenebene handelt. Letzteres hat sich bisher bewahrt
(—im Gegensatz zu dem Modell Q2 der Pythagorier, das zu Widerspriichen mit der Anschauung fiihrte).
Ahnlich wihlen wir R? als Modell fiir den Anschauungsraum.

Anmerkung. Diese Vorgehensweise innerhalb der Geometrie nennt man ,analytisch” (daher ,analytische
Geometrie*) im Gegensatz zur ,synthetischen* Vorgehensweise, bei der Punkte, Geraden, Inzidenz,
Parallelitit etc. axiomatisch eingefiihrt werden (vgl. das Axiomensystem des 3-dimensionalen Raumes
nach HILBERT !) und bei der die Koordinatisierbarkeit durch R? erst nach lingeren Betrachtungen
erhalten wird.

In unserem Modell haben wir zunéchst nur die Punkte und die Geraden durch den Nullpunkt beschrie-

ben.
Welche Form haben die iibrigen Geraden? Dazu ge-

hen wir nochmals zur Zeichenebene zuriick:

Eine zur Geraden g’ := 0P parallele Gerade g durch
den Punkt A mit Ortsvektor @ entsteht durch Trans- A
lation (Parallelverschiebung) um den Vektor @, also
Addition von a:

Sy

ST

g=ad+pR={d+pI\M\ e R}

(vgl. (1.1) d(ii) ist die Menge der Ortsvektoren der 0
Punkte von g. Also ist g ,,Nebenklasse* nach einem

Unterraum der Dimension 1.

Umgekehrt stellt jede solche Nebenklasse @+ U (mit

dimp U = 1) eine zu U parallele Gerade durch den Figur 9.2:  Zu einer Nullpunkts-Geraden
Punkt mit Ortsvektor @ dar. parallele Gerade als Nebenklasse

S
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9.1 Definition: Lineare Mannigfaltigkeit, affiner Unterraum

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K. Eine Teilmenge M von V heifit lineare
Mannigfaltigkeit (LM) oder affiner Unterraum von V', wenn es zu ihr einen Unter-
raum Uy und ein a € V gibt mit M = a + Uy = {a + u|u € Up}.

Anmerkungen.

(i) Unterrdume sind spezielle lineare Mannigfaltigkeiten: U = o + U.
(i) Ist Upr = {0}, so identifizieren wir M = a + {0} = {a} mit a € V.

(iii) Der Représentant a von M ist durch M i.A. nicht eindeutig festgelegt (s.u.):

bcat+tUsat+tU=b+Usa-belU|.

Beweisskizze: b=a+u=b+U = a+ (u+U) = a+ U. Die Umkehrung ist klar ?

Die linearen Mannigfaltigkeiten der Form a + U sind ja auch Nebenklassen nach
der Untergruppe U von (V, +).

(iv) Geometrisch erhilt man den Unterraum Uys aus M = a+Uys durch Parallelverschiebung (Trans-

lation) um den Vektor —a in den Nullpunkt.

Allgemein ist also nicht verwunderlich, dass Uj; durch M eindeutig bestimmt ist.

9.2 Hilfssatz: Zur Eindeutigkeit der Darstellung eines affinen Unterraums

Sei V' K-Vektorraum, seien U, U’ Unterrdume von V und a,a’ € V. Dann gilt:

a+U=d+U =d —acUANU=U".

Beweis.

,2= Seia+U=d+U". Dann gilt: Vu e U I/ € U’ :a+u=d + '
Setzt man u = 0, so ergibt sich a — a’ € U".
Sei nun u € U mit u # 0; dann folgt I’ € U' :u= (' —a)+u' € U', also U C U".

Analog folgt U’ C U, insgesamt also U = U’ sowie @' —a € U.

< U=UNdea+U=a+U=d+U=d+U".

Geometrisch motiviert definieren wir:

9.3 Definition: Dimension einer linearen Mannigfaltigkeit

Sei V' K-Vektorraum und M = a + U lineare Mannigfaltigkeit von V' mit Unterraum U.

dimg(a+ U) :=dimg U |.
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Beispiele:

(a) V=V (bzw. R?).
LM’en der Dimension 0 sind die Punkte (Vektoren) von V' (s. Anm. (ii)),
LM’en der Dimension 1 sind die Geraden von V' (s. Motivation!),

LM der Dimension 2 ist V selbst.

(b) V =V, (bzw. R3).
LM’en der Dimension 0 sind die Punkte (Vektoren) von V,
LM’en der Dimension 1 sind die Geraden von V,
LM’en der Dimension 2 sind die Ebenen von V,

LM der Dimension 3 ist V selbst.

Betrachten wir wieder die Situation in der durch IR? beschriebenen Zeichenebene bzw. dem durch R?
beschriebenen Anschauungsraum! Der Punkt P liegt auf der Geraden g bzw. die Gerade g geht durch
den Punkt P, wenn {P} C g gilt. Wir sagen auch: P inzidiert mit g. Analog inzidiert die Gerade g mit
der Ebene F, wenn g C FE ist.

Zwei Geraden g = a + PR und h = b + ¢RR sind parallel, wenn ¢ € pIR, also Uy, = pR = ¢R = Uy,
gilt. Zwei Ebenen E und F sind parallel, wenn sie durch Parallelverschiebungen in den Nullpunkt zur
selben Ebene fithren, also

Ug =Up
gilt. Fiir eine zu F parallele Gerade g haben wir Uy C Ug.

Diese algebraische Beschreibung stellt einen Zusammenhang zwischen Sachverhalten im Vektorraum
und geometrischen Gegebenheiten dar. Eine Ubertragung auf einen beliebigen Vektorraum V fiihrt
zum Begriff der affinen Geometrie AG(V) von V.

Unter affiner Geometrie versteht man allgemein das Studium geometrischer Begriffe wie Punkte, Gera-

den, Ebenen, Inzidenz, Parallelismus ohne Verwendung der Begriffe Liange und Winkel.

9.4 Definition: Affine Geometrie eines Vektorraums
Sei V' K-Vektorraum mit 1 < dimg V =n < oo.
(a) AG(V) :={M|M LM von V'}

Wir benutzen geometrische Sprechweise:

0-dim LM’en heifen  Punkte (wir identifizieren sie mit den Vektoren von V),
1-dim LM’en heifsen Geraden,
2-dim LM’en heiken Ebenen

t—dim LM’en heifsen affine Unterrdume der Dimension 1,

(n — 1)-dim LM’en heiken Hyperebenen.
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(b)

Fiir lineare Mannigfaltigkeiten L, M € AG(V') definieren wir Inzidenz durch
LIM<sLCMVMCL.

(Insbesondere: {a} 1L < a € L)

Auch hier verwendet man geometrische Sprechweise: Ein Punkt P liegt auf einer
Geraden g (statt Plg) bzw. g geht durch P. Punkte P;, P, ..., Ps, die mit einer
Geraden ¢ inzidieren, heifen kollinear; Punkte einer Ebene heifen komplanar.

Zwei lineare Mannigfaltigkeiten L = a4+ U, und M = b+ Uy, (mit Unterrdumen Uy,
und Uyy) heifen parallel, in Zeichen
L || M g.d.w. gilt U,1Uy; also

(AG(V),1,||) heifst affine Geometrie von V.

0,1, (1)
Beispiel (Fortsetzung). e T
Sei K = GF(2) und V = K2 | S S

ha { £1 : h1 : L

Punkte von AG(V') sind ;’ i e i
(0,0), (1,0), (0,1), (1,1) L b i

% (0,0) k7 J (1,0
Geraden sind z.B. N 91 S

g1 =((1,0)) = {(0,0),(1,0)} o -
1)+ (L, o}>> | _—

o)l es = — g( 1), (1, Figur 9.3: Veranschaulichung von
=((1,1)) “ hy = hy + (1,0) AG(GF(2)%); (parallele
= {((0,1)) || t = £, + (1,0). Geraden sind mit gleicher

Strichart dargestellt).

Wie in R? bzw. R? erhilt man allgemein den folgenden Hilfssatz:

9.5

Hilfssatz: Geraden- und Ebenen-Gleichungen

Sei V' K-Vektorraum. Dann gilt

(a) Zu je zwei verschiedenen Punkten p und ¢ von AG(V) existiert genau eine
mit p und ¢ inzidierende Gerade ¢, namlich

g=p+(¢—pK.

(b) Ist dimg V' > 3 und sind p, ¢, 7 drei nicht-kollineare Punkte von AG(V'), so
existiert genau eine mit p, ¢, r inzidierende Ebene F, namlich

E=r+(p-r)K+(q—r)K.
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9.6 Hilfssatz: Parallelitat in der Ebene

Sei V' K-Vektorraum der Dimension 2, seien ferner g und h Geraden in AG(V').
Dann gilt
gllhe(g=hVgnh=0)=U,=U,.

Anmerkung: Die Aussage dieses Satzes ist falsch fiir dimV > 3 ; es existieren dann
sogenannte windschiefe Geraden. Daher ist bei dim V' > 3 zusétzlich zu fordern, dass g
und h komplanar sind.

Beweis von Satz 9.6: Seien g = a+ U, und h = b+ U,

(i) Behauptung: g || h < U, = Uy,.

gllheU, CU VU, CU, U, = Up.

=
dim Uy
=dim Uh =1

(ii) g || h = g, h sind Nebenklassen nach dem gleichen Unterraum = g = h\Vgnh = {.
(1)

(iii) Beh.: gnh =0 = g || h. Beweis durch Kontraposition: g [f h = gNh # 0.

Sei g |[f h. Nach (i) ist Uy = (p) # (¢) = Up; somit gilt V' = (p, ¢) (wegen dimg = 2)
und daher 3\, p € K mit @ — b= p\ + qu; dann ist a + p(—A) = b+ qu € gN h.;
Aufgabe 9.1:
Zeigen Sie fiir einen beliebigen K-Vektorraum V': Zu jeder Geraden g und jedem Punkt
P aus AG(V) existiert genau eine Gerade h € AG(V) mit PI1hund g || h (Euklidisches

Parallelenaxiom).

Zusammenfassende Bemerkung

In der affinen Geometrie eines Vektorraums V' werden aufer den Unterrdumen von V/
auch alle Bilder dieser Unterrdume unter Translationen, also die zu ihnen parallelen
affinen Unterrdume betrachtet.

Dadurch gelangt man zu Modellen (z.B. der Zeichenebene bzw. des Anschauungsrau-
mes), die sich nicht auf die Unterrdume durch einen festen Punkt (Ursprung) beschrén-
ken; die Bindung an den Ursprung wird so abgemildert.

Ziel

Wir wollen den Zusammenhang von affinen Unterrdumen und den Losungsrdumen von
linearen Gleichungssystemen untersuchen. Dazu benétigen wir auch die Theorie der
Vektorraum-Homomorphismen (linearen Abbildungen).
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§ 10 Lineare Abbildungen und ihre Anwendung auf lineare Gleichungssysteme |

Generalvoraussetzung: Seien K Korper und V, V' K-Vektorraume.

Um Strukturdhnlichkeiten auch bei nicht-isomorphen Vektorrdumen beschreiben und
untersuchen zu kénnen, definieren wir Vektorraum-Homomorphismen. Diese lassen sich
dariiber hinaus auf die Theorie Linearer Gleichungssysteme, auf geometrische Abbildun-
gen und auf Abbildungen aus der Analysis anwenden.

10.1 Definitionen: Lineare Abbildung, VR-Isomorphismus u.3.

(Wiederholung von 8.7)

(i) Eine Abbildung f : V' — V'’ heift lineare Abbildung (lineare Transformation,
K-Homomorphismus, Vektorraum-Homomorphismus, linearer Operator),

wenn gilt:
(1) Yo,weV: flv+w) = f(v)+ f(w) (Additivitat)
(2) YoeVVAEK : flu-A)=f(v) A (Homogenitét)
Anmerkunyg.

Ein Vektorraum-Homomorphismus ist insbesondere Gruppen-Homomorphismus von

(V,+) in (V' +).
(ii) Ein Vektorraum-Isomorphismus ist ein bijektiver Vektorraum-Homomorphismus.

(iii) Ein surjektiver Homomorphismus heift Epimorphismus.

Ein injektiver Homomorphismus heift Monomorphismus.

(iv) Ein Homomorphismus von V' in sich heifst Endomorphismus.

Ein Isomorphismus von V' auf sich heifst Automorphismus.
Automorphismen dienen insbesondere der Beschreibung von Symmetrien in Vek-

torraumen.
10.2 Beispiele
K"— K
a) Fiur 1 < k <n ist die k-te Projektion pry : linear.
() - ) Pl {(517---a§k>-"a€n)’_>§k

K" — K"

(517 s 7&”) = (510[, .- 5”05) - (517 s 7£n)a

eine lineare Abbildung (geometrische Interpretation: Streckung mit Zentrum o und
Streckfaktor «).

(b) FiirozGKistaa:{

(c) Nach folgender Anmerkung definieren wir eine weitere lineare Abbildung.
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10.3 Anmerkung: Matrixschreibweise

Seien n,m € N und a;; € K firi € {1,...,m},j € {1,...,n}!

a;; ist mit ,,doppeltem Index" versehen; diese Schreibweise benutzen wir abkiir-
zend fiir a(; jy; die Familie A = (o) @j)ef1,...m}x{1,...n} ibt man oft in , Matri-
zenform® an.

11 x12 ... a1

A= .

AOm1 Om2 ... Omn

und nennt sie Matrix. Die Menge aller dieser Matrizen iiber K mit festem n

und m bezeichnen wir mit K (™™
Besonders eignet sich die Matrixschreibweise fiir die Angabe der Koeffizienten

eines linearen Gleichungssystems:

anls + oy oot anné, =5
(%) :

am1§1 + am2€2 +"'+amn§n :/Bm

bzw. abgekiirzt

( n
Z Oéljfj = 51
j=1

i Oémjgj :/Bm

\ J=1

10.4 Beispiele (Fortsetzung)

(a) (i) (Fortsetzung von 10.2(c))
Durch Anmerkung 10.3 motiviert definieren wir eine Abbildung

K*"— K™
Ja (o) = (X @& Y amjé))
= =

und stellen fest, dass (&1, ...,&,) genau dann eine Losung von (x) ist, wenn

fal&, - &) = (B, -, Bm)
gilt.

Es ist also sinnvoll, sich mit Abbildungen der Form f4 zu beschéaftigen.

(ii) Behauptung: Es gilt folgender Satz:

‘ fa ist ein Vektorraum-Homomorphismus, also linear.
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Beweis.

Ja((€r, .o 6) + (s o)) = (éalj(@ + 1) é&mj(é“j +1;))

= (D an&+>" onimy oy 2 €t ;)
=1 =1 = =

= fa((&r, -0 &0) + fa((m, oo omn));
fa((&. &) - A) = fa((@A, ... &)

n

(Z Oéljfj)\, ey é O-/mjgj/\)

Jj=1

= fA(<€177€n)) A

Alternativer Beweis (Idee):
Das Skalarprodukt z; -  fiir jede Zeile z; von A ist linear.
Anmerkungen:
(1) In Beispiel (a) sind die Beispiele 10.2 (a) und (b) als Spezialfille enthalten:

(i) Wéhlt man in (a) m =1, aq = 1 und a;; = 0 fir j # k, dann wird die
Zuordnungsvorschrift zu (&,...,&,) — (1-&). Und (&) identifizieren wir
mit &. Die zugehorige Matrix ist A= (0...010...0) (mit 1 an der k-ten
Stelle). (Projektion, s.o.)

ii) Setzt man in (a) n = m und *? o, ; = ad; ;, so ergibt sich
J g

i1

(&1, &) = (01181, - o, @0nn&n) = (&, ... a8,) = (&1, ..., &) - a. Die
a 0 ... 00
0O a ... 00

zugehorige Matrix ist | : | ; (zentische Streckung, s.0.)
00 ... a0
0 0 ... 0 «

(2) Wahlt man «;; = 0 fiir alle ¢ € {1,...,m},j € {1,...,n}, so erhdlt man die
»,Nullabbildung “ K" — K™ mit (&,...,§,) — o.

eispiel aus der Codierungstheorie; vgl.(1.5) !
3) (Beispiel der Codi heori 1.(1.5) !
(i) Zufiigen eines Kontrollbits

Fir K = GF(2) ist die Codierung K* — K°, die durch
a1G9a3a4 > 102030405 Mit a5 = a1 @ ay O az ® ay (Paritdtskontrollbit)
definiert ist, eine lineare Abbildung; zu ihr gehért die Matrix

1 000

Alz

_— o O O

0
1
0
1

_ 0 O =
— = O O

0 fiir i#j

421 Cs
Erinnerung: d;; : { 1 fiir i=j
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(vgl. Anmerkung 10.3 1)
(ii) Paritdtskontrolle

Auch die lineare Abbildung f4, : K° — K definiert durch

102030405 —> a1 D as  asz O as D as mit Matrix Ay = (1 1 11 1) ist
von Bedeutung: Wegen a1 @ as & ... D as B as = 2a1 B ... D 2a4 = 0 ist
die Menge der Codeworter gerade gleich Kern f4,. (Vgl. Bemerkung 10.6,
s.au.!)

(4) (Ein Beispiel aus der Populationsdynamik):

Ein einfaches Modell fiir die Entwicklung eines Kéfers sieht folgendermafen aus:
Aus den Eiern schliipfen nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat
werden diese zu Kéfern, die dann wieder Eier legen und anschliefsend sterben.
Die Ubergiinge bei jedem ,,Generationswechsel“ seien gegeben durch folgende

Tabelle
Eier Larven Kéfer (vor dem Generationenwechsel)
Eier 0 0 S3
Larven S1 0 0
Kafer 0 S9 0
(nach einem Monat)

Dabei sei s; die Wahrscheinlichkeit, dass aus einem gelegten Ei eine Larve
schliipft, s, die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer Larve ein Kéfer entsteht und
sz die Anzahl der Eier, die ein Kéfer im Monat durchschnittlich legt.

Die Abbildung, f : R® — R? definiert durch
(n1,n2,m3) = (n}, My, n3) = (s3m3, 51711, S272)

gibt die Verdnderung der Anzahlen der ,Generationen wieder.

Die Abbildung f ist linear; zu ihr gehort die Matrix

0 0 S3
S1 0 0
0 So 0

(vgl. Bsp. (c) und obige Tabelle).

Weitere Literatur: J. Lighthill: ~ Newer uses of mathematics, Penguin 1978
E. Lehmann: Matrizenrechnung, BSV 1975
E. Lehmann: Endliche homogene Markoffsche Ketten,
BSV 1973.

(b) (Ein Beispiel aus der Analysis):

Sei V' der R-Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen, also
V = {(an)nen| lim a, existiert} mit komponentenweiser Addition und S-Multi-
n—oo

plikation:
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(an)nelN + (ﬁn)nelN = (an + ﬂn)nelN und (an)nEN A= (an)‘)nelN-

V ist dann Unterraum von RN. Wegen lim (o, + 3,) = lim «,, + lim 3, und
n—00 n—00 n—00

lim (o, 0) = (lim ozn)a ist die folgende Abbildung ebenfalls eine lineare Abbil-

n—oo n—oo

dung:

) V—R
hm : (an)nE]N — hIIl Qo

n—oo

(c) (Weiteres Beispiel aus der Analysis):

Sei V=V":=PR)={f| f(x) =ap+ a1z + ...+ a,z"}, der R-Vektorraum der
Polynomabbildungen, sowie

p: { PRI DM it (010 = 5 10) = 1)

Nach den Sétzen der Differential-Rechnung gilt

[D(fi+ f2)] (@) = (fr + f2)'(2) = fiz) + f(2) = [(D f) + (D f2)] ()

und

[D(af)](z) = (af)(z) = af' (z) = [a(D f)](z) fiir alle z € R.

Daher ist D linear, also Vektorraum-Homomorphismus.

(d) Beispiel (in Fortsetzung von (1.4)):

Sei V der R-Vektorraum der zweimal differenzierbaren reellen Funktionen und
D :V — Abb(R, R) definiert durch D f = f” + 4f. Dann ist D linear:

DAf+9)=Af+9)"+4\f+g) = Af"+4f)+ (9" +49) =AD f+Dyg .

Der Losungsraum der homogenen Differentialgleichung y” + 4y = 0 (vgl. (1.4)) ist
gerade gleich dem Kern von D (s. auch 10.6 !).

b
(e) Fiir V = Cla,b] definiert f + [ f(t)dt eine lineare Abbildung von V in R.

10.5 Anmerkung: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Im Fall endlicher Dimensionen von V und V” ist es tiblich, die Abbildung = — fa(x) als
eine Multiplikation von x mit der Matrix A zu interpretieren. Dazu beachten wir, dass
wir das lineare Gleichungssystem () auch in folgender Form schreiben koénnen:

Zn: ai;; B
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Bei dieser Schreibweise ist die linke Seite gleich dem als Spalte geschriebenen Vektor

falz) = (D] aqj&j, ..., > amj&;). Konsequenter Weise schreiben wir dann auch die Vek-
= =1

toren b und x als Spalten:

B &

b=1 : und z = | :

Bm gn
Eine Multiplikation zwischen der Matrix A und dem Spaltenvektor x wird
dann definiert, indem man A -z als den Spaltenvektor f4(x) nimmt; den i—ten Eintrag
von A - x erhélt man also als kanonisches Skalarprodukt der i—ten Zeile von A mit dem

Spaltenvektor . (Dies setzt natiirlich voraus, dass die Anzahl der Spalten von A gleich
der der Zeilen von x ist.)

NP Lo ) ) (DAL

Der i—te Schritt (i = 1,...,m) bei dieser Multiplikation wird beschrieben durch das
folgende Schema:

o+~ W0

mal Spalte
&
£,
Q1 ... Qg
;ZSe G{.il e oz‘m — % mit y; = Jzz:l ii&;
Qp1 oo Qi

Dabei ist, wie oben schon erwahnt, v; das kanonische Skalarprodukt zwischen der ¢—ten
Zeile a;e := (a1 ... vy) von A und dem Vektor x = (&;...&,).
Das lineare Gleichungssystem (x) kénnen wir nun in der Form

A-x=5b

schreiben.
Nach etwas Theorie werden wir diese auf lineare Gleichungssyteme anwenden:
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10.6 Bemerkung: lineare Abbildung als Gruppen-Homomorphismus

Ein Vektorraum-Homomorphismus f : V' — V' ist (wegen der Additivitéit) insbesondere
ein Gruppen Homomorphismus (V,+) — (V’,4).(Vgl. auch Anmerkung (i) nach 10.1!)
Damit sind Definitionen und Aussagen aus §4 auf f anwendbar.

\4 v’
U.a. sind definiert "
Kern f = {v € V|f(v) = 0} und Bildf = '
Imf={ eV FveV: fv)=1v}=f(V). L

Nach (4.4) sind Kern f und Bild f Untergrup-
pen von (V,+) bzw. (V',+). Es gilt dariiber
hinaus: Figur 10.1: Kern und Bild
einer linearen Abbildung.

10.7 Satz (Kern und Bild einer linearen Abbildung)

Ist f:V — V' Vektorraum-Homomorphismus, so gilt

(a) Kern f ist ein Unterraum von V.

(b) Bild f ist ein Unterraum von V.

Beweis.

(a) Kern f ist Untergruppe von (V,+) (s.o.), insbesondere additiv abgeschlossen und
nicht leer. Aufserdem gilt

veKemnf= f(v)=0= f(v\)=f(v)-A=0=v-\ &€ Kernf.

Damit ist Kern f abgeschlossen bzgl. Addition und S-Multiplikation. Aus dem Unter-
raum-Kriterium (6.4) folgt die Behauptung,.

(b) Fir A € K und v' € Bild f gilt Jv € V' : f(v) = v' und
f(A) = f(v) - A =o'\ € Bild f. Im Ubrigen verlduft der Beweis wie in (a). -

10.8 Anwendung

(i) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a), jetzt fiir Spalten- statt Zeilenvektoren:

( K(nvl) _> K(mvl)
n
o117 ... A1 n 51 ;a1j§j7
Seien A = : : mit «a;; € K und fu: N =
Am1 - Omn 5 n .
" D omj;
\ j=1

also fa(z) = Az. Dann gilt:
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&1 a11& +-+ g, =0
€ Kern fa & (%) : -
gn am1€1+"'+amn£nzo

Das System (#x) heifst System von m homogenen linearen Gleichungen in n Un-
bekannten mit Koeffizientenmatrix A. Die Menge aller Losungen eines Gleichungs-

&1
systems, d.h. die Menge aller n-Tupel | : | € K™D | die das Gleichungssystem

&n

erfiillen, nennen wir Lésungsraum. Aus (10.7) folgt wegen Lo = Kern f4 damit:

10.9 Satz (Losungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems)

Der Losungsraum Lg eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Unbekannten
iiber dem Korper K ist ein Unterraum von K™, also selbst K-Vektorraum.

Anmerkung. Vgl. dazu Beispiel (1.3).
Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a) n
a . .
B & & By
: € Bild f4 & 4 c K . : — :
Bm fn Z amjgj 5m
j=1
& [ an& +F anbn =B
<3| | ek : Lo (%)
fn . O‘m1£1+"'+amn§n:ﬂm

Fiir das lineare Gleichungssystem (*) in n Unbekannten tiber dem Kérper K mit Koef-
fizientenmatrix A halten wir fest:

10.10 Satz (Losbarkeit eines LGS)

Genau dann ist das lineare Gleichungssystem

a11éy -+ anéy =061
(%) : : :
O‘ml&l"" : '+amn£n:5m

iiber K losbar, wenn gilt:

( KD 5 fOmD)
N NS
N €Bild fa mit fa:q ] o = Az (= fa(z))
n j;amjfj 147




Weitere Anwendungs-Beispiele

(i)

(iii)

Vgl. mit Beispiel (10.4c) !
R[z] = R[z]

Fir D: - R -
;i > i X!
i=0 i=1

gilt

Kern D = {f(z) € R[z] | f(x) konstant}.

Beweisskizze: Aus > ia;x’ = 0 fiir alle x € R folgt ay = ... a,, = 0, also f(z) = oy
fiir alle z € R.
Alternativ kann man dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung argumentieren:

f(z) = f(y)

fl=0=3cc@y): 0=7(9="""1

= f(z) = f(y).

Fortsetzung von Beispiel (10.4) (b):

Ist V' der Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen und f = lim , so ist
n— o0

Kern f der Unterraum aller reellen Nullfolgen.

Fortsetzung von Beispiel (10.4d) und (1.4):

In Beispiel (10.4d) hatten wir gesehen, dass der Losungsraum L der homogenen
Differentialgleichung 3" +4y = 0 Kern einer linearen Abbildung vom Vektorraum V'
der zweimal differenzierbaren Funktionen in den Vektorraum Abb(IR, R) ist. Daher
ist L ein Unterraum von V; (vgl. (1.4)!).

Als weitere Aussage erhalten wir aus §4 unmittelbar:

10.11 Hilfssatz ( Kern und Injektivitdt)

Ist f:V — V' Vektorraum-Homomorphismus, so gilt:
(i) v+ Kern f ist das volle Urbild von f(v).

(ii) f injektiv < Kern f = {0} < | Kern f| = 1.

Beweis. s. (4.5) und (4.6).

Wegen der Kommutativitat von (V) +) ist jeder Unterraum von V', als Untergruppe von
(V, +) aufgefasst, Normalteiler. Satz (4.9) liefert also keine tiber (10.7) (a) hinausgehende
Information.

Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a): Aus (10.11) (i) erhalten wir u.a.:
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10.12 Satz ( Lésungsraum eines linearen Gleichungssystems)

Fiir den Losungsraum L eines linearen Gleichungssystems

a11éy o+ péy =5
CIR o

amlgl_‘_""i_amnfn:ﬂm

iber K gilt entweder L = () oder L =p+ Lg ;

hierbei bezeichnet p € K™ eine spezielle Losung von (%), (eine sogenannte
Partikuldrlésung), und Ly den Losungsraum des zu (%) gehorenden homoge-
nen Systems

api§y +o+ a1 =0

()

amlgl—l_"'_’_amngnzo .

Beweis.
Q11 ... Qpp 51
Ist A:= : o |,b:=1 ¢ |, so folgt
Um1 -+ OQmn B
&1 &1
L={| : [ e&™ | sa(| i |) =0} =Fi0).
Falls b ¢ Bild f4 gilt, erhilt man L = ). Ist L # 0, so existiert ein p € K™ mit f4(p) = b;
&1 &1
es folgt L = p+Kern f4 (s. (10.11) (i)). Dabeiist Kern f4 ={| : | € K”\fA( : ) =
€n &n

{0}} =: Lo der Losungsraum des zugehorigen homogenen Gleichungssystems (xx).
Beispiel: Sei K =R, n=3, m=2

(*) . {2€1+3£2_€3_4
' S+ L+86=3

Wir suchen zunéchst eine Partikuldrlosung. Aus (k) ergibt sich (2 mal 2. Zeile minus
1. Zeile)

{ 26+ 35— =4
& +3863=2

Setzt man nun z.B. £ = 0, so folgt & = —2 und & = 5. Tatséchlich ist p = (5, —2,0)

(Partikulér-) Losung. (Probe wegen Beweisrichtung!)
Das zu (*) gehorige homogene System ist

(#%) {2514'352—53:0 bzw. () : {2§1+3§2— &=0
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Setzt man &3 = 0, so folgt & = & = 0. Daher kénnen wir 0.B.d.A. von &3 # 0 ausgehen.
Der Losungsraum ist invariant bzgl. Multiplikation mit einem Skalar. Bis auf ein skalares
Vielfaches des Losungsvektors ist &3 = 1; so ergibt sich & = 3 und & = —4. Tatséch-

—4 —4
lich ist | 3 | Losung (Wegen der Beweisrichtung: Probe!). Daher ist Lo = < 3 >
1 1
Losungsraum von (#x). Der Losungsraum von (k) ist damit
5 —4
L=1-2]1+1 3 |R.
0 1

Im affinen Raum AG(R?) ist L eine Gerade durch den Punkt (5, —2,0). Diese Gerade
ist also durch das Gleichungssystem () beschreibbar.

z

Lo

Figur 10.2: Geometrische Interpretation des Losungsraums L eines Linearen Glei-
chungssystems und des Losungsraums Lo des zugehorigen homogenen
Systems.

Aus (10.12)(ii) folgt auch:

10.13 Satz (Eindeutigkeit der L6sung)

Das lineare Gleichungssystem

a11&y o+ aapén =61
(%) : : :
am1£1+"'+amn§n:5m

iiber K besitzt hochstens dann eine eindeutige Losung, wenn das zugehorige
homogene System nur die triviale Losung besitzt.
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§ 11 Lineare Gleichungssysteme lII:
Rang von Matrizen, elementare Zeilenumformungen und GauBsche Elimination

Im Laufe der Entwicklung der Vektorraumtheorie haben wir die Losungsstruktur linearer Gleichungs-
systeme untersucht. Die dabei erhaltenen Ergebnisse erleichtern zwar die Angabe der Losung, liefern
aber kein Verfahren zur praktischen Bestimmung. Ein solches behandeln wir im Folgenden. (Weitere

Verfahren kénnen Sie u.a. in der Vorlesung {iber Numerische Mathematik kennenlernen.)

Teil I: Rang und Losbarkeit

11.1 Voraussetzungen und Schreibweisen
Gegeben sei (iiber dem Korper K) das lineare Gleichungssystem (LGS)

a1iér + apée + .o+ Ry = B
@911 + b + ...+ a9y = Po

(%) : :
O‘mlél + am?f? + ...+ O‘mngn = 5m

mit Koeffizientenmatrix

a1 Q12 ... (AT

921 929 e Qon
A=

Am1 Om2 ... Qmp

Letztere ist eine (m x n)—Matrix mit Eintragen «; ; € K, in Zeichen:
A Kmm = Flombellon) (Vgl A§10 1
Die Elemente fi,...,3,, € K der rechten Seite schreiben wir jetzt als Spaltenvektor,
also als (m x 1)—Matrix:
A
b=| : | e K™Y,
B
Auch eine Losung von (%) geben wir in Zukunft meist als Spaltenvektor an: Definitions-
gemaf ist dann

&1
r=1:11]€ K™D
&n
Losung von (), falls (mit aje := (1, ..., ) gilt:
Ale * T j;aljgj 5:1
A s = . = = . — b
Qe * L ]-i:l amjgj 6m
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Es erweist sich als sinnvoll, A und b zusammenzufassen zur erweiterten Koeffizien-
tenmatrix (A|b), definiert durch

Q11 Q12 ... Qaqp 51
(AJb) = :
Om1 Om2 ... Qpp ﬁm
Diese ist eine Matrix iiber K mit m Zeilen und n + 1 Spalten, also ein Element von

Kmn+1) Der Strich dient dabei der besseren optischen Gliederung und erinnert an die
Stellung der Spalten im LGS:

apnp [ &+ an [+ o |[§&=] B
agp | & F | axn [+ ] | & Ba

1 fl_‘_ A2 52""" Omn gn: 5m

Beispiel: Das lineare Gleichungssystem

{2§1+3§2—§3=4
G+ &L+&=3

2 3 —1 & 4
G ()= 6)
&3

Die erweiterte Koeffizientnematrix ist

2 3 —-1/4
11 1(3)/)°

Wir behandeln nun ein Kriterium fiir die Losbarkeit des LGS (x): Es gilt:

lasst sich schreiben als

Az = b besitzt eine Losung = <= fa((&1,.--,&) = (51, .-, Bm) ist 16sbar.
<~ (P1,...,0m) € Bild f4 (Vgl. Satz 10.10!)

B &1 ané + .o+ aé,

| |elAx|z=|: ]| KM} = Do 1§ e
B &n Q11+ -t Qi
an A1n an A1n

= S ST S e e I S T S < . ¢ _< A I >
QU Qi Q1 Qnn

Das LGS (x)ist also genau dann lésbar, wenn der Vektor b der rechten Seite in dem von
den Spalten der Koeffizientenmatrix A aufgespannten Unterraum liegt, sich also durch
Hinzunahme von b dieser Unterraum , d.h. auch dessen Dimension, nicht vergréfert. Wir
vereinbaren folgende Bezeichnung:
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11.2 Definition: Rang einer Matrix

11 12 ... A1p

91 Q99 C Qo . .
Zu A = , , definiert man als (Spalten-) Rang von A  die

Am1 Ap2 ... Opp

Dimension des von den Spaltenvektoren von A aufgespannten Unterraumes von K (1):

a1l A1n
Rang A .= rg A := dimK(< : ey : >) )

am1 Amn

11.3 Definition (Rang einer linearen Abbildung) und Anmerkung
Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W definiert man:
Rang f := dimg Bild f = dimg f(V).

Ist nun A eine Matrix iiber K und f4 wie oben definiert (d.h. durch Multiplikation mit
der Matrix A gegeben), so gilt wegen Bild fa4 = (fa(e1),..., fa(en)) = (Ge1, ..., Gen) :

Rang f4 = Rang A.

Beispiel: Sind K =R,m=2,n=3 und A = (2 3 _1), so erhalt man

1 1 1

2 3 -1
A =di =2
Rang dlmK<(1>,(1),(1>> )

da die angegebenen Spalten als Vektoren des 2-dim Vektorraum R*! einen Unterraum
der Dimension hochstens und damit genau 2 erzeugen.

Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen kénnen wir dann die vorigen Uberlegungen
zusammenfassen zu folgendem

11.4 Satz (Losbarkeitskriterium)

(manchmal als Satz von Kronecker-Capelli bezeichnet, aber laut Wikipedia schon vor
Leopold Kronecker und Alfredo Capelli von anderen Mathematikern verwendet)

Das lineare Gleichungssystem (%) Az = b ist genau dann l6sbar, wenn b von
den Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix A linear abhéngt, d.h. wenn der
Rang der Koeffizientenmatrix A gleich dem der erweiterten Koeffizientenmatrix
Aerw := (A[b) ist, also:

(%) ist losbar <= Rang A =Rang Aerw
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A=<

11.5 Anmerkung (Dimension des L&sungsraums)

Wir werden spéter sehen, dass gilt:
dimg (Kernfs) = n — Rang fa

Im Fall der Losbarkeit des LGS (x) folgt daher (unter Verwendung von Satz 10.12 ) fiir
den Losungsraum L von (x):
dimg L = dimg(p + Lg) = dimg Ly = dim(Kernf,) = n — Rang f4 = n — Rang A.

Wir halten fest:
dimyg L = n— Rang AI

Teil II: Gauftsche Elimination

Um zu einem Lésungsverfahren von Lineare Gleichungssystemen zu kommen, iiberlegen wir nun, welche

Umformungen von (11.1) die Losungsmenge von (11.1) ,erhalten*. Es sind dies u.a. :
(i) die Multiplikation der k-ten Gleichung mit einem Skalar A € K ~ {0} (fiir k € {1,...,m})
(ii) die Addition der k—ten Gleichung zur i—ten Gleichung (fiir ¢,k € {1,...,m}, i # k)
(iii) das Vertauschen zweier Gleichungen
)

(iv) die Addition des A-fachen der k—ten Gleichung zur i-ten Gleichung (fiir A € K und

ike{l,...,m}, i #k).

Wir bemerken, dass die Umformungen (iii) und (iv) durch mehrfache Anwendung von Umformungen
der ersten beiden Typen erreicht werden kann, namlich*?

(iv) durch (i) und danach (ii) und
(iil) mittels 2; —> Z;:=2; — 2 —> 2k =2 + 21 = 2 — 2; := —%; + 2 = 2, (vgl.11.7))

Untersucht man, wie sich die erwéhnten Umformungen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix von (11.1)
auswirkt, so stoft man auf folgende sogenannte elementare Zeilenumformungen einer Matrix:

11.6 Definition: Elementare Zeilenumformungen

Unter einer elementaren Zeilenumformung an einer (m x s)-Matrix C' {iber K (z.B. A
oder Aerw fiir ein LGS) versteht man eine der folgenden Operationen:

(i) Die Multiplikation einer Zeile von C' mit einem Skalar A € K ~ {0}.
(ii) Die Addition der k—ten Zeile von C' zur i—ten Zeile (fiir i,k € {1,...,m}, i # k).
(iii) Das Vertauschen zweier Zeilen von C.

(iv) Die Addition des A\—fachen der k—ten Zeile von C' zur i—ten Zeile (fir A € K und
i,ke{l,...,m}, i #k).

43Dabei bezeichnen wir mit z; die i—te Zeile (bzw. Gleichung), mit z; die i—te Zeile nach der ersten
Umformung dieser Zeile, mit Z; die i—te Zeile nach der zweiten Umformung dieser Zeile usw..
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11.7 Anmerkung

Die Umformungen (iii) und (iv) erhélt man durch wiederholte Anwendungen der Um-
formungen der ersten beiden Typen. Beweis von (iii):

Zk

Zi '

2k 2k + % 2k + % 2k + %

Beweis von (iv): Ubungsaufgabe.

-1 2 3 1
Beispiel: Seien K =R, C=| 1 -1 =3 0| und z, %, z; die Zeilenvektoren von
0 2 0 4
C und den daraus erhaltenen Matrizen.
-1 2 31 -1 2 31
zo—Z2=22+21 0 2 0 4 Z3—23=23—27%2 0 0 012
Wir vermerken, dass C' die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS’ s
=&+ 26 + 3= 1
§1— & —3G= 0
262 = 4
ist.
Die obigen elementaren Umformungen entsprechen dem Ubergang zu folgenden LGS’en:
=& +26+3G=1 =6 +26+3G=1
& = 1 bzw. & = 1,
269 = 4 0= 2

deren Unlosbarkeit offensichtlich ist.
Dass die Losungsmenge eines LGS’s durch elementare Umformungen erhalten bleibt,
besagt der folgende Satz:

11.8 Satz (Losungsrdume bei elementaren Umfomungen)

gt B
Entsteht die Matrix B= | B : aus A= A : durch elementare

Vm B
Zeilenumformungen, so stimmen die Losungsmengen der Gleichungssysteme

mit den erweiterten Koeffizientenmatrizen A bzw. B, also von

51 T
fa(@)=1 | wd fel@)=| : |,
B Y

uberein.
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Beweis. Wie bemerkt entspricht einer elementaren Zeilenumformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix eine Multiplikation einer der Gleichungen mit einem Skalar bzw. die
Addition einer der Gleichungen zu einer anderen oder eine daraus zusammengesetzte
Operation. Damit sind die Losungen des LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix fl,
also von fa(x) = (51, ...,Bm), unter denen des LGS mit erweiterter Koeflizientenmatrix
B, also von f5(x) = (71, ..., 7m), enthalten.

Die umgekehrte Inklusion erhédlt man, wenn man beachtet, dass die elementaren Zei-
lenumformungen durch ebensolche umgekehrt werden konnen, namlich z.B. die
Multiplikation einer Zeile mit A € K ~ {0} durch die Multiplikation der entstandenen
Zeile mit A7, die Addition zweier Zeilen z; — %, = 2z + 2z durch z; — z; — z, =
(zi + 2z1) — 21 = 2.

Ein weiteres Beipiel (mit KX = R) zeigt Figur 11.1.

G+ &—& = 0 1 1 -1 0] 0
§1— 26+ & = 1 B 1 -2 1 0] 1
G =2 - &= 2 A=l 9 0 1| 2
€44 26, = —1 0 0 1 2|-1
l elementare Zeilenumformung
1 1 -1 0] O
0 -3 2 0] 1
0 -3 1 —-1| 2
0 0 1 211
l elementare Zeilenumformung
1 1 -1 0} O
0 -3 2 0] 1
0O 0 -1 -1 1
0 0 1 211
l elementare Zeilenumformung
&1+ & — 253 = (1) 11 —% 0| 0
1
—et3s =3 e p.— |0 -1 5 0F 3
-G =1 erv. 0 0 -1 —1| 1
§4=0 0 0 0 1] 0

Figur 11.1: Ein weiteres Beispiel zu elementaren Umformungen

. —_— . —_— . :'_7 7:._: fr— ._1
mit 2o := 23 — 21, Z3 1= 23 — 21,23 '= 23 — 22, 24 ‘= 24 + 23, 22 = 3%2.

Aus letzterem LGS in ,,Zeilen-Stufenform lassen sich nun leicht die Komponenten einer
Losung ,,von unten her” berechnen:

6=0,&=-1, =263 =1, = —6+&=0
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die Losungsmenge L, nach (11.8) auch des Ausgangsgleichungssystems, ist also

L={0,—-1,-1,0).

11.9 Bemerkung (Gaullsche Elimination)

Der im Beispiel geschilderte Prozess zum Auflésen eines LGS’s (oder auch die entspre-
chenden Operationen mit den Gleichungen selbst) heifst Gaufdsches Eleminationsver-
fahren. Bei ihm wird durch elementare Umformungen ein Gleichungssystem in Stufen-
form hergestellt, das sich dann leicht auflosen lasst.

Im vorhergehenden Beispiel (s. Figur 11.1) hat das betrachtete LGS eine eindeutig be-
stimmte Losung. Wie geht man vor, wenn die Dimension der Lésungsmannigfaltigkeit
grofser als 0 ist?

Dazu erneut ein Beispiel (mit X = R und Umformungen z3 = 25 — 21,23 = 23 + Z3),
s. Figur 11.2 ! Es gilt hier: Rang B = 2 =Rang Berw, woraus dim L = 4 — RangB = 2
folgt.

&1 — 28 + &3 = 1 1 =21 0] 1
fl - 252 - 54 = 2 — Aerw. = 1 -2 0 -1 2
£+ &=—1 0 01 1|-1

elementare Zeilenumformung
1 -2 1 0| 1
0 0 -1 -1 1
0 0 1 1]—-1

elementare Zeilenumformung

1 =21 0 1
&_%ﬁ?w :_1} ¢— Bory. = 00 1 11-1 = (Ble)
3 8= 0O 00 0| O

Figur 11.2: Zu einem Beispiel mit mehrdimensionalem Losungsraum

Beim Beispiel der Figur 11.2 gilt Rang B = 2 =Rang B,,,,, woraus dim L. = 4— RangB =
2 folgt. Zur Bestimmung der Losungen hat man nun u.a. zwei Moglichkeiten:

(a) Man l6st das letztere LGS, in dem man ,,von unten her Variable ,separiert®:

§3=—-1-¢&
§1=26—6+1=26+8+2.

Die hohere Dimension von L macht sich in der ,freien Verfiigbarkeit iiber & und &4
bemerkbar. Mit & = A und £ = p erhélt man

= (2,0,—1,0) + (2,1,0,0)R + (1,0, -1, )R .
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(b) Man wahlt auf der Suche nach einer Partikulérlosung z.B.

(&2,&3) = (0,0) und erhélt (1,0,0,—1) € L ;

Zur Bestimmung von linear unabhéngigen Losungen des homogenen Systems setzt

man z.B.

(52763)
so (2,1,

= (1,0) [Damit erhélt man — & =0,& = 2] bzw. (£, &) = (0, 1) und gewinnt
0,0) bzw. (—1,0,1,—1) als linear unabhéngige Vektoren von Ly, also

L=(1,0,0,—1)+(2,1,0,00R + (1,0,—1,1)R .

Abschliefsend prézisieren wir den Begriff der Zeilen-Stufenform einer Matrix und gehen
auf die Moglichkeit ein, eine gegebene Matrix in eine Matrix von Stufenform iiberzufiih-

ren.

11.10 Satz (Zeilenstufenform durch elementare Umformungen)

Nullmatrix.)

0
0

0

0. ’ 5kjk

Jede (m x n)-Matrix A iiber K lésst sich durch endlich viele elementare Zeile-
numformungen in eine Matrix der Form

61]'1 ce
0 /BQJ‘Q .

ﬁkn
0 0 0
0 0 0

mit f;;, # 0 fir alle ¢ € {1,...,k} und j; < j» < ---
Form von B nennen wir Zeilenstufenform. (Evtl. ist {1,...,k} =0, d.h. B

< jj iberfiithren. Die

Beuweisskizze. Die Uberfithrung der Matrix A in die Matrix B erfolgt in mehreren Schrit-

Bljl ce
0 ﬁgh .o

ten.
Nach ¢ Schritten sei
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(Im Falle ¢ = 0 setzen wir B, := A). Der ,eingerahmte Teil“ habe 0.B.d.A. in der ersten
Spalte ein von 0 verschiedenes Element (andernfalls verkleinern wir ihn oder sind fertig).
Eventuell durch Zeilenvertauschungen erreichen wir, dass in der entstandenen Matrix

513‘1 .
0 | .
Bq = ‘ /BQJQ
0 . 0 [Berijons
0 oo 0 | Bujnr

nun Bgy1j,,, 7 0 ist.
Durch Umformungen vom Typ (iv) mit £ = ¢+ 1, i € {¢+ 2,...,m} und

—1 .
A= ~(Big+1)jg1)  Bijerr gelangen wir zu

/Bljl ...
0 .
quq
Bq+1 = 0 .. 0 /Bq+1jq+l
0 . 0 *

mit B,414,,, 7 0 und B ., = 0 fiir jedes s > ¢ + 2, falls ein solches existiert.
Nach endlich vielen Schritten wird eine Matrix der Form B erreicht.

Anmerkung. Das Element 3,1, ,, im Beweis zu 11.10 heift Pivot-Element. Zwar ist
theoretisch unerheblich, welches der dafiir in Frage kommenden Elemente gewéhlt wird;
fiir praktische Rechnungen spielt die Auswahl jedoch eine Rolle, da Rundungsfehler etc.
je nach Wahl des Pivot-Elements verschieden ausfallen kénnen. In folgendem Beispiel ist
das Pivotelement jeweils eingekéastelt:

Beispiel.

(i) Aurw = D I s
erw T 119 0 —9999 | —9998

i) A — 1074 11 (! 1 2

(i) Aery = 112 00,9999 | 0,9998

(Vertauschung von z; und z; und Addition von —107%2; zu %.)

Als , Losung* des LGS’s mit erweiterter Koeffizientenmatrix A, erhélt man bei Rech-
nung mit 3-stelliger Mantisse im Falle (i) aus 107%¢; + & = 1 und —10%&, = —10* das
Ergebnis & = 0, & = 1, im Falle (ii) aus £, + & = 2 und 1-& = 1 die Werte § = & = 1.

149



12 Lineare Ungleichungen und Optimierung

In diesem Paragraphen behandeln wir?* die fiir Anwendungen u.a. in Wirtschaftswissenschaft und So-
ziologie sehr wichtigen Systeme linearer Ungleichungen und damit zusammenhéngende Maximum- und
Minimumprobleme.

Zur Einleitung betrachten wir folgendes Beispiel (s. Aigner, l.c. Seite 5): Ein Schnapsbrenner stellt
zwei Schnépse S1, So her. Neben Alkohol, Zucker und Wasser verwendet er zwei Zusétze Zq, Zo. Er
will nun einen Produktionsplan aufstellen, der ihm einen maximalen Gewinn garantiert. Dabei hat er
folgende Rahmenbedingungen zu beachten:

Anteil || Sy So Vorrat (in 1)

Alkohol || 0,4 | 0,25 || 30

Zucker || 0,2 | 0,3 25 Gewinn pro Liter:
Z. |/ 0150 10 Si: 7
Zo 0o |03 |20 Sy: 3

Wasser || 0,25 | 0,15 || 100 (in Wahrungseinheiten)

Umformulierung: Sei &; die zu produzierende Literzahl von S; (¢ € {1,2}). Dann miissen folgende
Ungleichungen erfiillt sein:

0,4 & + 0,258 < 30 (1)
072€1+0a3£2S25 (2)
0, 15&; <10 (3)
0,3 & <20 (4)
0,25&1 + 0,15&; < 100 (5)
sowie
& 20 (6)
und
& > 0. (7)
7Zu maximieren ist
Q(&1,62) =786 +3&. (8)

In diesem einfachen Fall (nur zwei Variablen) ist eine graphische Losung moglich (s. Figur 12.1;); dabei
beachtet man, dass «&; + 8& = v (fir (a, 8) # (0,0)) eine Gerade in der reellen Ebene darstellt und
a&y + B& < v eine ,Halbebene®.

Der schraffierte Teil in der Figur 12.1 ist der Bereich der ,zuléssigen L6sungen®, also solcher Losun-
gen, fiir die die Ungleichungen (1) — (7) erfiillt sind. Dabei bezeichnet g; die Randgerade des Gebiets,
das durch Ungleichung (¢) beschrieben wird; (das zu (5) gehérende Gebiet umfasst den schraffierten
tibrigen Teil). Jede Parallelverschiebung der Geraden mit der Gleichung Q(&1,&2) = 7&1 + 382 = ¢1 in
Pfeilrichtung fiihrt zu einer Geraden der Gleichung 7£; + 33 = ¢ mit ¢y > ¢1. Wie sich aus der Zeich-
nung ablesen ldsst, hat unser Maximierungsproblem die eindeutige optimale Losung (51, 52) = g1 Ngs,

44unter Beachtung der folgenden Quellen:
— Aigner, M.: Angewandte Mathematik, Vorlesungsskript FU 1979
— Schwarz, H. u.a.: Grundkurs Mathematik III 2, DIFF, Tiibingen 1975
— Guber, S.: Lineare Algebra und Analytische Geometrie, I §15
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390

Figur 12.1: Beispiel einer linearen Optimierung

die sich zu & = - = 66,6 und & = % = 13,3 berechnet. Bei der Produktion von 66,6 1

Schnaps S; und 13,3 1 Schnaps S; wird der’optimale Gewinn von 7 - 66,6 + 3 - 13,3, d.h. rund 506
Wahrungseinheiten, erreicht.

Wir wollen im Folgenden zunéchst lineare Ungleichungen betrachten; in diesem Zusammenhang definie-
ren wir, was wir unter einem Halbraum verstehen wollen, und weisen eine seiner wichtigen Eigenschaften

nach.

12.1 Definition: Lineare Ungleichung; Lésungshalbraum

(a) Seien n € N und Ay, ..., A\, € R. Dann heift

i A& <a (bzw, i pi& > pfiir g = =N, B = —a) (*)
i=1

=1

eine lineare Ungleichung; die Losungsmenge
H={(&,...,&) € R"| ;Aigi <aj={(&,..-,&) € R ;(—Ai)& > (—a)}

heifst (Losungs-) Halbraum (von (x)).

(b) Verallgemeinerung:

&1 &
Ist V R-Vektorraum und f : V — R linear,z.B. f:x = | : | — ()\1 e )\n) :
€n &n

und a € R, dann heifst
flz) <a (+)
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eine lineare Ungleichung und H = {z € V|f(z) < o} Losungshalbraum zu

(+).

Anschaulich ist klar, wie ein Halbraum bei Dimension 2 (Halbebene) oder 3 aussieht.
Wir zeigen nun allgemein, dass mit zwei Punkten eines Halbraums H auch die
Verbindungsstrecke zu H gehort:

12.2 Definition: Verbindungsstrecke

Seien V' ein R-Vektorraum und a,b € V.
Dann heifst

[a,b] :=={aX+b(1—X)| A€ ]0,1] CR}
={b+(a—bDA|0< <1}
={a\+bu | A\ p>0, N+ p=1}

Figur 12.2:
Differenz der Ortsvektoren a und b
und die Strecke [a, b]

Verbindungsstrecke von a und b.

12.3 Definition: konvex

Sei V' ein R-Vektorraum und A C V. Dann heifit A konvex, falls gilt

Va,be A:la,b] C A

Figur 12.4: Nicht konvexe Menge in R?
(dto. mit schlechter Ubersicht fiir den
Figur 12.3: Konvexe Menge im R? Museumswiérter)
(z.B. Grundriss eines Museumsraums)

Beispiele.

(1) Jede lineare Mannigfaltigkeit in V', insbesondere jeder Losungsraum eines linearen
Gleichungssystems, ist konvex:
Seinen L = v+ U und a,b € L, also a = v+ u; und b = v + ug mit uy, us € U; dann
folgt a € b+ U = L (bzw. a — b € U) und fiir x € [a,b] damit 2 = b+ (a — D)\ €
b+ U = L fiir ein geeignetes A € R.

(2) Jedes Intervall von R ist eine konvexe Teilmenge von R.

(3) Der Durchschnitt konvexer Mengen ist wieder konvex.
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12.4 Satz (Konvexitdt des Losungshalbraums)

’ Der Losungshalbraum einer linearen Ungleichung ist konvex.

Beweis. Seien f:V — R linear und H = {z € V| f(z) < a} mit a € R; seien ferner a
und b Elemente von H. Dann gilt

fla) <o und  f(b) <o
Nach (12.3) ist [a,b] C H zu zeigen. Sei also = € [a, b]; dann existiert ein A € [0, 1] mit
x = aX+ b(1 — \); es folgt
fl@)=flex+b(1—=X) = flaAA+fb)(1-XN) < art+ao(l-N)=a

f linear A>0
1-2>0

und daraus x € H.

Da der Durchschnitt konvexer Mengen wieder konvex ist, gilt

12.5 Korollar (Konvexitdt der Losungsmenge)

Die Menge der Losungen eines Systems linearer Ungleichungen

filz) <oy

fm(2) < am

(mit f; : V — R linear und o; € R fiir i € {1,...,m}) ist konvex.

12.6 Definition: Extremalpunkt

Sei A eine konvexe Teilmenge des R-Vektorraums
V. Dann heift + € A Ecke (oder Extremal-
punkt) von A, falls z nicht im Inneren einer ganz
in A enthaltenen Strecke liegt, d.h. falls gilt:

Va,be A: (z € la,b)j=>x=aVr=0). Figur 12.5: Extremalpunkte

Folgender Satz besagt: Nimmt eine lineare Abbil-
dung f : V — R auf einer konvexen Menge A ihr
Maximum « an, und bezeichnet

Ao 1= {z € Alf(2) = a}

Figur 12.6: Die Menge Agps
die Menge der ,,optimalen Punkte” von A, dann

ist jeder Extremalpunkt von A,,; auch Extremalpunkt von A.
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12.7 Satz (Eckpunkte der Menge optimaler Punkte)

Seien V' ein R-Vektorraum, A konvexe Teilmenge von V und f : V' — R linear;
weiter existiere ein xy € A mit

Ve e A: f(z) < f(xg) =: a.

Dann gilt:
Jeder Eckpunkt von A, = {z € A|f(z) = a} ist ein Eckpunkt von A.

Beweis.

(i) f=(a) == {x € V|f(z) = a} ist fiir f # 0 (oder fiir f = 0 und a = f(zo) = 0)
eine lineare Mannigfaltigkeit und als solche konvex (vgl. Bsp. 1 zu 12.3). Daher ist
auch Aoy = AN{x € V|f(xz) = a} konvex (vgl. Bsp. 3 zu 12.3).

(ii) Sei y Eckpunkt von A, Wir nehmen an, y sei kein Eckpunkt von A. Es ist aber
y € A; verbindet man y mit einem weiteren Punkt von A, so sieht man: es existieren
a,b€ Aund A € (0,1) mit y = aA+b(1—\)). Da y Eckpunkt von A, = {z|f(z) =

o} ist, gilt f(a) # o oder f(b) # a; andernfalls wire f(a) = f(b) = a Aa,b € A,
also a,b € A,p, damit wegen der Konvexitit auch [a,b] C Agp; es wire dann y
innerer Punkt von A, und nicht Eckpunkt. Also gilt: f(a) < « oder f(b) < a.
Damit ergibt sich

fly) = flax+b(1 = X)) = f(a)\+ f(b)(1 —N) 5 aX + a(l — \) = «, also
1-2>0

y ¢ Aopt, ein Widerspruch.

Anmerkung. Ein zy der im Satz 12.7 angegebenen Eigenschaften braucht nicht zu exis-
tieren.
Andeutung eines Beispiels:

R R A
KERKKK

und f geeignet.
A
esssoures
ete

Es ist also richtig, optimale Losungen (falls vorhanden) einer linearen Optimie-
rungsaufgabe

filz) < on
:f (2) < (mit fo, f1,..., fm : V — R linear, ay,...,q,, € R)
m\T) = O

fo(z) maximal
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unter den Ecken der (konvexen) Losungsmenge des Systems linearer Unglei-
chungen

filz) <o

fm(x) < o

zu suchen.

Bei zwei Variablen kann diese Suche graphisch geschehen (vgl. einleitendes Beispiel);
fiir komplizierte Probleme gibt es Algorithmen zur rechnerischen Bestimmung, z.B. das
Simplexverfahren, das — geometrisch interpretiert — im gezielten Durchlaufen von
,Kanten“ des ,,Polyeders* der Lésungen bis zum Erreichen einer ,,optimalen Ecke* besteht
(s. z.B. Aigner l.c. oder DIFF Studienbrief).
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§ 13 Basisbezogene Darstellung von linearen Abbildungen, Matrizen

Wir setzen jetzt unsere Untersuchung von linearen Abbildungen fort.

13.1 Homg(V,W)

(a) Sind V und W Vektorrdume iiber dem Kérper K, so bezeichnet man mit Homg (V, W)
die Menge aller linearen Abbildungen von V in W.
Auf Homg (V,W) :={f | f:V — W linear } lassen sich durch
f+g:V — W definiert durch (f + g)(v) = f(v) + g(v) und
fA:V — W definiert durch (fA)(v) = f(v)A
eine Addition und eine S-Multiplikation derart definieren, dass (Homg (V, W), +, K) ein

K-Vektorraum ist. (Beweis ?)
Um die Elemente von Homg (V, W), also lineare Abbildungen, ,,6konomisch® beschreiben zu kénnen,

untersuchen wir, wodurch eine lineare Abbildung (eindeutig) bestimmt ist. Dazu betrachten wir zunéchst
eine Abbildung

6 Ji:laljﬁj

fa: K" - K™ mit (...| — e und Matrix A = (aij)(i,j)e{l ,,,,, myx{1,..n}" Es ist fa
&n 7; &

linear, also f4 €Homg (K™, K™). Da jedes Element von K" sich als Linearkombination von ey, ..., e,

mit e; = (0ij);eq1,...,n} schreiben ldsst und f4 linear ist, reicht es, sich auf f4(e;) zu beschrinken; es
zeigt sich

n
> 1055
i=1 14
fA(ei): = = OQe; -

Oémj6ij

-

Jj=1

Fiir ¢ € {1,...,n} ist das Bild von e; unter f4 (als Spalte geschrieben) gerade der i-te Spaltenvektor
von A:

o1 .. Q-1 | 0 | Qg1 ... Odp

Um1 .- Umi—1 | Ams | Omi41 - - Amn,

Dabei war A = (aij) beliebig in K(™™) gewihlt.

(if)E{1,eeym}x{1,...on}
Wiederholung:
Mit I :={1,...,m} und J := {1,...,n} definieren wir (wie in §11 ) fiir m,n € N die
Menge der (m X n)-Matrizen iiber dem Korper K:

Kmn) .= g1 — {(ij)jyerxslou; € K fiirallei € {1,...,m},j € {1,...,n}}

Wir haben gesehen, dass die Abbildungen f4 mit Matrizen A lineare Abbildungen sind. Gehéren um-

gekehrt im Endlich-Dimensionalen zu linearen Abbildungen auch Matrizen?
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Vor Beantwortung dieser Frage halten wir fest: Durch die Auswahl einer geeigneten
Matrix A € K (™" kann man, wie aus obigen Uberlegungen folgt, eine lineare Abbildung
f angeben, die die Vektoren ey, ..., e, der kanonischen Basis von K™ auf vorgeschriebene
Vektoren (a1, ..., 0m1), -+, (Qipy - -+, Q) von K™ abbildet. Dies gilt auch allgemein
fiir Vektorrdume. Dariiberhinaus ist eine lineare Abbildung schon durch ihre Wirkung
auf die Elemente einer Basis des Urbildraumes eindeutig bestimmt:

13.2 Satz von der Linearen Fortsetzung (Basissatz fiir lineare Abbildungen)

Seien V und W K-Vektorrdume, (b;);cs eine geordnete Basis von V und (w;);es
eine Familie von Vektoren aus W (mit gleicher Indexmenge 7). Dann gilt: Es
existiert genau ein f € Homg (V, W) mit f(b;) = w; fir alle i € I.

Beweis. Ubungsaufgabe A13.1.

Fiir die angestrebte Beschreibung einer linearen Abbildung betrachten wir zunéchst die Bilder einer fest

gewahlten Basis von V. Wir beschranken uns dabei auf endlich-dimensionale Vektorrdume:

13.3 Beschreibung von linearen Abbildungen bzgl. fester Basen

Voraussetzungen: Seien V, W K-Vektorrdume mit dimV < oo und dim W < oo.
Seien B = (by,...,b,) (geordnete) Basis von V und C' = (¢4, ..., ¢,) (geordnete) Basis
von W.

(a) | Definition: Ist f € Homg (V, W), so heifst die durch

m a5
floy) = oy = | U=1...,n)
=1

Oémj C

definierte Matrix
M(f) = Mg(f) = (aij)ie{l,...,m}

96{177’”}

die Matrix von f bzgl. des Basispaares (B, C).

1y
Dabei ist die j—te Spalte von MZ(f), d.h. |, gleich Mc(f(b;)), also
amj
gleich dem Koordinatenvektor des Bildes des 73 —ten Basisvektors des
Urbildraums bzgl. der Basis des Bildraums (fir j=1,...,n).
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(b) Beispiele
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(i)

(iii)

K=R,V=W=R

. { R? — R?
ML &) = (A, M) e booees :

(Streckung um den Faktor A

vom Nullpunkt aus).
Wir wihlen B = C = (ey, e2). Es folgt:

A [rrmmrrrm g :
L Re

Y

Figur 13.1:
Zur zentrischen Streckung

sa(er) = sx((1,0)) = (A,0) = (6\> (e1.e2)

sa(e2) = 51((0,1)) = (0,A) = (2) L und damit ME(sy) = ( ) .

Speziell: ME (idgz) = (§9) (,Einheitsmatrix”).

Seien K, V, W, s\ wie in Beispiel (b)(i) gewé&hlt.
B = ((1,1),(0,1)), C" = (ea, €1)

w0 =09=() o e -09=(G),

c’
/ A A
Mg/ (S,\) - ()\ 0)

(Beachten Sie die Abhéingigkeit der darstellenden Matrix von den
gewihlten Basen!)

Sei f die ,,Drehung um 0 um den Winkel vom Maf « “ in der reellen euklidi-
schen Ebene, also in V = W = R? versehen mit dem kanonischen Skalarpro-
dukt (vgl. §1 !).(Siehe Figur 13.2 1)

Sei f(x) = n Bildpunkt des Vektors x = & . (Wir indentifizieren wieder
T2 &2

die Punkte mit ihren Ortsvektoren bzgl. des Ursprungs 0). Sei ferner y; der
Fufspunkt des Lots von f(z) auf 0x. Wegen |z| = | f(x)| ergibt sich
—

U1 :(|x|cosoz)ﬁ = zcosa  und ylf(x):(|x|sina)% = Zsina, (mit
T = _;2) 1 z, also |Z| = |z|), folglich Zl = f(z) = xcosa+ Tsina =
1 2

3 =&\ . [&cosa—Esina)  fcosa —sina (€
(é;) cosa+ ( 512) S = (gl cosoz—i—éj sina) - (sina coS v ) (f;)

insbesondere (mit f linear und <§1) = (1) bzw. (51) = (O> und B =
52 0 52 1
(b1,b2) = (€1, €9)):

flen= (o) st = ()



Ergebnis: In der reellen euklidischen Ebene ist die Drehung um 0 mit Drehwin-
kelmals o linear, und es gilt (bzgl. der kanonischen Basis B):

Mg(f) _ (cosa —sina)

sin  cosa

Cos G

(0] :
X COS H
FANL

—sin® | cos O

[
|sing

o

a) Bild f(z) von x b) Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
Figur 13.2: Zur Drehung um 0.

(iv) Ist V = K", W = K™ und sind B und C die kanonischen Basen, so gilt
ME (fa) = A.

(v) Eine Scherung S von AG(RR?) ist eine Abbildung von R? auf sich, bei der

(i) eine Gerade g punktweise fest bleibt (Fizpunktgerade) — sie heifst Affini-
tatsachse —,

(ii) der Bildpunkt S(@) jeden Punktes @) auf der Parallelen zur Affinitéts-
achse g durch den Urbildpunkt @) liegt und

(iii) Kollinearitét erhalten bleibt.

Wir wihlen nun den Ursprung 0 auf g; sei B = (by, by) eine Basis derart, dass
b; Einheitsvektor auf der Achse g und by dazu orthogonaler Einheitsvektor ist
(s. Figur 13.3)

Heuristik: Ist P ein fester Punkt mit zweiter Koordinate 1 und Bildpunkt P’ =
S(P), so sei a € R bestimmt durch PP" = bj. Z.B. nach dem Strahlensatz
folgt dann fiir einen Punkt ) € 0P mit 2. Koordinate n die Gleichung

5(Q) =S<(§)B> = <§)+ (3)3'”0‘: (gtanM)B'

Die Abbildung S bildet daher @) ab auf den Punkt mit Koordinaten
&Y _ (1 a) (¢
n) N0 1) \n)’
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Die lineare Abbildung mit der Abbildungsvorschrift (bzgl. Basis B)

(g) > <(1) (f) : (f]) . also mit Matrix MF(S) = < (1) (f )

und a € R erhélt die Kollinearitdt und Parallelitat, lasst die €—Achse punkt-
weise und die jeweilige n—Koordinate fest. Damit erfiillt sie die Bedingungen (i)
bis (iii) fiir die Scherung und ist somit die durch P und P’ eindeutig bestimmte
Scherung.

Figur 13.3 Zur Scherung

(c) Existenz und Eindeutigkeit der darstellenden Matrix

ME(f) ist bei festen endlichen geordneten Basen B und C fiir jedes
f € Homg (V, W) definiert und eindeutig bestimmt.

Folgerung aus Satz 13.2.
(d) Umkehrung

Ist umgekehrt A = (o;) eine (m x n)-Matrix tiber K, so existiert (fiir B und
C fest) genau eine Abbildung f € Homg (V, W) mit ME(f) = A.

Beweis.

,,,,,, = i cagj (j=1,...,n). Genau
dann ist ME(f) = A, wenn f(b;) = w; ist. Nach ZT113.2) existiert ein eindeutig
bestimmtes f € Homg(V,W) mit f(b;) = w; fiir alle j € {1,...,n}. Es folgt
ME(f) = A. Umgekehrt folgt aus ME(f) = A die Gleichung f(b;) = i Civj = wj.

=1
Nach dem Fortsetzungssatz ist f eindeutig.

(e) Zusammenfassung

Die Abbildung MZ : {

Homg (V, W) — K (mm)
fr=ME(S)

ist wohldefiniert und bijektiv.
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13.4 Erinnerung und Anmerkung zu Koordinaten

In (7.8) hatten wir jedem Vektor x eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V
bzgl. einer festen geordneten Basis B = (by,...,b,) einen ,Koordinatenvektor*
zugeordnet; dieser lasst sich auch als n x 1-Matrix iiber K auffassen:
" &1 &1
Zuz=> b&=|: € V hatten wir definiert: Mp(z) := | :
i=1

: c K(TL,I) .
&), 3

V— KM

Die Zuordnung Mp: { v Mp(x
B

) ist ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. (7.8)).

Die Elemente von K™, K™ K@ ynterscheiden sich zwar formal:

(€1,...,&,) € K™ ist eine Abbildung von (1,...,n) in K, (&,...,&,) € K0 eine
&
Abbildung von {(1,1),...,(1,n)} in K, und | : | € K™ ist eine Abbildung von

&n
{(1,1),...,(n,1)} in K. Jedoch gibt es eine natiirliche Zuordnung zwischen ihnen,

die mit der Addition und der S-Multiplikation vertraglich ist:
K(l,n) SN =, K(n,l)'

Die Unterscheidung ist also mehr formaler als inhaltlicher Art. Sie muss aber trotz-
dem beachtet werden.

Fiir den K —Vektorraum V = K1 und die kanonische Basis

N ey (e
B:( 11 ) gilt: MB( 5; ): g
0/ \o 1 n n

Im Fall eines beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraums V' miissen wir jedoch zwi-
schen z € V und dem Spaltenvektor Mp(z) € K™Y unterscheiden. Wir verwenden

&
dabei wie bisher folgende Schreibweise: | : = zn: bi&; .

£, N 1
Im Hinblick auf den Ubergang von Zeilen- zu Spaltenvektor definieren wir noch
&1
(517--'a§n)T =
&n
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als Spezialfall der Definition  (ai;)cr jcs = (i)ierjes-

AT heifit die zu A transponierte Matrix, a’ der zum Vektor a transponierte Vek-
tor.

Beispiel:

W N =

0
1
2

12 3\
012 ~

Wie wirkt nun ein Homomorphismus, dessen Matrix bzgl. Basen B und C' gegeben
ist, auf die entsprechenden Koordinatenvektoren?

Seien B = (by,...,b,) und C' = (cy, . .., ¢;,) geordnete Basen der endlich-dimensionalen
K —Vekrorrdume V' bzw. W; sei ferner f € Homg (V, W) mit Matrix
&1
ME(f) = (j)icqt,..omy- Fir z € V und y = f(z) mit Mp(x) = : |, also
je{l 7777 TL} gn
r = Y b&, sowie Mo(y) = c ], also y = > ¢n, folgt aus y = f(z) =
J=1 T i=1
FE0&) = X f0)g = X (X i) = X X gy = X a( X ayg;) die
=1 7j=1 7j=1 i=1 i=1j5=1 =1 7=1
Gleichung
> o5&
j=1
Mc(y) = :
> Umi&;
j=1
und damit
M Qip -0 Qg &1
C | = Me(f(x) = = ME(f) - Mp(x)
Nim Om1 - Qmp fn

Wir halten fest:

13.5 Satz (Abbildungsgleichung in Matrixform)

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit geordneter Basis B
bzw. C und sei f € Homg (V,W). Dann gilt fir alle x € V' die Gleichung

Mc(f(x)) = ME(f) - Mp(x).
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Anmerkungen: 1.) Der Ubergang zu Koordinaten sicht dabei schematisch wie folgt
aus:

f: \% — W linear x > Yy

Lo Mg L Me | !
ME(f) K™D — KD mit Mp(r) = Mc(y) = ME(f) - Mp(x)

2.) Alternative Schreibweise: Bezeichnen wir mit

e 7 den Koordinatenvektor*> von € V zur Basis B,

e ¢ den Koordinatenvektor 46 von y € W zur Basis C,

e My die Matrix von f bzg. der Basen B und C,

dann gilt analog zur “Abbildungsgleichung” y = f(x) die Gleichung

y=M;-z

Beispiel: (Vgl. 13.3 Bsp. (b)(iii) :)
Seien V=W =R? K =R, B =C = (e],es) sowie d, die Drehung um 0 um

den Winkel vom Maf «. Dann haben wir folgende Entsprechungen:

Y = da (z)
! 7 7

m _ [cosa —sina &
n) — \sina cosa | \&

m = (cosa)é +(—sina)é und
ne = (sina)&  +(cosa)éy '

wegen

Anmerkung. Die Koordinatenvektoren haben wir hier in Spaltenform geschrieben.
Bei einer modifizierten Definition der Matrix von d,, mit dem Ziel der Multiplikation
mit der Matrix “von rechts” kénnen auch Zeilenvektoren benotigt werden:

Ny m) = (€1, ..., &) - M'(mit M' = M7T).

45in Spaltenform
46ebenfalls in Spaltenform
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13.6 Spezialfall: Linearform

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n mit geordneter Basis B, sei ferner
f € V*:=Homg(V,K) (f heift dann Linearform und V* Dualraum) und

&
Mg(z) = | : | Koordinatenvektor von = € V bzgl. B; dann existiert eine
€n
Matrix (a1 an) e K& mig
&1
fl@)= (o ... )| : fir allex € V.
&n

Beweis. Die Behauptung folgt aus 13.5, wenn wir die Elemente von K mit denen
von KV identifizieren; dann ist M1y (f(2)) = (f(z)) = f(z) .

Anmerkung:

1.) Wir werden spéter ( als Spezialfall von (13.10) ) sehen, dass die Abbildung

V*— K1)
{ f |—>M§}(f) =(v ... o)
im Falle endlicher Dimension n von V' ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Insheson-
dere gilt also im Endlich-Dimensionalen : V* = V.
2.) Die Aussage V* = V gilt nicht fiir unendlich-dimensionale Vektorraume.

3.) Ein Beispiel einer Linearform eines unendlich-dimensionalen Vektorraums?’ ist

1
die Abbildung f: C[0,1] — R mit g — [ g(¢) dt.
0

13.7 Anwendung: Lineare Gleichung
Die lineare Gleichung ( also das lineare Gleichungssystem mit einer Gleichung)

04161—}—... +an€n:6

-----

&
den Vektoren z = | : | € K™Y bzw. b = (3) € K"V folgendermafen schreiben

6

4Tdes Vektorraums der reellen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]
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S!
(0 ... an)-| =) bzw. |a-z=0b bzw. f.(z)=0>
&n

Dabei ist f, Linearform, also ein Element von V*. Ist a # 0, so gilt fiir den Lo-
sungsraum L von f,(x) = b, dass dim L = dim Kern f, = n — Ranga = n — 1 ist.
Der Losungsraum einer linearen Gleichung ist daher Urbild eines Skalars

unter einer Linearform und als solcher (im Falle a # 0) eine Hyperebene in
AG(K™).

Wir hatten zu Anfang dieses Paragraphen erwihnt, dass Homg (V, W) ein Vektorraum
(mit der {iblichen Addition und S-Multiplikation von Abbildungen) ist.

Auch K™ (= KT mit I' = {1,...,m} x {1,...,n}) trigt eine Vektorraum-Struktur
(s. §6 Bsp. b). Wir wiederholen die Definition der Addition und S-Multiplikation, spe-
zialisiert auf Matrizen, und wenden uns danach der Frage zu, ob MJ linear ist.

13.8 Definition (Addition und S-Multiplikation bei Matrizen)

Spezialisierung von §6 Bsp. b)

~~~~~~~~~~

je{l,...,n} je{1,...,n}

JE{L,..n} j€{l,..n} je{l,..n}
also
Q11 ... Qpy Buu .. DB an + B .. oup + B
' N | = : :
(07573 AOmn, ﬁml cee ﬁmn (0791 + ﬁml e (075%77) + an

(b) S-Multiplikation ,,[-(“ (komponentenweise)

A (aij)ie{l ..... m} — ()\aij)ie{l ..... m} —: (Oéz'j) A

Je{l,...,n} Je{l,...,n}
also
Q11 ... Olp Aaqr ... Aagy, a1 ... Olp
A = = A
L s Y, A1 .. AQmn Q1 -+ O,
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13.9 Satz (K (™™ als Vektorraum)

(i) (Kmm) 4 K) ist ein K-Vektorraum.

(ii) Eine Basis von K (™" {iber K wird gebildet von den Matrizen

10 0 01 ... 0 0 ... 01
0 0 0 0 0 ... 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0l’ 1o .o’ 0

10 0 0 1 0 00 1

Beweis. Ubung ! Hinweis: Es gilt K (mm) = gmn
Anmerkung.

(a) Die Summe zweier Matrizen tiber K ist nur definiert, wenn sie vom gleichen Typ
sind, also gleiche Zeilenzahl und gleiche Spaltenzahl haben.

0 ... 0
(b) Neutrales Element der Addition ist die ,,Nullmatrix* :

13.10 Satz (Matrizenzuordnung als Isomorphismus)

Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum (n,m € N) mit (geordneter) Basis B bzw. C. Dann gilt
(a) ME(f+9) =ME(f)+ME(g) und  ME(f-A) = ME(f) - A

fiir alle f, g € Homg(V, W) und X € K, d.h. MZ ist linear und damit ein Vektor-
raumisomorphismus.

(b) |Homg (V,W) = Km™ | (als Vektorrdume).

Beweis. (a) Seien f,g € Homg(V,W), B = (by,...,b,) und C = (c1,...,¢m),
ferner seien f(b;) = >, iy und g(by) = D0 by (fir j € {1,...,n}), sowie
I'={1,...,m}und J:={1,...,n}.
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Beziiglich der Basen B und C gilt dann mit M := MZ definitionsgemif

M(f) = (aij)ier und M(g) = (Bij)icr -

jeJ jeJ
Aus
(f + g)<bj) - f(bj) + g<bj) = ZCiOéij + Z Cz’ﬁz‘j = Zci(azj + Bz])
und - -
(PN(B) = Fo)A = (3 cia)r = Y i)

ergibt sich

M(f+g) = (i + ﬁz‘j)igg = (Oéij)]zjg] + (Bij) icr = M(f) + M(g)

j jeJ
und
M(fA) = () ser = (o) 1e
(b) Aus (a) und (13.3)(e) folgt, dass ME ein Isomorphismus zwischen den Vektorrdumen
(Homp (V. W)+ ) und (KU 4. ) is.

LA =M(f) A

Der Isomorphismus Mg héngt, wie schon mehrfach betont, von den Basen B und C ab. Nach deren
Festlegung kann man dann von den linearen Abbildungen zu den entsprechenden Matrizen {ibergehen
(oder umgekehrt, vgl. 13.3(d)).

Eine weitere Verkniipfung von Homomorphismen miissen wir allerdings noch beriicksichtigen: die Hin-

tereinanderausfithrung (Verkettung).

Seien Vi, V5 und V3 K-Vektorraume mit (geordneter) Basis By = (by,...,b,),
By = (¢1,...,¢n) baw. By = (dy, ..., d,), ferner g € Homg (V}, V2) und f € Homg (Va, V)
sowie ME2(f) = (qij)izt,rjet,m td MEN(g) = (Bjk)j=t,..mp=1,..n- Es gilt also

fle;) =3 diayy und g(by) = Y- ¢; k. Wir wollen vy, mit M (fog) = (Vir)izt,..rh=1,..n
bestimmen. (Vgl. Figur 13.4 !)

Mgl (fog)

Figur 13.4: Venndiagramm zur Verkettung von linearen Abbildungen
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Aus  (fog)(be) = f(g(be)) = f(z ¢;Bjk)
M(g) =1

Def
fog
? Z f(Cj)Bjk Dot Z(Z diaij)ﬁjk = Z Z d;ij Bk
linear J=1 M(f) j=1 =1 i=1 j=1
=> (&> ayBy) (k=1,....n)
i=1 j=1

ergibt sich v, = > ay;B (fiiri € {1,...,r}, k€ {1,...,n}).
j=1

Demgeméfs definieren wir das Produkt zweier Matrizen:

13.11 Definition (Matrizenmultiplikation)

.....

je{l,...m} ked{l,...,n}

.....

(ag) icqt . - (Bik)jeqt,.omy = (Z aiiBjk) icq1,..ry € KT

je{l,...,.m} ke{l,...,n} =1 ke{l,...,n}
Schematisch:
k-te
Spalte
Bri--- | Bk |-+ Bin
aip ... Qay {
i-te : : : : . Ui
Zeile a‘“ . ozfm —> Vik ‘ mit v, = ]; ;i Bk
781 Qrpp
B .
Insbesondere: ( ... Oy, ) : => ;b .
3 i=1
m

Anmerkung. 1.) Die Matrizenmultiplikation ist nach dieser Definition nur ausfithrbar,
wenn die Spaltenzahl des ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten ist. —
Entsprechend miissen ja bei der Komposition linearer Abbildungen der Wertebereich der
zuerst angewandten Abbildung mit dem Definitionsbereich der zweiten {ibereinstimmen.
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2.) Besteht () nur aus einem Spaltenvektor (d.h. k = 1), so geht die Definition 13.11
iiber in die Definition der Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor aus §10.

Beispiel:
2 =330

Fir K = Q, A = 15 6 € Q¥ und B = |3 -1 2 0| € Q%% gilt:
0 1 01

A5 — (12423430 1-(=3)+2(-1)+3-1 1-342.243.0 1-042-0+3-1
T \4-2+45-346-0 4(-3)+5(-1)+6-1 4-3+5-246-0 4-0+5-0+6-1

8 —2 7 3
_ (2.4
(23 ~11 22 6) € Q=

Gemif der Uberlegung, die zu Definition 13.11 fiihrten, konnen wir festhalten:

13.12 Satz (Matrix eines Produkts von linearen Abbildungen)

Sind V; (i = 1,2, 3) endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit (geordneten) Ba-
sen B;, und sind g € Homg (V, V2), f € Homg(Vs, Vi), dann gilt:

M (f o g) = My, (f) - Mg (g) |

Der Komposition der Abbildungen entspricht die Multiplikation der darstellen-
den Matrizen.

Beispiel. Seien K =R, V; =R? B; = (e1,ey) =: B (fiir i = 1,2,3), ferner
f = D, die “Drehung um o um den Winkel vom Mafs o” und
g die “Spiegelung an der x—Achse” (s. Figur 13.5 !)

Nach Beispiel (b)(iii) aus 13.3 ist f linear und es gilt:

ME(D,) = (cosa —sma) .

sina  cos«

Fiir g erhalten wir folgende Beschreibung;:

z = (&)
9((61,62)) = (&, —&) = (_fl ) : €2
52 B fl i
Also ist auch g linear und es gilt
10 3
Mg(g) = (O _1> . Figur 13.5 g(x) = (&, —n)

Zur Spiegelung an der x—Achse
Fir die Verkniipfung D,, o g folgt:

ME(Du0g) = ME(D) ME) = (Goe ) ([ 0) = (G e ).

sina  cos« 0 -1 sinaw —cosa
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fiir g o D,, hingegen:

1 0 cosa —sino cosay —sina
M(go 02) = (o) EDa) = (3 ) ( )= ( )

sin  cosa —sina  —cos o

Dass D, und g i.A. nicht vertauschbar sind, findet eine Entsprechung darin, dass M (D,,)
und M (g) i.A. nicht kommutieren, namlich fiir o ¢ 7.

’Die Matrizen—Multiplikation ist also i.A. nicht kommutativ.‘

Als Eigenschaft der Verkniipfung quadratischer Matrizen (also von (m x n)—Matrizen
mit m = n) erwdhnen wir:

13.13 Satz (Ring der n X n Matrizen)

(a) Fiir jeden Korper K und jedes n € N ist (K™™ + .) ein Ring, der Ring
der quadratischen n—reihigen Matrizen iiber K..

(b) Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n mit n € N, so gilt:

(Endg(V),+,0) := (Homg (V, V), +.0) = (K("’"), +,-)

Beweis-Andeutung. EndgV ist ein Ring, wie man durch Nachpriifen der Ring-Axiome
feststellt. Fiir eine Basis B ist die Abbildung

ein Ring-Isomorphismus.

13.14 Anmerkung (K-Algebra)

K@ und EndgV tragen sowohl Vektorraum- als auch Ring-Struktur. Allgemein heifst
(V,+, B -) eine K—Algebra, wenn (V, +, K) ein K —Vektorraum und (V,+,-) ein Ring
ist und folgende Vertraglichkeitsbedingung gilt:
Va,beV YA€ K: (a-b)-A=(a-AN)-b=a-(b-)\) .
K K K
Nach den Sétzen 13.9, 13.10 und 13.13 sowie durch Nachpriifen der erwdhnten Vertrag-
lichkeitsbedingung erhélt man:

( Endg(V), +, B o) und (K™ 4, I -) sind K'—Algebren und als solche isomorph.
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Die Abbildung ME ist dabei ein bijektiver K —Algebren-Homomorphismus, d.h.
sowohl Ring- als auch Vektorraum-Homomorphismus, also vertéglich mit den Operatio-

M N [1Nh]

nen “+”, B und “o” sowie “-”.

Weitere Beispiele von Algebren:

Q, R, C mit den tiblichen Verkniipfungen sind Q—Algebren.
R, C mit den iiblichen Verkniipfungen sind R—Algebren.

Ebenso bilden die Polynomabbildungen von K eine K —Algebra (bzgl. +, B ).

Auch die Menge C[0, 1] der auf dem Intervall [0, 1] stetigen reellen Funktionen ist eine
R— Algebra (bzgl. +’u§’ ).

Ubungsaufgaben

A 13.1 Fiihren Sie den Beweis von Satz 13.2 aus!

A 13.2 In der reellen euklidischen Ebene sei s, die Geradenspiegelung an einer Null-
punktsgeraden ¢ (s. Figur 13.6 !). Zeigen Sie, dass s, linear ist.

Lésungshilfe: Wéhlen Sie eine Basis B = (b, bg) wie in Figur 13.6 angedeutet! = habe
die Darstellung x = b1£ + ben; welche Linearkombination beschreibt dann s,(z) ?

Figur 13.6: Zur Spiegelung an einer Nullpunktsgeraden
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§ 14 Affine Abbildungen

Lineare Abbildungen lassen den Nullvektor fest. Wenn man daher z.B. bei geometrischen Abbildungen
den Nullpunkt nicht frei wahlen kann oder wenn, wie bei nicht-trivialen Translationen, gar kein Fixpunkt
existiert, ist ein Verallgemeinerung der Begriffsbildung noétig.

14.1 Definition: affin-lineare Abbildung, Affinitit

a) Sei V ein K-Vektorraum. Dann heift F' : V' — V affin-lineare Abbildung von V
(bzw. von AG(V')), auch affine Abbildung, falls es eine lineare Abbildung f : V — V
und ein ¢t € V gibt mit

b) Eine affin-lineare Abbildung F' heifit Affinitdt, falls F' zusétzlich bijektiv ist.

Anmerkungen :

(1) Eine affin-lineare Abbildung in AG(V') ist also eine Translation verkniipft mit einer
linearen Abbildung. Oft ist es moglich, durch geeignete Wahl des Ursprungs (als
einen Fixpunkt der Abbildung) ¢t = 0 zu erreichen und damit zu einer linearen
Abbildung zu gelangen.

(2) Ist dimgV = n < oo, so hat F bzgl. einer Basis B von V die Darstellung
fr A-Z+1 mit Matrix A :== MZ(f) und Koordinatenvektoren & := Mp(x)
und £ := Mp(t) von z bzw. t. Bei einer Affinitét ist A regulir, d.h. Rang A = n,
und umgekehrt.

Im Folgenden behandeln wir neben Affinitdten von AG(R') unf AG(RR?) auch spezielle
Typen von Affinitéiten in AG(R") : Ahnlichkeitsabbildungen und Kongruenzabbil-
dungen (Bewegungen).

14.2 Eigenschaften affin-linearer Abbildungen

Eine affin-lineare Abbildung bildet affine Unterrdume auf affine Unterrdume ab und
erhalt Inzidenz und Parallelitét.

Eine Affinitdt ist damit insbesondere eine Kollineation von AG(V), d.h. eine Bi-
jektion der Punktmenge von AG(V') auf sich, die die Menge der Geraden von AG(V)
auf sich abbildet.

Beweis. Es gilt F(a+U) = f(a+U) +t = f(a)+ f(U)+t = (f(a) +t) + f(U). Da
f linear ist, wird der Unterraum U auf einen Unterraum f(U) abgebildet. Sind L und
M parallele Unterrdume, so folgt Uy, I Uy und damit f(Uy) I f(Ur), woraus sich die
Parallelitét von F'(L) und F(M) ergibt.
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Anmerkungen :

1)

2.)

Umgekehrt werden die Kollineationen von AG(K") fiir K = R ausschlieflich von
Affinitéten induziert; (dies ergibt sich aus dem sogenannten 2. Hauptsatz der Pro-
jektiven Geometrie, da R keine nicht-trivialen Automorphismen zulésst.)

Im Gegensatz zum reellen Fall liefert fir X' = € zum Beispiel die Abbildung
r=(&,...,&) —» T=(&,...,&) (mit £ =a—pifir £=a+ i) (Ubergang

zu konjugiert komplexen Koordinaten) eine Kollineation, die keine Affinitét ist.

14.3 Beispiele

(i)

(i)

Im Fall von V' = K (also dimg (V) = 1) ist jede Affinitédt von der Form K — K
mit x — ax + b fiir a # 0, a,b € K; umgekehrt ist jede Abbildung mit dieser
Zuordnung eine Affinitdt (Beweis 7). Die Menge aller dieser Abbildungen bildet
bzgl. der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die affine Gruppe AGL(1, K).

Wir betrachten nun Drehungen, Geradenspiegelungen Scherungen von
AG(R?), bei denen nicht der Nullpunkt fest bleibt. Diese sind dann keine linearen
Abbildungen.

Ist ¢y der Ortsvektor eines Fixpunkts N einer sochen Abbildung F', so verschieben
wir das Koordinatensystem um den Vektor #y. Sei x der Ortsvektor eines Punktes
X im urspiinglichen Koordinatensystem und # derjenige im neuen Koordinatensy-

stem. Es gilt dann (vgl. Figur 14.1 !):

Figur 14.1 Zur Koordinatentransformation

Im neuen Koordinatensystem hat F' die Darstellung wie in §13; insbesondere gilt
gy = F(z) = f(2) (mit linearer Abbildung f). Damit folgt
y—to=9=F@)=f(2)=flz—t) = flz) — f(lo), also

y=f(x)+t mit t=ty— f(to).
Jede Drehung, Spiegelung und Scherung in AG(IR?)ist also eine Affini-

tat; und die zugehorende lineare Abbildung ist die einer Drehung, Spiegelung oder
Scherung mit Fixpunkt 0.
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14.4 Abstand, Orthogonalitdt (Erinnerung)
Im Folgenden sei V' = R"™ mit dem kanonischen Skalarprodukt versehen (vgl. §1 fiir

n =2 bzw. n = 3), also

m n
(Erro o &n) (e mn) = (fb---fn)' : :Zémz"
T =1

Durch dieses Skalarprodukt ist
1.) ein Abstand d zwischen je zwei Punkten definiert (euklidischer Abstand) mittels

n

D (& —n) = —y?=lz -yl

=1

d($,y) = d((fl, . 7571)7 (771, ... ,nn)) =

2.) eine Orthogonalititsrelation L erklart durch: z L y< x-y=0.
AG(R™) mit diesem Skalarprodukt, dieser Abstandsfunktion und dieser Orthogonali-
tatsrelation heifst n—dim reeller euklidischer Raum, in Zeichen EG(R"™).

14.5 Ahnlichkeitsabbildungen

a) Definition: )
Sei F' eine affin-lineare Abbildung von EG(RR™). Dann heifst F' Ahnlichkeitsabbil-
dung oder dquiforme Abbildung, falls ein v € R mit v > 0 existiert derart, dass
gilt:
d(F(x),F(y) =~ -d(x,y) firalle z,y € R".

Diese Formel bedeutet, dass Streckenlédngen-Verhéltnisse konstant bleiben.
b) Beispiel (vgl. 13.3 b (i)):

Die zentrische Streckung S5, : R" — R" mit z — a -z (fiir o # 0) ist eine
Ahnlichkeitsabbildung. 48

Es gilt namlich:

d(Sa (@), Saly)) = d(az, ay) = \/(0z — ay)? = /a2 (z — y)? = |ald(z, y).

Ferner gilt (S,)™! = So-1 (fir a # 0).

c) Weitere Eigenschaften: .
Ist F' wie in 14.5 a) definiert, so ist F':= S7" o F' wegen

d(F(z), F(y) = v ' (F(x), F(y)) = [y 'ld (2,) = d(z,y)

48Die zugehorige Matrix bzgl. der kanonischen Basis ist A = a - E,,.
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eine lingenerhaltende Affinitdt und damit Kongruenzabbildung (Bewegung)(s.u.
14.6). Jede Ahnlichkeitsabbildung ist damit Produkt einer Bewegung und einer
zentrischen Streckung: F=S5,0F.

Nach geeigneter Definition von Winkelgrofen kann man zeigen, dass auch Winkel-
grofen bei Ahnlichkeitsabbildungen invariant sind.

d) Anmerkung:
Ahnliche Figuren, d.h. solche, die durch Ahnlichkeitsabbildungen ineinander
iibergefiihrt werden kénnen, stimmen daher in der Grofse entsprechender Winkel
und dem Verhéltnis entsprechender Streckenlédngen {iberein.

14.6 Bewegungen (Kongruenzabbildungen)

a) Definition:
Unter einer Bewegung (Kongruenzabbildung) des reellen euklidischen Raumes
EG(RR") versteht man eine Affinitét von EG(R"), die den Abstand je zweier Punkte
invariant lasst, also langentreu ist.

b) Beispiele:
Translationen, Spiegelungen an einer Geraden (in EG(R?)) bzw. an einer Ebene

(in EG(R?)), Drehungen.

c) Eigenschaften:
Man kann zeigen, dass im 2- (bzw. 3-) dimensionalen Fall eine Bewegung

(i) Produkt einer Translation mit einer Drehung ist (Bezeichnung: eigentliche
Bewegung, gleichsinnige Kongruenzabbildung), und es ist det f = 1; (im 3-
Dimensionalen: Schraubung oder Translation)

oder

(ii) Produkt einer Translation mit einer Drehung verkniipft mit einer Achsenspie-
gelung (uneigentliche Bewegung), det f = —1; (im 3-Dimensionalen: Drehspie-
gelung, Punktspiegelung, Gleitspiegelung).

d) Anmerkungen:

(i) Kongruente Figuren sind Teilmengen von R", die durch eine Kongruenz-
abbildung aufeinander abgebildet werden konnen. (Vgl. die Vorlesung Ele-
mentargeometrie).

(ii) U.a. die folgenden Mengen von Abbildungen des reellen euklidischen Raumes
R =EG(R™) bilden bzgl. Verkettung eine Gruppe:

A die Menge der Affinitdten von R

A die Menge der Ahnlichkeitsabbildungen von R

K :  die Menge der Kongruenzabbildungen (Bewegungen) von R

K*: die Menge der gleichsinnigen Kongruenzabbildungen von R

T :  die Menge der Translationen von R

Ty die Menge der Translationen von R léngs einer (festen) Geraden g.
Dabei gilt: T,<T<KT<K<A<A
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§ 15 Determinanten

Motivation

Die Definition der ,,Determinante einer Matrix bzw. einer linearen Abbildung wird motiviert durch
folgende Ziele:

1. Bestimmung des Volumens des durch die Vektoren vy, vq,v3 € R? aufgespannten ,,Parallel-
flachs {>" a;v; ‘ a; € [0,1]} € R? bzw. Bestimmung der Fliche des durch Vektoren vy, vy € R2
aufgespannten Parallelogramms und damit verbunden:

2. Test der linearen Unabhéngigkeit von n Vektoren eines n-dimensionalen K —Vektorraums:
bei linearer Abhéngigkeit ist das Volumen bzw. das Flichenmaf gleich 0.

3. Test der Regularitéit einer quadratischen Matrix A € K™ d.h. eine Moglichkeit zum Fest-
stellen, ob RangA = n gilt und damit A eine multiplikative Inverse besitzt.

4. Maf fiir die Anderung des Volumens von Korpern bei linearen Abbildungen.

(A) Steilkurs
15.1 Definition: Volumen (Determinantenform)

Sei V' ein n—dimensionaler K-Vektorraum. Eine Abbildung A : V" — K heifit Volumen
(Determinantenform), falls gilt:

(i) A ist n-fache Linearform, d.h. A : V"™ — K ist linear in jeder Komponente.
(ii) A(vy,...,v,) =0 fiir beliebige linear abhéngige Vektoren wvy,...,v, aus V.
(i) A(by,...,b,) # 0 fiir mindestens eine Basis By = (by,...,b,) von V.

Anmerkung:
Die Forderung (i) ergibt sich ebenso wie (ii) und (iii) u. a. aus dem Ziel der Bestimmung
eines (gerichteten) Volumens, (s. Figur 15.1 fiir n = 2).

9 vy
a) b)
Figur 15.1 Eigenschaften eines Volumens im Fall n = 2
a) A(Avy,ve) = AA(vy,v2)
b) Additivitiat (Flichenumwandlungen durch 2 Scherungen !)
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15.2 Spezialfall (n=2):

Seien n =2 und A :V xV — K Volumen sowie C' = (¢, ¢3) Basis von V' ! Fiir
v; = 1€ + & (1 =1,2)  folgt aus der Multilinearitdt von A wegen A(c;, ¢;) = 0
und wegen A(ce,c1) = —A(c1, ¢2) (s.u., 15.3) die Darstellung:

A(c1&11 + 2612, 161 + c2622)
= {1 A(cr, 1) + EénAlcr, ) + £12801A(c2, ¢1) + 12822 A (2, C2)

= (511522 - 512521) : A(01702> = ‘ 21 Zz 'A(C1,C2) mit
STRRSCR I . . ISTRRST
§n & | Snéa — iaba =t det (521 522) '

15.3 Hilfssatz und Definition (alternierende Multilinearform)

(a) Jedes Volumen A ist eine alternierende Multilinearform , d.h. dass die
Multilinearform A die folgende Eigenschaft hat:

() A(v1y ey Ve Vg e Un) = —A(V1, o, V), Ve, Up)

(fiir alle vq,...,v, € V).

(b) Umgekehrt ist im Falle *° char K # 2 eine Abbildung A mit (i), (ii’) und (iii)

ein Volumen.

Beweisskizze.

(a) AG..,vi+vj,...,v;,4+vj,...) =0=
0+O—|—A(,U“,U],)—FA(,U],,U“):O

(b) A(xy, .. @iy iy ooy Tp) = —=A(X1, 0o Ty oo Ty, Ty =
2A(T1y ooy Ty e Ty ey Ty) = 0= Az, ..., 2. .., T4y .., zp) = 0.

Ist z.B. z; linear abhéngig von den iibrigen z;, so folgt:

A(Il,...,zxi/\i7...,...,ZL’n):ZA(Il,...7$i,...,$i7...,$n)>\i:O. ([l
i#] i#]

Angeregt durch den Fall n = 2 definieren wir:

15.4 Definition: Determinante

(i) Als Determinante (normiertes Volumen) bezeichnet man ein Volumen Ag von
K™Y das fiir die Basis B = (ey,...,e,) (mit den kanonischen Spaltenvektoren

e;) den Wert 1 hat, also fiir das gilt:

Ao(el, . ,en) = 1.

49d.h. im Falle eines Korpers K mit 1+ 1 # 0
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Anmerkung: (1) Weiter unten werden wir zeigen, dass ein solches normiertes Vo-
lumen existiert und eindeutig bestimmt ist.

(2) Durch die Determinante ist aus der Menge aller Determinantenformen gerade
die des orientierten Inhalts ausgewéhlt: ¢; und ¢y (bzw. ¢q, ¢y und c3) spannen ja
gerade das Einheitsquadrat (den Einheitswiirfel) auf; und 15.3 zeigt die Abhéngig-
keit von der Reihenfolge der Vektoren c;.

(i) Ist nun A = (j)ij=1,.n € K (nn) eine quadratische Matrix mit Spalten
a1 o517
(o1 := S, Qe = © |, so definiert man  det A = Ag (ae1, - - -, Gon)-
Qn1 O,

A 15.1 Ubungsaufgabe:
Zeigen Sie die Existenz und Eindeutigkeit der Determinante im Fall n = 2 !

Unmittelbar aus der Definition des Volumens erhélt man eine Richtung von (i), ferner
(ii) und (iii) (fiir die Spalten) des folgenden Satzes; die Aussagen iiber die Zeilen folgt
aus (iv); die restlichen Aussagen werden weiter unten, (v) erst in Teil II der Vorlesung
gezeigt.

15.5 Eigenschaften von Determinanten

Eigenschaften von Determinanten

(i) Sei A € K™ Esgilt dann det A #0 genau dann, wenn Rang A = n gilt,
also A regulér ist.

(ii) det: A+ det A ist linear in jeder Spalte von A.
(Man kann zeigen, dass det A auch linear in jeder Zeile von A ist.)

(iii) Verhalten bei elementaren Umformungen:

— Die Determinante bleibt unveréndert bei Addition einer Linear-
kombination von Spalten (Zeilen) zu einer anderen Spalte
(bzw. Zeile).

— det B =« - det A, falls B aus A durch Multiplikation einer Spalte
(Zeile) mit o € K hervorgeht.

— det B =—det A, falls B aus A durch Vertauschen zweier Spalten
(Zeilen) hervorgeht.

(IV) det A = det AT fiir (Qij)i§=1 .... n— (Oéji)i,jZI ..... n-
(Determinante der ,transponierten* Matrix).

(v) det(A- B) =det A-det B fiir A, B € K™ (Multiplikationssatz).
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15.6 Berechnung von 3 X 3—Determinanten

(i) Spezialfall: Dreiecksmatrix®

a1 * 11 * 3
99 ;= det Q99 = | | Qi
i=1

O Q33 O Q33

Beweis:
Wegen der definierenden Eigenschaften von Determinanten folgt:

det(erair, e10n2 + ea0v2, €113 + e20i03 + e30133)

= anAo(er, e1ais + ea0, €10013 + e20i23 + €30033) =

ar1a12g(€1, €1, €103 + ea0iag + e30i33) + 12 Ng(eq, €2, e10n3 + €093 + e3aizz) =
0+ cqraas[aizAo(er, ez, €1) + aasAg(er, €2, €2) + assAg(er, 2, €3)] = araags. O

Anmerkungen: 1.) Ein alternativer Beweis benutzt elementare Umformungen ( s.u.)
zu einer Diagonalmatrix.
2.) Eine Verallgemeinerung auf n x n—Dreiecksmatrizen ist moglich.

(ii) Regel von Sarrus (gesprochen Sarrii) (nur fiir 3 x 3-Matrizen !) :

_l’_

o\
P
Q11 Q12 (g3 Q11 Qg2
Qa1 Qg (V23 Qa1 9o
Q31 (Qizg (i33 Q31 (032

J/

-~

=Q11 Q92033 + Q12Qi930i31 + Qi13Qo1Qi3g — (i31 Qo3 — (i320ia3 (X1 — (33001 (X12.

Beweisandeutung: Spezialisierung von 15.7, s. auch (iv) !

Beispiel:

11 1 11 1]1 1

1 2 22/=/1 2 22|11 2 =1-2:3%24+1-22.14+1-1-3—1-2:1-3-22-1-3%.1-1 =2
1 3 32 1 3 32|1 3

(iii) Durch elementare Umformungen und Zuriickfiihrung auf (i) :

Beispiel:
Ak ok A—k 0 k A—k 0 k
kXN k|l=|k=—XN A=k k|= 0 A—k 2k =
ok 0 k=X A 0 0 A+2k|Y
1. Spalte minus 2. Spalte 2. Zeile plus 1. Zeile
2. Spalte minus 3. Spalte 3. Zeile plus neue 2. Zeile

50Dabei sind die Eintrége des oberen Dreiecks beliebige Korperelemente, durch  angedeutet, die Ein-

trage des unteren Dreiecks sdmtlich 0, durch O angedeutet.
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= (A= k)2(\ + 2k).

(iv) Laplace’sche Entwicklung (im Fall n=3) nach der ersten Zeile
(Zurtickfithrung auf 2 x 2—Matrizen) :

Q11 Q12 O0q3

Qo1 Qoo Qo3 | = Qi Qa2 Q23 | Qo1 Q23 La Qo1 (oo
31 (igo  (Qi33 (32 (33 31 (33 Q31 Qi3

Beispiel

11 1 ) )

13 3 33 L3 1 3

Anmerkung: 15.6 (iv) ist eine Spezialisierung von 15.7, s.u..
Wir erwahnen hier schon die Verallgemeinerung;:

15.7 Laplace’sche Entwicklung (nach einer Zeile):

all PR (]{1] .. aln
Allgemein gilt fir A = (oj)ij=1,., mit A = ()" | e
anl e (]{nj .. ann
die Formel
det A=) oAy, (fiir k € {1,...,n} fest).
j=1

Beispiel: siehe 15.6 (iv) !
Diese Formel werden wir in Teil IT der Vorlesung beweisen. Wegen 15.5 (iv) ist auch die
Entwicklung nach einer Spalte moglich:

det A= aydy (fiir ke{l,...,n} fest).
=1

Im Folgenden gehen wir fast zuriick zum Anfang und diskutieren das Thema:
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(B) Zur Existenz und Eindeutigkeit des Volumens

Analyse: Sei eine Determinantenform A gegeben. Aus den definierenden Eigenschaften
folgt mit x; = »_ by, &5 fiir j =1,...,n und Basis B = (b, ..., b,) :
=1

1=

n

A(Ila Ty ... ,J]n) = A( Z bi1§i117 s Z bln§$n”)

i1=1 in=1

= Z fillA(bilﬂ Z bi2€i22a ceey Z bZnSM”)
i1=1 i9=1 in=1

= Z Z §i11€i22 A(bh? biga Z bi33£i337 SR Z bznfznn)
11=112=1 i13=1 tn=1

= Z Z s Z§i11€i22 o 'finn A<b’i17 b’izv SR bin)'
i1 1o in

Zu summieren ist zunéchst iiber alle Kombinationen (iy,is,...,4,) € {1,2,...,n}", al-

so iiber die Bilder aller Abbildungen f : {1,...,n} — {1,...,n} mit & — ;. Kommt
jedoch ein b; an mehreren Positionen vor, so ist der Summand definitionsgemafs gleich
Null. Damit kann man sich auf diejenigen n—Tupel (i1, 19, ..., 1,) beschrinken, die ei-
ne Permutation k — i, von {1,2,...,n} darstellen, also Elemente der symmetrischen
Gruppe S, sind. Es folgt daher

(%) Axy,z2,...,%,) = Z Er11&r@)2  Ermn Albr(1), br(2)s - - -, br(ny)-

ﬂ'ESn

Wir wissen nach Satz 15.3 (a), dass die Vertauschung zweier Vektoren das Vorzeichen
der Determinante dndert. Die Frage ist nun, als Produkt von wievielen solcher Vertau-
schungen eine Permutation 7 € .5,, geschrieben werden kann.

Exkurs: Gerade und ungerade Permutationen

Sei m € S, also m Permutation von {1, ..., n}. Wir wollen wiederholte Anwendungen von
7 betrachten; im Folgenden bezeichne wieder 7! die i—fache Hintereinanderausfiihrung
von 7, also romrom...om.

igal
Beispiel: n = 6; m= ; ?) i) é g i) (Vgl. Figur 5.1 !)
71'0 ld{l ..... 6}
(1) =n(1)=2
m2(1) =a(r((1)) =m(2) =3
w3(1) =x(7*(1)=7(3) =1
(1) =m(1
w(4) =6
n2(4) =7(6) =
7(5) =5 (Fixpunkt) Figur 15.1 Bahnen einer Permutation
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15.8 Bahnen einer Permutation
(a) Definition: Sei m € Sy; fur a,b € {1,...,n} definieren wir eine Relation

a~bieIkeZ:b=n"a).

™

(b) Hifssatz: Fiir m € S, ist ~ eine Aquivalenzrelation auf {1,...,n}. (Beweis - - -).
(¢) Definition: Die Aquivalenzklasse von a € {1,...,n} bzgl. ~, also

{a,7(a),7*(a),...},
heiftt Bahn oder auch Transitivitatsgebiet von a unter .

Fortsetzung des letzten Beispiels ( siehe wieder Figur 15.1):
Bahnen von 7 sind in diesem Fall {1,2,3},{4,6} und {5}.

15.9 Definition: Zyklus

(a) Eine Permutation, deren Bahnen bis auf héchstens eine einelementig sind, (also
aukerhalb einer Bahn die Punkte fest 14ft,) heifst Zyklus. Ein Zyklus ist also von

der Form
(a1 Ao az ... Qm Am+1 - - - (ln)

as az a4 ... Am+1 --- Qp

Wir schreiben den Zyklus auch in der Form (a; ag as...am)(@m+1) ... (a,) oder

noch kiirzer
(a1 as as...ap) € Sy.

(b) Beispiel:

) = (123)WE0) = (123 ¢ 5
2 5 6
5 1

6), falls (251 3) € S gilt.

(¢) Definition: Zwei Zyklen (a; ...as) und (b; ...b;) aus S, heifen disjunkt, falls
{ar,...,asy N{by, ..., b} = 0.

15.10 Hilfssatz (Disjunkte Zyklen)

Disjunkte Zyklen aus S,, kommutieren. ‘

Beweisskizze. (b1 bt)o(al as) :<a1 e s Zl gt )
2 ... 1 eee e

as ... ap

:((11 as)o(bl bt).
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15.11 Hilfssatz (Zerlegung in Zyklen)

Seien n > 2 und © € S, \ {id}; dann ldsst sich 7 (bis auf die Reihenfolge der
Faktoren) eindeutig als Produkt paarweise disjunkter Zyklen schreiben.

Beweisandeutung: Die Zyklenzerlegung entspricht der Partition in Bahnen. 0
1 23 456

Beispiel (Fortsetzung): (2 51 6 5 4> = (123) o (46) =: (123)(46).
15.12 Definition: Transposition

Ein Zyklus der Lange 2, d.h. ein solcher von der Form (ajas), heifst Transposition. (Eine
Transposition vertauscht also genau 2 Elemente aus {1,...,n} und ldsst die iibrigen
fest.)

15.13 Satz ( Darstellung als Produkt von Transpositionen)

Jede Permutation aus S, (mit n > 2) lésst sich als Produkt von (nicht notwendig
disjunkten) Transpositionen schreiben.

Beweis-Andeutung. Nach 15.11 existiert eine Zerlegung in disjunkte Zyklen; jeder Zyklus
(ay ay ... a;) lédsst sich schreiben als® (a; a;) o (a1 a;_1) o...0 (a; az) o (a; as). O
s ) =(19)e2546)=(13)0(26)0(24)0(25).
Andereseits gilt auch m; = (1 2) o (1 6)o(14)o(15)0(23)o(12).Die Darstellung als
Produkt von Transpositionen ist also nicht eindeutig.

Jedoch gilt: ( hier ohne Beweis zitiert):

Beispiel: 7 :=

15.14 Satz (Anzahl der Faktoren)

Sei m € S, mit n > 2. Dann ist die Anzahl der Faktoren bei Darstellungen von
als Produkt von Transpositionen entweder stets gerade oder stets ungerade.

Damit werden folgende Definitionen sinnvoll:

15.15 Definition: gerade Permutation; Signum

(a) Ist m Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen, so heift 7w gerade Permu-
tation, andernfalls ungerade Permutation.
(b) Wir definieren das Signum einer Permutation wie folgt:

o +1  falls 7 gerade
SEETET 1 falls ungerade.

5lhier von rechts aus zu lesen; d.h. der letzte Faktor wird zuerst angewandt
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Beispiele:  sgn id= +1, sgn 7 = —1 fiir jede Transposition 7;

1 23 45 6
B B . S |
sgn 7 = sgn (3 516 4 2> =41 (vgl. voriges Beispiel; 4 bzw. 6 Faktoren!).

Anmerkungen: Die Komposition
e ciner geraden und einer ungeraden Permutation ist eine ungerade Permutation
e zweier geraden Permutationen ist eine gerade Permutation

e zweier ungeraden Permutationen ist eine gerade Permutation.

Die Definition von ’sgn’ ermdoglicht daher folgende Aussage:

15.16 Hilfssatz (Eigenschaften des Signums)

Fir m,p € S, gilt sgn (7o p) =sgn 7 -sgn p.

entsprechend

Tabellarische Darstellung: fiir das Signum

TOp ‘ m gerade ‘ m ungerade
=+1 =1
p gerade gerade ungerade sgn(mop) |sgu(r) = +1 | sgn()
p ungerade | ungerade gerade sgn(p) = +1 +1 1
sgn(p) = —1 ~1 +1

Fiir n > 1 ist ’sgn’ daher ein Gruppenhomomorhismus von (5, o) auf die Untergruppe
({+1,—1},-) von (R*,-).
Der Kern dieses Homomorphismus, also die Menge aller geraden Permutationen von
Sp, bildet einen Normalteiler von S,,. Da die Multiplikation mit einer Transposition 7
die Menge der geraden Permutationen bijektiv auf die der ungeraden Permutationen
abbildet, folgt insgesamt:

15.17 Satz und Definition: alternierende Gruppe

(i) Die Menge der geraden Permutationen von S, bilden eine Untergruppe A,, von
Sh.
A, ist Normalteiler von S,,, und es gilt S, = A,, U A,, o 7 fiir jede Transposition
T sowie [4,| = 3|S.| = %.

(ii) A, heift alternierende Gruppe vom Grad n.

Beispiel:

Aj; besteht aus folgenden 2 = 3 Elementen (- den geraden Permutationen von S ):
id=(1), (123)=(13)0(12), (132)=(12)0(13)=(123)""

Ungerade Permutationen von S3 sind die Transpositionen: (1 2), (1 3), (2 3).

Ende des Exkurses

Zurick zur Determinante: Kann man eine Permutation 7 in ein Produkt von ¢ Trans-
positionen zerlegen, so gilt nach Definition sgn 7 = (—1)*. Daraus folgt mit 15.3 (ii’):
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15.18 Hilfssatz

Seien A Determinantenform auf V', dimg V =n und 7 € S,,; dann gilt

A(Zr1ys - Trmy) =80T - A2y, ..., 2p).

Wir kénnen damit die oben erhaltene Beziehung (%) weiter umformen und erhalten:

15.19 Eindeutigkeitssatz

Ist A eine Determinantenform auf dem K — Vektorraum V' mit Basis C' = (cq,...,¢,),
und sind z; = > ¢;§; fiir (j =1,...n) n beliebige Vektoren aus V' (mit §; € K fir
=1

i,jzl,...,n),go gilt:

() Az, .. xp) =7+ [ Z( sgnm)&r(1y1 - - fﬂ(n)n} mit v = A(cy, ..., Cn).

TI'GSn

Beispiel: Seien dimg V' = 2 und C' = (¢, ¢y) Basis von V. Wegen Sy = {id, (1 2)} ist
jede Determinantenform von V' von folgender Art:

A(@) ().

= (11822 — &1, &12) -y mit v := A(eq, ¢2) konstant.

[ 1-&u&n + (—1)én&a] - Aler, )
—_— N——

von idg; oy von (1 2)eS

15.20 Korollar (Determinantenform und lineare Unabhingigkeit)

Sind A Determinantenform auf dem n—dim Vektorraum V und cq,...,¢, € V, so
gilt:

Alery..ooyen) #0 & {e,... ¢, ) ist Basis von V' .

Anmerkung: Dies zeigt, dass 15.1 (ii) nicht nur fiir eine, sondern fiir jede Basis von V'
gilt. Auerdem beweist dieses Korollar die Eigenschaft aus 15.5 (i).

Beweis von 15.20.

.= “ Wire {c1,...,¢,} linear abhéngig, so definitionsgeméaf A(cy,...,c,) = 0.
,<= “ Seien {cy,...,c,} Basis von V und By = {by,...,b,} die Basis von V| fiir die
A(by,...,b,) # 0 gemif 15.1 (iii) gilt. Nach 15.19 existiert ein g € K mit
0# A(by,...,b,) = uA(cy, ..., c,), woraus die Behauptung A(cy, ..., ¢,) # 0 folgt. O
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15.21 Korollar (Zur Frage der Eindeutigkeit)

Sind A; und Ay Determinantenformen auf V', so existiert ein A € K \ {0} mit

Z&liz A'Zﬁg.

Bei festem Vektorraum V sind also Determinantenformen bis auf skalare Vielfache
bestimmt.

Anmerkung: Wir werden sehen, dass umgekehrt eine Determinantenform A existiert und
mit A auch X - A Determinantenform ist. Dies zeigt:

Die Determinantenformen von V' bilden einen 1—dimensionalen Unterraum des Vektor-
raums aller n—fachen Linearformen von V.

Beweis von 15.21.
Ist C = (cy,...,cy,) eine geordnete Basis V| so existieren nach 15.19 und 15.20 Elemente

v € K\ {0} mit Aj(z1,...,2,) = % - [ D sgnéeqy &) fiir (i = 1,2). Die

TESR

Behauptung folgt mit A := 7, - 7, *; denn damit ergibt sich
Ay(x1, ..., T,) = Aye - [ > osgnm eyt - -fﬁ(n)n] =X Ag(xy,. .., 2p). O

7T€Sn
Jetzt konnen wir auch 15.5 (iv))zeigen:

15.22 Korollar (Determinante der transponierten Matrix)

Fir Ae K™ gilt  det A = det AT.

Beweis. Mit © € S,, durchliuft auch p fiir p := 7! alle Elemente aus Sp. Zu Jedem J

gibt es aufserdem genau ein 7 mit j = (1), also i = p(j). Damit gilt H Qr(4)i H Qjp(
=1

Wegen sgn p =sgn ! = sgn 7 erhilt man:

det A = Ag(Qe1, .- Gen) = O sgum [[ an@yi = >, sgup [[ aju) = det AT,
j=1

mESn i=1 p=n—1€Sn

Nachzuholen ist nun noch der Nachweis der Existenz von Determinantenformen fiir
endlich-dimensionale Vektorraume.
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15.23 Existenzsatz

Sei V' ein n—dimensionaler K — Vektorraum; seien ferner C' = (cq, ..., ¢,) eine fest
n

gewdhlte Basis von V und v € K \ {0} sowie z; = Y ¢;§; € Vfir j=1,...,n.
i=1
Dann wird durch

A(xh s ,ZEn) = [ Z ( sgn 7T>£7r(1)1 to gﬂ(n)n}

7T€Sn

(vgl. 15.19 (%) !) eine Determinantenform auf V' mit A(ey, ..., ¢,) = v definiert.

SW
Beuweisskizze. Sei Az, ...,2,) =7 [ 3 (sgnm)&ry - Ennyn] fiir z; = [ -
TESh
gnj c

Man priift leicht nach, dass A in jedem seiner Argumente linear ist. Weiter gilt

n

A(cl,...,cn):zv-[Z(sgnW) Héﬂ(j)j |=7-1=~9#0 .

TESH j=1
——
# 0 nur fir 7=id
Zu zeigen bleibt noch, dass aus der linearen Abhéangigkeit von x1,...,x, die Aussage
A(xy,...,z,) = 0 folgt. Seien also x1,...,z, linear abhingig; dann existieren ein
n
i € {1,...,n} und Elemente A;,..., )\, € K mit z; = > x;\; , und es gilt (we-
J=Llj#i
gen der Linearitdt in der i—ten Komponente):
n
Az, ..., xp) = Z N A(x, .o, T o, T L Ty

=1, - v

I=5J i—te Stelle j—te Stelle
Es reicht also, A(xy,...,x,) = 0 fiir ; = z; fiir ein Indexpaar i # j zu zeigen. Mit der

Transposition 7 := (i j) € S, folgt dann nach 15.17, dass S,, = A, U A, o 7 und daher

A(%l,...,l’n) =7 Z (\L/chr(k)k_‘_ (_1) .chrm'(k)k)
k

0c€An sgno k

sgn (ooT)

gilt. Fiir k ¢ {i,j} ist (0 o 7)(k) = o(k) und somit Eoor(eyr = ok Wegen z; = x; gilt
Eei = &ej fir alle e = 1,...,n; somit ist

oor)iyi = Eo(i)i = Soi)i WA Ewor)(i)i = Eo(i)j = Eotiyi-

Insgesamt folgt daher die Gleichheit der Faktoren von []&,yr und [] & orr fiir alle
k k

o € A,, woraus sich die Behauptung ergibt.
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15.24 Anmerkung: Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

Aufgrund des Existenz- und des Eindeutigkeits-Satzes gibt es zu gewéhlter Basis
C = (¢1,...,¢,) genau eine Determinantenform Ay mit Ag(eq,...,¢,) = 1; insbeson-
dere gilt dies fiir V = K™ und Wahl der kanonischen Basis von K" als C. Damit ist die
Determinante ciner Matrix A = (a1, . . . Gep) € K™™ durch det A := Ag(ae1, . .. , Gon)
eindeutig definiert (vgl. 15.4).
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§ 16 Etwas projektive Geometrie

16.1 Motivation: Zentralprojektion

Auf Fotografien und Bildern treffen sich parallele Geraden oft in einem Punkt am Ho-
rizont. Bei perspektivischen Zeichnungen sind solche Punkte, sogenannte Fluchtpunkte,
wesentliche Konstruktionshilfen.

Horizont

%

D

Figur 16.1: Parallele Geraden treffen sich im ,,Unendlichen®.

Wir behandeln nun zuerst eine Zentralprojektion ¢ in R?® mit Zentrum Z von einer
Ebene E auf eine dazu nicht parallele Ebene F'. Dabei wird einem Punkt P von E der
Schnittpunkt P’ der Geraden ZP mit F' zugeordnet. (Siehe Figur 16.2 a) !)

Fluchtgerade

Verschwindungsgerade o’

a) b)

Figur 16.2: Zentralprojektion der Ebene E auf die Ebene F' mit Zentrum 7

Nicht alle Punkte von E haben einen Bildpunkt und nicht alle Punkte von F' ein Urbild:
Die Schnittgerade g, der durch Z gehenden zu F' parallelen Ebene mit E besteht genau
aus denjenigen Punkten, die kein Bild besitzen. Analog besitzen die Punkte der Schnitt-
geraden g der mit Z inzidierenden zu E parallelen Ebene mit F' kein Urbild. (Siehe
ebenfalls Figur 16.2 a) !). Die Gerade g, heift Verschwindungsgerade, die Gerade g
Fluchtgerade,

Bei der Abbildung ¢ : £\ g, — F'\ gy werden Geraden von E\ g, (die ja mit Z eine Ebene
aufspannen) auf Geraden von F'\ gy (die Schnitte dieser Ebenen mit F') abgebildet —
und umgekehrt haben Geraden von F'\ g; als Urbilder Geraden von £\ g,.
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Betrachtet man nun, was mit einem Geradenbiischel durch einen Punkt R von g, passiert,
so sieht man, dass die Bilder dieser Geraden in F' keinen Punkt gemeinsam haben und
damit parallel sind. (Siehe Figur 16.2 b)!) ,,Der Bildpunkt von R liegt also auf dieser
Parallelenschar im Unendlichen. Dadurch motiviert definiert man:

16.2 Projektive Erweiterung der reellen affinen Ebene

Als projektive Erweiterung PG(A) der reellen affinen Ebene A =AG(R?) =: AG(2,R)

bezeichnen wir folgende Geometrie:

(i) Punkte von PG(A) sind die Punkte von A (die eigentlichen Punkte) und die
Parallelenscharen der Geraden von A. Also: Jede Menge aller zu einer Geraden
parallelen Geraden bildet per definitionem einen neuen Punkt, einen sogenannten
,uneigentlichen oder idealen Punkt®.

(ii) Geraden von PG(A) sind die Geraden von A, jede erweitert um den eindeutig
bestimmten uneigentlichen Punkt in ihrer Richtung, und eine weitere Gerade, be-
stehend aus allen uneigentlichen Punkten, die uneigentliche Gerade g¢..

(iii) Ein eigentlicher Punkt inzidiert mit einer eigentlichen Geraden, falls das auch in A
der Fall ist. Ein uneigentlicher Punkt inzidiert mit einer eigentlichen Geraden, falls
diese zu seiner Parallenschar gehdrt. Und g, inzidiert genau mit den uneigentlichen
Punkten.

Ubungsaufgabe 16.1 Zeigen sie, dass in PG(A) je zwei Punkte durch genau eine
Gerade verbunden sind und je zwei Geraden sich in genau einem Punkt schneiden.

Um die neue Geometrie koordinatisieren zu kénnen, wéhlen wir Z als den Nullpunkt O
unseres Koordinatensystem und £ als die (zu A 1som0rphe) Ebene A mit der Gleichung
z = 1; nun ordnen wir jedem Punkt P von A die Gerade P := PO zu und jeder Geraden
g von A die Ebene, die von ¢ und O aufgespannt wird. (Siehe Figur 16.3).

16.3 Definition: homogene Koordinaten

Ein eigentlicher Punkt der affinen Ebene A mit den Koordinaten (z,y) € A (bzw.
(z,y,1) € A) entspricht der Geraden (z,y, 1)R; die uneigentlichen Punkte entsprechen
den Geraden der Form (z,y,0)R. Umgekehrt definiert jede Gerade einen eigentlichen
oder uneigentlichen Punkt.

Jedem Koordinatentripel (£, &2, &) mit { # 0 ordnen wir daher einen affinen Punkt zu
durch:

pP.= (51,52,50)RH(? ? 1) =P

(&1,&9,&0) heillt homogenes Koordinatentripel von P; es ist nur bis auf einen Faktor
eindeutig bestimmt.

Analog ldsst sich jedem (&1, &, 0) mit & # 0V & # 0 ein uneigentlicher Punkt zuordnen.
Man kommt damit zu der in folgender Definition beschriebenen Geometrie:
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av]

e
B

0 X

Figur 16.3: Zur Einfiihrung homogener Koordinaten
(x,y) — P =(x,y,1) » P = (z,y, )R).

16.4 Definition: Reelle projektive Ebene
Die projektive Ebene PG(2,R) =PG(R?) ist wie folgt definiert:

(i)
(i)
(iii)

16.5

Punkte sind die 1 — dim Unterrdume von R3.
Geraden sind die 2 — dim Unterrdume von R3.

Inzidenz ist Enthaltensein.

Anmerkungen zur projektiven Geometrie

a.) Eine Verallgemeinerung auf beliebige Schiefkérper und auf andere Dimensionen

ist moglich.

b.) Der Vorteil der projektiven Geometrie ist u.a., dass

die Punkte, Geraden, Ebenen etc. jetzt lineare Unterrdume und keine anderen
affinen Unterrdume sind

affin-lineare Abbildungen, wie man zeigen kann, nun durch lineare Abbildungen
dargestellt werden

Fallunterscheidungen bzgl. Existenz von Schnittpunkten von Geraden in einer Ebe-
ne nicht nétig sind

Punkte und Hyperebenen ,,dual* zueinander sind

die reelle affine Ebene (nach Auszeichnung einer Geraden als uneigentliche Gerade)
in PG(2,R) wiederzufinden ist (bzw. der n — dim affine Raum iiber K durch Aus-
zeichnung einer Hyperebene in PG(K™™!) als uneigentliche Hyperebene erhalten
wird.)

Kurven, z.B. Kegelschnitte, sich “vereinheitlichen” lasssen: Hyperbeln und Para-
beln als "Ellipsen’ mit uneigentlicher Sekante bzw. Tangente.
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16.6 Anwendung bei Elliptischen Kurven

(a) Definition

Sei K ein Korper; oft wird hier K € {R, GF(p)} genommen. Seien ferner b,c € K fest
gewihlt. Wir betrachten zunéchst in der affinen Eben AG(K?) iiber K die kubische
Kurve (vgl. Figur 16.4) der Punkte, die die Gleichung

(x) ¥ =2"+br+c

erfiillen, also
C:={(z,y) € K’ | y* =2’ + b +c}.

C ist eine elliptische Kurve (vom sogenannten *Weierstrass-Typ’) (vgl. Figuren 16.4/16.5)

g

A
s

b)

Figur 16.4: Beispiele kubischer Kurven im Reellen mit Gleichung
y*> = f(x), wobei f(z) ein Polynom vom Grad 3 ist mit
a) einer reellen Nullstelle b) drei reellen Nullstellen ist

(b) Projektive Koordinaten
Ersetzt man x und y in Gleichung (*) durch

x—é und y:é mit & # 0,

& o

so ergibt sich (nach Multiplikation mit &)

(¥) & =& +b&r&g + &

Fiir die affinen Punkte ist (x) zu (') dquivalent. Fiir einen uneigentlichen Punkt (mit
Koordinate {, = 0) ist (x%) genau fiir O := K(0, 1,0) erfiillt. Dieser Punkt kommt also
als einziger projektiver Punkt zu C hinzu.

O liegt auf den Geraden mit Gleichung & — c¢&y = 0, also auf den Geraden mit affiner
Gleichung z = ¢ (fiir ¢ € K). Daher ist O der Fernpunkt in y—Richtung.
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E=ElliptirCurve (GFI127],[1,1]]

E.plot (pointsize=ze)
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Figur 16.5: Elliptische Kurve {iber Zjy; (erstellt mithilfe von Sage; vgl.
Schulz/Witten/Esslinger: Rechnen mit Punkten einer elliptischen Kurve. LOG IN Heft
181/182 (2015))

(c) Anmerkung 1:

Auf C := C U {0} lisst sich eine Addition definieren, im Wesentlichen wie folgt:

P + @ ist definiert als der Punkt, den man durch Spiegelung des Schnittpunktes der
Geraden PQ mit C an der z—Achse erhilt (s.z.B. Figur 16.6a), und R + R als der an
der x— Achse gespiegelte Schnittpunkt der Tangente an C in R (s.Figur 16.6b). Wie man
zeigen kann, erhélt man so zusammen mit O als neutralem Element eine kommutative
Gruppe.

(d) Anmerkung 2:

Fiir einen geeigneten fest gewéhlten Punkt P € C definiert man
Q=mP:=P+P+...+ P (mit m Summanden).

Dabei ist die Berechnung von () aus m und P vergleichsweise leicht, umgekehrt die
Berechnung von m := logp () viel schwerer. Dieser Sachverhalt ist zum Chiffrieren
in der Kryptographie ausnutzbar (—> Problem des diskreten Logarithmus.) Bei der
Elliptischen-Kurven-Kryptographie (ECC) ist die vom Bundesamt fiir Sicherheit in der
Informationstechnik (BSI) empfohlene Schliissellinge®. von mindestens 250 Bit fiir die
Ordnung des Basispunktes P (bei Verwendung bis 2022) deutlich niedriger als die emp-
fohlene Schliissellinge von 2000 Bit beim RSA-Verfahren®?

2https://www.bsi.bund.de>BSI>TechnischeRichtlinien >BSI-TR-02102
%35.2.B. R.-H.Schulz: Codierungstheorie. Eine Einfiihrung, Verlag Fr.Vieweg&Sohn, 2.Auflage 2003.
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Figur 16.6: Zur Definition der Summe von Punkten
einer elliptischen Kurve (’Sehnen/Tangenten-Addition’)
(vgl. Schulz/Witten /Esslinger, l.c.)
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E: Anwendungsbeispiele in der Codierungstheorie

E 1.0 Schema eines Nachrichteniibertragungssystems

Das Schema eines Nachricheniibertragungssystems zeigt Figur E 1:

Quelle Quellen- [— Kanal-
(Sender) Codierer Codierer
Stor-
quelle
Empfanger Quellen- —— Kanal-
Decodierer Decodierer

Figur E.1: Schema eines Nachrichteniibertragungssystems

mit gestortem Kanal
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Wir beschreiben zunéchst ein Codier- und ein Decodierverfahren. Dass dieses
eine Korrektur von Ubertragungsfehlern gestattet, erliutern wir dann im
Anschluss.

=.1.1 Definition Wort

In der Codierungstheorie schreit man ein m—Tupel (aq,...,qm) € A™ (mit
m € N) iber der Menge A meist ohne Klammern und Kommata und nennt
es Wort (Plural: Wérter, nicht Worte) der Lige m tiber dem Alphabet A.

Nach der Quellencodierung seien die Nachrichten Warter der Linge k iiber
einem Korper K, also von der Form

oy ..oy = (ay,...,a) € K.

. 1.2 Lineare Codierung

Unter einer linearen Codierung dieser Nachrichten versteht man die durch
Multiplikation mit einer Matrix G € K®™ vom Rang k gegebene lineare
Abbildung:
Kﬂn — KT
oot k
(a1, 0 ) = (oy,...,;0) G = 'Ziaig“
i=

(Hierbei bezeichnet g;, die i—te Zeile von G.)

= 1.3 Beispiel

Seien K =GF(2) = ({0,1},&,®) = Z; , ferner k = 4,n = 7 und
1000|1001
B Dlnu|111 an
Gi=|0 010110 SCFRH.
0001011

Die Nachricht 1100 wird dann codiert zu

1100 - Gl = d1s E}g‘g. = 1100010,

Da G als linke 4 x 4—Untermatrix die 4 x 4— Einheitsmatrix I, hat, ist beim
Codewort

co{onopaaag) = (ay, as, as, ay, ay + as + g, Qg -+ Qg + G, 0 + g + oy

das Anfangsstiick (Prifiz) der Lénge 4 gleich der urspriinglichen Nachricht.
(Zu diesen Informationsbits kommen noch drei Kontrollbits .) Eine solche
Codierung heifit systematische Dndlerung

—_ ’iﬂ"f’ T




1.4 Generatormatrix eines linearen Codes

Der Code C, also die Menge der Codewdrter

. . P T
Bildeg = | (ay,...,a8) 50 oy, € K} K

ist ein Unterraum von K™, Daher heifit C linearer Code oder Linearcode.
Die Bilder der Einheitsvektoren von K* unter cg sind die Zeilen von G, diese
erzeugen daher C:

c={ 5’1-1‘” ;Qk- =

G heifit dementsprechend eine Generatormatrix, oft auch Basismatrix
von C.

Beispiel (Fortsetzung):

Der Code C; mit Generatormatrix G, hat Dimension 4 und Wérter der Lange
7. Er heifit (7,4)—Hammingcode (nach R.W. H?rnmmg, dem Erfinder

einer ganzen Serie von Codes). eheed ']Ln{_a{,wﬁ”}f;ummth
AGAC - ATHY
.- 1.5 Kontrollmatrix eines linearen Codes Chrtnsto Aoty

C kann (wie jeder Unterraum von K™) als Losunsraum eines homogenen
linearen Gleichungssystems dargestellt werden:

ceC & H-ol' =0,

Dazu sucht man als Zeilen der Koeffizientenmatrix H, der sogenannten Kon-
trollmatrix, n — k linear unabhingige Vektoren hiy...,hy_y, die auf C
senkrecht stehen, fiir die also gilt

hio gfo=0  (i=1,...,n—k j=1,.. k).
Wegen der Linearitit der Abbildung

S" Er . K{n—-k,‘l]
H{ I

wird durch Sy dann jeder Gndevekmr;\als Linearkombination von {g;.,..., gk.} )
annulliert. Aus Dimensionsgriinden gilt sogar ”

C = Kern Sy. i
Spezialfall: Ist G = (| B), so kann man H = (—BT | I,_) wihlen.
Beispiel (Fortsetzung)
Ist G = G}, so wihlen wir z.B. die (4 x 7)— Matrix
1110 10 U'
H=|0111 01
1101 00

—fG5-




Fiir diese gilt inshesondere H, - G,T =0und H, - ¢ = 0 fiir jeds ¢ € C;.
Z.B. folgt:

1 1 0 0
Hi-(1,1,0,0,0, 1,0 = hy @ hes@hesg=| 0 |l 1 |lal 1 1= 0o
1 0 0
= 1.6 Fehlerkorrektur
Nach der Ubertragung iiber einen Kanal seien die
empfangene Nachricht Y = m . T
gesendete Nachricht c = T e Yn
und der sogenannte Fehlervektor e:=y—¢ = 5, — M o = Yn -

Wieder wegen der Linearitit von Sy und wegen Sy(c) = 0 gilt:
Suly) = Sylc+ e) = Syle) = Skle).

Der Vektor Sk(y) ist daher unabhéngig von der gesendeten Nachricht ¢ irid
nur vom Fehervektor abhingig; er heifit Syndrom von y. Die Abbildung Sy
wird daher Syndrom-Abbidung genannt.

Sind nun die Syndrome Sy (e;), ..., H(e,), d.h. die Spalten von H paarweise
verschieden, so kann man uner der Voraussetzung, dass ein Fehler in nur
einer Komponente von ¢ vorgekommen ist, diese Komponente bestimmen und
im Falle K = GF(2) korrigieren. Ein solcher Code heifit 1-fehlererkennend
bzw. 1-fehlerkorrigierend. (Sind allerdings in einem Codewort mehrere
Stellen verfdlscht worden, so kann die Fehlerkorrektur sogar deren Anzahl
vergrofiern. )

Beispiel: (7,4)—Hammingcode (Fortsetzung):

1110 100
InHy=| 0111 010 | sind die 7 Spalten paarweise verschieden. Daher
1101 001

ist der (7,4)-Hammingcode C, = Kern Sy, 1-fehlerkorrigierend.
Ist etwa das iibertragene Codewort ¢; = 1100010 zu y; = 1101010 verfilscht,
so liefert 4, das Syndrom

1110 100
Swy(m)=Hy-y;y=( 0111 010 |-

1101 001

0
== 1 = i g4
1

=he1 & 'h'i'ﬂ B heg B fug

o e T s ==

A6~




Der Sequenzraum: Codes und Kugelpackungen

Wir betrachten im Folgenden Codes fester Lange n, sogenannte Blockcodes, also Teil-
mengen von A”.Wir fithren einen Abstandsbegriff ein:

E1.7 Hamming-Abstand, Sequenzraum

(a) Definition: Hamming-Abstand
Seien a = ay...a, und b = b;...b, Worter der Lange n iiber dem Alphabet
A; dann bezeichnet dy(a, b) die Anzahl der unterschiedlichen Komponenten von a
und b. Diese Zahl dy(a,b) =| {i | a; # b;} | heibt Hamming-Abstand (Hamming-
Distanz) zwischen a und b. (Wir schreiben oft nur d statt dg).

Beispiel:
d(00010,00011) = 1 = d(00010,00000).
d(00011,00000) = 2 = d(1000L, 00000).
(b) FEigenschaft: Der Hamming-Abstand dp : A" x A" — Ny ist eine Metrik auf A™,

d.h. es gilt (fiir alle x,y,z € A™):
(i) d(x,y) > 0 (Positivitdt) (i) d(x,y) =0=x=y
(i

(iv) d(x,y) +d(y,z) > d(x,2) (Dreiecksungleichung) .

) d
) d(x,y) =d(y,x) (Symmetrie)

Beweisskizze

(i), (ii) und (iii) sind offensichtlich: Die Dreiecksungleichung (iv) sieht man fol-
gendermafsen ein: Ist ¢ die Nummer einer Komponente, in der sich x und z unter-
scheiden (z; # z;), so gilt mindestens eine der Beziehungen x; # y; oder y; # z;.
Eine Komponente, die einen Beitrag 1 zu d(x,z) liefert, gibt einen solchen auch
fir d(x,y) oder fiir d(y, z). O

(c) Definition: Sequenzraum

Der metrische Raum (A", dp), bestehend aus der Menge aller Worter der Lange n
iiber A und dem Abstand dg, heifst Sequenzraum. Ist speziell A = {0, 1}, so spricht
man auch vom n—dimensionalen Einheitswiirfel.

(Der Sequenzraum spielt u.a. auch in der Evolutionstheorie eine Rolle; die Hamming-
Distanz zwischen zwei Genen ist dort die minimale Anzahl der Punktmutationen,
die notig ist, um das Muster eines der beiden Gene in das des anderen umzuwan-
deln.)

E 1.8 Beispiel:

({0,1}3, dg) lasst sich mittels eines Wiirfels der Kantenlinge 1 im 3-dim reellen Raum
darstellen; die Worter von {0,1}? sind den Ecken des Wiirfels zugeordnet; der Abstand
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zweier Worter ist die Lange des kiirzesten Weges zwischen den zugeordneten Ecken langs
einer Wiirfelkante (s. Figur E.2).

011 111
001 101
1010 __ 4 __J110
//
—
000 100

Figur E.2: Darstellung des Sequenzraums ({0, 1}3, d).
(Markiert ist ein kiirzester Weg von 000 zu 111;
seine Lénge ist 3 — entsprechend dem Hamming-Abstand.)

Aufgabe E.1
Zeigen Sie: Zu gegebenem Wort z € A" gibt es  ()(JA| — 1)™ Wérter in A", die
Abstand m von z haben (fiir 0 < m < n).

Das Begehen von ¢ Fehlern bei Ubermittlung eines Codeworts c fiihrt zu einem Wort x
des Sequenzraums, das sich von ¢ in ¢ Komponenten unterscheidet. Dieser Sachverhalt
legt es nahe, Spharen oder Kugeln um Codewdrter zu betrachten; dabei sind Kugeln wie
in metrischen Rédumen iiblich definiert:

E 1.9 Definition: Kugel

Ist z€ A" und t € NU {0}, dann heift
Ki(z):={xe€ A" | dy(x,2z) < t}

Kugel vom Radius t um den Mittelpunkt z.

E 1.10 Beispiel (Fortsetzung):

Figur E.3 skizziert die Kugeln K;(000) = {000, 100, 010, 001} wund
K, (111) = {111, 011, 101, 110} vom Radius 1 in ({0,1}3,dy).

200



Figur E.3: Zwei Kugeln vom Radius 1 in ({0,1}3,dg).

E 1.11 Bemerkungen: Kugeln und Fehlerkorrektur

(i) Die Elemente von A", die aus z € A™ durch Fehler in bis zu t Komponenten
entstehen, liegen in  Ky(z). Umgekehrt kann jedes Wort von K,(z) aus z durch ¢
oder weniger Fehler entstanden sein.

(ii) Ist b € Ki(z1) N K¢(z2), so kann b durch bis zu ¢t Fehler aus z; oder aus z
entstanden sein.

(iii) Ist C ein Blockcode mit der Eigenschaft
(x)  Ki(c;) N Ki(c;) =0 firalle c;,c; € C mit ¢; # ¢y,

so lassen sich (durch Decodierung zum Mittelpunkt derjenigen Kugel, in der das
fehlerhafte Wort liegt) Worter mit bis zu ¢ Fehlern korrigieren.

(iv) Ein einfaches Decodierschema besteht dabei aus der Auflistung der Kugeln um
Codeworter und ihrer Elemente mit der Vorschrift, zum Kugelmittelpunkt hin
zu decodieren. Alle nicht erfassten Worter gehoren zum Decodierungsausfall, sind
nicht decodierbar und werden als “fehlerhaft” gemeldet.

Durch (10.5)(ii) und (iii) wird die folgende Definition motiviert:

E 1.12 Definition: Fehlerkorrigierender Code

Ein Code C, der die Eigenschaft () von E 1.11(iii) besitzt, heifst
t-fehlerkorrigierender Code.

Er hat die Eigenschaft, dass bei ihm fehlerhafte Worter mit Fehlern in m Komponenten

fiir m <t auf die in E 1.11 (iii) angegebene Weise richtig decodiert werden kénnen.

Jeder t— fehlerkorrigierende Code ist also auch (¢ — 1)—fehlerkorrigierend,

(t — 2)—fehlerkorrigierend, usw..

Beispiel (Fortsetzung):
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C, = {000,111} ist nach E 1.10 ein 1-fehlerkorrigierender Code. Die fehlerhaften Wor-
ter (in Figur E.3 durch e markiert) werden zum Kugelmittelpunkt (mit m markiert)
korrigiert.

E 1.13 Kugelpackungen

Es ist also in unserem Zusammenhang sinnvoll, nach einer disjunkten Uberdeckung von
A" ( bzw. der Uberdeckung einer Teilmenge von A") durch Kugeln vom Radius ¢
zu fragen, nach sogenannten Kugelpackungen. Die Kugel-Mittelpunkte konnen dann als
Elemente eines Codes C gewéhlt werden, der t-fehlerkorrigierend ist. (Vgl. Figur E.4 1)

Bild E.4: Kugelpackung a) modellhaft b) schematisch

Wir behandeln Schranken fir die Moglichkeit, solche Packungen zu finden. Dazu be-
trachten wir zunédchst die Méachtigkeit einer Kugel und dann die Anzahl der durch die
Kugeln abgedeckten Worter.

E 1.14 Anzahlen

(a) Kugel-Méchtigkeit
Fiir eine Kugel vom Radius ¢ in A" gilt (mit | A |= ¢ und ¢ € C):

e =3 (M) a1y

=0

(b) Kugelpackungs-Schranke (Hamming-Volumenschranke)
Existiert ein t-fehlerkorrigierender Code C in A™, so gilt folgende Ungleichung (mit

4= ) t
o0 X (D= < o

=0
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Beweis:

(a) Nach Aufgabe E.1 gibt es (7)(¢g — 1)? Wérter vom Abstand i von ¢; in K;(c)
liegen alle diese Worter fiir ¢ = 0 bis ¢.

(b) Definitionsgeméf sind die |C| Kugeln vom Radius ¢t um Codeworter disjunkt;
es gilt also

[UKe) 1= 32 1 Kife) =1 € | Kife) = s

ceC ceC
Alle betrachteten Worter liegen in A™. Es gilt also s <| A" |= ¢". O

(c) Kugeliiberdeckung

In der Ungleichung (xx) gilt die Gleichheit genau dann, wenn die zum Code geho-
rige Kugelpackung die Eigenschaft hat, dass jedes Wort von A™ in einer (eindeutig
bestimmten) Kugel vom Radius ¢ liegt. Ein Code dieser Eigenschaft heifst perfekter
Code.

Genauer:

E 1.15 Definition: Perfekter Code
Ein Code C C A™ heift t—perfekt (mit ¢ € NU {0}), falls gilt:

(i) Ki(c1)NKi(cy) = 0 fur alle ¢q,¢c0 € C mit ¢; # co (d.h. C ist t-fehlerkorrigierend)
und

(ii) A" = J Ki(c) (d.h. die Kugeln vom Radius ¢ um Codeworter iiberdecken A™).

ceC
Statt t—perfekt sagt man auch nur perfekt.

E 1.16 Anmerkung zu perfekten Codes

(a) Beispiele von perfekten Codes:
Triviale perfekte Codes {iber dem Alphabet A sind:
e A" (mit ¢t =0),
e nur aus einem einzigen Codewort der Lange n bestehende Codes (mit ¢ = n) und
e im Falle A = {0,1} die Wiederholungscodes {00...0,11...1} der (ungeraden)
Lénge 2m + 1 (mit t = m).

Wir erwahnen noch folgende perfekten Codes:

e cinen bindiren Code der Lénge n = 23 mit 2'> Wortern (fir ¢ = 3), den
sogenannten bindren Golay-Code Gos,

e cinen terndren Code der Linge n = 11 mit 3° Wértern (fiir ¢ = 2), den
sogenannten terndren Golay-Code,
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(b)

()

204

e cine Serie von Codes H,, mit n = (¢" —1)/(¢ — 1), |Hqr| = ¢"" (mit t = 1)
fiir jede Primzahlpotenz ¢, die sogenannten Hamming-Codes

Perfekte Codes sind deswegen interessant, weil sie den Raum A" gut ausschépfen
und weil die Decodierung fiir jedes Wort erkléart ist. Auch in anderem Zusammen-
hang gibt es Anwendungen; (s. Teil d)!).

Nach weitgehender Vorarbeit von J.H. van Lint (s. auch [1971]) ist es A. Tie-
tavdinen (und unabhéngig davon V.A. Zinovjev und K.V. Leontjev) gelungen, die

t—perfekten Codes iiber Alphabeten von Primzahlpotenz-Ordnungen zu kennzeich-
nen, (s. van Lint [1982], Pless [1982]):

Satz iliber perfekte Codes:
Ist C ein nicht-trivialer perfekter Code dber einem Alphabet A mit |A| = p™,
p prim, dann hat C die gleichen Parameter wie ein Hamming- oder ein Golay-

Code.

Fiir t > 2,t # 6 ist nach M.R. Best die Voraussetzung “ ¢ Primzahlpotenz” iiber-
fliissig.

Mit Hilfe eines perfekten Codes iiber dem Alphabet {0, 1,2} lésst sich das Problem
von Garantiesystemen bei Toto-Wetten behandeln. Sei der Ausgang von 13
Fufsballspielen vorauszusagen; unter Verwendung der Codierung:
0 £ Unentschieden, 1 £ Heimsieg, L Heimniederlage

wird das Ergebnis einer Ausspielung zu einem Wort v aus {0, 1,2}'3. Von einem
Tipp ¢ mit 12 Richtigen hat v den Abstand 1; die richtige Tippreihe v liegt daher
in K;(c). Wie aus Teil (a) zu ersehen, gibt es einen perfekten Code in {0, 1,2}!3,
den terndren Hamming-Code Hs 3 der Linge 13. Man kann dann (theoretisch) die
Mittelpunkte der (den Raum tiberdeckenden) Kugeln vom Radius 1 um Codeworter
als Tippreihen wihlen und hat dann mit Sicherheit 12 Richtige zu erwarten. Nach
10.8(c) gibt es jedoch 3'3/(1 + 13- 2) = 3'° solcher Punkte, fiir praktische Zwecke
eine zu grofse Anzahl.

Allgemein kann man bei einer Toto-Wette mit n Tippreihen fragen, ob es ein Wett-
system gibt, das n —t Richtige garantiert. Eine Losung wiirden t-perfekte ternare
Codes mit Wortldnge n liefern. Fiir ¢ = 1 sind nicht wesentlich andere Zahlen
zu erwarten als beim eben behandelten Beispiel. Fiir ¢ > 1 gibt es (nach Tie-
tavdinen und Pless), im Wesentlichen nur einen einzigen nicht-trivialen terniren
t—perfekten Code, und zwar mit n = 11, |C| = 35 = 729 und ¢ = 2 (d.h. 9 Richtige
garantiert), den bereits erwdhnten terndren Golay-Code. Wegen der zu grofen An-
zahl von nétigen Tipps und lediglich garantiertem Nebengewinn ist das Verfahren
nicht lukrativ. Somit ist das Toto-System noch nicht zusammengebrochen.

Zwar ist die Voraussetzung einer disjunkten Uberdeckung mit Kugeln gleichen Ra-
dius nicht notwendige Voraussetzung fiir ein Garantiesystem. Jedoch ist nicht zu
erwarten, dass andere geeignete Uberdeckungen mit wesentlich weniger Mittel-
punkten auskommen als die der erwahnten perfekten Codes.



(e)

Wie bemerkt, ist bei obigen Beispielen die Disjunktheit der Kugeln nicht wesentlich
(ausser fiir deren Anzahl). Wir definieren in diesem Zusammenhang:

Ist C C A, dann heift p(C) Uberdeckungsradius von C, falls p(C) der kleinste
Radius p ist mit der Eigenschaft, dass die Kugeln vom Radius p um Codeworter
die Menge A" iiberdecken, also A" = |J K,(C) gilt. Bei einem t—perfekten Code

ceC
C ist p(C) = t, und zusétzlich sind die erwidhnten Kugeln disjunkt. Ja es gilt sogar:

C ist t—perfekt genau dann, wenn p(C) =t ist und je zwei Codewdrter mindestens
den Hamming-Abstand 2t + 1 haben.

Um bei gegebenen Code C dessen Fehlerkorrektur-Eigenschaften zu bestimmen, ist es
nicht notig, die Kugeln vom Radius ¢ um Codeworter auf Disjunktheit zu untersuchen.
Es reicht dazu, den Abstand je zweier Codeworter zu kennen, genauer den minimalen
Wert dieses Abstands:

E 1.17 Minimalabstand

(a)

(b)

Definition: Sei C C A™; dann ist der Minimalabstand von C definiert als

dmin(c) = min dH(Cl,CQ) .

c1,e2€C,c1#ca

Figenschaften:
C C A" ist t-fehlerkorrigierend genau dann, wenn gilt:  dpin(C) > 2t + 1 .

Beweis: “=" Sei dy,(C) =: s < 2t. Dann existieren ¢, cs € C mit dy(cy,ca) = s.
Ist s < t, so gilt ¢y € Ki(cq). Ist s > t, so kann man bei ¢; unter den s Kompo-
nenten, in denen sich c¢; und cy unterscheiden, t Komponenten in solche von cs
uméndern. Es entsteht ein Wort z mit dy(cy,z) =t und dy(cy,z) = s —t. Wegen
s—t < tfolgt K;(c1)NK;(ce) # (0. Damit ist C nicht ¢—fehlerkorrigierend (s. 10.6).

“«<" Ist C nicht t-fehlerkorrigierend, so existieren c;,co € C und v € A" mit
v € K;(c1) N Ky(cg). Aus der Dreiecksungleichung (10.1b) ergibt sich
dmin<c) S dH(Cl, Cg) S dH(Cl, V) -+ dH(V, C2> S t+t. [l

Beispiel: Beim Wiederholungscode C; = {000,111} aus Beispiel E 1.10 ist tri-
vialerweise d;, gleich 3, in Ubereinstimmung damit, dass C; 1-fehlerkorrigierend
ist.
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Einige Symbole und Bezeichnungen

Vee XdlyeY : Az,y)

4

f:{X_)Y

z > f(2)
fX) = {f(@)]z € X}
G; = { (2, f(2)) | € X
flz = Restzf; flzow

idps

Abb(I, K) oder K*

K@
Bij(X,Y)
B(E,R)
C(E,R)

N, No := NU {0}, Z, @, R, C©

P m e (ptlm APt fm)

H

Do, == 7./ (m) = Z)mZ
Korper

GF(q) =T,
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Fiir alle x aus X existiert genau ein y aus Y derart,
dass A(x,y) gilt

daraus folgt
dies ist dquivalent zu
Non A

X ist Teilmenge von Y und Y ist echte Teilmenge
von Z

Potenzmenge von M

Funktion f mit Definitionsbereich X, Wertebereich
Y, Zuordnungsvorschrift x — f(x)

Bild von X unter f
Graph von f

Einschrankung von f auf Definitionsbereich Z bzw.
Wertebereich W

Identische Abbildung auf M

Menge aller Abbildungen von [ in K (aller Familien
aus K mit Indexmenge I)

Menge aller Familien aus A mit endlichem Trager
Menge aller Bijektionen von X auf Y

Menge aller beschriankten reellen Funktionen auf
Menge aller stetigen reellen Funktionen auf F

Zahlbereiche

reelle Quaternionenalgebra

kommutativer Schiefkérper

Galoisfeld mit ¢ Elementen



V(d, K)

dimg V

V/Kern f = Bild f
Homg (V, W)

Endg V = Homg (V. V)
K(nm)

I'L(V)

GL(V) == AutK |4
SL(V)

AG(V) bzw. AG(d, K)
V* bzw. V4

volle Automorphismengruppe von GG
Endomorphismenring der abelschen Gruppe
symmetrische Gruppe auf n Elementen
alternierende Gruppe auf n Elementen
Algebra der Polynomabbildungen iiber K
Polynomalgebra iiber K

Vektorraum der Dimension d iiber K

Dimension des K-Vektorraums V'

Vektorraum der linearen Abbildungen von V in W
(als K-Vektorrdume)

Vektorraum der n x m-Matrizen iiber K

Gruppe der n.s. semilinearen Abbildungen von V' auf
sich

Gruppe der n.s. linearen Abbildungen von V' auf sich

Gruppe der nicht-singuldren linearen Abbildungen
von V auf sich mit det 1

affiner Raum iiber V' bzw. tiber V(d, K)
algebraischer Dualraum von V

(Kronecker-Symbol)
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Das Alphabet
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