§ 15 Determinanten

Motivation

Die Definition der ,Determinante einer Matrix bzw. einer linearen Abbildung wird motiviert durch
folgende Ziele:

1. Bestimmung des Volumens des durch die Vektoren v1,vs,v3 € R? aufgespannten , Parallel-
flachs* {3~ a;v; | a; € [0,1]} € R® baw. Bestimmung der Fliche des durch Vektoren vy, vy € R?
aufgespannten Parallelogramms und damit verbunden:

2. Test der linearen Unabhingigkeit von n Vektoren eines n-dimensionalen K —Vektorraums:
bei linearer Abhéngigkeit ist das Volumen bzw. das Fliachenmaf gleich 0.

3. Test der Regularitiit einer quadratischen Matrix A € K™ d.h. eine Moglichkeit zum Fest-
stellen, ob RangA = n gilt und damit A eine multiplikative Inverse besitzt.

4. Ma# fiir die Anderung des Volumens von Kérpern bei linearen Abbildungen.

2=

(A) Steilkurs
15.1 Definition: Volumen (Determinantenform)

Sei V' ein n—dimensionaler K-Vektorraum. Eine Abbildung A : V" — K heift Volumen
(Determinantenform), falls gilt:

(i) A ist n-fache Linearform, d.h. A : V* — K ist linear in jeder Komponente.
(ii) A(vy,...,v,) =0 fiir beliebige linear abhéngige Vektoren wvy,...,v, aus V.
(iii) A(by,...,b,) # 0 fiir mindestens eine Basis By = (by,...,b,) von V.

Anmerkung:
Die Forderung (i) ergibt sich ebenso wie (ii) und (iii) u. a. aus dem Ziel der Bestimmung
eines (gerichteten) Volumens, (s. Figur 15.1 fir n = 2).

9d Ay
a) b)
Figur 15.1 Eigenschaften eines Volumens im Fall n = 2
a) A(Avy,ve) = AA(vy, v2)
b) Additivitat (Flachenumwandlungen durch 2 Scherungen !)
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15.2 Spezialfall (n=2):

Seien n =2 und A :V xV — K Volumen sowie C' = (¢, cz) Basis von V' ! Fiir
v; = i+ & (1 =1,2) folgt aus der Multilinearitdt von A wegen A(c;, ¢;) = 0
und wegen A(cg,c1) = —A(c1, ¢2) (s.u., 15.3) die Darstellung:

A(c1€11 + 2612, c16a1 + c2622)
= {néaiA(er, e1) + &1, ) + 1261 A e, ¢1) + 128222 (ca, €2)

= (§11€22 — &1261) - Alcr, ) = ‘ g; gz ‘ -A(c1,co) it

511 512

SH 512)
521 522 .

1= &11on — 12821 =: det ({gl §22

15.3 Hilfssatz und Definition (alternierende Multilinearform)

(a) Jedes Volumen A ist eine alternierende Multilinearform , d.h. dass die
Multilinearform A die folgende Eigenschaft hat:

(i) A(vry .oy Ve gy ey V) = —A(V1, o, UV V)
(fiir alle vq,...,v, € V).
(b) Umgekehrt ist im Falle 4° char K # 2 eine Abbildung A mit (i), (ii’) und (iii)

ein Volumen.

Beweisskizze.

(a) A(..,vi+vj,...,v+vj,...) =0=
O+O+A(,'U“,Uj,)—i—A(,'Uj,,'U“):O

(b) A(xy,...miy oo Xy Tp) = =A(T1, o Ty oo Ty oo Ty =
2A(T1,y ooy Ty oo Ty ) = 0= A(xq, ..., 2. .., T4y ..., Tp) = 0.

Ist z.B. x; linear abhéngig von den iibrigen z;, so folgt:

n n
A(ZE‘I,...,ZmiAi,...,...,.In):ZA(ZL’l,...,$i,...,Ii,...,ZEn>Ai:0.
i#] i#j

Angeregt durch den Fall n = 2 definieren wir:

15.4 Definition: Determinante

(i) Als Determinante (normiertes Volumen) bezeichnet man ein Volumen A, von
K™Y das fiir die Basis B = (ey,...,e,) (mit den kanonischen Spaltenvektoren

e;) den Wert 1 hat, also fiir das gilt:
Ao(el, . ,en) =1.

49d.h. im Falle eines Korpers K mit 1+ 1 # 0
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Anmerkung: (1) Weiter unten werden wir zeigen, dass ein solches normiertes Vo-
lumen existiert und eindeutig bestimmt ist.
(2) Durch die Determinante ist aus der Menge aller Determinantenformen gerade
die des orientierten Inhalts ausgewéhlt: ¢; und ¢y (bzw. ¢, ¢ und ¢3) spannen ja
gerade das Einheitsquadrat (den Einheitswiirfel) auf; und 15.3 zeigt die Abhéngig-
keit von der Reihenfolge der Vektoren c;.
(ii) Ist nun A = (yj)ije1..mn € K®™" eine quadratische Matrix mit Spalten
11 A1p

.....

(o1 := Sl Qe = |, so definiert man  det A = Ag (Ge1,- - -, Gop)-

(07751 Qnn

A 15.1 Ubungsaufgabe:
Zeigen Sie die Existenz und Eindeutigkeit der Determinante im Fall n = 2 !

Unmittelbar aus der Definition des Volumens erhélt man eine Richtung von (i), ferner
(ii) und (iii) (fur die Spalten) des folgenden Satzes; die Aussagen tiber die Zeilen folgt
aus (iv); die restlichen Aussagen werden weiter unten, (v) erst in Teil II der Vorlesung
gezeigt.

15.5 Eigenschaften von Determinanten

Eigenschaften von Determinanten

(i) Sei A € K™ Esgilt dann det A #0 genau dann, wenn Rang A = n gilt,
also A regulér ist.

(ii) det: A+ det A ist linear in jeder Spalte von A.
(Man kann zeigen, dass det A auch linear in jeder Zeile von A ist.)

(i) Verhalten bei elementaren Umformungen:

— Die Determinante bleibt unverdndert bei Addition einer Linear-
kombination von Spalten (Zeilen) zu einer anderen Spalte

(bzw. Zeile).

— det B =« - det A, falls B aus A durch Multiplikation einer Spalte
(Zeile) mit o € K hervorgeht.

— det B =—det A, falls B aus A durch Vertauschen zweier Spalten
(Zeilen) hervorgeht.

(IV) det A = det AT fir (@Zj)lgzl 77777 n— (aji)i,j=1 77777 n-
(Determinante der ,transponierten Matrix).

(v) det(A- B) = det A -det B fiir A, B € K™ (Multiplikationssatz).
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15.6 Berechnung von 3 X 3—Determinanten

(i) Spezialfall: Dreiecksmatrix®

11 * 11 * 3
Q99 ;= det Q99 = | | Qs
i=1

O Q33 O Q33

Beweis:
Wegen der definierenden Eigenschaften von Determinanten folgt:

det(e1aq1, e1002 + €290, €113 + €30003 + €30133)

= anAo(er, erais + eati, €1003 + e20i23 + €30033) =

aroneAo(er, er, e1ai3 + eatiag + esagsz) + a1anAg(er, ez, e1003 + earas + e30i33) =
0+ aqrags|aizAg(er, 2, e1) + aagAg(er, ea, e2) + azgAg(er, €2, €3)] = aqragaazs. O

Anmerkungen: 1.) Ein alternativer Beweis benutzt elementare Umformungen ( s.u.)
zu einer Diagonalmatrix.
2.) Eine Verallgemeinerung auf n x n—Dreiecksmatrizen ist moglich.

(ii) Regel von Sarrus (gesprochen Sarrii) (nur fir 3 x 3-Matrizen !) :

+

A\
75 Y
Q11 Q2 (g3 Q11 (2
Qo1 Qigg (g3 Qo1 (g9
Q31 (r3g (33 Q31 (32

N J/
-

=Q11 092033 + Q12Qia3i31 + Q1391 (39 — (i31 Qoo (X 3 — (320i93(X 1 — (X330i1(X12.

Beweisandeutung: Spezialisierung von 15.7, s. auch (iv) !

Beispiel:

11 1 11 11]1 1

1 2 22/=/1 2 22|11 2 =1-2-3%24+1-22.1+1-1-3—1-2:.1-3-22.1-3%.1-1 =2
1 3 32 1 3 321 3

(iii) Durch elementare Umformungen und Zuriickfiihrung auf (i) :

Beispiel:
Ak ok A—k 0 k A—k 0 k
kXN k|l=|k—=—XN A=k k|= 0 A—k 2k =
ok 0 k=X X 0 0 A+2k |9
1. Spalte minus 2. Spalte 2. Zeile plus 1. Zeile
2. Spalte minus 3. Spalte 3. Zeile plus neue 2. Zeile

"0Dabei sind die Eintréige des oberen Dreiecks beliebige Korperelemente, durch  angedeutet, die Ein-

trige des unteren Dreiecks sdmtlich 0, durch O angedeutet.
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= (A —E)2(\ + 2k).

(iv) Laplace’sche Entwicklung (im Fall n=3) nach der ersten Zeile
(Zurtckfithrung auf 2 x 2—Matrizen) :

211 312 313 _ Qg Q23 | Qa1 Qg3 Qo1 Q2
21 Gz s = A Qg2 (33 Q31 Q33 Qgr Q32
Qgr Q32 (33
Beispiel
111 9 9
12 22|=1{2 % it 2 2o o223y (13— 1994 (1.3-1.2) = 2
2 2
1 3 32 3 3 13 13

Anmerkung: 15.6 (iv) ist eine Spezialisierung von 15.7, s.u..
Wir erwahnen hier schon die Verallgemeinerung;:

15.7 Laplace’sche Entwicklung (nach einer Zeile):

all PR ( 1] PR aln
Allgemein gilt fir A = (oj)ij=1,., mit A = ()" | e,
anl IR ( n] IR ann
die Formel
det A= ai;Ay; (fiir k € {1,...,n} fest).
j=1

Beispiel: siche 15.6 (iv) !
Diese Formel werden wir in Teil IT der Vorlesung beweisen. Wegen 15.5 (iv) ist auch die
Entwicklung nach einer Spalte moglich:

det A= aydy (fiir ke{l,...,n} fest).
=1

Im Folgenden gehen wir fast zuriick zum Anfang und diskutieren das Thema:
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(B) Zur Existenz und Eindeutigkeit des Volumens

Analyse: Sei eine Determinantenform A gegeben. Aus den definierenden Eigenschaften
folgt mit x; = Z bi,&i,; fiir j = 1,...,n und Basis B = (by,...,by,) :

ZJ—

A(xla Loy 7[En) - A( Z bi1§i117 R z binfinn)
i1=1

o w "

Z 5111 ( 119 Z bi2§i227 SR Z blnfznn)

i1=1 ig=1 in=1

n n n n

= > > &inin2 Albiy, biy, 37 bigsliss, -+ 20 bin&inn)
i1=lip=1 iz=1 in=1

n n n

- ZZ 2&11&22 glnn ( 119 127'--7bin)'
i1 12
Zu summieren ist zunachst uber alle Kombinationen (iy,s,...,4,) € {1,2,...,n}", al-

so liber die Bilder aller Abbildungen f : {1,...,n} — {1,...,n} mit & — ;. Kommt
jedoch ein b; an mehreren Positionen vor, so ist der Summand definitionsgemafs gleich
Null. Damit kann man sich auf diejenigen n—Tupel (iy, s, ...,%,) beschrinken, die ei-
ne Permutation k — i von {1,2,...,n} darstellen, also Elemente der symmetrischen
Gruppe S, sind. Es folgt daher

(%) Axy,xe,...,2,) = Z Ex116r@)2 * Ermn Albr(1), br(2)s - - - br(n))-

TI'ESn

Wir wissen nach Satz 15.3 (a), dass die Vertauschung zweier Vektoren das Vorzeichen
der Determinante dandert. Die Frage ist nun, als Produkt von wievielen solcher Vertau-
schungen eine Permutation 7w € .S,, geschrieben werden kann.

Exkurs: Gerade und ungerade Permutationen

Sei m € S, also m Permutation von {1, ...,n}. Wir wollen wiederholte Anwendungen von
7 betrachten; im Folgenden bezeichne wieder 7! die i—fache Hintereinanderausfithrung
von 7, also Forom...om.

Vv
i mal

. 1 23456
c 0 — A _ ; ]
Beispiel: n = 6; m = (2 316 5 4> (Vgl. Figur 5.1 !)

w0 ld{l ..... 6}

(1) =n(1)=2

m2(1) =m(x((1)) =(2) =3

w3(1) =n(7?(1))=n(3) =1

1) =n(1)..

m(4) =6

m2(4) =n(6) =

7(5) =5 (Fixpunkt) Figur 15.1 Bahnen einer Permutation
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15.8 Bahnen einer Permutation
(a) Definition: Sei m € Sy; fur a,b € {1,...,n} definieren wir eine Relation

a~bie3IkeZ: b=n"a).

™

(b) Hifssatz: Fiir T € S,, ist ~ eine Aquivalenzrelation auf {1,...,n}. (Beweis - - -).
(¢) Definition: Die Aquivalenzklasse von a € {1,...,n} bzgl. ~, also
{a,7(a),7*(a),...},
heiftt Bahn oder auch Transitivitatsgebiet von a unter .

Fortsetzung des letzten Beispiels ( siehe wieder Figur 15.1):
Bahnen von 7 sind in diesem Fall {1, 2,3}, {4,6} und {5}.

15.9 Definition: Zyklus

(a) Eine Permutation, deren Bahnen bis auf hochstens eine einelementig sind, (also
aufkerhalb einer Bahn die Punkte fest 14ft,) heifst Zyklus. Ein Zyklus ist also von

der Form

a; az asg ... Qmpm Am+1 - - Qp
as Az a4 ... Qi Am+1 - - Qp

Wir schreiben den Zyklus auch in der Form (ay ag as...an)(ams1) - .- (a,) oder

noch kiurzer
(a1 az as...am) € Sy.

(b) Beispiel:
. 1 2 3 4
) (2 31 4
(i) (2513)= (

(c) Definition: Zwei Zyklen (a; ...as) und (b; ...b;) aus S, heifen disjunkt, falls
{a1,...,as} N{by,.... b} = 0.

6) — (123)(4)(5)(6) = (12 3) € S.

(e

5
5
1 345 6
2 41

6), falls (25 1 3) € S gilt.

w
(G200 V)

15.10 Hilfssatz (Disjunkte Zyklen)

Disjunkte Zyklen aus S,, kommutieren. ‘

as ... Qi

Beweisskizze. (b ... b)o(ay ... as) :(al . G Zl Zt )
2 ... 1 eee e

:(al as)o(bl bt).
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15.11 Hilfssatz (Zerlegung in Zyklen)

Seien n > 2 und © € S, \ {id}; dann lisst sich 7 (bis auf die Reihenfolge der
Faktoren) eindeutig als Produkt paarweise disjunkter Zyklen schreiben.

Beweisandeutung: Die Zyklenzerlegung entspricht der Partition in Bahnen. O
1 23 456

Beispiel (Fortsetzung): <2 31 6 5 4) = (123) o (46) =: (123)(46).
15.12 Definition: Transposition

Ein Zyklus der Lange 2, d.h. ein solcher von der Form (ajas), heifst Transposition. (Eine
Transposition vertauscht also genau 2 Elemente aus {1,...,n} und ldsst die iibrigen
fest.)

15.13 Satz ( Darstellung als Produkt von Transpositionen)

Jede Permutation aus S, (mit n > 2) ldsst sich als Produkt von (nicht notwendig
disjunkten) Transpositionen schreiben.

Beweis-Andeutung. Nach 15.11 existiert eine Zerlegung in disjunkte Zyklen; jeder Zyklus
(a1 as ... a;) ldsst sich schreiben als® (a; a;) o (ay a;_1)o...0 (a; a3) o (a1 as). O
s ) =13)02546)=(13)0(26)0(24)0(25).
Andereseits gilt auch m = (1 2) o (1 6)o(14)o(15)0(23)o(12). Die Darstellung als
Produkt von Transpositionen ist also nicht eindeutig.

Jedoch gilt: ( hier ohne Beweis zitiert):

Beispiel: 7 :=

15.14 Satz (Anzahl der Faktoren)

Sei m € S, mit n > 2. Dann ist die Anzahl der Faktoren bei Darstellungen von 7
als Produkt von Transpositionen entweder stets gerade oder stets ungerade.

Damit werden folgende Definitionen sinnvoll:

15.15 Definition: gerade Permutation; Signum

(a) Ist m Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen, so heift 7w gerade Permu-
tation, andernfalls ungerade Permutation.
(b) Wir definieren das Signum einer Permutation wie folgt:

N +1  falls 7 gerade
SEETET 1 falls ungerade.

lhier von rechts aus zu lesen; d.h. der letzte Faktor wird zuerst angewandt
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Beispiele: sgn id= +1, sgn 7 = —1 fiir jede Transposition 7;

1 23 45 6
B B . o |
sgn m; = sgn (3 516 4 2) =+1 (vgl. voriges Beispiel; 4 bzw. 6 Faktoren!).

Anmerkungen: Die Komposition
e ciner geraden und einer ungeraden Permutation ist eine ungerade Permutation
e zweier geraden Permutationen ist eine gerade Permutation

e zweier ungeraden Permutationen ist eine gerade Permutation.

Die Definition von ’sgn’ ermdglicht daher folgende Aussage:

15.16 Hilfssatz (Eigenschaften des Signums)

Fir 7, p € S, gilt sgn (7o p) =sgn 7 -sgn p.

entsprechend

Tabellarische Darstellung;: fiir das Signum

mTop ‘ 7 gerade ‘ 7 ungerade
=41 — 1
p gerade gerade ungerade sgn( © p) ‘ sgn(m) = + ‘ sgn()
p ungerade | ungerade gerade sgn(p) = +1 +1 —1
sgn(p) = —1 —1 11

Fiir n > 1 ist ’sgn’ daher ein Gruppenhomomorhismus von (.5, o) auf die Untergruppe
({+1,—1},-) von (R*, ).
Der Kern dieses Homomorphismus, also die Menge aller geraden Permutationen von
Sy, bildet einen Normalteiler von S,,. Da die Multiplikation mit einer Transposition 7
die Menge der geraden Permutationen bijektiv auf die der ungeraden Permutationen
abbildet, folgt insgesamt:

15.17 Satz und Definition: alternierende Gruppe

(i) Die Menge der geraden Permutationen von S, bilden eine Untergruppe A, von
Sh-
A, ist Normalteiler von S, und es gilt S,, = A,, U A,, o 7 fiir jede Transposition
T sowie [4,] = 1|S,| = 2.

(ii) A, heift alternierende Gruppe vom Grad n.

Beispiel:

Aj besteht aus folgenden £ = 3 Elementen (- den geraden Permutationen von S; ):
id=(1), (123)=(13)0(12), (132)=(12)0(13)=(123)""

Ungerade Permutationen von Ss sind die Transpositionen: (1 2), (1 3),(2 3).

Ende des Exkurses

Zurick zur Determinante: Kann man eine Permutation 7 in ein Produkt von ¢ Trans-
positionen zerlegen, so gilt nach Definition sgn 7 = (—1)*. Daraus folgt mit 15.3 (ii’):

183



15.18 Hilfssatz

Seien A Determinantenform auf V', dimg V =n und 7 € S,,; dann gilt

A(Zr(1ys - Tr(ny) = 8807 - A2, ..., Zp).

Wir kénnen damit die oben erhaltene Beziehung (x) weiter umformen und erhalten:

15.19 Eindeutigkeitssatz

Ist A eine Determinantenform auf dem K — Vektorraum V mit Basis C' = (cq,...,¢,),
und sind z; = > ¢, fiir (j =1,...n) n beliebige Vektoren aus V' (mit &; € K fiir
i=1

i,jzl,...,n),go gilt:

() Az, .. Ty) =7+ [ Z (sgnm)&ray - - -@r(n)n} mit v = A(c,...,Cn).

ﬂ‘ES’n

Beispiel: Seien dimg V' = 2 und C' = (¢, ¢y) Basis von V. Wegen Sy = {id, (1 2)} ist
jede Determinantenform von V' von folgender Art:

A(@). ().

= (11822 — &1, &12) -y mit v := A(eq, ¢2) konstant.

[ 1-&1&n + (—1)én&ia] - A1, )
—_——

von idg; 2y von (1 2)€Sy

15.20 Korollar (Determinantenform und lineare Unabhingigkeit)

Sind A Determinantenform auf dem n—dim Vektorraum V und ¢y,...,¢, € V, so
gilt:

Alery...,cn) #0 < {c, ..., ¢} ist Basis von V' .

Anmerkung: Dies zeigt, dass 15.1 (ii) nicht nur fiir eine, sondern fiir jede Basis von V
gilt. Auferdem beweist dieses Korollar die Eigenschaft aus 15.5 (i).

Beweis von 15.20.

.= “ Wiére {ci,...,c,} linear abhéngig, so definitionsgema A(cy,...,c,) = 0.
»<= “ Seien {cy,...,c,} Basis von V und B; = {by,...,b,} die Basis von V, fiir die
A(by,...,b,) # 0 gemak 15.1 (iii) gilt. Nach 15.19 existiert ein g € K mit
0# A(by,...,b,) = pA(eq, ..., ), woraus die Behauptung A(eq, ..., ¢,) # 0 folgt. O
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15.21 Korollar (Zur Frage der Eindeutigkeit)

Sind A; und Ay Determinantenformen auf V', so existiert ein A € K \ {0} mit

Alz)\'Ag.

Bei festem Vektorraum V sind also Determinantenformen bis auf skalare Vielfache
bestimmt.

Anmerkung: Wir werden sehen, dass umgekehrt eine Determinantenform A existiert und
mit A auch X\ - A Determinantenform ist. Dies zeigt:

Die Determinantenformen von V' bilden einen 1—dimensionalen Unterraum des Vektor-
raums aller n—fachen Linearformen von V.

Beweis von 15.21.
Ist C = (eq,...,¢,) eine geordnete Basis V), so existieren nach 15.19 und 15.20 Elemente

v € K\ {0} mit Aj(z1,....2,) = % - [ 2 sgn&ey - &y fiir (i = 1,2). Die

TESR

Behauptung folgt mit A := 7, - 7, *; denn damit ergibt sich
Ay(xy, .., T0) = Aya - [ > osgnm rayr - fﬂ(n)n} =N Aoz, ..., 2p). O

7T€Sn
Jetzt konnen wir auch 15.5 (iv))zeigen:

15.22 Korollar (Determinante der transponierten Matrix)

Fir Ae K™ gilt  det A = det AT.

1

Beweis. Mit m € S,, durchlduft auch p fiir p := 77 alle Elemente aus S,,. Zu jedem j

gibt es auferdem genau ein ¢ mit j = (i), also i = p(j). Damit gilt [] axu = [T ayp0)-
i=1 j=1
Wegen sgn p =sgn 7! = sgn 7 erhilt man:

det A= Ag(ae1,---,0en) = Y sg0T [[anpe = > sgnp [] o) = det AT, O
1] =

TESn =1 p=n—1eS,

Nachzuholen ist nun noch der Nachweis der Existenz von Determinantenformen fiir
endlich-dimensionale Vektorraume.
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15.23 Existenzsatz

Sei V' ein n—dimensionaler K'— Vektorraum; seien ferner C' = (cy,...,¢,) eine fest
n

gewdhlte Basis von V und v € K\ {0} sowie z; = Y ¢, € V fir j=1,...,n.
i=1
Dann wird durch

A(xl, . ,In) =" [ Z ( Sgnﬂ-)gw(l)l te £7r(n)n]

ﬂ‘ESn

(vgl. 15.19 (xx) !) eine Determinantenform auf V' mit A(cy, ..., ¢,) = 7 definiert.

W
Beweisskizze. Sei Az, ..., z,) =7 | 3 (sgum)&y - Ennyn] fiir z; = |
TESK
gnj c

Man priift leicht nach, dass A in jedem seiner Argumente linear ist. Weiter gilt

A(cl,...,cn)::'y-[Z(sgnﬂ) Hé,r(j)j |=7v-1=79#0 .

TeSh j=1
———
# 0 nur fir 7=id
Zu zeigen bleibt noch, dass aus der linearen Abhéngigkeit von x1,...,x, die Aussage
A(xy,...,z,) = 0 folgt. Seien also x1,...,z, linear abhéngig; dann existieren ein
n
i € {1,...,n} und Elemente A;,..., )\, € K mit z; = > x;\; , und es gilt (we-
J=1j#i

gen der Linearitét in der i—ten Komponente):

n
Az, ..., zp) = Z N Az, .o, mp o, T, Ty,
Lo ~— ~—
I=47 i—te Stelle j—te Stelle
Es reicht also, A(xq,...,z,) = 0 fiir ; = z; fiir ein Indexpaar i # j zu zeigen. Mit der

Transposition 7 := (i j) € S, folgt dann nach 15.17, dass S,, = A, U A,, o 7 und daher

Az, ..., T,) =7 Z (\1/~H€a(k)k+ (;}_2 'E[faw(k)k)

0c€An sgno k sgn (co7)

gilt. Fiir k ¢ {i,j} ist (0 o 7)(k) = o(k) und somit &sor(eyr = Eorye- Wegen ; = x; gilt
Eei = &¢j fiir alle e = 1,...,n; somit ist

§(oor) ()i = So(i)i = ()i WA E(oor)(j)i = Eoti)j = Eolii-

Insgesamt folgt daher die Gleichheit der Faktoren von [] &y und []&orry fiir alle
k k
o € A,, woraus sich die Behauptung ergibt. O]

186



15.24 Anmerkung: Existenz und Eindeutigkeit der Determinante

Aufgrund des Existenz- und des Eindeutigkeits-Satzes gibt es zu gewéhlter Basis
C = (¢1,...,¢,) genau eine Determinantenform Ay mit Ag(cy, ..., ¢,) = 1; insbeson-
dere gilt dies fiir V' = K™ und Wahl der kanonischen Basis von K" als C. Damit ist die
Determinante einer Matrix A = (a1, ... ae,) € K™™ durch det A := Ag(da1, . . ., Gon)
eindeutig definiert (vgl. 15.4).
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