§ 13 Basisbezogene Darstellung von linearen Abbildungen, Matrizen

Wir setzen jetzt unsere Untersuchung von linearen Abbildungen fort.

13.1 Hompg(V,W)

(a) Sind V' und W Vektorraume iiber dem Kérper K, so bezeichnet man mit Homg (V, W)
die Menge aller linearen Abbildungen von V in W.
Auf Homg (VW) :={f | f:V — W linear } lassen sich durch
f+g:V — W definiert durch (f + g)(v) = f(v) 4+ g(v) und
fA:V — W definiert durch (fA)(v) = f(v)A
eine Addition und eine S-Multiplikation derart definieren, dass (Homg (V, W), +, K) ein

K-Vektorraum ist. (Beweis ?)
Um die Elemente von Homg (V, W), also lineare Abbildungen, ,,6konomisch” beschreiben zu kénnen,

untersuchen wir, wodurch eine lineare Abbildung (eindeutig) bestimmt ist. Dazu betrachten wir zunéchst
eine Abbildung

n
> a1
&1 j=1
fa: K" - K™ mit |...| — und Matrix A = (aij)(i.j)e{l X (Lo} Es ist fa
fn Zl Oijfj
j=
linear, also f4 €Hompg (K™, K™). Da jedes Element von K™ sich als Linearkombination von ey, ..., e,

mit e; = (0ij)je1,... n} schreiben ldsst und f4 linear ist, reicht es, sich auf fa(e;) zu beschrinken; es
zeigt sich

n
> a10i;
i=1 o
fA(ei): = — Oe; -

Oémj(sij

-

j=1

Fiir i € {1,...,n} ist das Bild von e; unter f4 (als Spalte geschrieben) gerade der i-te Spaltenvektor
von A:

a1l ... Qg1 | 01§ | Qg1 ... Qg

Um1 .- Ami—1 | Omi | Omi+1 - - - Qmn

Dabei war A = (aij) beliebig in K (™™ gewihlt.

(i) {1y} x {100}
Wiederholung:
Mit 7 :={1,...,m} und J := {1,...,n} definieren wir (wie in §11 ) fiir m,n € N die
Menge der (m X n)-Matrizen iiber dem Korper K:

Kmn) .= g1 — {(asj)yerxslou; € K fiir alle i € {1,...,m},j € {1,...,n}}

Wir haben gesehen, dass die Abbildungen f4 mit Matrizen A lineare Abbildungen sind. Gehéren um-

gekehrt im Endlich-Dimensionalen zu linearen Abbildungen auch Matrizen?
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Vor Beantwortung dieser Frage halten wir fest: Durch die Auswahl einer geeigneten
Matrix A € K (™™ kann man, wie aus obigen Uberlegungen folgt, eine lineare Abbildung
f angeben, die die Vektoren ey, . .., e, der kanonischen Basis von K" auf vorgeschriebene
Vektoren (a1, .., @m1), -, (Q1n, - -+, Q) von K™ abbildet. Dies gilt auch allgemein
fiir Vektorrdume. Dariiberhinaus ist eine lineare Abbildung schon durch ihre Wirkung
auf die Elemente einer Basis des Urbildraumes eindeutig bestimmt:

13.2 Satz von der Linearen Fortsetzung (Basissatz fiir lineare Abbildungen)

Seien V und W K-Vektorrdume, (b;);c; eine geordnete Basis von V und (w;);es
eine Familie von Vektoren aus W (mit gleicher Indexmenge 7). Dann gilt: Es
existiert genau ein f € Homg (V, W) mit f(b;) = w; fir alle i € 1.

Beweis. Ubungsaufgabe A13.1. O

Fiir die angestrebte Beschreibung einer linearen Abbildung betrachten wir zunéchst die Bilder einer fest

gewahlten Basis von V. Wir beschrédnken uns dabei auf endlich-dimensionale Vektorrdume:

13.3 Beschreibung von linearen Abbildungen bzgl. fester Basen

Voraussetzungen: Seien V, W K-Vektorrdume mit dimV < oo und dim W < oo.

Seien B = (by,...,b,) (geordnete) Basis von V und C' = (¢q,...,¢,) (geordnete) Basis
von W.

(a) | Definition: Ist f € Homg (V, W), so heift die durch

m a5
f(bj)zzci@ijz : (j=1,...,n)
i=1

Oémj c

definierte Matrix
M(f):= Mg(f) = (aij)ie{l,..‘,m}

je{l,....,n}

die Matrix von f bzgl. des Basispaares (B, C).

aqj
Dabei ist die j—te Spalte von MZ(f), d.h. |, gleich Mc(f(b;)), also
Qmj
gleich dem Koordinatenvektor des Bildes des j —ten Basisvektors des
Urbildraums bzgl. der Basis des Bildraums (fir j=1,...,n).
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(b) Beispiele

(i)

(iii)

K=R,V=W=R?
. { R? - R?

A (517 52) — ()‘fla )‘52) & b :
(Streckung um den Faktor A '

vom Nullpunkt aus).
Wir wihlen B = C = (e, e2). Es folgt:

Ao [rrmmrrrm :
L Re

P

Figur 13.1:
Zur zentrischen Streckung

sa(er) = sx((1,0)) = (A,0) = (8> (e1,2)

sa(e2) = 5((0,1)) = (0,1) = (2) L und damit ME(sy) = ( ) .

Speziell: ME (idrz) = (39) (,,Einheitsmatrix®).

Seien K, V, W, s\ wie in Beispiel (b)(i) gewéhlt.
B'=((1,1),(0,1)), C" = (e2,€1)

si((LD) = (A = G) ’ »(01) =00 = @c

c’
/ AA

(Beachten Sie die Abhingigkeit der darstellenden Matrix von den
gewihlten Basen!)

Sei f die ,,Drehung um 0 um den Winkel vom Mafs o ¢ in der reellen euklidi-
schen Ebene, also in V = W = R? versehen mit dem kanonischen Skalarpro-
dukt (vgl. §1 !).(Siehe Figur 13.2 1)

Sei f(z) = ') Bildpunkt des Vektors z = & . (Wir indentifizieren wieder
T2 3}

die Punkte mit ihren Ortsvektoren bzgl. des Ursprungs 0). Sei ferner y; der
Fufipunkt des Lots von f(z) auf 0x. Wegen |z| = | f(x)]| ergibt sich
—

Y1 :(|x|cosa)|§—| = xcosa  und ylf(:r;):(|x|sinoz)% = Zsinc, (mit
T = _52) 1z, also |z| = |z]), folglich Zl = f(z) = xcosa+ Tsina =
1 2

3 =&\ . [(&cosa—Esina)  fcosa —sina) [§
(5;) cosa -+ ( §12> sma= (5; cosoz—l—ff sin a) - (sina coSs o ) (5;)

insbesondere (mit f linear und (2) = ((1)) bzw. <2) = ((1)) und B =

(b1, ba) = (€1, €2)):

= (), sea= (L),
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Ergebnis: In der reellen euklidischen Ebene ist die Drehung um 0 mit Drehwin-
kelmaf « linear, und es gilt (bzgl. der kanonischen Basis B):

Mg(f) _ (cosa —sina)

sine  cos«

- (i)

] 2

T sin a. - (§1> /"J
Y1 &2

=
a T COS g E
[}
ol ° <7 =
o "Ji

—sint | cos O

a) Bild f(z) von z b) Koordinaten der Bilder der Basisvektoren
Figur 13.2: Zur Drehung um 0.

(iv) Ist V = K", W = K™ und sind B und C die kanonischen Basen, so gilt

ME(fa) = A.

(v) Eine Scherung S von AG(IR?) ist eine Abbildung von R? auf sich, bei der

(i) eine Gerade g punktweise fest bleibt (Fizpunktgerade) — sie heit Affini-
tatsachse —,

(ii) der Bildpunkt S(Q) jeden Punktes @ auf der Parallelen zur Affinitéts-
achse g durch den Urbildpunkt @ liegt und

(iii) Kollinearitét erhalten bleibt.

Wir wihlen nun den Ursprung 0 auf g; sei B = (by, by) eine Basis derart, dass
by Einheitsvektor auf der Achse g und by dazu orthogonaler Einheitsvektor ist
(s. Figur 13.3)

Heuristik: Ist P ein fester Punkt mit zweiter Koordinate 1 und Bildpunkt P’ =
S(P), so sei @ € R bestimmt durch PP’ = bya. Z.B. nach dem Strahlensatz
folgt dann fiir einen Punkt @) € 0P mit 2. Koordinate n die Gleichung

5Q) = S((f;); = (ﬁ); ((1))3'”“ - (g +nm>3‘

Die Abbildung S bildet daher @) ab auf den Punkt mit Koordinaten

(5)-(5)-¢)



Die lineare Abbildung mit der Abbildungsvorschrift (bzgl. Basis B)

(f]) > (é ?) : (g) . also mit Matrix M5 (S) = ( (1) (f )

und a € R erhilt die Kollinearitat und Parallelitét, lasst die £ —Achse punkt-
weise und die jeweilige n—Koordinate fest. Damit erfiillt sie die Bedingungen (i)
bis (iii) fiir die Scherung und ist somit die durch P und P’ eindeutig bestimmte

Scherung.
3 [ ___Q nab lQ
ﬂ!bl P D’hl r
14 |
bg | |
o | i
O, ; 3

Figur 13.3 Zur Scherung

(c) Existenz und Eindeutigkeit der darstellenden Matrix

ME(f) ist bei festen endlichen geordneten Basen B und C fiir jedes
f € Homg (V, W) definiert und eindeutig bestimmt.

Folgerung aus Satz 13.2.
(d) Umkehrung

Ist umgekehrt A = (oy;) eine (m x n)-Matrix tiber K, so existiert (fiir B und
C fest) genau eine Abbildung f € Homg (V, W) mit ME(f) = A.

Beweis.

=Y ¢y (7=1,...,n). Genau
i=1

dann ist ME(f) = A, wenn f(b;) = w; ist. Nach (13.2) existiert ein eindeutig
bestimmtes f € Homg(V, W) mit f(b;) = w; fiir alle j € {1,...,n}. Es folgt

ME(f) = A. Umgekehrt folgt aus ME(f) = A die Gleichung f(b;) = 3 ;a5 = wy.

=1
Nach dem Fortsetzungssatz ist f eindeutig. O

(e) Zusammenfassung

Die Abbildung MZ : {

Homy (V, W) — K(mm)
f=ME(f)

ist wohldefiniert und bijektiv.
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13.4 Erinnerung und Anmerkung zu Koordinaten

In (7.8) hatten wir jedem Vektor x eines endlich-dimensionalen K-Vektorraums V
bzgl. einer festen geordneten Basis B = (by,...,b,) einen ,Koordinatenvektor*
zugeordnet; dieser lasst sich auch als n x 1-Matrix iiber K auffassen:

) & 3
ux =7y b&=|": € V hatten wir definiert: Mp(z) := [ : | € K™D |
i=1
&) 3

V— K®Y

Die Zuordnung Mp: { v Mp(x
B

) ist ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. (7.8)).

Die Elemente von K™, K™ K@Y unterscheiden sich zwar formal:

(€1,...,&,) € K™ ist eine Abbildung von (1,...,n) in K, (&,...,&,) € KU cine
&1

Abbildung von {(1,1),...,(1,n)} in K, und [ : | € K™Y ist eine Abbildung von
€n

{(1,1),...,(n,1)} in K. Jedoch gibt es eine natiirliche Zuordnung zwischen ihnen,
die mit der Addition und der S-Multiplikation vertraglich ist:

K(l,n) SN = K(n,l).

Die Unterscheidung ist also mehr formaler als inhaltlicher Art. Sie muss aber trotz-
dem beachtet werden.

Fiir den K —Vektorraum V = K™Y und die kanonische Basis

N ey e
B:< A1 ) gilt: MB( g ): 5
o/ \o 1 n n

Im Fall eines beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraums V' miissen wir jedoch zwi-
schen z € V und dem Spaltenvektor Mp(z) € K™V unterscheiden. Wir verwenden

&1 .
dabei wie bisher folgende Schreibweise: | : => b& .
é—n 5 J1

Im Hinblick auf den Ubergang von Zeilen- zu Spaltenvektor definieren wir noch
&1

(&, &)=
&n



als Spezialfall der Definition  (ay)fcr ics = (Qi)icrjer-

AT heiftt die zu A transponierte Matrix, a’ der zum Vektor a transponierte Vek-
tor.

Beispiel:

W N =

0
1
2

12 3\"
012

Wie wirkt nun ein Homomorphismus, dessen Matrix bzgl. Basen B und C' gegeben
ist, auf die entsprechenden Koordinatenvektoren?

Seien B = (by,...,b,) und C' = (cy, . .., ¢;,) geordnete Basen der endlich-dimensionalen
K —Vekrorrdume V bzw. W; sei ferner f € Homg (V, W) mit Matrix
&1
Mg(f) = (ayj)ieqt,.my- Fir z € V und y = f(z) mit Mp(x) = |, also
je{l,...,n} 5
r = Y b, sowie Mo(y) = c |, also y = > ¢, folgt aus y = f(z) =
7=1 T =1
FZ0&) = X f0)g = (X i) = X X aayéy = X a( X aiygy) die
7j=1 J=1 Jj=1 i=1 i=1j=1 =1 7j=1
Gleichung
> o5&
J=1
Mc(y) =
> Ami&;
j=1
und damit
m Qrp -0 Qg &1
L | = Mc(f(2)) = || = ME(S) - M(x)
im Qm1 * Omyp gn

Wir halten fest:

13.5 Satz (Abbildungsgleichung in Matrixform)

Seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume mit geordneter Basis B
bzw. C' und sei f € Homg (V,W). Dann gilt fir alle x € V' die Gleichung

Mo(f(x)) = ME(f) - Mp(x).
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Anmerkungen: 1.) Der Ubergang zu Koordinaten sieht dabei schematisch wie folgt
aus:

f: V — W linear x > Y

\ 1 Mp 1 Mc \ \
ME() KO0 — KW mit Mp(e) = Moly) = ME(S) - Mp(x)

2.) Alternative Schreibweise: Bezeichnen wir mit

e 7 den Koordinatenvektor*® von = € V zur Basis B,

e ¢ den Koordinatenvektor 46 von y € W zur Basis C,

e My die Matrix von f bzg. der Basen B und C,

dann gilt analog zur “Abbildungsgleichung” y = f(z) die Gleichung

y=M;-z

Beispiel: (Vgl. 13.3 Bsp. (b)(iii) :)
Seien V=W =R? K =R, B =C = (e,es) sowie d, die Drehung um 0 um

den Winkel vom Mafl . Dann haben wir folgende Entsprechungen:

Y = da (z)
7 I I

m _ cosa —sinao &
n) — \sina cosa | \&

m = (cosa)é +(—sina)é und
ne = (sina)&  +(cosa)&s '

wegen

Anmerkung. Die Koordinatenvektoren haben wir hier in Spaltenform geschrieben.
Bei einer modifizierten Definition der Matrix von d,, mit dem Ziel der Multiplikation
mit der Matrix “von rechts” kénnen auch Zeilenvektoren benotigt werden:

(N m) = (&1, ..., &) - M (mit M' = M™T).

45in Spaltenform
46ebenfalls in Spaltenform
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13.6 Spezialfall: Linearform

Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n mit geordneter Basis B, sei ferner
f € V*:= Homg(V, K) (f heift dann Linearform und V* Dualraum) und

&1

Mgp(x) = | : | Koordinatenvektor von = € V bzgl. B; dann existiert eine

&n
Matrix (a1 an) e K1) mig

&1
: firallexz e V.

fl@)= (1 ... o)

6

Beweis. Die Behauptung folgt aus 13.5, wenn wir die Elemente von K mit denen
von KV identifizieren; dann ist M1y (f(2)) = (f(z)) = f(z) . O

Anmerkung:

1.) Wir werden spéter ( als Spezialfall von (13.10) ) sehen, dass die Abbildung

V*— K1)
{ f |—>M{Bl}(f) =(m ... )
im Falle endlicher Dimension n von V' ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Insheson-
dere gilt also im Endlich-Dimensionalen : V* 2 V.
2.) Die Aussage V* = V gilt nicht fiir unendlich-dimensionale Vektorrdume.
7

3.) Ein Beispiel einer Linearform eines unendlich-dimensionalen Vektorraums?" ist

1
die Abbildung f : C[0,1] — R mit g — [ g(¢) dt.
0

13.7 Anwendung: Lineare Gleichung
Die lineare Gleichung ( also das lineare Gleichungssystem mit einer Gleichung)

(11€1+... +an€nzﬁ

-----

&1
den Vektoren z = | : | € K™Y bzw. b = (8) € K1Y folgendermaRen schreiben

€n

4Tdes Vektorraums der reellen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]
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&1
(1 ... an)- | ] =) bazw. |a-z=b bzw. f.(z)=0>
&n

Dabei ist f, Linearform, also ein Element von V*. Ist a # 0, so gilt fiir den Lo-
sungsraum L von f,(z) = b, dass dim L = dim Kern f, = n — Ranga = n — 1 ist.
Der Losungsraum einer linearen Gleichung ist daher Urbild eines Skalars

unter einer Linearform und als solcher (im Falle a # 0) eine Hyperebene in
AG(K™).

Wir hatten zu Anfang dieses Paragraphen erwéhnt, dass Homg (V, W) ein Vektorraum
(mit der tiblichen Addition und S-Multiplikation von Abbildungen) ist.

Auch K (= KU mit I' = {1,...,m} x {1,...,n}) trigt eine Vektorraum-Struktur
(s. §6 Bsp. b). Wir wiederholen die Definition der Addition und S-Multiplikation, spe-
zialisiert auf Matrizen, und wenden uns danach der Frage zu, ob MZ linear ist.

13.8 Definition (Addition und S-Multiplikation bei Matrizen)
Spezialisierung von §?7 Bsp. b)

..........

je{1,...,n} je{l,...,n}

J€{l,...,n} Je{1,...,n} je{l,...n}
also
Q11 ... Qy Buu - DB o+ B . oup + B
: N E | = : :
(67575 I (075%77) ﬂml cee ﬁmn A1 + Bml cee Amn, + an

(b) S-Multiplikation ,,[-(“ (komponentenweise)

je{l,..,n} Je{l,...,n}
also
a1 ... A1p )\all ce )\aln a1 ... A1p
A = = A
Q1 -+ Qpn A1 - AQn Q1 -+ Qi
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13.9 Satz (K™ als Vektorraum)

(1) (Kmm K) ist ein K-Vektorraum.
(ii) Eine Basis von K™ iiber K wird gebildet von den Matrizen
10 0 01 ... 0 0 ... 01
0 0 0 0 0O ... 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0] "o .0 (o 0
10 0 0 10 00 1
Beweis. Ubung ! Hinweis: Es gilt K(mm) = gmn O
Anmerkunyg.

(a) Die Summe zweier Matrizen tiber K ist nur definiert, wenn sie vom gleichen Typ
sind, also gleiche Zeilenzahl und gleiche Spaltenzahl haben.

0 ... 0
(b) Neutrales Element der Addition ist die ,,Nullmatrix*

13.10 Satz (Matrizenzuordnung als Isomorphismus)

Seien V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und W ein m-dimensionaler K-
Vektorraum (n,m € N) mit (geordneter) Basis B bzw. C. Dann gilt
(a) ME(f+9) =ME(f)+ME(g) und  ME(f-A) = ME(f) - A

fiir alle f, g € Homg (V, W) und X € K, d.h. MZ ist linear und damit ein Vektor-
raumisomorphismus.

(b) |Homg (V,W) = K™m™ | (als Vektorrdume).

Beweis. (a) Seien f,g € Homg(V,W), B = (by,...,b,) und C = (c1,...,¢m),
ferner seien f(b;) = > ", iy und g(by) = >0 ¢ By (fir j € {1,...,n}), sowie
I'={1,...,m} und J:={1,...,n}.
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s

Beziiglich der Basen B und C' gilt dann mit M := MZ definitionsgemif

M(f) = (i) icr und M(g) = (Bj) ict -

jeJ jeJ
Aus
(f 4+ g)(bj) = f(bj) +g(b;) = Z Cit; + Zcz‘ﬁz‘j = Zci(aij + 5ij)
i—1 i—1 i—1
und - m
(FAb;) = Fo)A = (D cicig) A = Y cilah)
i—1 i—1

ergibt sich

M(f +g) = (ai + 513)3125 = (Oézj)]zg] + (B@])ng = M(f)+ M(g)

und
M(fA) = (aiA) i€l = (%‘)ig] A= M(f)- A
j j
(b) Aus (a) und (13.3)(e) folgt, dass M& ein Isomorphismus zwischen den Vektorriumen
(Homg (V, W)’+’k) und (K(m’"),—l—,k) ist.

Der Isomorphismus ME hiingt, wie schon mehrfach betont, von den Basen B und C ab. Nach deren
Festlegung kann man dann von den linearen Abbildungen zu den entsprechenden Matrizen tibergehen
(oder umgekehrt, vgl. 13.3(d)).

Eine weitere Verkniipfung von Homomorphismen miissen wir allerdings noch beriicksichtigen: die Hin-

tereinanderausfiihrung (Verkettung).

Seien Vi, Vo und V4 K-Vektorraume mit (geordneter) Basis By = (by,...,b,),
By = (¢1,...,¢n) baw. By = (dy, ..., d,), ferner g € Homg (V3,V3) und f € Homg (V3, V)
sowie Mg;(f) = (aij)izl,...,r,j:L...,m und Mg;(g) = (Bjk)jzl,...,m,kzl,...,n- Es gilt also

m

f(¢j) =32 diaij und g(b) = > ¢; % Wir wollen vz mit M5 (fog) = (Yit)i=1,...rk=1,..m
bestimmen. (Vgl. Figur 13.4 1)

Mp}(fog)

Figur 13.4: Venndiagramm zur Verkettung von linearen Abbildungen
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Aus (fog)(b) = flg Z%ﬁak

fog
n Z fe) ﬁjk Z Zd Qg ﬁgk = Z Zdi@zjﬁjk
linear J=1 M( ) 7j=1 i=1 i=1 j=1
= (diZaijﬁjk) (]{Z: 1,...,77,)
i=1  j=1

——
Vik

ergibt sich v, = > ay;Bj (firi € {1,...,7}, k€ {1,...,n}).
=1

Demgeméfs definieren wir das Produkt zweier Matrizen:

13.11 Definition (Matrizenmultiplikation)

..........

je{l ..... m} kE{l ,,,,, n}

(Qij)ie{l ..... r} ° (ﬂjk)]e{l ..... m} — Zaz]ﬁ]k ie{1,...,r} GK(rn)

je{1,...m} ke{l,...,n} j=1 ke{l,...,n}
Schematisch:
k-te
Spalte
Brii-oo | Bk |- Bin
Bt | Bmk | -+ Boon
a1 ... A1 \L
1-te . m
Zeile Of.il e a%m — Yik mit v = ]; ;i Bk
(0751 A
s\
Insbesondere: ( ar ... Oy, ) : => ;b .
=1
B '

Anmerkung. 1.) Die Matrizenmultiplikation ist nach dieser Definition nur ausfithrbar,
wenn die Spaltenzahl des ersten Faktors gleich der Zeilenzahl des zweiten ist. —
Entsprechend miissen ja bei der Komposition linearer Abbildungen der Wertebereich der
zuerst angewandten Abbildung mit dem Definitionsbereich der zweiten iibereinstimmen.
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2.) Besteht (f;) nur aus einem Spaltenvektor (d.h. k = 1), so geht die Definition 13.11
iiber in die Definition der Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor aus §10.

Beispiel:
L 9 3 2 -3 3 0
Fir K = Q, A = € Q2% und B = (3 -1 2 0] € QBY gilt:
45 6
0 1 01
4.8 = 1-242-3+3-0 1-(-3)+2(-1)+3-1 1-3+2-2+3-0 1-0+2-0+3-1
’ - 4-245-34+6-0 4(-3)+5(-1)+6-1 4-3+5-2+6-0 4-0+5-0+6-1

8§ —2 7 3
_ (2.4
(23 —11 22 6)6(@ '

Gemif der Uberlegung, die zu Definition 13.11 fiihrten, konnen wir festhalten:

13.12 Satz (Matrix eines Produkts von linearen Abbildungen)

Sind V; (i = 1,2, 3) endlich-dimensionale K-Vektorrdume mit (geordneten) Ba-
sen B;, und sind g € Homg (V4, V2), f € Homg (Vs, Vi), dann gilt:

Mg (fog) = Mg(f)- Mg (g) |

Der Komposition der Abbildungen entspricht die Multiplikation der darstellen-
den Matrizen.

Beispiel. Seien K =R, V; =R? B; = (e;,e3) =: B (fiir i = 1,2,3), ferner
f = D, die “Drehung um o um den Winkel vom Mafs o’ und
g die “Spiegelung an der x—Achse” (s. Figur 13.5 )

Nach Beispiel (b)(iii) aus 13.3 ist f linear und es gilt:

ME(D,) = (cosa —SIHCK) ‘

sina  cos«

Fiir g erhalten wir folgende Beschreibung:

(e = 6= (%) sy

Also ist auch g linear und es gilt

10 3
Mg(Q) = (0 _1> . Figur 13.5 Q(I) = (57 _77>
Zur Spiegelung an der x—Achse

Fiir die Verkniipfung D, o g folgt:

cosa —sina 1 0 cosa  Ssina
ME (Do g) = ME(D) M) = ( ) %)= ( )

sinaw  cos« sinaw —cosa
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fiir g o D,, hingegen:

1 0 cosa —sino cosa —sino
Moo 02) = (o) D) = (5 ) ( )= ( )

sine  cos« —sina  — cos &

Dass D,, und g i.A. nicht vertauschbar sind, findet eine Entsprechung darin, dass M (D,,)
und M (g) i.A. nicht kommutieren, namlich fiir o ¢ 7.

‘Die Matrizen—Multiplikation ist also i.A. nicht kommuta,tiv.‘

Als Eigenschaft der Verkniipfung quadratischer Matrizen (also von (m x n)—Matrizen
mit m = n) erwdhnen wir:

13.13 Satz (Ring der n X n Matrizen)

(a) Fiir jeden Kérper K und jedes n € N ist (K™™ + .) ein Ring, der Ring
der quadratischen n—reihigen Matrizen iiber K..

(b) Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n mit n € N, so gilt:

(Endg(V), +,0) := (Homg (V, V), +.0) = (K™ + )

Beweis-Andeutung. EndgV ist ein Ring, wie man durch Nachpriifen der Ring-Axiome
feststellt. Fiir eine Basis B ist die Abbildung

ein Ring-Isomorphismus. [

13.14 Anmerkung (K-Algebra)

K@ und EndgV tragen sowohl Vektorraum- als auch Ring-Struktur. Allgemein heifit
(V,+, B -) eine K—Algebra, wenn (V| +, K) ein K —Vektorraum und (V,+,-) ein Ring
ist und folgende Vertraglichkeitsbedingung gilt:
Va,beV VYA€ K: (a-b)-A=(a-AN)-b=a-(b-\) .
K K K
Nach den Satzen 13.9, 13.10 und 13.13 sowie durch Nachpriifen der erwdhnten Vertrag-
lichkeitsbedingung erhélt man:

( Endg(V), +, e o) und (K™ 4+, B -) sind K —Algebren und als solche isomorph.
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Die Abbildung ME ist dabei ein bijektiver K —Algebren-Homomorphismus, d.h.
sowohl Ring- als auch Vektorraum-Homomorphismus, also vertéglich mit den Operatio-

M ” [N

nen “+7, B und “o” sowie “.”.

Weitere Beispiele von Algebren:

Q, R, C mit den iiblichen Verkniipfungen sind Q—Algebren.
R, C mit den iiblichen Verkniipfungen sind R—Algebren.

Ebenso bilden die Polynomabbildungen von K eine K —Algebra (bzgl. +, B ).

Auch die Menge C[0, 1] der auf dem Intervall [0, 1] stetigen reellen Funktionen ist eine
R— Algebra (bzgl. —I—,H-%, ).

Ubungsaufgaben

A 13.1 Fiihren Sie den Beweis von Satz 13.2 aus!

A 13.2 In der reellen euklidischen Ebene sei s, die Geradenspiegelung an einer Null-
punktsgeraden ¢ (s. Figur 13.6 !). Zeigen Sie, dass s, linear ist.

Lésungshilfe: Wahlen Sie eine Basis B = (b, be) wie in Figur 13.6 angedeutet! = habe
die Darstellung x = b1€ + ben; welche Linearkombination beschreibt dann s,(x) ?

Figur 13.6: Zur Spiegelung an einer Nullpunktsgeraden
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