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§ 6 Lineare Gleichungssysteme II:
Rang von Matrizen, elementare Zeilenumformungen und GauBsche Elimination

Im Laufe der Entwicklung der Vektorraumtheorie haben wir die Losungsstruktur linearer Gleichungs-
systeme untersucht. Die dabei erhaltenen Ergebnisse erleichtern zwar die Angabe der Losung, liefern
aber kein Verfahren zur praktischen Bestimmung. Ein solches behandeln wir im Folgenden. (Weitere

Verfahren konnen Sie u.a. in der Vorlesung iiber Numerische Mathematik kennenlernen.)

Teil I: Rang und Losbarkeit

11.1 Voraussetzungen und Schreibweisen
Gegeben sei (iiber dem Korper K) das lineare Gleichungssystem (LGS)

oy + ape + ..o+ ané, = B
91él + a9eés + ...+ &y = Po

C‘v/mlgl + Oém252 + ...+ amngn = ﬁm

mit Koeffizientenmatrix

11 12 R A1p

21 929 Ce Aoy,
A=

Am1 Om2 ... Qmp

Letztere ist eine (m x n)—Matrix mit Eintragen o, ; € K, in Zeichen:

A e Kmm = g{empdloant (Vo] A§?77 1)
Die Elemente f1,...,08,, € K der rechten Seite schreiben wir jetzt als Spaltenvektor,
also als (m x 1)—Matrix:
A
b=| : | e k™Y,
B
Auch eine Losung von (%) geben wir in Zukunft meist als Spaltenvektor an: Definitions-
gemaf ist dann

&1
r=1|:|eKxgm
&n
Losung von (%), falls (mit ae := (1, .., Q) gilt:
n il B
Ule * T ng 155 :1
A-x:= = = ' =)
Qe * T ™ ey :
Eems) g,
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Es erweist sich als sinnvoll, A und b zusammenzufassen zur erweiterten Koeffizien-
tenmatrix (A|b), definiert durch

G111 Q12 ... Qqp 51
(Ab) == :
Am1 Om2 ... Qmp Bm
Diese ist eine Matrix iiber K mit m Zeilen und n + 1 Spalten, also ein Element von

Kmn+1) Der Strich dient dabei der besseren optischen Gliederung und erinnert an die
Stellung der Spalten im LGS:

an | &+ a [+ o (S =] B
agy | &+ ax [+ | oy & Ba

Aml €1+ A2 £2++ Omn Sn: /Bm

Beispiel: Das lineare Gleichungssystem

{2§1+3§2—§3=4
G+ &L+&=3

&1
SEvItINY
€3

Die erweiterte Koeffizientnematrix ist

2 3 —1|4
11 113 )/)°

Wir behandeln nun ein Kriterium fiir die Losbarkeit des LGS (x): Es gilt:

lasst sich schreiben als

Az = b besitzt eine Losung = <= fa((&1,...,&) = (b1, .-, Bm) ist 16sbar.
< (B1,...,Bm) € Bild f4 (Vgl. Satz 77 !)

B &1 anéi + ...+ aé,

— | | eAr|z=|: | K} = Do | & e K
Bm gn amlfl +... .+ amnfn
11 A1n 11 A1p

= S RIS N R RSP Sl ¢ _< S DU I >
Q1 Qnn Qi Qnn

Das LGS (x)ist also genau dann 16sbar, wenn der Vektor b der rechten Seite in dem von
den Spalten der Koeffizientenmatrix A aufgespannten Unterraum liegt, sich also durch
Hinzunahme von b dieser Unterraum , d.h. auch dessen Dimension, nicht vergréftert. Wir
vereinbaren folgende Bezeichnung:
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11.2 Definition: Rang einer Matrix

11 12 ... A1p

921 92 e Qo . .
Zu A = , . definiert man als (Spalten-) Rang von A  die

Am1 Qm2 ... Qmpp

Dimension des von den Spaltenvektoren von A aufgespannten Unterraumes von K ("1):

a1 Q1n
Rang A .= rg A .= dimK(< : ey : >) :

A1 Omn

11.3 Definition (Rang einer linearen Abbildung) und Anmerkung
Fiir eine lineare Abbildung f : V' — W definiert man:
Rang f := dimg Bild f = dimg f(V).

Ist nun A eine Matrix iiber K und f4 wie oben definiert (d.h. durch Multiplikation mit
der Matrix A gegeben), so gilt wegen Bild f4 = (fa(e1),..., fa(en)) = (Ge1, .-, Qen) :

Rang f4 = RangA.

Beispiel: Sind K =R,m=2n=3und A = (2 3 _1), so erhélt man

1 1 1

2 3 —1
A =di =2
Rang dlmK<<1),(1),<1)> ,

da die angegebenen Spalten als Vektoren des 2-dim Vektorraum RZ) einen Unterraum
der Dimension hochstens und damit genau 2 erzeugen.

Mit den eben eingefiihrten Bezeichnungen konnen wir dann die vorigen Uberlegungen
zusammenfassen zu folgendem
11.4 Satz (Losbarkeitskriterium)

(manchmal als Satz von Kronecker-Capelli bezeichnet, aber laut Wikipedia schon vor
Leopold Kronecker und Alfredo Capelli von anderen Mathematikern verwendet)

Das lineare Gleichungssystem (%) Az = b ist genau dann lésbar, wenn b von
den Spaltenvektoren der Koeffizientenmatrix A linear abhéngt, d.h. wenn der
Rang der Koeffizientenmatrix A gleich dem der erweiterten Koeffizientenmatrix
Aerw = (A|b) ist, also:

(x) ist losbar <= Rang A =Rang Aerw
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11.5 Anmerkung (Dimension des L&sungsraums)

Wir werden spater sehen, dass gilt:
dimg (Kernfs) = n — Rang fa

Im Fall der Losbarkeit des LGS (x) folgt daher (unter Verwendung von Satz 7?7 ) fiir
den Losungsraum L von (x):
dimg L = dimg(p + Lg) = dimg Ly = dim(Kernf,) = n — Rang f4 = n — Rang A.

Wir halten fest:
dimyg L = n— Rang AI

Teil II: Gaufssche Elimination

M

Um zu einem Lésungsverfahren von Lineare Gleichungssystemen zu kommen, iiberlegen wir nun, welche *

Umformungen von (11.1) die Losungsmenge von (11.1) ,erhalten“. Es sind dies u.a. :
(i) die Multiplikation der k—ten Gleichung mit einem Skalar A € K ~ {0} (fiir k € {1,...,m})
) die Addition der k—ten Gleichung zur i—ten Gleichung (fiir ¢,k € {1,...,m}, i # k)

(iii) das Vertauschen zweier Gleichungen
)

die Addition des A\—fachen der k—ten Gleichung zur i—ten Gleichung (fiir A € K und
i,ke{l,...,m}, i Zk).

Wir bemerken, dass die Umformungen (iii) und (iv) durch mehrfache Anwendung von Umformungen
der ersten beiden Typen erreicht werden kann, némlich?®

(iv) durch (i) und danach (ii) und
(iil) mittels 2; — 27 := 2; — 2 — 2k = 2k + 21 = 2; — 2; := —2; + 2k = 2 (vgl.11.7!)

Untersucht man, wie sich die erwéhnten Umformungen auf die erweiterte Koeffizientenmatrix von (11.1)
auswirkt, so stoft man auf folgende sogenannte elementare Zeilenumformungen einer Matrix: 1

11.6 Definition: Elementare Zeilenumformungen

Unter einer elementaren Zeilenumformung an einer (m x s)-Matrix C' iiber K (z.B. A
oder Aerw fiir ein LGS) versteht man eine der folgenden Operationen:

(i) Die Multiplikation einer Zeile von C' mit einem Skalar A € K ~ {0}.

(ii) Die Addition der k—ten Zeile von C' zur i—ten Zeile (fiir i,k € {1,...,m}, i # k).
(iii) Das Vertauschen zweier Zeilen von C'.
)

(iv) Die Addition des A—fachen der k—ten Zeile von C' zur i—ten Zeile (fiir A € K und
ike{l,...,m},i#k).

40Dabei bezeichnen wir mit z; die i—te Zeile (bzw. Gleichung), mit z; die i—te Zeile nach der ersten
Umformung dieser Zeile, mit z; die i—te Zeile nach der zweiten Umformung dieser Zeile usw..
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11.7 Anmerkung

Die Umformungen (iii) und (iv) erhélt man durch wiederholte Anwendungen der Um-
formungen der ersten beiden Typen. Beweis von (iii):

Z; . Z; . —Z; . 2k + Zi — % N Zk
2 2+ 2 2+ 2 2+ 2 2 )

Beweis von (iv): Ubungsaufgabe.

-1 2 3 1
Beispiel: Seien K =R, C=| 1 -1 -3 0] und z, 2z, z; die Zeilenvektoren von
0o 2 0 4
C und den daraus erhaltenen Matrizen.
-1 2 31 -1 2 31
zog—Z2=z22+21 0 2 0 4 Z3—23=23—2Z9 0 0 012
Wir vermerken, dass C' die erweiterte Koeffizientenmatrix des LGS’ s
=&+ 26 +35G= 1
11— &—353=0
28, = 4
ist.
Die obigen elementaren Umformungen entsprechen dem Ubergang zu folgenden LGS’en:
=6 +26+35=1 =6 +26+ 3= 1
&2 = 1 bzw. & = 1,
2&5 = 4 0= 2

deren Unl6sbarkeit offensichtlich ist.
Dass die Losungsmenge eines LGS’s durch elementare Umformungen erhalten bleibt,
besagt der folgende Satz:

11.8 Satz (Loésungsrdaume bei elementaren Umfomungen)

g b
Entsteht die Matrix B= | B : aus A= A : durch elementare

Vm B
Zeilenumformungen, so stimmen die Losungsmengen der Gleichungssysteme

mit den erweiterten Koeffizientenmatrizen A bzw. B, also von

Bi 4!
fa)=1 | und fel@)=| : |,
Bm Vm

iberein.
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Beweis. Wie bemerkt entspricht einer elementaren Zeilenumformung der erweiterten
Koeffizientenmatrix eine Multiplikation einer der Gleichungen mit einem Skalar bzw. die
Addition einer der Gleichungen zu einer anderen oder eine daraus zusammengesetzte
Operation. Damit sind die Losungen des LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix /1,
also von fa(x) = (B1,. .., Bm), unter denen des LGS mit erweiterter Koeffizientenmatrix
B, also von f5(x) = (71, -..,7m), enthalten.

Die umgekehrte Inklusion erhélt man, wenn man beachtet, dass die elementaren Zei-
lenumformungen durch ebensolche umgekehrt werden kénnen, nédmlich z.B. die
Multiplikation einer Zeile mit A € K ~ {0} durch die Multiplikation der entstandenen
Zeile mit A\7', die Addition zweier Zeilen z; — z;, = % + 2, durch 2z, = z; — 2, =
(z; + 2k) — 2K = 2. O

Ein weiteres Beipiel (mit K = R) zeigt Figur 11.1.

G+ &—& = 0 r 1 -1 0] 0
£ — 2y + & - 1 1t =2 1 0] 1
G —2%, - &= 2 A= |1 9 0 _1] 2
€5+ 26 = 1 0 0 1 2|-1

l elementare Zeilenumformung
1 1 -1 0] O
0 -3 2 0] 1
0o -3 1 —-1| 2
0 0 1 2| -1

J{ elementare Zeilenumformung
1 1 -1 0| O
0 -3 2 0] 1
0 0 -1 -1 1
0 0 1 2| —1

l elementare Zeilenumformung
& +&— & =0 1 1 -1 0] 0
et = oz o)
e —a=1 Bev =g 0 21 1 1
§a=10 0O 0 0 1| 0

Figur 11.1: Ein weiteres Beispiel zu elementaren Umformungen
mit 73 := 23 — 21, 73 '= 23 — 21,23 := 73 — %2, 24 ‘= 74 + 23, 72 '= i7a.

Aufgabe: Durch welche Zeilenumformung ist Zz3 von A.,,, aus schneller zu erreichen?

Aus letzterem LGS in ,,Zeilen-Stufenform® lassen sich nun leicht die Komponenten einer
Losung ,,von unten her berechnen:

2 1
§4=0, &= —1, 522553—52—1, 1=+ E§=0;
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die Losungsmenge L, nach (11.8) auch des Ausgangsgleichungssystems, ist also

0
-1
-1

0

L=

11.9 Bemerkung (Gaullsche Elimination)

Der im Beispiel geschilderte Prozess zum Auflosen eines LGS’s (oder auch die entspre-
chenden Operationen mit den Gleichungen selbst) heifst Gaufdsches Eleminationsver-
fahren. Bei ihm wird durch elementare Umformungen ein Gleichungssystem in Stufen-
form hergestellt, das sich dann leicht auflosen lésst.

Im vorhergehenden Beispiel (s. Figur 11.1) hat das betrachtete LGS eine eindeutig be-
stimmte Losung. Wie geht man vor, wenn die Dimension der Losungsmannigfaltigkeit
grofser als 0 ist?

Dazu erneut ein Beispiel (mit K = R und Umformungen z3 = 25 — 21,23 = 23 + 23),
s. Figur 11.2 ! Es gilt hier: Rang B = 2 =Rang Berw, woraus dim L = 4 — RangB = 2
folgt.

&1 — 286 + &3 = 1 1 =21 0| 1
51 — 2§2 — 54 = 2 — Aerw. = 1 -2 0 -1 2
£+ & =1 0 01 1|-1

J{ elementare Zeilenumformung

1 -2 1 0 1
0 0 -1 -1} 1
0o 0 1 1]-1

elementare Zeilenumformung

1 -2 1 0 1
51 B 262 " gg +€ : _1 } — Berw. - 0 0 1 1}]-1 - (B|C>
3 4= 0O 00 0| O

Figur 11.2: Zu einem Beispiel mit mehrdimensionalem Losungsraum

Beim Beispiel der Figur 11.2 gilt Rang B = 2 =Rang B,,.,, woraus dim L. = 4— RangB =
2 folgt. Zur Bestimmung der Losungen hat man nun u.a. zwei Moglichkeiten:
(a) Man 16st das letztere LGS, in dem man ,,von unten her Variable ,separiert*:

§5=—1—-¢&
§1=26 -6 +1 =25+ +2.

Die hohere Dimension von L macht sich in der ,freien Verfiigbarkeit iiber & und &4
bemerkbar. Mit & = A und & = p erhélt man

L={C\+p+2,\,~1—p,p) | \,p€R}
= (2,0,—1,0) + (2,1,0,0)R + (1,0, -1, )R .
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(b) Man wahlt auf der Suche nach einer Partikulérlosung z.B.

(&2,&3) = (0,0) und erhélt (1,0,0,—1) € L ;

Zur Bestimmung von linear unabhéngigen Losungen des homogenen Systems setzt
man z.B.
(1

(527 53

) = (1,0) [Damit erhalt man — & =0,& = 2| bzw. (£2,&3) = (0, 1) und gewinnt
so (2,1, 0,

0) bzw. (—1,0,1, —1) als linear unabhéngige Vektoren von Ly, also

L=(1,0,0,—1)+(2,1,0,0R + (1,0,—1,1)R .

Abschliefsend prézisieren wir den Begriff der Zeilen-Stufenform einer Matrix und gehen
auf die Moglichkeit ein, eine gegebene Matrix in eine Matrix von Stufenform iiberzufiih-
ren.

11.10 Satz (Zeilenstufenform durch elementare Umformungen)

Jede (m x n)-Matrix A iiber K lésst sich durch endlich viele elementare Zeile-
numformungen in eine Matrix der Form

/Bljl .
0 52]‘2 Ce

0o ... 0 0o ... 0
o ... 0 0o ... 0

mit f;;, # 0 fir alle ¢ € {1,...,k} und j; < jo < --- < jj iiberfithren. Die
Form von B nennen wir Zeilenstufenform. (Evtl. ist {1,...,k} = 0, d.h. B
Nullmatrix.)

Beweisskizze. Die Uberfithrung der Matrix A in die Matrix B erfolgt in mehreren Schrit-

ten.
61]‘1 P
0 th ce

Nach ¢ Schritten sei
0 ’ quq

B, = 0
0 0 *
0 0 *
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(Im Falle ¢ = 0 setzen wir B, := A). Der ,eingerahmte Teil* habe 0.B.d.A. in der ersten
Spalte ein von 0 verschiedenes Element (andernfalls verkleinern wir ihn oder sind fertig).
Eventuell durch Zeilenvertauschungen erreichen wir, dass in der entstandenen Matrix

51]’1 e
0 | .
Bq = ‘ Bijq
0 oo 0 [Borijons
0 ... O Brmjoa

nun Bgy1j,,, 7 0 ist.
Durch Umformungen vom Typ (iv) mit £ = ¢+ 1, i € {g + 2,...,m} und

—1 .
A=— (5(q+1)jq+1) Bij,.. gelangen wir zu

Blj1
0 .

quq .
Bq-i—l = O Ce O Bq-i‘qu-t,-l
0 0 *
0 0 *

mit B,415,,, 7 0 und B, ., = 0 fiir jedes s > ¢ + 2, falls ein solches existiert.
Nach endlich vielen Schritten wird eine Matrix der Form B erreicht. O

Anmerkung. Das Element 8,1, im Beweis zu 11.10 heift Pivot-Element. Zwar ist
theoretisch unerheblich, welches der dafiir in Frage kommenden Elemente gewahlt wird;
fiir praktische Rechnungen spielt die Auswahl jedoch eine Rolle, da Rundungsfehler etc.
je nach Wahl des Pivot-Elements verschieden ausfallen kénnen. In folgendem Beispiel ist
das Pivotelement jeweils eingekéstelt:

Beispiel.
—4 —4
() Ao = (DO LY 10 1
1 112 0 —9999 | —9998
(i) Au, = o 1Tty 11 2
i) Aerw = 112 00,9999 | 0,9998

(Vertauschung von z; und 2 und Addition von —107%2; zu %.)

Als ,,Losung* des LGS’s mit erweiterter Koeffizientenmatrix A, erhélt man bei Rech-
nung mit 3-stelliger Mantisse im Falle (i) aus 107%& + & = 1 und —10%¢, = —10* das
Ergebnis & = 0, & = 1, im Falle (ii) aus §; +& =2 und 1-& = 1 die Werte & = & = 1.
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