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§ 3¢" Kollineationen in affinen Riumen

In diesem Paragraphen wollen wir die Verbindung zu den in der

Schule behandelten geometrischen Abbildungen herstellen.

Wiederholung (vgl. §9):

Sei V ein K-VR. Affine UR'e der dim i sind definitionsgemisB

gerade die LM der Form M=v+ U mit U=: UM UR von V der dim 1i.
Die Menge AG(V) all dieser affinen UR'e von V zusammen mit

der Inzidenz (LIM: e ]LQD&VD&QIJ und der Parallelitdt

(L || M U cU,vV UMQUL) heiBt affine Geometrie von V.

3 =1+
U M=p+Uy,

Wir betrachten zun&chst "Parallelverschiebungen" (vgl. auch

(1.1)) ¢
tw(g)

g
(36.1) Definition u
Zu w€ V hei8t die Abbildung /
X
V—> ¥ K
t o 7
w

X X+ W

Translation (Parallelverschiebung) von V bzw. AG(V)

mit Translationvektor w.

(26.2) Eigenschaften

(1) Sei w€ Vv; dann bildet tw affine UR'e von V auf affine UR'e ab.
tw ist also auffaBbar als Abbildung von AG(V) in sich. Fiir diese

gilt:
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(i) tw : AG(V) = AG(V) ist bijektiv (mit t‘;l = t_w) und erhdlt Inzideng
(ii) VLEAG(V) : L HtW(L)
(iii) Fir w#* O ist tW keine lineare Abbildung

(iv) Vw, w.€V: t ot =1t
1772 W, w4 w2+w1

: (2) "4.:= ({tw|w€ V},0) ist ein zu (V,+) isomorphe Gruppe.

(3) Yist transitiv auf V und fir t€ % —{idv} ist t fixpunktfrei.

Beweis
(1) Es gilt tw(v+U)=(v+U) +tw= (v+w) +U flir alle L=v+ U€ AG(V),

Insbesonder folgt U_=U

17 % ), also L || tw(L) . Weiter ergibt sich

LIM @LEMVMQL%tW(L)Etw(M) \ tw(M) Qtw(L) =
tw(L)I tW(M)

und(tW2 ° twl\ (V) =v+w +w,= tw2+w1 (v).

Aus der letzten Beziehung folgt auch t ot =t_=id =t ot .
-W \j (4 v W -w
Wegen tw(o% = w# # kann tW fiir w# @ nicht linear sein.
(2) Die Abbildung V — 4 mit w -—>tW ist Gruppenhomomorphimsus mit trivialem
Kern und definitionsgemdB surjektiv.
(3) Seien x,y €V gegeben; dann folgt ty_x(x) =y. Die Gruppe 4 ist also
transitiv auf V, der Punktmenge von AG(V). SchlieBiich gilt

tw(x)=x X+ W=X Sw=40, a

Wir betrachten nun die von den Translationen und den linearen Abbildungen

von V erzeugte Gruppe:

(26.3) Definition

(a) Eine Abbildung F: V— V heiBt affin-lineare Abbildung

(im Falle K= R auch nur affine Abbildung), falls es eine
lineare Abbildung f € EndKV gibt mit

F(X) = £(x) + F(»).

(b) Eine bijektive affin-lineare Abbildung heiBit auch Affinitit



Anmerkung

Man beachte, daB bei
einer affin-linearen
Abbildung F(G) ein kon-

stanter Vektor ist.

Somit ergibt sich:

Die affin-linearen Abbildungen sind genau die aus linearen

Abbildungen und Translationen zusammengesetzten Abbildungen.

(36.4) Darstellung

Sei V endlich-dim K-VR und F affin-lineare Abbildung von V.

Bzgl einer Basis B hat F die Darstellung

(x) F:e —s A¥+ 4

mit Ac R(Pr) 4 eg(nel) |

Urgekehrt definiert (x) eine affin-lineare Abbildung von V.

Beweis: (%) folgt mit A:==M2(f) und 44=MB(F(0))3

Umkehrung ebenfalls klar. a

(3b.5) Eigenschaften

(a) || Ist F affin-lineare Abbildung, so bildet F affine UR'e

auf affine UR'e ab, erhdlt Parallelitdt und Inzidenz.

Beweis folgt sofort aus obiger Anmerkung

Anmerkung: Eine affin-lineare Abbildung F "induziert"
also eine Abbildung von AG(V) in AG(V). Auch diese
Abbildung, die durch F bestimmt ist, wird affin -lineare

Abbildung genannt.
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(b) || Ist F affin-lineare Abbildung und liegen die Punkte x,vy,z
auf einer Geraden (x,y,z heiBen dann kollinear), so sind

auch F(x), F(y), F(z) kollinear.

Beweis. X,y,Z€ LA dim ULS 1 = F(x),F(y),F(z) € F(L).

A dim UF(L)= dim f(UI) <1

Weitere Eigenschaften s.z.B. Kowalsky, LA § 26 , Fischer,

Anal. Geom., 1.1.

Anmerkung: Eine bijektive Abbildung von AG(V) auf AG(V), die kollineare

Punkte auf kollineare Punkte abbildet, heift Kollineation; (36.5) besagt,

daB jede Affinitdt eine Kollineation ist. Die Umkehrung ist im allgemeinen

falsch: 2

2
9 C - C
In AG(C ) definiert die Abbildung F:

(E,n) —(E,m)
eine bijektive Abbildung, die die Gerade Y=p # g€ auf die Gerade
F(Y) = p+qC abbildet, aber keine Affinitit ist.

Der Hauptsatz der affinen Geometrie beschreibt die Kollineationen (vgl.
z.B. Fischer, Analytische Geometrie, p.35).
Fir K= R kann man jedoch die Gleichheit der Begriffe "Kollineation" und

"Affinitdt" nachweisen:

(3¢.6) In einem reellen affinen Raum ist jede Kollineation eine bi-

jektive affin-lineare Abbildung und umgekehrt.

Beweis z.B. Fischer l.c.

Wir betrachten im folgenden reelle affine Rdume mit Skalar-

produkt:

(36£.7) Definition

Ist (V,9) euklidischer {(Vektor-) Raum, so heifBt (AG (V) ,?) (reellen

euklidisch-affiner Raum, bzw., wenn keine Verwechslungen zu be-

firchten sind, auch nur euklidischer Raum.

In einem solchen Raum ist der Abstand zwischen zwei Punkten und

das MaB des unorientierten Winkels zwischen zwel Richtungen definiert.



(36.8) Definition

Eine Affinitdt eines euklidisch-affinen Raumes heift Kongruenz
(-Abbildung) , oder Bewegung wenn sié den Bbstand je zweier

Punkte invariant 1&8Bt.

Beispiel

Jede Translation ist Kongruenz-Abbildung:

dg(t, (1), £ (yD=]lE, (x) = £ () | =1 (x+ W) ~v + Wl Al x-y [ 3= dg (x,9) -

(36.9) satz

Eine Affinitdt F eines euklidisch-affinen Raumes ist genau
dann eine Kongruenz-Abbildung, wenn die zugehdrige lineare

Abbildung orthogonal (also lineare Isometrie) ist.

Beweis: Sei F: F(x) = £(x) +t mit t=F(0). Die Gleichung
dy (F(x),F(y)) =[[F(x) = F(Y| 5= £(x) = £Vl 5 =dg(£{x),£(1))
zeigt, daB F genau dann Abst&nde erhdlt, wenn f diese Eigen-

schaft hat; nach (34.1) folgt die Behauptung. o

Anmerkung: Aus (36.9) folgt u.a., daB eine Kongruenz nicht nur
(LI 2ot xldocpon )

Abstdnde, sondern auch MaBe (unorientierter) Winkelfungeidndert 1&sst.

Weiter folgt, daB eine Affinitdt eines endlich-dim euklidisch-

affinen Raumes genau dann eine Kongruenz-Abbildung ist, wenn

die sie bzgl. einer ON-Basis (kartesische Basis) darstellende

Matrix orthogonal ist.

SchlieBlich ergibt sich aus § 34 und § 36, daB die Kongruenz-Abbildungen

des euklidischen Raumes Ig bzw. Ig sich aus Spiegelungen,

Drehungen und Translationen zusammensetzen.
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(3¢£.10) Definitionen

Eine 2ffinitdt F eines euklidischen affinen Raumes heiBt Zhn-

lichkeits-Abbildung, wenn es eine reelle Zahl c¢c> 0O gibt mit

(36.11)

dQ(F(x),F(y))= c-d®(x,y) fir alle x,y€ V.

Satz

U.a. folgende Mengen von Abbilduncen eines euklisch-affinen
Raumes bilden eine Gruppe bzgl. Hintereinanderausfiihrung:

die Menge der Affinitdten 0L (affine Gruppe)

und es gilt Lo 6> &9?—

der Ahnlichkeitsabbildung 0L
der Kongruenz-Abbildungen &

der Translationen 4

Beweis

Anmerkung: Ist U UG von O, so heiBen zwei T™M M

.......

1 und M2 von V

U-dquivalent, falls es ein F€ U gibt mit F(M1)==M

g
Ist U speziell die Gruppe aller Affinit&ten, aller

Zhnlichkeiten bzw. aller Kongruenzen, so heifien

U-dquivalente Mengen affin-dquivalent, dhnlich

bzw. kongruent.

(vgl. Fischer, Analytische Geometrie, 1.5). Die Unter-
suchung, unter welchen Bedingungen zwei Dreiecke kon-
gruent bzw. dhnlich sind, sich also durch eine
Kongruenzabbildung bzw. Ahnlichkeitsabbildung aufein-
ander abbilden lassen, ist Teil "klassischer" Schul-

gecmetrie.
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