M

~ A48 -

KA. VIT  Nodn chwas Cebrnebrie

§ 3% Isometrische Hauptachsentransformation von quadratischen

Formen

In der Schulgeometrie tritt u.a. folgendes Problem auf: Ist P= (§,n) Punkt

der reellen Ebene und

gU(E,M)=0E” + BEN+Yn” + KE+ An+ 1,

so stellt die Menge

M= {(&,m €R |g((£,m) =0}

unter geeigneten Voraussetzungen lber o,B,Y,K,A,ll eine Kreis, eine Ellipse

eine Hyperbel, eine Parabel dar.

Um den Typ des Kegelschnitts M zu erkennen, ist es zweckmdBig, ein neues

Koordinatensystem in “Hauptachsenrichtung” von M einzufihren. Das neue

(£,f) -Koordinatensystem soll aus dem

!alten (£,n) -Koordinatensystem durch

eine Drehung und Translation hervorgehen:
£= gcos - ﬁsin ®+ P
n=gsn1w+ﬁcosm+ g

(Dabeivbléiben Ldngen und MaBe von

Winkeln unverindert ).

> &

]Bezﬁglich der neuen Koordinaten hat die Gleichung g (§,n)= 0 dann eine

der beiden Normalformen

3 E%+ynt+n=0
odexr ~ AD R
a £+ n =0

aus denen der Typus von M sofort abzulesen ist.
Da die linearen Glieder durch "quadratischer Erginzung" (s.u.) "beseitigt"
werden kdnnen, beschrénken wir uns bei der Verallgemeinerung zundchst auf

den "quadratischen Teil" von g:

g
o g2+ pEnsy nP= € ® 2 &
8 n
> Y
(36.1) Definition
Sei V IR~ VR und Q € Abb(V,R)
Q0 heiBt quadratische Form, wenn es eine Bilinear-

form ¢ auf V gibt mit Q(v) = Yy (v,v) £filir alle veV.
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(35.2) Koordinatendarstellung

Sei V n-dim R-VR und Q quadratische Form auf V. Dann kann Q bzgl. einer
Basis B von V durch

Q(x)="<’,TA<e fir 1e,=MB(x)

mit symmetrischer Matrix A€ R‘n,n) dargestellt werden.

Beweis:

Es ist Q(x) = Y(x,x) =4e,TMB(ll))4e =4€Ta 4 (vgl. 30.4)

A 1 A~ i
Ist & :=MB(1P) nicht symmetrisch, so ersetzen wir A durch A :=§(A+ A7) :
Es gilt
n ¢=x. —;-(fu ?\T)«a=%(4@Tz§ @t e Al =
-%é%e+(@Tﬁ@F3=%-2%€ﬁw)=¢%%
und AT=1(A+ ﬁT)T=A
2 O
Beispiele )
2
(@) QU(E,m)=8E%+8En+2n’= (1) (8 8 a) =& (8 4 (i\)
} o 2 n 4 2/\n
| T, .2 M 2
B) QUE .. E ) = _leiii = (EreeniE) O\.o ;
| = )\n n

'Wir betrachten nun die Wirkung eines Basiswechsels auf eine zu Q gehdrende
Bilinearform:

(35.3) Koordinatentransformation

Sei Y Bilinearform des endlich-dim R VR's V; seien B und C Basen von V;

dann gilt mit S:= Mg(idv) fir die Y darstellenden Fundamentalmatrizen:

_ T
MC(UJ) =5 MB(W)S

Beweis: Fiar alle x,y€V gilt:

T
Plx,y) = M_(x)" M_(P)M_(y) =
(30.4 B B B

c,. T c,. _
[MB(ldV)Mc(x)] MB(w)[MB(ldV)MC(Y)]—

1]

T( T
M (x)" (s My () s) UG (y) D




P —
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Sei nun (V,®) endlich-dimensionaler euklidischer Raum, Q quadratische Form

mit Bilinearform ¥ und a:=M_(}) die Q bzgl, einer§ON-Basis B von V dar-
stellenden symmetrische Matrix. Wir -suchen dann eine Basis C von V derart,

daB (mit §= Mg(idv)) die Matrix A= S'AS= M_()) Diagonalgestalt hat. Die Abbil-
dung idv ist natlGrlich eine lineare Isometrie von (V,®) auf (v,®). wahlt

man nun auch C als ON-Basis, so folgt aus (34.6) die Bedingung ST= S_l, so dags
dann A und A= STAS= S_IAS ahnlich sind; diese Matrizen lassen sich auch inter-
pretieren als Matrizen, die ein und denselben Endomorphismus £ von V bzgl.

der verschiedenen Basen B und C darstellen. S ist dabei ebenfalls Matrxix des
Basiswechsels: S= Mg(idv) . Damit ist das Problem zurtickgeflihrt auf das der

Diagonalisierbarkeit von £ unter der Nebenbedingung S_1 = ST.
= . . : B il
Fir die Abbildung f: V —V mit MB(f) =A=A" folgt nun wegen MB(Q) = En

und A= AT sqfort

O(£(x),y) = (a9 E 19 = ©TaTy = «Ta%) L 0(x,£(y)) far alle x,y€V.

{35.4) Definition

Sei f Endomorphimus des endlich-diménsionalen Prahilbertraumes (V,®); so

heiBt f selbstadjungiert (bgzl. ®) (hermitesch), wenn fiir alle x,y€EV gilt

®(£00 1) = B (i FiyD

(35.5) Satz

Seien (V, ®) ein endlich-dimensionaler Prahilbertraum und f € Endg (V).
Dann sind dquivalent:

(1) f ist selbstadjungiert.
\/ (2) ME(f) ist hermitesch fiir eine beliebige Orthonormalbasis B von V.

(3) (V,@) besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f, und
alle Eigenwerte von f sind reell.

Anmerkung

Aus (35.5) folgt u.a., dass zu jeder symmetrischen reellen

Matrix eine ON-Basis von Eigenvektoren existiert. Insbesondere

sind solche Matrizen diagonaldhnlich. (Entsprechendes gilt

fliir hermitesche komplexe Matrizen.}
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Beweis von 35.5

“(1) & (2)” Ist B = (by,...,bn) Orthonormalbasis von (V,®), so gilt ®(z,y) = L7 fiir
= Mg(z) und § = Mp(y). Mit A := ME(f) erhilt man:

= ®(f(x),v)

FATG= (AT = f(x)

<yl

und S
Oz, f(y) =F fly)=7"A4 7.

fiir alle z,y € V, inbesondere fiir x = b;,y = bj, also fiir Z = e; und ¥ = e; mit
den Einheitsvektoren e;,e; (4,7 = 1,...,n). Ist f selbstadjungiert, so ergibt sich
die Gleichheit der Eintriige von AT und A. Umgekehrt folgt aus A = ZT, dass f
selbstadjunguiert ist.

“(2) = (3)” Nach (28.9) besitzt eine hermitesche Matrix ( und damit eine selbstadjungierte
Abbildung) Eigenwerte, und diese sind alle reell.
Die Existenz einer orthogonalen Eigenbasis zeigen wir mittels vollstindiger In-
duktion nach n = dim V. Fiir n = 1 ist die Behauptung wegen der Existenz eines
Eigenvektors klar. Sie sei richtig fiir n — 1.
Sei c; € V mit f(c1) = Aie; und A\ € R einer der existierenden Eigenvekto-
ren von f. Nach (32.13) gibt es zu jedem endlich-dimensionalen Unterraum eines
Prihilbertraums ein orthogonales Komplement; sei also V =< ¢; > @& W mit
W =<c > Sindu € U :=<¢ >und w € W, so folgt f(u) € U und
mit ®(u, f(w)) = ®(f(u),w) = 0 auch f(w) € W. Damit existiert die Ein-
schrinkung f = flw von f auf W. Mit f ist auch f selbstadjungiert. Nach
Induktionsvoraussetzung existiert eine Orthonormalbasis B = (c2y...,¢cn) von W
mit f(¢) = f(cl) = Ajc; und reellen ); (i =2,...,n). Es ist dann (c1,ca,...,¢p)
eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren von f.

“(3) = (1)” Mit einer Orthonormalbasis B = (c1,¢g,...,c,) aus Eigenvektoren ¢; von f mit
Eigenwerten \; ergibt sich

B(ci, flej)) — (flei)sci) = (e, Ajey) — ®(Aics, ¢5) = (A5 — M) ®(ey, ¢5)
= (Mi—X5)6;=0;

daher ist f selbstadjungiert auf B und wegen der Linearitét auf ganz V:

(> Bici, FO_wer) = > Bi®(cj, Fler))Te = Zﬁg f(ei)ser)¥e
J k 7.k
= Z/BJCJ) Z%C/c)
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Sei nun f der weiter oben betrachtete Endomorphismus. Nach (35.5) existiert eine
ON-Basis C= (el, e ,en) mit f(ei) = ei)\i. Die Transformationsmatrix S= Mg(id)

hat als Spalten die Koordinatenvektoren von e ...,en bzgl B. Da C ON-System

1'
ist und ¢ bzgl. der ON-Basis B die Darstellung @(& %B) =% A{)hat, gilt
(el)BQG&JB 5ij,alSQSTS=En. Bzgl. C hat f die darstellende Matrix A=S 1AS sT AS;

A
da die Elemente von C Eigenvektoren sind, hat A Diagonalgestalt: A= S AS J\ @?}
Y n

Das zeigt

(35.6) Satz (Isometrische Hauptachsentransformationh

Seien V n-dim euklidischer VR, B ON-Basis von V, Q quadratische
Form auf V mit darstellender symmetrischer Matrix A. Dann exis-
tiert eine ON-Rasis C= (el,...,en).VOn V derart, daB die

- M (el)(1=1,...,n) Eigenvektoren von A sind. Die Matrix

-'M (1d ) ist orthogonal ,und Q-hat -bzgl. C-die Matrix

&i o
STAS= S—lAS= . {mit den EW'en Al,...,An von A).
)\n
3 '
Fiir x=1{ : gilt also Q(x) = ) AET
2 i=1
gn o4

Anmerkung: Die Geraden <e;> G=1,...,n) heiBen Hauptachsen von Q.

Mittels (35.3) wird das Koordinatensystem in Richtung der Haupt-
achsen von Q gelegt. Bei dieser Transformation bleiben Lingen

und WinkelmaBe unveréndert.

BeisEiel
Sei g(E,n) := 882 + 8En + 2n° - 10E - 207 - 22.

Wir untersuchen M:= {#= (£,n) € R? |g(¥)=0}.
(a) Zundchst betrachten wir die quadratische Form

Qfe) = 8524~8£n1~2n2= (& n) /é = E auf R" .

CIPAR

[es]
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Durch @(48,49) 1= "e*f prdgen wir ]R2 eine Prdhilbertraum-
struktur auf. Die kanonische Basis B ist ¢-ON-Basis. Weiter

_ _ 8 4
ist A=M_(Q) = PR

Wir bestimmen EW'e und EV'en von A:

X, = (8=X)(2-X) - 16=%- 10X = (X-0) (X~ 10)
)\1 =0, )\2 =10

<(1,-2)>= <(_12) B> ist Eigenraum zu >\1

<(2,1)> = <(§)B > ist Eigenraum zu AZ

,;
e =tz Lg,p) ; e =LA _ L.
lcr.-22|| /5 ez, 0l V%

C= (el,ez) ist ON-Basis:

1 2
Mg(idv) =8= L ist orthogonal
/52 1

und

shs=1 @ DG 2 D30 w2 D=6

sowie

& 1 [12 ¢ | 1lso
¢ =S4, d.h. = R r a
B c . 7?_2 1 N
Koordi- Koordi-
naten naten
bzgl. bzgl. C.
kanonischer
Basis B
£ = —=(E+2n)
45 JO und
n = —=(-2¢£+n) '
Vol

ole) =0-£2 + 108° = 1072
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(b) g(4) =8£%+8&n+ 2n% - 10£ - 200 - 22 =
0 (<)
~2 10

£ My =20 58 L8y - =
10n @(£+2n) @( 26 +n) - 22

"
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Kﬂn——fﬂ + 6/5(£ - /5)
Wir verschieben den Nullpunkt um den Vektor

T=£-/5 sowie TN-= ﬁz,ﬁ?

=4 und setzen

/5

V5
2
5 (

"IA

Wir erhalten

g(e) = 107% + 6/5%.

-3

Bzgl. des neuen

- - —~ - - - -

Koordinatensystems

wird M dargestellt .
t 3

durch die Gleichung o : jm' >
4

6r'! 4

n E o, 4’|

ist also eine Parabel.

~22

st >
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