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§ 3 Isometrische Hauptachsentransformation  von  quadratischen 

Formen  

der  reellen Ebene und  

g  ((ξ,Η)) =αξ2  + βξn + υη2  +  κ  + λη +  u.  
so stellt  die  Menge  

M=  { (ξ,ή)  E  R2  
ί g((ξ,η) )  =0)  

unter geeigneten Voraussetzungen über α,~,γ,κ,λ,µ eine Kreis, eine  Ellipse  
eine Hyperbel, eine Parabel dar. 

Um  den  Typ  des  Kegelschnitts  M  zu erkennen, ist  es  zweckmäßig, ein neues 

Koordinatensystem  in  "Hauptachsenrichtung"  von M  einzuführen. Das neue 

(ξ,ή)-Koordinatensystem soll aus dem 

alten (ξ,η)-Koordinatensystem durch 

eine Drehung und  Translation  hervorgehen:  n 
 

ξΡ_ ~  cos  Φ -  sin  Φ+ Ρ 

η  _  ξ  sin  + Φj  cos  φ+ Σ 	 ~ 

.(Dabύ1λ b1eiben Längen und Maße  von  

Winkeln unverändert ),  

o 	 ρ  

Bezüglich  der  neuen Koordinaten hat  die  Gleichung g(,η)=  Ο  dann eine  

der  beiden Normalformen  

& 2 +Y  
oder ^  ^2 	̂ 

α ξ + η 	=Ο  

aus denen  der  Typus  von M  sofort abzulesen ist.  

Da die  linearen Glieder durch "quadratischer Ergänzung" (s.u.) "beseitigt" 

  

M 	In der  Schulgeometrie tritt u.a. folgendes Problem auf: Ist  P=  (ξ,η) Punkt  

l 

bei  der  Verallgemeinerung zunächst auf 

t 

werden können, beschränken wir  uns  

den  "quadratischen Teil"  von  g:  

α ξ2  + ~ξΗ +  γ Η2  =  (ξ ή)  
~ α  β (ξ'  2  

~2 
γ 	

η / 
 

(36.1) Definition  

Seil  ]R- VR und  Q  E  Abb  (V, 3R)  

Q  heißt quadratische Form, wenn  es  eine 	 Bilinear- 

form  Ψ  auf  V  gibt  mit  Q (v)  =  Ψ  (ν,ν) für alle  v F_ V.  
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M 	Sei nun  (1,0)  endlich-dimensionaler euklidischer Raum,  Q  quadratische Form 

mit Bilinearform  Ψ  und  Α:_  ΜB (ψ)  die Q  bzgl, einerUN-Basis  B von V  dar-
stellenden symmetrische  Matrix. Wir suchen dann eine Basis  C von V  derart, 

da$ (mit  S  = µB (id1) )  die  Matrix  Â  = STAS =  MC  (Ψ)  Diagonalgestalt hat.  Die  Abbil-

dung id1  ist natürlich eine lineare Isometrie  von (1,0)  auf  (1,0).  Wählt  

man  nun auch  C  als ON-Basis, so folgt aus  (34.6) die  Bedingung ST  =  S-1,  so dass 

dann  Α  und ιΡλ= STΑS = S-lΑS ähnlich sind; diese Matrizen lassen sich auch inter-
pretieren als Matrizen,  die  ein und denselben Endomorphismus  f von V  bzgl.  

der  verschiedenen Basen  B  und  C  darstellen.  S  ist dabei ebenfalls Matrix  des  

Basiswechsels:  S  = ΜB(idu). Damit ist das Problem zuríickgeführt auf das  der  
Μ 	Diagonalisierbarkeit  von f  unter  der  Nebenbedingung  Sri =  ST. 

Für  die  Abbildung  f: V —V  mit  1(f)  =  A  =  AT  folgt nun wegen MB  (0)  =  En  

und  A  =  AT  sofort 

O(f(x),y) =  (ΑΤΕ=  λCΤΑΤ ~ _ ~eTA~ = Φ(Χ,τ ίy)) ffιr alle x,yEV.  

(35.4)  Definition 

Sei  f  Endomorphimus  des  endlich-dimensionalen Prähilbertraumes (V,φ){ so 

heiBt  f  selbstadjungiert  (bgzl.  0)  (hermitesch), wenn für alle x,y  E  V  gilt  

(35.5) Satz  
Φ (ς 1-) _ Φ (X,~c~  )) .  

Seien  (1  Φ)  ein endlich-dimmisionaler Prέíhilbertraum und  f  e  Endσι-(Ν). 
Dann sind äquivalent: 

~V  (z)  µ(f)  ist hermitesch für eine beliebige Orthonormalbasis  B von V. 

.2 	(3) (V,  Φ)  besitzt eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren  von f,  und 
alle Eigenwerte  von f  sind reell.  

Anmerkung  

Aus  (3δ.5)  folgt u.a., das$ zu jeder symmetrischen reellen  

Matrix eine ON-Basis  von  Eigenvektoren existiert. Insbesondere 

sind solche Matrizen diagonalähnlich. (Entsprechendes gilt  

f  ϋr hermitesche komplexe Matrizen.) 

(1) f  Ist selbstadjungiert. 
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Sei  nun  f der  weiter oben betrachtete Endomorphismus. Nach  (35.5)  existiert eine 
ON-Basis  C=  (el,...,e

n)  mit  f(ei) = eibi.  Die  Transformationsmatrix  S  = M
C
B(íd) 

hat als Spalten  die  Koordínatenvektoren  von  e1,...,e
n 
 bzgl.  B. Da C  ON-System 

Ist  und  Φ  bzgl.  der  ON-Basis  B die  Darstellung  Φ  (JιB,'~B) = λe  .s  hat, gilt 

(ei)  B  (e  '  )B=ó  , a1so5'S = Εn. Bzgl .  Chat f die  darstellende Matrix  A  =  S  AS  =  S  AS;  

da  die  Elemente  von C  Eigenvektoren sind, hat  Á  Diagonalgestalt:  A  = STAS  = ξ  ~'•~  
1 	n  

(35.6)  Satz (Isometrische Hauptachsentransformation' 

Seien  V n-dim  euklidischer VR,  B  ON-Basis  von V, Q  quadratische 

Form auf  V  mit  darstellender symmetrischer Matrix  A.  Dann exis- 

tiert eine ON-Basis  C=  (e1,...,en>von  V  derart, daß  die 

15 (e,) (i=1  , ...  ,n)  Eigenvektoren  von A  sind.  Die  Matrix  

S:=  MB(id1) ist orthogonal,und Q'hat bzgl. C'die Matrix 

STAS=  S-1Α5= 	. 	(mit  den  EW'en λ 1 ,... ,λ  von A).  
\\ 	λ η `  

Für  x=  gilt also Q(x) = > ~•ξΡ?, 
i=1  

Anmerkung:  Die  Geraden <ei> (i=1,...,n) heißen Hauptachsen  von Q.  

Mittels  (35.3)  wird das Koordinatensystem  in  Richtung  der  Haupt-

achsen  von Q  gelegt. Bei dieser  Transformation  bleiben Längen 

und Winkelmaße unverändert. 

Beispiel  

Sei  g(ξ,η) := 8ξ2  + 8ξη + 2η2  - 1Οξ - 2Ο -  22.  

Wir untersuchen  M  : _  {'<e =  ( ξ , η  ) Ε Ilτ2  (  g  (ε) = σ } .  

(a)  Zunächst betrachten wir  die  quadratische  Form  
~ 

Q (~2) = ύξ 2  + 8ξη + 2η2  = (ξ  ri)  f 
 

Γ  8 
 

~2 	2/  ι η  /  

2  auf ]R 

Das zeigt  



C=  (e1,e2) ist ON-Basis:  

/1 21  

~ ι2 1  
ΜB(idV) =8= 	 

1  
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Durch  Φ  (  φ,  ) : _ ~e+~T prägen wir 1~t2  eine Prähilbertraun-

struktur auf.  Die  kanonische Basis Bist  Φ-ON-Basis. Weiter  
84  

ist  A  = MB  (Q)  = 
 4 2  

Wir bestimmen EW'e und EV'en  von A:  

Χ =  (8-X)(2-X)-16=X2 -10X=  (χ - Ο)(χ -10) 

λ 1  =  0,  λ 2  = 1Ο  

ist Eigenraum zu  λ  1  

<(2,1)>   _ < ( ) 
 B  > 	ist Eigenraum zu  λ  2  

(1,-2)   _  1 	 ((34) 	1 —(1,-2) 	;  e  = 	- 	(2,1) 1  e  el 	
Ι1(1, -2) ΙΙ 	✓s 	 2 	

ΙΙ(2,1) ΙΙ 	 1  

_  

ist  orthogonal  

und 

Ο  O  s  τ  λs = ι  ‚1
5 `2  -1Ι  l4 2/ 1-2  1~ ^  5 

1 /0 	0'ί 
01 ~-2 1~ - ~Ο  ii  

sowie 

~Β  = s'.εC, d.h.  
(ξ'  

\Η  / 
- 	1  ( j 

\ 2  

2"  
1, νΙ  

Koordi- 
naten 
bzgl. 
kanonischer 
Basis  B  

~ ξ1 

~  η,  
Koordi-
naten 
bzgl.  C.  

, also 

ξ = Ί3(ξ + 2 ί ) 

η = 	,(-2 +  η) 

Q(~) = ο. 2  + io = 1οτî 2  

und  




