§ 34 Isometrien

Generalvoraussetzung (V,%) und (W,y) Prdhilbertrdume liber K

Wir betrachten lineare Abbildungen, die mit den Skalarprodukten
® und Y "vertrdglich" sind und damit Ldnge, WinkelmaB,
Abstinde "erhalten".

Beispiel: V=W=R" , K =R, 0(x,y) = ¥(x,¥) = (£,&,) = 4

fir x= (§,,8,) =%

y=(n;/m,) =47

Die Abbildung f : 1R2 S IR2 mit 4 +~— A4 und

A=

COSs O ~sin o
sina Ccos o

ist dann eine"Drehung um & mit Dreh(winkel)maB "

Anmerkung: Man kann zeigen, daB cos¥k (x,f(x)) = cosagilt).

Nun gilt: _
o T cosa sina) /fcoso  -sino ni
(E(x), £(Y)=(a+) A =R AAE(E LE)

-sino cosa/ \sino cosa/\ N

2
cos®a + sina - cos o sin a + sina cosa\ /™
=(£,8,)
pU2 . . ) 2

f(x) -sina cosa +cosa sinoa + sinZa+ cosZo, n,

N

( X =(&,,&,) - = (x,y)
Ny
Folgerungen:

(i) £ ist "l&ngentreu"; denn es gilt

1£6x) [l = Vo (£(x), £(x)) = Vo(x,x) = ||x]|,

(ii) £ ist "abstandstreu", dern es gilt:

GEE) £ =EC-£W| = JEEv|=| 2y ||=gx,v), und
' ’ )

f linear (i

(iii) f ist "winkelmaBtreu" (Beweis ?)
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(34.1) satz

ﬂSei f eine lineare Abbildung des Prihilbertraums V in den

Prdhilbertraum W. Dann sind dquivalent

(1) £ ist ldangentreu, d.h.

Q vxeve|lEm Il =|lx]],

(2) f ist abstandstreu (metrisch treu), d.h.

VY€V dy(E(x),£(y)) = 4y (x,y)

(3) £ ist mit den Skalarprodukten & und y vertrdglich,d.h.

<:;/} VX, YEV: Y(£(x),f(y)) = o(x,y)

|
i (SKP—Homomorphismus)

(4) £ bildet jedes ®-ON-System von V auf ein

Y-ON-System von W ab.

(5) £ bildet Einheitsvektoren von V auf Einheits-~

vektoren von W ab.

(34.2) Definition N T

Eine Abbildung f€ HomK(V,W), die eine der Eigenschaften (1)

bis (5) von (34.1) - und damit alle - besitzt, heift

lineare Isometrie von V in W (bzgl. & und vy).

(Manche Autoren fordern zusitzlich die Surjektivitét, wenn sie von Isometrie

! sprechen.)
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Beweis " (1) = (2)" Es gelte ”f(V)Hw’=HV“@ fir alle v €V.
von (34.1)
Dann folgt
4y (£, £ = [[f -£@ |, = [[E&Il, = llxvly =dy=y
Def. flinear Vor.mit
v=X-y

" (2) = (3)" 1. Fall X =1R
Wegen der vorausgesetzten Abstandstreue gilt

dw(qu,f(y)) =d®(x,y) fir alle x,y €V.

Wir stellen ¢ mittels dg dar:

dp (%,=y) * =dy (x,y) % =[|x +y||é-||x ~yll3=ex +y,x +y) ~2(x -y, x -y) =

=0(x,y) +2(y,x)=(-0(y,x) -0(x,y)) =

49 (x,y)
K=1R

Analog ergibt sich

a, (£(x) -£(y))? —olw(f(x),f(y))2 =4y (£(x) ,£(y)) .

Daraus erh&dlt man

VIEE),E() = 7l (£(x),E(-y)) % -a (£(x),£(y)) 7] =
f line-

Abstands-
ar1 2 2 treue
=7ldg (x,-y) -dg(x,y) 7] =0 (x,y) .

2. Fall X =¢C
Statt dq)(x,-y)z--d(x,y)2 betrachte man

. vy 2 iv) 2 =4%(x,¥))
dy (x,-y) % = g (x,y) 2 + g (x,m1y) # - 1dg b, dy) = A Y

‘ = d(e, ,e.)=0_.
"(3) = (4)" ¢(ei,ej)= aijJZL w(f(ei),f(ej)) (el e, i3
"(4) = (5)" a forteriori%(4) enthilt (5) als Teilaussage)

"(5) = (1)":

1. Fall x=0,. Dann ist f£(x) = 0, und \Ix\\®=O=Hf(x)H¢.
1

heitsvektor. Nach (5) folgtlif(xoﬂhp= 1, also

% definiert und Ein-

2. Fall x4=6v. Dann ist X,:=

£ L= IECsellndl g 1y = IEGely- 1 lxllgl= 1l g=llxllg -

f linear o
Norm homogen

- =L ) i ) . ]
)" a forteriori! Aedasdek " aus der stackeren Austage ({olgend)
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(34.3) a) Einfache Folgerung

Ist £f: V—=W lineare Isometrie, so ist f injektiv44V

t
(und damit bijektiv, fallsdimKV==dimEW=:n€ N). i

Beweis. f(x)=f(y) = i|x—y||®=||f(x—y) Hw=Hf(x) -£f(y)|| =0=x=y o

(34.3) b) Anmerkung:

Seien V und W IK -VR'e gleicher .endlicher Dimension. Dann gilt

Eine Abbildung f :V— W, die mit dem Skalarprodukt vertriglich

ist (s. (34.1)(3)), ist notwendigerweise linear und damit lineare

Isometrie. (Die Bedingung "linear" ist daher in diesem Fall bei

den folgenden S&tzen automatisch erfiillt.)

Beweis:

Sei (bl,...,bn) Basis von V. Wir zeigen zuné&chst:

(1) (f(bl),...,f(bn)) ist linear unabh8ngig und damit Basis von W.
n

n n
Sei .z £(b,)A, =@ . Dann gilt O =y( } £ A, £(

i=1 i= |

b.). =
1 1 3
n n n
AL) = A AL
;= 2 b] J) (I)(izlbl}\l’jzlb:])\j)

% A, $(£(b,) ;f(ﬁ b.A.) E (
.y L)y, A= AO(b, ,
'1l¢ * j=133)i=1l =]

und daher iilbixi :GV’ also Al =...=An =0. Nun beweisen wir
n n

(ii) w(f(_zlbiki) —izlf(bi)ki, f(by)) =0 fir alle j=1,...,n.

Dies ergi;t sich aus

n n
w(f(izlbixi), £(b,)) -wgf(bi)xi, (b)) =

n n
@(izlbixi,bj) ;Z?iQ(bi,bj) =Q.
Mit (i) und (ii) folgt die Behauptung aus der positiven Definit-

heit von V. ul
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(34.4) Hilfssatz

Seien (Vi,®i) Prdhilbertrdume fir i=1,2,3.
(a) Sind f:Vl-—->V2 und g : V2-—>V3 lineare Isometrien,

so ist auch gof lineare Isometrie.

(b) Ist f: v, —V, bijektive lineare Isometrie, so auch f_%

Beweis. (a) gof ist linear,

@D 0, =lateell, = l£eall, = llxl, fir alle xev,
3 3 g 2 £ 1
Isometrie Isometrie
(b) £7! existiert und ist linear
£ ol = e bl =llvlly, -
®1 ®2 ®2

Isometrie
Im weiteren betrachten wir lineare Isometrien eines Prdhilbert-

raumes auf sich: Aus (34.4) folgt sofort

(34.5) Satz und Definition

(a) | Die Menge der bijektiven linearen Isometrien eines Pr&-

hilbertraumes (V,®) auf sich bildet eine UG von (GL(V),o)

(b) Diese UG heiBlit im Falle K=C¢ unitdre, im Falle X = IR ortho-

gonale Gruppe von (V,?®) Bezeichnung: U(V,?) bzw. O(V,?).

(c) TIhre Elemente, also die surjektiven linearen Isometrien,

heiBen entsprechend unitdre bzw. orthogonale (oder eukli-

dische) Automorphismen (Transformationen) .
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Matrixdarstellung:

(34.6) satz

Seien (V,?) endlich-dim. Pr&dhilbertraum, B,C ON-Basen von Vv,

fe EndKV und A==Mg(f). Dann gilt

f Isometrie & RTA= E

Beweis. f Isometrie oVx,y€V : 0(£(x),f(y)) = o(x,y)
(n,1) | T — T -
X?‘CB V‘twaK : (A %) Mc(qw)(A,,)) = 4 M, (2)4
Y=95

(n,1)

T T=y= _ T = <=
j'V/e,AQ €K HE (AA)@—‘eEn't? «TZ\-

r M_(2)=E_=M{0)" ( Ae= Moy ;k}:/ﬂ')')

LA
ATA=E e ATA-E .
n n
o
(34.7) Definition & Wiederholung
A€ C(n’n) heiBt hermitesch, falls A==§T
unitir, falls A ' =A" (d.h. A AT=% =3xTa)
= ————— n
- T
AEIR(n'n) hei8t orthogonal, falls A 1=.AT (d.h. AAT= En =AA)
symmetrisch, falls A=.AT gilt.
Anmerkung:

(1) Es sind also genau die orthogonalen (bzw. unitdren) Matrizen,

die (bgzl. ON' Basen) die Isometrien eines endlich-dimen-~

sionalen euklidischen (bzw. unitdren)Vektorraums darstellen.

(2) Wegen ATR = En bilden die Spalten einer unitdren bzw.
orthogonalen Matrix eine ON-Basis von K‘n’l) bzgl. des

kanonischen Skalarprodukts.
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(34.8) Korollar

‘TIst f Isometrie eines endlich -dim. Prihilbertraumes (V,®)

auf sich, so gilt |det £ =1.

Beweis: det f=det A fiir A:= g(f), (vgl. 26.1).

1=det E, = det A'A=det A'-det A=3ot A - det A=| det A |2,
(34.6)
a

(34.9) Korollar

Die Eigenwerte einer (linearen) Isometrie von (V,%) auf sich
(bzw. einer unitdren oder orthogonalen Matrix) haben den

Betrag 1.

Beweis: Sei A Eigenwert der Isometrie f und x #0 ein

zugehdriger Eigenvektor. Dann gilt
Ixlly = HEG) 14 = laxlly =Ix] 1]l ,

woraus |A| =1 folgt. Die entsprechende Aussage ist auch fiir
Matrizen richtig, die (im. endlich-dim. Fall) eine
Isometrie darstellen, nach (34.6) also auch fiir unitire bzw.

orthogonale Matrizen. o

(34.10) Bestimmung der orthogonalen Automorphismen von R?

(vgl. S. Lang, LA, p. 275f)

2
Seien K=1IR, V=W, o=y, dim V=2 (also V=R") und f (lineare !)
Isometrie (orthogonaler Automorphismus) von V.

Sei B= (el,ez) ®-ON-Basis, A=

@ Y |._ 4B
B 6)'_'MB(f)‘

Nach 34.8 folgt det f€ {1,-1}

1. Fall det £=+1

Die Spalten von A bilden wegen ATA==En ein ON-System bzgl. des

kanonischen Skalarprodukts; insbesondere (%)J.(g); andererseits
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gilt (z) L(_S); da der Orthogonalraum von (%) die dim 1 hat,

folgt: () und (%) sind linear abhingig.

wegen [[(T0) =11 () lI=1 wna || ()= 1 folgt (}) ==(7F).
Wire (g)= ( B), so det A= |g _§[= ~a®-82 4 1. Also erhalten wir

-a
A= ("EB "S) und 0L2 + 82 =1. Aus Eigenschaften der sin-und cos-

Funktion (s. Analysis) folgt die Existenz eines ¢ €l[0,27) mit

cos ¢ -sin @

o =cos ¢ und B =sin ¢. Hiermit gilt A = ( . Ver-

sin ¢ cos @
wenden wir vorldufig das durch elementargeometrische Hberlegungen
gewonnen Ergebnis, daB8 durch eine solche Matrix eine Drehung dar-

gestellt wird (s. auch 34.12) /so kénnen wir festhalten:

[jﬁist Drehung um 61 .

2. Fall det £ =-1

‘Sei s die Abbildung, die bzgl. B die Matrix S =(’é ?) hat.
1Sie kann als Spiegelung an <e,> interpretiert

ﬁwerden. (Die Definition enthehmen wir zu- ’ti

ndchst der Elementargeometrie). kﬁ;\ %

s ist orthogonal (s®-s =E,) und involu- jzf ‘%h
%torisch (d.h. es gilt s?

=id).

Betrachten wir nun d:= fos. Als Verknlipfung zweier linearer Iso-
' metrien ist d lineare Isometrie; ferner ergibt sich
det d=det(fes) =det f-det s= (-1)-(-1) = 1. Es liegt bei d der

1. Fall vor, und d ist eine Drehung. Wegen f=des gilt:

f ist eine Spiegelung verkniipft mit einer Drehung.

-cosPp-X =~=singy 5
f besitzt wegen Xg = ~sino cos - X = X" -1 die Eigenwerte

+1 und -1. Man kann zeigen, da8 hier f Spiegelung an der Geraden

Vf,1 ist.
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(34.11) Bestimmung der orthogonalen Automorphismen von Rq

Sei dimB¥==3 und £ (lineare !) Isometrie von (V,®). Eine f dar-

stellende Matrix vd%?f}ist aus 363'3) und besitzt deswegen

mindestens einen Eigenwert X3 (s. 28.9) mit zugehbrigem

normierten Eigenvektor e,. Nach 34.9 ist A € {1,-1}. per

3

1
Orthogonalraum W= <ey> 2 ‘hat dim 2 und ist wie <e,> unter £

ON-
invariant. Sei C= (el,ez)fﬁgéis von W. Dann ist B= (el,ez,e3)oN;

& :8 C
Basis von V und MB(f)= i i g mit A=M (fl ) o
B - C W
0 0 .A3

Nun ist f(w lineare Isometrie von W (Beweis ?) und daher

(34.10) auf f‘W anwendbar.

1. Fall : det f=1

| Sei A3= 1; dann ist det f|W= det A=det £=1 und f]w Drehung
um O. Es ergibt sich
5 cos¢@ =-sing:0
MB(f)= :
sing@  cose@iO.
0 0 |

Durch Anwendung elementargeometrischer Kenntnisse konnen wir

festhalten: f ist Drehung um eine Achse durch den Nullpunkt.

' Sei A,=-1; dann ist det £|,=-1; nach (34.10) besitzt f|
und damit £ auch den Eigenwert 1, sodaB wir dann durch andere
Auswahl von B doch o.B.d.A. A3= 1 voraussetzen kdnnen und

f als Drehung identifizieren ko&nnen.

2. Fall ¢ det f£=-1

B i
Dann sei s die Abbildung mit Mg(s) = S= k

OO0~
Oo—=0

Q
0]
=1

Sie kann als Spiegelung an der Ebene ?e ,€

1 1€5> aufgefaBt werden

(Definition wie in der Elementargeometrie; s. auch 34.12);
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wieder ist S orthogonal und det S =-1., Die lineare Isometrie
d =fos hat Determinante +1 und ist daher Drehung (s. 1. Fall).

Wegen s2 =id, also f =de¢s, folgt

f ist eine Spiegelung an einer Ebene verknlipft mit einer Drehung

Anmerkung

Bisher hatten wir die Bezeichnungen "Drehung" und "Spiegelung"
fir bestimmte lineare Abbildungen aus elementargeometrischen
Uberlegungen ilibernommen. Nun ist uns eine Prdzisierung und Ver-
allgemeinerung allein im Rahmen der Linearen Algebra mdglich. In
Ubereinstimmung mit den erzielten Ergebnissen definieren wir

"Drehung" und "Spiegelung" folgendermaBen

(34.12) Bezeichnungen:

j(i) Eine orthogonale Transformation f eines endlich-dim. eukli-

dischen Raumes (V,?) heiBt eigentlich orthogonal oder

Drehung, falls det f =+1 ist.

(ii) Die Menge der Drehungen von (V,®) bildet einen Normalteiler

der orthogonalen Gruppe O(V,?%). Dieser heiBt die spezielle

orthogonale Gruppe SO(V,?) (oder 0+(V,®)).

(iii) Eine orthogonale Transformation g eines endlich-dim.eukli-

dischen Raumes (V,?) heiBt Spiegelung, falls gilt: 92 =idV *qg.

(Je nach der Codimension cdesEigenraumes Vg ' (punktweise
r

fix!) ist det g =1 (z.B. Punktspiegelung, also Drehung um

7 in IRz,fﬁr c =2) bzw. detg = -1 (z.B. flir ¢ =1 Geradenspie-

. , . 3
gelung in IR2, Spiegelung an einexr Ebene in IR7) . (Vgl.

auch Klingenberg/Klein, LA 2, p. 347f).



