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§ 33 WinkelmaBe

Wir wollen den Begriff des MafBes eines Winkels zwischen zwel Vek-

toren 4 und ﬁ?(*O) fir einen beliebigen euklidischen FRaum einfiihren.

Dazu betrachten wir zunidchst Ig mit dem kanonischen Skalar-

produkt.

1_ffT_ und cﬁ1'ij) ON-System.
|
. Nach (32.4) gilt

| 4?= /»7,1@(;.?,411) + ILZ@(;.?,J.Z).

Sei & €

Ist p die Orthogonal-Projektion von V= R?

auf <ﬁ1> (und

damit auf <#4#>), so gilt p09)= '%1®(7’Mi)' (vgl. 32.12)

Aus der Elementargeometrie wissen wir, daB fiir das MaB a des

Winkels zwischen 4 und 4 gilt
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Generalvoraussetzung in diesem Paragraphen: (V,?9) euklidischer Raum,

X, yEV-1{0}

(33.1) Hilfssatz

Es gilt -1<—&¥) gy
=l 51l llg

Beweis: Aus (32.2a) (Ungleichung von CSB):

lo(x,y) | %< o(x,%) -2 (y,y) =HX||<2D :

2
vlly folgt

[0y | sllxllye [yl
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Aus der Analsysis libernehmen wir Definitionen und Eigenschaften

der cos-Funktion.

Da cos : [0,7] — [-1,1] bijektiv ist, existiert eine
[0, m]

Umkehrfunktion: "arccos".

(33.2) Definition

¥¢(x,y):= arccos W;%iﬁL%ﬁ— heiBt das MaB (bzgl. &) des von x
o’ ®
| und y eingeschlossenen {unorientierten}Winkels.

(Es ist definitionsgemiB stets aus [0O,n]).

Wegen ¥4 (x,y) =arc cos 0 (=, m4r—) ist ¥ (x,y) nur von <x> und
¢ EIFNELE R
<y> , also den Richtungen von x und y abh8ngig. (Ubereinstimmung
mit der Anschauung!)

Analog zu den elementargeometrischen Verh#ltnissen gilt auch hier:

(33.3) Hilfssatz

o (x,y) =|[x|lg-llyllyscos ¥y (x,¥) 1]

(33.4) Kosinussafg

lx=ylly =lxl3+ Iyl - 2l =iy, cos¥ 4x,v)

Beweis: ®(x-y,x-y) =0(x,x) + 0(y,y) -20(x,y) =
- 3

3.3

x| «1lyll %= 2x]l ||yl cos 5 (x,7). 4

-

épezialfall(fﬁr x Lg¥, d.h. cos ¥x(x,v) =°)“

(33.5) Satz des Pythagorasl

2 2 2
x Ly=llx-ylly= [Ixll7+llyllg

-_—

Beweis. x.l_q)y = d(x,y) =0 = cos )iq)(x,y) =0 = Behauptung. o
33.4

(Alternativer Beweis:

Ix —y\li’b =0 (x-y,x-y) =0(x,x) +0(y,y) -20(x,y)
b5 ° 0
—Ixly + Uyl
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