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§ 32 Orthogonalsysteme in Prihilbertriumen

Die kanonische Basis (el,ez,e3) von Ig hat (bzgl. des gewdhn-
lichen Skalarprodukts) folgende Eigenschaften:
(i) ei.l.ej fir i+ j

(ii) ||ei||=1 fir i=1,2,3,

mit Hilfe des kanonischen Skalarprodukts ¢ ausgedriickt:
@(ei,ej)= %j fiir alle i,je{1,2,3}.

Analog definieren wir in beliebigen Pr&dhilbertr&umen:

MM 4. Seite 444

—
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(32.1) Definition

Sei (V,?) Prdhilbertraum.

(a) e€ V heiBt ¢-Einheitsvektor (oder normierter Vektor),

wenn |lefl ;=1 gilt.

Anmerkung: Ist ve€ V- {0}, so ist 1 v normiert:

1T
I vil= = jv]= 1.
ARG

(b) Eine Familie (ei) von Vektoren e €V -{@} heiBt

i€1

d-orthogonal (dder ®-Orthogonalsystem), wenn

@(ei,ej)==0 fiir i+ j gilt; sie heiBit

d-orthonormiert (oder ¢-Orthonormalsystem), wenn

@(ei,ej)= 6ij gilt.

(c) B= (bi) heiBfit ¢-Orthonormalbasis (ONB) von V, falls

i€rI

(1) B Basis ist und (2) B ®-orthonormiert ist.
V Ac"h{—mxj © I eine Hitberbraum versbeldt man oft unkee tiner

Ovihcndranalbasity mur ein reaxinnales Ov'\—i’\o-w*rmm\ﬂyskm (

Beispiele

(1) Seien V1=1Kn ; ®l(x,y)==x§T (kanonisches Skalarprodukt) und

e; = (8,5 yete, ... n}e

B==@1,...,en), von K" ist @1—Otth0ﬁormalbasis.

Die kanonische Basis

(2) Seien V2=‘e(2[0 ,2n],R) und
®2(f,g):= Jnf(t)g(t)dt (definiert ein Skalarprodukt auf V2).
Es gilt (vgl. z.B. Courant, Differential-Integralrechnung
1971, S. 191):
1 @2(“cos nx","sin mx") =0 flir n,m€ N

O fir n+ m
1 fir n=m

| ®2("sin nx","sin mx") = O fir n+ m
| 1 fir n=m

il

@2("cos nx","cos mx")
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Daher bilden die Funktionen
[0,21t] — R [0,271] — R
"cos nx" := und "sin nx" :
X +— COSs nx X+ sin nx

(ne W) in (V2,®2) ein Orthonormalsystem.

(32.2) Elementare Eigenschaften eines $-Orthonormalsystems

(1) Jeder Vektor eines ¢-Orthonormalsystems (ei) ist

i€1
Einheitsvektor.
Flir alle i€ I gilt Hei||§=1

(2) Je zwei Vektoren eines 9$-Orthonormalsystems (bzw. Ortho-

gonalsystems) (e sind orthogonal:

i)iEI

Fir alle i,jJ€ I mit i+ j gilt eiJ.gej

n (3) Jedes ¢-Orthonormalsystem ist linear unabhdngig

Beweis (1) und (2) definitionsgemdf

(1)

(3) sei (ei)iEI Orthonormal-System und (Ai)E K mit
) e. A, =0¢. Fir jedes j€ I gilt
iér **
0=90(0,e.) =0 AL ,e.) = A, O(e,,e,) = A8, =AL.

{(32.3) Bemerkung

Ist B= (ei)iEI eine ¢-Orthonormalbasis von V, so gilt defini-

tionsgemdB @(ei,ej)= éij'

Im Falle endlicher Dimn hat die Fundamentalmatrix wvon ¢ bzgl.
einer Orthonormalbasis B die Gestalt

MB(CD) = En




M j Bgzl. einer Orthonormalbasis hat ¢ also eine besonders ein-

fache Darstellung, nidmlich eine dem kanonischen Skalarprodukt

b dhnliche. Auch die Koordinaten bzgl, einer &¢-Orthonormalbasis
M ? lassen sich fiir einen Vektor x € V mit Hilfe von ¢ angeben.
Sei (ei)iEI@—Orthonormalbasis; SO existiert (Ai) €ZK(I)

i€1

mit x= } e A, (nur endlich viele A, ungleich 0). Fiir j€I

i€
gilt damit
d(x,e,) =0( ) e d.,e.)= ] Ade ,e)= ] ASiL= Al
J iex vt 1 et 3 yer ;3

! Damit erhalten wir:

(32.4) Satz : Koordinaten bzqgl. einer Orthonormalbasis

Ist B= (e;),; eine ¢-Orthonormalbasis eines Pr&hilbertraumes V,

dann gilt filir jedes x€ V:

x= ) e b(x,e.)
i€r * *

D.h. die i-te Koordinate von x bzgl. B (sozusagen die "Orthogonal-

projektion' von x auf ei) ist @(x,ei).
. . 2 . .
Beispiel: R” mit kanonischem ¢:

: e
| 2
| 0xre) /

4> e

I @(x,el)
‘ ALX‘_\ Falls B= (2i)ey @in vaaximaley ONS (a eiaem Hilbertraum U | Karnvaaw
el Veso §j££3wmxZegdh¢wduqxdmx%ﬁaﬂtUW“dW“]“@kﬂﬁ354?N:
(32.5) Anmerkung X - EIE ()(,éi\ e f<e.

Die Koeffizienten @(x,ei) werden auch die Fourierkoeffizienten von x bzgl.

der ®-Orthonormalbasis B genannt.
Diese Bezeichnungsweise kommt von der Entwicklung einer Funktion f€€({0,2n],R)

in eine Fourierreihe her, bei der versucht wird, f£(x) als eine Reihe der Form
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oo

Co
75 + z (ak cos kx+-8k sin kx) darzustellen (vgl. z.B. W.J. Smirnow,
k=1

Lehrgang d. hoheren Mathematik, Teil II, Berlin 1963 p. 363 £f oder H. Heuser
Lehrbuch der Analysis 2, Stuttgart 1981 Kap.XVII). Setzt man auf der Suche
nach einer solchen Reihe die gleichmdBige Konvergenz voraus, sodaB dann

gliedweise integriert werden kann, ergeben sich (&hnlich wie beim Beweis 32.4)

als Koeffizienten
2m

-1y . -
uo—niﬁf(t)dt, o, =

1

1 T
f(t) cos kt dt; Bk=;

f(t)sin kt 4dt.

|-
o N

O

Dabei nlitzt man u.a. die in Beispiel (2) nach 31.1 angefiihrten Eigenschaften

aus: Die Funktionen sin mx, cos nx (n€ N) - und zusétzlich-ﬁ? -~ bilden ein
®-Orthonormalsystem S bzgl. des durch

2n
d(f,qg) := f f(t)g(t)dt definierten Skalarproduktes.
o

SR

Man beachte, daB ai,Bi von der Form ¢ ( f,ei) mit eiE S sind.

Zu untersuchen bleibt dann die Frage der Konvergenz der Reihe sowie die

Ubereinstimmung mit f.

Es erhebt sich nun die Frage nach der Existenz einer Orthonormal-

basis. Wir beweisen zundchst folgenden Satz:

= 3 X o ¥
{32.6) Orthonormierungsverfahren)von Erhard Schmidt{pn&flfP~G*Q“1 )

(a) Existenz
Sei (V,®) Prdhilbertraum und (ai)iEI mit I={1,...,n}
oder I=N eine (endliche bzw. abzihlbar -unendliche)

Familie linear unabhdngiger Vektoren.

Dann existiert ein ¢-Orthonormalsystem (ei)iEI mit

<e1,...,ej>== <a1,...,aj> flir alle j€ I.

Die Familie (ei)iEI der in (m) angegebenen Eigenschaften erhdlt

man folgendermaBen:

*) Jas Verfabven War (nadnWikipedin) achon vorbsrbekawnt +.8. Laplace
wad Caudhy.

~%) deutsdaer Motbe vaab et (4836~ 4953) (.« Qve{-.in@;er\tﬂ,}
ex) ddnischer Mathemati Ko (41850-4846)
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(b) Konstruktion (rekursiv)

Sind el,...,ej bestimmt ,und ist j+ 1€ I, so definiert

3
= - . @ i
man bj+1 s, izlei ﬂaj+1,ei) und normiert zu
1
e, s = b.
j+1 Hbj+ﬂ|3+1

A

Anmerkung: Wir werden spdter sehen, da8 f eiCD(aj
- i=1
das Bild wvon aj+1 unter der Orthogonalprojektion auf <ei|i=1,...,j>

+1,ei) gerade

ist.

Beweis durch vollstdndige Induktion :

(1) Induktions Beginn: j= 1 A
3
a, L.u. = a 0 =>Ha1||q>=t= 0 = a,
e1=-——1——a1 definiert und normiert €] >3
Bl o
0 - ’ —4q
( vgl. Anmerkung in §31) 12{1.2.3}
(ii) Induktions-Voraussetzung: Sei (ei)i=1 5 ein ¢-Ortho-

normalsystem mit <ei,...,ej>=<a1,...,aj>

(iii) Induktions-Schritt

(a) Ist j+ 141, so I={1,...,3j} und wir sind fertig,

Sei also j+1€I und aj+1 gegeben.

a3
. -®(a,,e,) e
Wire b, .:=a, .- ) e ®(a.  ,e.) . 2' 717 71
j+1 j+1 joq 1 j+1 i b
leich @ c<e >=< > 23!
gleic y SO a; ,€<e . e >=<a,, .., i

i Vi 3 .
und aj+1 l.a. von al,...,ajfniavlderspruch. Bsp. R~ ,j=1

Damit ist

b +# 0 und e, t=e— b, definiert und

j+1“® j+1 Hb
Vektor der Lidnge 1.
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(B) Laut Induktions-Voraussetzung ist (ei)i=1 5 ein

®-Orthonormalsystem; um dies auch von (e.) . . zu
i“i=1,...,3+1

zeigen, geniligt der Nachweis von ej+1J@)ek, also von

3 (e ve,) =0, fir alle ke {1,...,3j}. Es gilt

- - 1 .
<I>(ej+1,ek) = q)(“bj+1|‘b]+1'ek) m q)(bj+1lek)l

®(bj+1'ek)= @(aj+1-

J+1

. 1eiq>(aj+1,ei),ek) und wegen der
l=
Linearitdt im 1. Argument:

J
<I>(bj+1,ek) = @(aj+1,ek) - iz @(aj+1,ei) o(e;,e,)

1
=6ik laut Induktion-
Voraussetzung

@(aj+1,ek)— @(aj+1,ek)= 0.

Damit ist (e.)

izt ..., 9+1 ein ®¢-Orthonormalsystem.

Weiter gilt:

J
+°) ei®(;.,..) =

= . (O (RN

25017 bs4y L ej+1|lbj+1||®+zei (veres) €<eyraeare >
somit nach Induktions-Voraussetzung <a1,.“,aj+f>g<e1,“.,ein>_
Da al,...,aj+1 l.u. sind, folgt die Gleichheit {aus Dimen-
sionsgriinden).
Ende des Induktionsbeweises.
Flir jedes i€ I ist somit ein e, definiert, und es gilt
(ei)iET ist ein Orthonormalsystem der angegebenen Eigen-
schaft. o

Beispiele

(i) Seien XK =IR,'V=:R2 r Gi= (_g —g),B kanonische Basis,
®(x,y):= QT‘G4? fir x==‘eB, y==?B. 9 definiert ein Skalar-
produkt: Da MB(®)= G symmetrisch und nicht-singuldr ist, de-

finiert d¢eine nicht-ausgeartete symmetrische Bilinearform;
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diese ist positiv definit wegen

- _ - 3 .2 2
¢(X,X)—(4€1 252, 2E1*-3€2)(%?> = 4€1 - 2€1£2- 2E1€2+ 3E2
2
2 2
= (28 -
(28, - &) % + 285
a,:=(1,0) und a, := (1,1) sind 1l.u..

2

. =t - -1 = (L
€1 12,115 2y l/<I>‘(al,al)""‘1 7 3= (5:0).

o
I

L 4 -2
, a, -@(az,el)-?l-—(1,1)-[(1:1)(_2 3) (

) 1k o= 1) Loy = (L
(1,1 -1(2 1)(0 1(3 0)=(1,1) =(5,0) =(5,1)

1 1 1 .
=" b, = = (=,1) == (=,1)= ,
& o2l ? '\/(2-%-1)2+2.12 2 /2 2 (2/—21 /5)

Ergebnis: %,O) und (515,5?) bilden eine @—Orthonormalbasis

von V.

Beispiel (ii)

Sei V= ®(R) der R-VR der Polynom-Abbildungen

Bz:((idm)n)nEINo ist eine (abzdhlbare) Basis von V.

1
®(f,9) := [ f£(t)g(t)dt definiert ein Skalarprodukt auf V.
-1

Wendet man das Schmidt'sche Orthonormierungs-Verfahren auf
B an, so erhdlt man als ?-Orthonormalbasis eine Familie

(Ln)nem' von Polynomabbilduncen; man kann zedigen, daB
[o]

diese-bis aufs Vorzeichen - durch

n
Lp(x) := nl /Zn+lT & ((1-x%)")  fiir x€R

2 n! 2 dxn

gegeben sind .

L heiBt Legendre-Polynom vom Grad n.
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(32.7} Korollar

Jeder Prdhilbertraum endlicher oder abzdhlbar-unendlicher

Dimension besitzt eine ®-Orthonormalbasis.

Wie wir in (32.3) bemerkten, gilt im endlich-dim. Falle fir

die Fundamentalmatrix von ¢ bzgl. einer &-ONB B:

MB(®)='En.

1 n
Wegen (E,,...,8& )E_ ( ) = ) E.7, ergibt sich

(32.8) Korollar

j” Ist (V,®) ein endlich-dim. Prdhilbertraum, so existiert eine

Basis B = (el,...,en) derart, daB fir alle Vektoren

& A
x=|. und y=|!: gilt
gn B "n/B
n -—
(1) elx,y) = ] &0, und
i=1

(2) £, = ?(x,e,) fiir alle i€ {1,...,n}

Damit ist es uns im Falle Ifz bzw. Iﬁ trotz der relativ all-
gemeinen Definition des "Skalarprodukts" gelungen, fir dieses
eine Darstellung dhnlich der des kanonischen Skalarprodukts zu
erreichen: Bezliglich einer orthonormalen (nicht mehr notwendig

der kanonischen) Basis ist @(x,y)==A€T49.
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In einer Anmerkung zu Satz (32.4) hatten wir schon angedeutet,
daB sich @(x,ei) als Orthogonalprojektion von x auf e, inter-
pretieren laB8t. Dies wollen wir nun prizisieren. Zunichst
definieren wir den Begriff " (Parallel-) Projektion". Dazu

ziehen wir eine nur scheinbar schwache Eigenschaft heran:

(32.9) Definition

Sei V ein K-VR (K beliebiger Kdrper).

(a) Dann heifit pGEHomK(V,V) eine (Parallel)-Projektion von V

in sich, wenn gilt:
PepP=PpP (Idempotenz von p).

(b) Ist U=1Im p und N=Kern p, so heiBt die Projektion p auch

Projektion von V auf U lidngs N:

N heiBt Projektionsrichtung von p. Kernp N
Projektions-
Richtung”
Bsp.: V 2-dim R — VR, B==(b1,b2) Basis 9
V — v P2
p: ; > Imp

(f}) o (s / b b

Po p=p und Im p=<b1> + Kern p=<b2> .

(32.10) Eigenschaften

(a) Sei p Projektion von V in sich. Dann gilt V=1Im p® Kern p
(b) Umgekehrt:
Ist V=U@N mit UR'en U und N, so existiert eine Projektion p

mit Im p=U und Kern p= N.

Anmerkung: Ist p Projektion von V auf U lings N, so lasst sich
vE€ YV nach 32.10 eindeutig darstellen als v=u+w mit u€U=1Im p

und w €N = Kern p. Es ist dann (flir geeignetes u' € U):
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p(v) =p(u) +&=p(p(u')) =p(u') =u, also
plu+w) =u .
p hat also das Verhalten, das man sich anschaulich

von einer Parallelprojektion vorstellt.

Beweis von (32.10) (a) Sei p Parallelprojektion von V in sich.

Fir v€ V gilt:
(i) EHV-pWH=pW)—paV)=pW)—pW)=©=v-phﬂ€Kmmp=

v=(v-p(v)) + p(v) €EKern p+ Im p.

(ii) vE€Kern pNIm p=3v' {v=p(v') AVEKern p = 3Iv';
8=p(V)=p’“(V')=p(V')=v
Daher Kern pNIm p=¢
(b) Ist V=U®N, so existiert eine eindeutige Darstellung
von v€V der Form v=u+w mit w€ U, w€ N.

JV — V
p: hat die dgeforderten Eigenschaften
lv=u+w~eu o

(32.11) Definition

Sei (V,?%) ein Pr&dhilbertraum.

Eine Parallelprojektion p von V in sich heiBit ¢-Orthogonal-

projektion, falls Im p .%)Kern P gilti@rnp‘

l Proj.-Richtung

g , Imp
[ p(x)
(32.12) Satz

Sei (V,9%) Prdhilbertraum, U ein endlich-dim. UR von V mit

ON-Basis (e .,em). Dann gilt

Er
(1) Ist p ®-Orthogonalprojektion auf U(= Im p), so

gilt flir alle x€V :

p(x) = e, @(x,ei)

1

I ~8

i
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V—V
(2) Definiert man p: m so ist p ¢-Ortho-
x— ) e.0(x,e,)
i=1 * . .L
gonalprojektion auf V mit Im p=U und Kern p=1U °

Anmerkung: Die ¢-Orthogonalprojektionen auf einen endlich -
dim. UR existieren also und sind eindeutig bestimmt. Ist
speziell U= <ej>, so ergibt sich p(x)=)ej©(x,ej); d.h. @(x,ej)
ist - wie oben schon anschaulich angefiihrt - die Orthogonal-

projektion von x auf <ej>.

Beweis von 32.12

(1) x€V hat die Darstellung x=u+w mit u€ U=Im p und
1
w € Kern pg;U‘p(vgl. 32.10(a) und 32.11} Nach der Anmerkung zu
(32.10) gilt p(x) =u. Da (el,...,em) ON-Basis von U ist, er-

m
gibt sich wie im Beweis zu (32.4) u= ) ei©(u,ei). Somit

44
erhalten wir:
m m m m "
p(x) =u= z e, ®(ue) = z e d(x-we,)= Z e, 2(x,e,) - Z e.®(w,e;).
i=1 i=1 i=1 i=1
Lo i . .
Wegen wEU "= <e;,...,e,> ¢ ist die zweite Summe gleich O.

{2) (i) p ist wohldefiniert und linear.

m m m
(1) p°(0) =p( ) ej2lxe) = [ plej)etere,) = | ej0ue,) =p(.
(1ii) Im p= <e

1,...,em>=U;

(iv) U l@ZKern p=={x[®(x,ei)= 0 fiir alle i=1,...,m}SU'L‘I> . o

Anwendungsbeispiel*:

Sei V=1R" und ® das kanonische Skalarprodukt. Dann 1&Bt sich nach (14.12)

eine beliebige Hyperebene H durch eine Gleichung der Form
n

} o€ =8 mit (@ .00 ) ERY-{(0,...,00}, BER
i=t

" beschreiben. Durch Ubergang zu a =(a1,...,un) und x =(El,...,in) und
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Verwendung von 9 erh&lt man H={x [ ‘CD(a,x) =B}. Die Hyperebene H ist

paraliel zur Hyperebene Ho ={x EIRn|®(a,x)==O}. Daher ist a ein Vektor,

der senkrecht auf Ho und damit auf H steht.

Um (32.12) anwenden zu kdnnen, normieren wir a und
setzen e, :=-H%“;ba sowie 60 :=T|:1—IE R.

Dann lautet die Gleichung von H:

@(eo,x) —(30 =0 (mit ”eo”q)=1)

Sie heiBt Hessesche Normalform der Gleichung von H. \H

(s. die Ergédnzung zu (1.2) und (1.3) im Skript LAI!). Ist xp ein Punkt

von H, so gilt Ubrigens 60 =@(eo,xp); insgesamt also @(eo, x—xp ) =0

Der Vektor eo®(eo,x) ist nun nach (32.12) die Orthogonalprojektion von
x auf <ey> ; deren Linge ist gleich I@(eo,x)‘ . Wir sprechen daher von ®(eqg,x)
als der mit Vorzeichen versehenen Lénge der Orthogonalprojektion.

Flir alle x€ H ist diese Ldnge gleich 60. Dabei ist 60 der mit Vorzeichen

versehene Abstand von H zum Nullpunkt‘.“)
A

(Allgemein versteht man unter dem Abstand eines

Punktes P von einer Geraden g (flirn =2) bew.

Ebene E (fir n =3) den Abstand zum LotfuBpunkt.

Man kann zeigen (s. 32.14), daB dies der kirzeste

Abstand vonP zu einemPunkt g bzw. E ist.) — ~

Fliir einen beliebigen Punkt X € RPN H ist ed(ey,x)
ebenfalls die Orthogonalprojektion von x auf <ey>

und damit,-%(ey,x) +6o der gerichtete Abstand von x zu H. °

In jedem Fall ist aﬂ;so“ § :=|0(eqrx) - 8ol “ der Abstand von x zu H. >¥)

Eine weitere Folgerung aus 32.12 ist:

(32.13) Satz (Existenz des orthogonalen Komplements)

Ist (V,%) Prdhilbertraum und U ein endlich-dim UR von V,
dann gilt
1o
V=U&eU
Lo
U heiBt das orthogonale Komplement von U in V.
Beweis:

(32.10), (32.12) (2).

D T, posibiv eder megekiv, {caadidem ¢ oder — g al Normalonvaltior genghit ik,

"")(:Da'be\ ot —-@(eo'x).(.gc Ay 3\cid\,e Vorpelchen wie d Wenn X auf 4"8(6““‘\’“
Setke Wit dee Wollpunicd  Hidgh,
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Literatur-Hinweis zur Frage der Existenz eines orth. Komple-

ments im allgemeinen Fall: z.B.: Dieudonné: "Foundations of

modern Analysis".

Wir behandeln nun folgende wichtige Eigenschaft der Orthogonal-

projektion:

(32.14) Satz

Sei (V,9) Prdhilbertraum, U endlich-dim. UR von V. Sei

ferner p die %$-Orthogonalprojektion von V auf U. Dann gilt

fir x€ Vv:

dq,(x,p(X)) = min dq,(x,u).
u€u

Anmerkung:

pP(x) ist also ein Element von U, das unter allen Elementen von

U minimalen Abstand von x hat.

Man nennt daher p(x) auch die Bestapproximation von x mit

Elementen aus U bzgl. des Skalarprodukts o.

Bewels von 32. 14

\
-4
a0 = |- uf| 3= 0(x - 1w, x- W) = #((x- p () +(p(x).~ v), (K= p(x)) +((p(x) - w)
=||x-p(x) | %+ ||lpx) - ul|?+ o(x- p(x) ,p(x) - ) + ¢ (p(x) —u,x-p(x))
=V =Vo

Lo
da x-p(x) €U
und p(x) —u €U

2 2
=dy (,p(x)) “ +|[p(x) ~u ||
—
=0 “
Anmerkung: p(x) ist sogar das einzige Element von U mit mini-

malem Abstand.

Falls der Abstand nicht von einem Skalarprodukt herrihrt, braucht eine Best-
approximation nicht eindeutig bestimmt zu sein. Z.B. ist in IR2, versehen mit

~der max-Norm, jeder Punkt aus {(5,0)|£ €[-1,11} Bestapproximation von (G,1)
mit Elementen von (1,0)IR.
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Beispiel einer Bestapproximation mittelg Orthogonalprojektion

(vgl. Klingenberg/Klein, LA u. Analytische Geometrie IIp.300) :
SeienkK=R, v= €([-1,1],R), O(f,q) := 1J‘ f(t)g(t)dt,
U= {g[g reelle Polynomabbildung vgé Grad £ 3, eingeschridnkt auf [-1,1]},
sowie als konkretes Beispiel: f1: [-1,1] >R mit f(x) = !xl.

Wir wollen f1 durch ein Element aus U approximieren.

Da dimI{U= 4 gilt, kénnen wir Satz (32.12) anwenden: Es existiert eine
: Orthogonalprojektion p von ©([-1,1],R) auf U. Wir wollen das Bild p(fl)
bestimmen. Um nun nicht eine ON-Basis von U, bestehend aus Legendre~Polynomen
benutzen zu missen, beachten wir, daB fiir das Bild eines Vektors unter einer

Orthogonalprojektion folgendes gilt:

(32.15) Hilfssatz

Seien (V,?) Pr&hilbertraum, U endlich-dim. UR von V,
B= (bl""'bm) Basis von U (nicht notwendig orthonormal),

m
p Orthogonalprojektion von V auf U sowie X € V und p(x) = Z b.a

m
dann gilt @(x,b,) = )

i=1

ui®(bi,bj)= ®(p(x),bj) fir j=1,...,m

L
Beweis: Es ist Xx=p(x) +w mit we U 0 und daher

@(x,bj)= @(p(x)4-w,bj)= @(p(x),bj)+-®(w,bj)=

L
=0

m m
) = O(b,,b.). o
@(izlbiai,bj) i§1ql (b, ,b)

Fortsetzung des Beispiels

Wi ahl (b b.) it b. := h—l'll—» R als Basis von U
ir wahlen of *+-rbg) mi i = — xi
‘ 3
. und setzen p(f1)= Z biui; mit (32.15) gilt dann
i=0
3 +1 {4 1 . o 1 1 41
Yo [ thtdat= fle|tdac= [ —eITaes [T ae fur j=0,...,3
i=0 -1 -1 -1 o
K—f\‘___J

B(E D)
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. Fir die Koeffizienten ai ergibt sich das LGS:

3 i+j+1
1-(-1*"J _1 j+2 e
.2 Fevy) 0 =Ty (L+ (-0 36{0,1,2,3}'
i=0
3 15 . .
i aus dem u°=-I€ ’ a2==zg- und q1==a3==o und damit (wegen der Existenz der
' Projektion. auch umgekehrt)
: [-1,1]—R
P(fl): 3,15 2 folgt.
16 16
\
g 4 §
2
§
i
k]
; !
r- 1
L B -
-1 o 1
[-1,1] —=®r [-1,1] =R
9 ¢ 3 15 ist also die Bestapproximation wvon flz
XHE-I-E x2 X ’——-)‘X‘

durch eine Polynomabbildung vom Grad < 3 (bzgl. des Skalarprodukts

| 1
C®(f,qg) = I f(t)g(t)dt), also das Polynom g vom Grad < 3, fir das
..1 .

—
{I [£,(t) - g (t)1%at minimal ist.
-1
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