~400.—

§ 29 Diagonalihnlichkeit

In diesem Paragraphen betrachten wir Endomorphismen, die sich
durch eine Diagonalmatrix darstellen lassen.

Ist B= (bl""'bn) Basis von V, f € EndgV und

(63
a=mu_(£) = | ' O |so gilt definitionsgemss £(b,) =b.a_,.

.. i i
() o

nn

Die Diagonalelemente oy sind die EW'e von £ (und von A4), die
Vektoren bl,...,bn€ B sind EV'en von f. Existiert umgekehrt
eine Basis von f aus Eigenvektoren, so ist f durch eine Dia-

gonalmatrix darstellbar.

(29.1) Definition

Sei fe¢ EndKV. Eine Basis B von V heifit f-Eigenbasis wvon V,

wenn Jjeder Vektor aus B Eigenvektor von f ist.

Damit folgt:
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(29.2) Satz

Y

| Sei dim V=n<e, f¢ End,V, B Basis von V, Dann gilt:

i
(a) B ist f-Eigenbasis e Mg(f) ist Diagonalmatrix

. . . . B
(b) f besitzt eine f-Eigenbasis (f diagonalisierbar)e Mg (f)

ist zu einer Diagonalmatrik &hnlich (Mg(f)’diagonal—

dhnlich.)

Im Fall der Existenz einer f-Eigenbasis ist f durch eine "gut
zu handhabende" Diagonalmatrix beschreibbar. Wann existiert
nun eine solche Eigenbasis? Die Existenz 148t sich am charakteris-

tischen Polynom und dem Rang der Eigenriume ablesen:

(29.3) Satz (Existenz einer Eigenbasis)

Fiur fe¢ EndKV, V endlich-dim, sind folgende Aussagen &qui-

valent:
(;> (1) V besitzt eine f-Eigenbasis

(2) (i) Das charakteristische Polynom Xg von f zerfdllt,

r k.
besitzt also eine Darstellung X¢ = 1l (xi-X) +
i=1
als Produkt von Potenzen verschiedener Linear-

faktoren und es gilt

(ii) dim Vf,)\. = ki (d.h. rg(f - )\iidv) =n- ki) fir i=1,...r

L

(29.4) Anmerkungen

(a) B heiBt k-fache Nullstelle von P€ K[X], wenn eine Zerlegung

P= (X-B)k'S von P existiert mit S€ K[X] und S(B) + 0. Ist
A eine k-fache Nullstelle des charakteristischen Polynoms

X¢ bzw. ¥ so heiBt A k-facher EW von f bzw. A und k

A’

die (algebraische)  Vielfachheit von A.
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(b) Zerf&llt das charakteristische Polynom in lauter Linear-

faktoren, d4d.h. gilt

[{ -

Xg =

- (Ki-X)ki (mit Al,...,kr paarweise
1

1 verschieden) .
so ist jedes Xi eine ki—fache Nullstelle und damit ki—facher
Eigenwert.

(c) satz (29.3) besagt also: Genau dann ist ein Endomorphismus

von V diagonalisierbar, wenn das charakteristische Polynom

in lauter Linearfaktoren zerfillt und fiir jeden EW )\ die

"geometrische Vielfachheit" (dim des Eigenraumes) gleich

der algebraischen Vielfachheit von A ist.

(d)]} Ohne Beweis vermerken wir: f ist genau dann diagonalisier-

bar, wenn Hf in lauter verschiedene Linearfaktoren zer-

fdallt (s. z.B. Liineburg, Einfiihrung in die Algebra, Berlin

etc. 1973).

Beweis von (29.3)

ll(1) :(2)"

B f-Eigenbasis =¢Z&=D4B(f) Diagonalmatrix, also
(29.2)

ky
(1, - %)

(63 n
A= 11\0 = Xe= X, T m (a,, -X) =
= 1

. . J3
C) dnn j=1
(wenn {Ai|i=1,...,r}={ajj|j=1,...,n}
und Ki unter den ujj genau ki mal vorkommt).

([ ]

i

A.=qg..=sb. EV zum EW A. und
1 J3 J 1
o, ,-A

1177 O _
rg(A—X.E )= rg " =n -k, = dim Ve =k, .

O o= i

nn 1

“(2) = (1)"

Y
(i=1,...,r). Wir behaupten, daf B= \JZBi

Sei Bi Basis von V
i=1

f,ki

Basis von V ist (und damit f-Eigenbasis).

Wenn wir nachweisen, dass sich sich die Eigenrdume Vf A direkt
r .
1
summieren lassen, sind wir fertig. Denn dann gilt :
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r 1+ k.
dim Vf,x = Z k. = Zgrad(xi—x) l=grad)<f =n

1 =1

® ]
dim @ Vv -
=1 fehy 5o ioim by

i
hay
und somit V= @Vf y o

i=1 i

Die direkte Summierbarkeit ergibt sich aus folgendem Satz:

(29.5) satz

Ist f£€ EndKV und sind vl,...,vr EV'en zu paarweise ver-

schiedenen EW'en A_ ,...,A von £, dann sind v,,...,Vv
1 r 1 r

linear unabhédngig.

e e e

Beweis durch vollstdndige Induktion nach r:
Fir r=1 ist die Behauptung richtig; sei sie auch richtic fiir
r-1.

X
Induktions-Schritt: Sei ] v, o, =®. Dann folgt
i=1

r Y Y
6= (£-2,3d) (@) =(£- A id)( ] v.a,) = ] [£(v,) - v, lo, = Z [v, A, - v,A la,

i=4 i=vl i= 4
r r-1
= ) v.(A,-)\)a,= Y v.(A,-X)a,. Nach Induktions-Voraussetzung
. il r'i e, i r’' i
i=4 i=%
sind v,,...,Vv l.u., sodaB wegen A, + A und v, # @ sich
1 r-1 i r i

X
a, =0 fir i=1,...,r-1 ergibt. Aus ]

v.,o, =0 und v_* & folgt
1_4 1 1 Y

auch ocr =0. o

(29.6) KRorollar zu 29.3: Kriterium fiir die Diagonaldhnlichkeit

von Matrizen.

Fir A€ g™

sind &dquivalent:
(1) A ist zu einer Diagonalmatrix &dhnlich

X K :
— - i - = -—
(2) x, = ! (A, - X) und rg (A XiEn) n ki
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-1 3 O
Beispiel: Seien K=R, n=3, A_= 2 ? _?
Xg = (—1—-X)2(2-X); das char. Polynom zerf&dllt also in
Linearfaktoren.
Vielfachheit von A1= -1 ist k; =2
von X2= 2 ist k2=
O 3 O
dim Vf,_1= n-rg(Af-A1E3)= 3-xgl0O 3 O = 1% k1
2 1 O
(Vf,—l =b;R)

Damit ist f nicht "diagonalisierbar" und Af nicht diagonal-
dhnlich.
Selbst wenn das charakteristische Polynom zerfillt, so zeigt

das Beispiel, braucht keine Diagonaldhnlichkeit vorzuliegen.

Allgemein kann man nur 2zeigen:

(29.7) Satz:Jordansche Normalform

Ist V endliche«dim K-VR, f€ EndKV und zerfdllt das charakteristische Poly-
nom Xf in Linearfaktoren (z.B. fir K= C€ stets der Fall), so existiert

eine Basis B von V derart, dag§ Af= M];(f) folgende Form (sogen. Jordan'sche

Noxrmalform) hat:

~

1
Qo

Dabei milissen nicht alle )xi verschieden sein.

Bew. s. fiisalur
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