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§ 28 Eigenwerte, Charakteristisches und Minimal-Polynom

(28.1) Definition (Wiederholung)

(1) Sei fE€ EndKV. Ein Skalar A € K heiBit Eigenwert (EW) von £,
wenn ein Vektor v€E V- {0} existiert mit
f(v) = Av 1= vA

In diesem Fall heift v Eigenvektor (EV) von f zum EW A.

(2) Sei A€ K(n'n) . BEin Skalar A€ K heiBt Eigenwert von A, wenn
es einen Vektor # € K ‘"'1) - {0} gibt mit
A® =74

In diesem Fall heiBt 4 Eigenvektor von A zum EW ).

(28.2) (a) Anmerkung: Sex é‘“”"‘\mv{.u‘:’ {
Ist £f€ End V und B Basis von V, so gilt
veVv- {0} ist EV von £ ﬁ‘@:MB(V) ist EV von A= Mg(f)

MEK ist EW von £ & A€ K ist EW wvon A=Mg(f).
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(b) Folgerungen: (i) Die EW'e von f€ EndKV sind genau die EW'e

einer beliebigen Matrixdarstellung von £. Damit sind mehrere

Betrachtungsweisen méglich.

(ii) Ahnliche Matrizen (- sie stellen bzgl. geeigneter Basen

denselben Endomorphimus dar. —) haben dic gleichen Eicvenwerte

Setzen wir 2zundchst voraus, dass wir einen Eigenwert von £ (bzw.

kennen.

(28.3) Berechnung der Eigenvektoren bei gegebenen Eigenwerten

(1) Seien f€ EndKV, AEK, A EW von £, x€V; dann gilt

(f-—kidv)(x)= o]

x ist EV von £ zum EW A & x ist nicht-triviale Losung von

(n,n)

(2) Seien A€ K ’ >\EKJ A EW von A, ’eEK(nll);

dann gilt:

(A= AE,) ©=0.

4 ist EV von A zum EW A & #ist nicht triviale L&sung von

Die Eigenvektoren zu einem festen Eigenwert )\ sind also
die LOsungen ungleich O eines homogenen LGS's. Damit ist

Satz (10.9) anwendbar (LA I p.13Y).

(28.4) Folgerung und Definition

A)

(a) | Ist A EW von f€ EndKV, dann bilden die zu A gehOrenden

Eigenvektoren zusammen mit dem Nullvektor einen UR von V:

= {x€ V]| £(x) = Ax} = Kexrn (f- Aid_) heiBt Eigenraum von A.
il v e ]

Eig (§,2):=)
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Berechnung der Eigenwerte (s. auch die Einleitung des Kapitels)

Wie wir bereits feststellten, gilt folgendes:

(28.5) Satz

(1) Seien dimKV==m~<w, fe EndK(V) und A € K, sei ferner B geord-

nete Basis von V und A==M§(f). Dann gilt

A EW von £ e det(f - Aidv) =0 edet(A- >\En) =0

(2) Ist A€ K(n’n), A€ K. Dann gilt

A EW von A & det(A- >\En) =0

DefinitionsgemdB ist det(A-—AEn)==det(aij— Aéij)—

n
) sgn m T (o, .. .=-AS_ .. .).
nEy j=1 (3] m(3)3
n
In diesen Ausdruck geht das folgende Polynom XAEiK[X] tber,
wenn wir A € K einsetzen:

Xa= L (sgn m) T (a ) .

s = X6
ey j=1 T3] m(3)3

(3) Die ] . Eigenwerte von A (bzw.. von f mit dar-

dee
stellender Matrix A)sindgenew Nullstellen des Po lynoms Xp e

Anmerkung: In Anmerkung (27.19) hatten wir festgestellt, daB
sich K[X] in einen Korper L = K(X) einbettenliss¥ sowohl die
Elemente von K als auch X k&nnen als Skalare aus I auf-

gefasst werden und daher

n
Xy = ) (sgn M. T (a

riys — X8 .1 .) als Determinante der Matrix
e j=1 "(3)3 T(3)3
n

7% Gy,
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Wir schreiben daher auch

XA= det(A-—XEn)

Vorsicht ist aber beim Einsetzen einer Matrix B filir X geboten:

XE_  geht dabei nicht in das Matrizenprodukt BB, Uber Z{iﬁ
da XE_ €K[X]'™ ™) und nicht aus K‘'® %/ [x] ist, #)
Vi

(28.6) Definition

(n,n)

(1) Fir A€K heiBt das Polynom

X, = det(A—-XEn) das charakteristische Polynom von A.

A

f c\im« V<w ""“&
| (2) Ist f¢€ EndK(V), ind ferner B geordnete Basis von V und

A==Mg(f), so heifBt

Xg 3= Xp das charakteristische Polynom wvon f.

Anmerkung. Das charakteristische Polynom X ist nicht von der

speziellen Wahl von B anhédngig, da gilt:

(28.7) satz

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische Polynom.

Beweis. A~C=3S:A=81CS =det(a- XE ) = det (8 les - XE )

= det(s™'(C-XE,)S) = det 5 'det(C- XE_)det S=det(C-XE_
in L inkL o
(m]
ﬁéispielé} (i) X=R, n=2, g Spiegelung an 'der "x-Achse"
Darstellende Matrix (bzgl. kanonischer Basis): (; ?)
Charakteristisches Polynom:
_ 1 O T=k o3 IR s puee A S
xg-—x (O = 0 _1_X[—(1 X) (-1-X) =X 1
Eigenwerte: K1= + 1 ' K2= = ]

#) Aber auch bei K(®'™ [X] ist Vorsicht gebo-

ten: Z.B. geht CX -XC =0 fir ¢ €K‘® ™ durch
Einsetzen einer Matrix A fiir X nicht immer in
eine wahre Aussage iiber.



Eigenrdume:

0] 0 g ,
v . =0 ¢-2n=0 V1 = < (1,0)>
gl O _2 n L4

2 0 £
L\ =0 & 2£=0 Y =<(0,1)>
g-l1 0 0 n -1Ig

geometrische Interpretation: V und Vg sind die einzigen

9:1 l"'l

Nullpunktsgeraden, die bei g fix bleiben!

(ii) X=R, n=3, f Drehung um "z-Achse" mit Drehwinkel
' A5G ) .
o€ {kn|e€ 2z} (vgl. auch %&MMMWI’S )
Darstellende Matrix (bzgl. kanonischer Basis)

cos o =sin a O

sin a cos o O
0 0 1

Charakteristisches Polynom:

(cos a)-X =-sina 0O
X£% 1 sin a cosa-X O = (1-X) [(cos a—m2+shgw=
0 0 1-X

~(1-%X) (X2 -2 cosaX+1) € RIX]

Eigenwerte: A, =1 (einziger EW, da fiir o Zm

XV = cos ot /cos?o-1 nicht reell ist)
3

Eiggnraum zu A1= 1:

(cos o)1  -sin o 0 E1 (cos 0}-1 =-sin a 51
sin a (cos a)=1 0 52 =0 & =OA%ER
0 0 0 £, sin G (cos @ )=ViEy | peliebig)

(cos a)4 -sin a ) 5
Da =cos 0=2 cos a+1+sin"a=2(1-cos a) #0 fiirof Zn
sin o (cos a)-1

hat die verbleibende Gleichung nur die triviale L&sung

61 0
52 = ol 1=403R. (Drehachse)

Es eraibt sich Vf
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Keine weitere Gerade durch den Nullpunkt bleibt fix; VE, 1

(allerdings ist die Ebene <%1,4v2> f-invariant!)

(iii) XK€ {R, €},n=2, A=(1 :f);

1-X =2 |

X, = = (1-X)(-1-X) +2=%% +1 hat in R keine

A 1

-1-X
Nullstelle, in € die Nullstellen i,-i. Daher besitzt A

fir K= R keine und fiir K= ¢ zwei Eigenwerte.

(28.8) Satz

- (n,n) .
Ist A-—(uij)i,jEIK , SO gilt
grad X, =n und

Xy = (-1)an*-(-1)n_1(Spur A)Xn—1+...+-det A.

— n
Hierbei bezeichnet Spur A:= | oy (die Summe der Elemente
i=1

der Hauptdiagonalen von A4).

Beweis.

(a) Durch Induktion nach k und Entwicklung nach geeigneten
Zeilen bzw. Spalten in L = K(X) sieht man ein:
Ist B EK[X](n'n) eine Matrix, bei der k Eintrdge Polynome
1. Grades, alle lUbrigen Komponenten Konstanten sind, so
ist det B ein Polynom h&chstens k-ten Grades.

(b) Induktion nach n

Fir n=1 gilt XA==det(u )

X) =oc11—X (Spur A=det A=a

AL
Sei die Behauptung richtig fiir (n x n)-Matrizen,und @ eine

11 11

(n¥4)x(n+ t)-Matrix. Pann folgt durdn Entwicklung in L:



- o - e - - =X e e o .
TR -%1n+1 1%, *n
N ~ ! ; N '
- | N 1
%1 %22 : ! N .' n
: ~ . oo =(a —X) ) o+ Yo, .0
' N N S n+in+1 B Tin+1¥i
! ~ N “ . i=1
P Y - .- - - - - —
OLl%ﬂ-ll n+ln+1 X OLnl oLnn X

Dabei sind Ql""’Qn nach (a) Polynome vom Grad <n- 1. Aus der
Induktions-Voraussetzung folgt:

det (A-XE .)=( n-1

n,n n-1
e -X) [=1"x"+ (-1 77

i

a,.)X

+P] +R
ii

n+l n+1

Il ~18

1
(mit grad P<n-2 und grad R sn- 1)

__ay D+l n+1 _q\ 0 _q3 0
I CEP R G SURINPR CL Db S CA DR

I e~3

a, . X") +8S
. 11

i=1
(mit grad S <n-1)

det (A-XEn+1) hat als absolutes Glied det (A-O-E ) = det A. o

n+1

(28.9) Folgerungen fiir K€ {R, C }:

(1) § Ist AEII{(n’n) und n ungerade, soO besitzt A mindestens

einen Eigenwert.

Egg.xA ist Polynom vom Grad n iiber R . Ein reelles Polynom
P ungeraden Grades hat aber mindestens eine (reelle)
Nullstelle (es gibt dann X, X, € R mit P(xl) >0, P(xz) < 0,
sodass die Behauptung aus dem Zwischenwertsatz folgt). o

Fir o+Bi€ € mit o,B€ R definieren wir (vgl. Ubg.)

= a4 .. .o (n,n) o= (0
o+ Bi:=o=-Bi und fir (aij)e.c ferner (uij). (aij)

(n,n)

(2) [ sei aec mit A=A (A "hermitesch") bzw

A= (aij)GZR(n’n) mit A=.AT (d.h. A symmetrisch).

Dann besitzt A Eigenwerte und diese sind alle reell.
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Bew. (i) Zundchst bemerken wir, daB flir A€ C gilt:

(n,n) (n,n)

A=A ®A€ER. Flir A€ R cc folgt daher

(n,n)

A= A. Fassen wir also auch A€ R als hermi-

tesche Matrix iiber € auf!

(ii) x, ist komplexes Polynom vom Grad n€ N . Nach dem

Fundamentalsatz der Algebra (s. Anmerkung zu 27.16)
besitzt X mindestens eine komplexe Nullstelle .A
(aufgefaBt als Matrix liber €) hat also mindestens

einen EW.

(iii) Sei A EW von A. Dann existiert mindestens ein

Beispiele:
(a)

(b)

e cc™1) _(@}iale= e . Es gilt

e (2T = ()T '

Ae) T %= ‘CTAT@‘ ,andererseits

(

T Z=4T (3%) = 2T (%% = X (4'% und A=A".
R o

Nun ist 7%= |le||+0, da ©+0 ist. Es folgt A=)

sodass A reell ist (und im Fall ae R epen-

falls Eigenwert von A). o
A= L 2) c gl2:2) ist symmetrisch und besitzt daher
CI Eigenwerte:
=3 2 9 9
) =(1-X)“=4=X" - 2X = 3; A, =3, A, =~1
= 2 1-X SpL{E.:AdetA k 2
L (2,2)
A= (R PRk b ist hermitesch und besitzt daher
i 1
nur reelle Eigenwerte:
1-X «i 2 N é
X, = = X% - 2X+ (1-41ii) = X" - 2X
A
i 1=-X

il
©
>

H
N

Eigenwerte: A
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(c) (weiteres Beispiel)

Sei A:=1 ((z) é) € C32 ! Es gilt dann:

=
Il
—
>
|
=
S~—
—
>
+
N
N~—

-X i ,
XA(X)—det<i _)2(>—X2—(Z2)—X2—
2

Als Eigenwerte erhalten wir: A/, = j:%.
Anmerkungen:

e In der Quantentheorie stellt S, := hA (mit dem Planckschen Wirkungs-
quantum A und h = %) einen der drei Spin-Operatoren S, Sy, .S, bei der
Messung des Quantenzustands z.B. eines Elektrons dar.

(— Elektronenspin +3).

e Neben der zu S, gehorender Matrix oy = <(2 BZ> sind o, = (? é) und

0, = <(1) f)l die sogenannten Pauli-Matrizen, benannt nach dem 6ster-
reichischen Physiker Wolfgang Ernst Pauli (1900-1958). Die Pauli-Matrizen
zusammen mit der Einheitsmatrix og = Fs als ,,nullte Pauli-Matrix” spie-
len eine Rolle in der relativistischen Quantentheorie.

® 0y,0,,0, und o, bilden eine Basis des C—Vektorraums C22) und ebenfalls
eine Basis des R—Vektorraums, den die hermiteschen (2 x 2)— Matrizen
bilden.
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Ist f Endomorphismus (bzw. A Matrix), so sind die EW'e von f
bzw. A) Nullstellen von X¢e (bzw. XA)'
AuBer Elemente von K kdnnen wir in X¢ (bzw. XA) auch Elemente

anderer K-Algebren einsetzen, z.B. aus EndKV oder K(n'n) (vgl.§13),

(28.10) Satz von Cayley und Hamilton

(n,n)

(a) AE€EK = X, (n) =0

(b) dim V=n< oA fEEndKV=>xf(f)=O

2 1 2-X 1 9 9
Bsp.: K=R, n=2, A= PX, = = (2=-X)"=-1=X"-4X+3
— 1 2 1 2-X

2 _(54) _(84),(3 of_Jo o
A —4A+3En_(4 5) (4 8)+(O 3)"(0 o)

Beweis von (28.10): é)

(a) Wir definieren: C:

A —XE
n

Ce= (o : ~ L _ (_qyit]

C: (fij)i,je{l,...,n}mlt ’rif (-1) det(Cji).
Aus dem allgemeinen Laplace'schen Entwicklungssatz (s. 35.1)
folgt

c-C=cC. adj(c) =

= det C-En==XA-En.

Aufgrund der Definition wvon C sind die Eintrdge von ¢ Poly-
nome vom Grad <n- 1; es existieren also Matrizen
(n,n)

CorCyre-esC__, EK mit

8=c°+xc1+....+x c_ ..

Damit ergibt sich

¥) Anm.: Man kdnnte versucht sein,A in det (A -XE§)
flir X einzusetzen. Dazu beachte man den Hin-
weis auf S. 88 Zeile 4ff. Man muss sich daher
iberlegen, unter welchen Bedingungen A fiir X
eingesetzt werden kann oder wie folgt vorgehen:
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n-1

= o~= — - l = - T _1 — —
Xa'E,=C-C=(A-XE )+ ] X'C, =AC, + X(AC,~Cp)+...+ X" (AC__ -C__)-X"C

i%o 1 -2 n-1

In dieser Gleichung diirfen wir X durch A ersetzen:[Denn aus

% Kk N mo (k)
X . LL). L= X L)L L
(k=03*k )l l])l,] kZO (Bl:])l,j folgt
K _ k, (k)
(g#kx Xij)i’j-(gx Bij )i,j und daraus

Zlkakxij = Exkei‘;" fur alle i,j€ {1,...,n}; da {x'|ie N, Basis

von K[X] ist, liefern Koeffizientenvergleiche

fkkij= Biﬁ) fir alle vorkommenden i,j,k; das zeigt
_ (k) . .
{k(xij)i,j_ (Bij )i,j fir alle k€ {0,...,m} und somit

Aﬁrk(kij)= Ak(Big)), woraus sich

k k k )
igrkA ) - Oy ) = EA (B;%)) ergibt. ]

Setzen wir also A fiir X in die Gleichung

n-1 .
. = 1 _ _ n N 1
Xy B Aco+i§1x (AC,-C, _,)-XC__, ein!
Wir erhalten
n=1 i n
Xa (B) = x, (B)"E_=AC, + iZIA (AC, -C,_)-aC_ _,=
n-1 11 n-1 5
=AC,+ ) A*"'c,- ] a'c, ,-a"c_ =
° . i . i-1 n-1
i=1 i=1
= AC. + A"C - AC_ - A"C =@
° n-1 ° n-1

(b) folgt sofort aus (a) durch Ubergang zu einer darstellenden

Matrix von f (fh-»Mg(f) ist Algebren-Homomorphismus) . a

(28.11) Anmerkung

(a) DasSes zu gegebenem Endomorphismus f eines endlich-dimensionalen K
VR's V (bzw. zu gegebener Matrix A) ilberhaupt ein Polynom P € kKfx]-{0o}
gibt mit

P(f) =0 (0-Abbildung) bzw. P(A) =0 (0-Matrix),
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folgt leichter aus Dimensionsgriinden: Wegen dimK(EndKV)= n2==dimkg(n'n)
o 2
sind £ ,fl,fz,...,fn (bzw. A°,A1,A2,...,An2) linear abhéngig.
Es existieren daher Ogs,...,0 ZEEK, nicht alle 0O, mit
n
n2 i n2 i
ZOLif =0 (bzw. ZOLiA = 0)
i=O i=0
n2 i
Fir Po= ) 0.X gilt dann Po(f) =0 (bzw. Pe(A) =0) und Po # O.
i=0
P, "annulliert" f (bzw. A).
(b)| Ist A€k (n/n) oo jot
J:={s€xk[x]ts@a)=0} ein Ideal in k[X].
(Entsprechend bilden fir fEIEndKV und dim V < die f "annullierenden"

Polynome ein Ideal in K[x].)

Beweis. (i) Po€J (vgl. 28.11(a)) =J +¢.

Ty VS V] E = =

(ii) 1,52 £Iv al,az K ;(u1s1+-a252)(A) alsl(A)+-u232(A) d=J UR,
- (27.7)

S=S (R)
Algebren-Hom,
(iii) TEK[X]=(T-S) (&) = T(A):'S(A)=T(A)-0=0 (fir alle S€J). g

(27.7)
Da in K[X] jedes Ideal Hauptideal ist (s. 27.17) existiert in J far J# {0}
ein (eindeutig bestimmtes) normiertes Polynom E minimalen nicht-negativen

Grades , das J erzeugt: J= (H). Daraus ergibt sich:

(28.12) Satz

(1) zu Ae g (™)

existiert ein eindeutig bestimmtes normiertes
Polynom HAE K[X] von minimalem nicht-negativen Grad mit
HA (a) = 0,

das sogenannte Minimalpolynom von A.

(2) HA ist Teiler jeden Polynoms Q€ K[X] mit Q(a) = O

(3) HA ist Teiler von X
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Anmerkung: Analog gibt es fiir f € End V mit V endlich-dim. K-
VR ein Minimalpolynom Hf. Dieses stimmt mit dem Minimalpolynom
jeder f darstellenden Matrix iiberein: H(f)-—O‘*H(M (£))=0

gilt, da Mg Algebren-Homomorphismus ist.

Beweis von 28.12

(1) s.o.; (2) Qe J= (HA)=>HAIQ (3) (28.10) und (2)

(28.13) Anmerkung

Sind die Matrizen A°=1En, A,Az,...,Ar_1 l.u. und

En,A,Az,...,Ar—l,Ar linear abhdngig, so existieren
r-1 r-1 .
¢ ye..s0 €K mit AT = ] a A . Das Polynom X' - § ain
i=0 i=0
ist dann das Minimalpolynom von A.

r-1
Beweis: Offensichtlich gibt es a_,...,a,_; mit At 2 a, A =
I — i=0
Wegen der linearen Unabhingigkeit von {al |i=0,...,r-1} gibt es

kéin Polynom G €K[X]-{0} kleineren Grades mit G(a) =0.

o
Beisgpiele
-2 1 1) '

(1) A={ 1 -2 1 , K= R

1 1 -2
Minimalpolynom: A°,A sind 1l.u.

5 6 -3 =3 5
A= [ -3 6 =3 ist l.a. von A°,A: A" +3A=0
-3 -3 6

_ w2
=>HA—X + 3X

Charakteristisches Polynom:

XA=det(A—XE3) ceesz— X(X+ 3) =—(X + 3)'HA

(2) V=ZR2, f Spiegelung an einer Nullpunkt-Geraden.

Es gilt £€ End_V und £ = id_, daher H |x - 1.Wtjcn X=A4= (X+1) (X-1)

Sind 'c°i tede OO\\/K‘\om ({N\}—» e \(QY\ da\-u\, £ 2 Y4 )
Wegen E# tid folgt H Xf d7 '40" TR 1, ( )ﬂx 4).
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Da HA Teiler von Xa ist, gibt es ein S € K[X] ¢ Xp = S-HA.
Die Nullstellen von HA sind daher auch solche von XA' also

Eigenwerte von A (entsprechend fiir Endomorphismen). Es gilt

sogar

(28.14) satz und Zusammenfassung

(n,n)

(a) Sei A€K + A€ K. Dann sind folgende Aussagen #quivalent

(1) A EW von A

Q (2)  x, (M =0

(3)  H,() =0

(b) Sei dimKV= n und fEEEndKV. Dann sind folgende Aussagen

dquivalent:
() (1) A EW von f
- (2) x; (=0
(3) H (M) =0
Anmerkung

Die EW'e eines Endomorphismus (einer Matrix) sind also sowohl
genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms als auch
die Nullstellen des Minimalpolynoms.

Die Nullstellen des Minimalpolynoms unterscheiden sich von denen

des charakteristischen Polynoms h&chstens durch ihre Vielfach-

heit. - (Zur Definition von "Vielfachheit
einer Nullstelle" s. 29.4(a)!).

Beweis. (1) & (2) s.(28.5) und Anmerkung dazui
(3) = (1) s. Anmerkung vor (28.14)
(1) = (3) Zu zeicenist,dafalleEW'e Nullstellen des Minimal-

polynoms sind. Sei A EW von f. Dann existiert
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x, € v-{0o}: £(x,) = Ax . Durch vollstédndige Induktion folgt

fk(xl) = )\kxl fir K€ N .

Nun ist wegen Hf|xf grad He<n, sodafB Hf=

N~

o, X' mit 0, €K
. 1 1
i=0
gesetzt werden kann.

Damit gilt
v i % i T i E i
O = [H (DIx)=() o f)(x,)= o0, f7(x )= o Ax =() aA)x =H_(A)-x
(28.12) f 1 i=o i 1 i=o i 1 10 i 1 i%o i 1 £ 1
Anm.
Aus x14=o folgt Hf()\)=o'

Analog filir Matrizen.



