¥,

- 74 -

Rap. VI Eigenwerte und Diagonalisierbarkeit

Zur Einleitung diene folgendes Beigpiel aus der Populationsdynamik
(vgl. J. Lighthill (Hrsg.): Newer uses of mathematics, Penguin 1978, Chap. 2
Mathematics and the Biological Environment
H.L. Le Roy: Prinzipien der linearen Algebra, UTB 1980, Kap. VIII
E. Lehmann: Computereinsatz in Kursen der linearen Algebra, in:
K.-D. Graf: Mathematikunterricht und Informatik, FU Berlin,

Zentralinstitut f. Unterrichtswissenschaften und Curriculum—
entwigklung, 1982, S.123 -152):
Wie im Beispiel (1O.WAVN\H)(S. IAI p430) sehe ein Modell fiir die Entwicklung

einer Kaferpopulation folgendermaBen aus: Aus den Eiern eines Kifers schlipfen
nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat werden diese zu Kéfern,
die dann wieder Eier legen und anschlieBend sterben.

Der Ubergang von einer Generation zur nichsten geschehe (im Durchschnitt)
folgendermaBen: Aus a% der Eier werden Larven, von den Larven werden d%

Kafer. Pro Kafer werden im Mittel c¢% Eier gelegt (vgl. folgendes Schema

. . . " X .__a __a
mit den Bezeichnunge: E : Eier, 2. Larven, K: Kidfer und mit sl.—-100 P %T'IOO
als Uberlebendsraten und s3=-755 als Geburtenrate):

S3

E L K
C
/” o o) 5 E
a
T:= 100 o L
© 1o © K

beschreibt die Entwicklung der Population:

n n!' n

E E E
= = n' = T . n = T
YmT | i, > Vin+1 L L Vi
n' n
“x K K
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(mit n bzw. n', n!, nk Anzahl der Eier, Larven, Kifer vor und nach

gL/ K B% S,

dem "Generationswechsel"; A Verteilung nach i Generationswechseln, v, An-
fangsverteilung) .

Es interessiert nun, (i) ob es eine Verteilung v# & gibt, bei der (theoretisch)
der prozentuale Anteil der Eier, Larven und Kidfer bei Jjedem Generationswech-

sel konstant bleibt,und dabei:

(ii) unter welcher Bedingung(an a,c,d)eine solche Verteilung (bei konstantem

Anteil der Generationen) wachst oder gleich bleibt.

Diese Problemstellung fihrt zu dexr Frage
Existiert ein v# & mit (¥) Tv=Av (d.h. (T - kEn)v=lﬁ)
und (i) A=zO
(ii) A>1 (Wachstum) bzw. A=1 (Gleichgewicht) .

Wie am Ende des § 24 stdBt man auch hier auf die (allgemeine)

(n’n); fiir welche A€ K

Frage: Gegeben e, die Matrix AE€K
ist die Matrix A—-lEn (bzw. der Endomorphismus £ - Aidv)
singuldr?

Dieses Problem 1&Bt sich nun nach Kenntnis der Determinanten
und ihrer Eigenschaften folgendermafen formulieren:

Fiir welche X € K gilt

det(A-—AEn)= 0 (bzw. det (£ - Aidv)= 0)?

Spezialfall n= 2

a o
22
Sei A==( L Lele = ). Fiir jedes X € K gilt

Som; | Do
dann /
G o A O o, —A O
det(A- AE.) =det( | '* 12] . yo | 1t 12 _
: o o o A o o=\
21 22 21 22
2

(0, =A) (ay,=A) = Oy 0y, = AT = {0y, ? Gy ) A+ (00,57 0y Oyl

det(A—-AEz) ist also fiir solche A€K gleich Null, die Nullstellen

des "Polynoms" x2-( +u22)x+-det A sind.

%11



Spezialfall n= 3

Analog ist fir A= (o0, ) jede Nullstelle von

ij’i,j€{1,2,3}
Gp7h Oy %13
det(A-kE3)= oy azz—k Oy Nullstelle eines Polygnoms
vom Grad 3
%34 %32 Gy37A
Beispiel (Fortsetzung des obigen Beispiels):
-A o] c/100 3
_ a _ 3, acd . . _ _vacd _
0= 150 A o} =- A"+ of hat die Ldsung A= 100 (Nullstelle
d
° oo

stelle des Polynoms (-x3+ acd'10—6) . Also ist die obige Problemstellung (i)

16sbarfalls a-c-d >0 gilt; ferner ist (ii) erflillt, wenn 31/acd >100 bzw.
3;/acd =100 gilt.

Wir figen einen Exkurs iiber Polynome ein, bevor wir die Frage
nach 1-dim invarianten UR'e eines Endomorphismus allgemein

weiter verfolgen.

§ 27 Polynome (Exkurs)

Es ist in der Elementarmathematik tUblich, unter einem Polynom

einen Ausdruck der Gestalt

2 n
Qo + 0 X+ 0,X" ...+ 0 X

zu verstehen, wobei x Unbestimmte heift. Diese Definition ist

jedoch unbefriedigend, da nicht definiert wird, was eine Unbe-
stimmte ist. Man hilft sich, indem man Polynomabbildungen heran-
zieht (vgl. LAI p. 10Y) oder folgendermaBen vorgeht:

Ein Polynom solltedurch die Koeffizienten AgrOyrecera be-

stimmt sein, also durch die Folge (ao,al,...,an,o,o,...)EﬁK(N°)
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(mit endlichem Tr&ger). Zu x gehdrt dabei die (definierte!)
Folge (0,1,0,...).Addition (S-Multplikation) der Polynome
entspricht dabei der bereits definierten komponentenweise
Addition (S-Multiplikation) der entsprechenden Koeffizienten-
folgen:

(Gp + 0 X +.u.t anxn)-+(Bo-+61x4u..4-Bmxm)=(a°4—Bo)+(a14—Bl)x+u..

A (o, +a x+...+—anxn)= Ao, + (Aul)x+...+ (Aan)xn

1
Flir das Produkt soll gelten: (o, +...+ anxn)(B°+...+ Bmxm)=
i ,
1
0('oBo+ (u‘oBl+alBo)X+”°+ (JZOuJBi_j)X +°'°

Generalvoraussetzung: Sei weiterhin K K&rper.

(27.1) Definition :
(Wo) _ {(a

Auf K Jiemw, I(di)iENO Folge aus K mit endlichem Triger}

definieren wir zus&tzlich zu der (bereits definierten) Addition +

(@) ien, * (Bi)iEJNO S R

o

und S-Multiplikation

K

(@) e A= 2) o

o

eine Multiplikation-durch

(a,)

i
i’i€w, 2= __z_ a8 _5)

- (B8 ..
j=o0 ) 73

i)iGJNO i€WN,

Anmerkung: Die Multiplikation ist eine innere Verkniipfung;

denn definitionsgemdB existieren n,m€ N, mit aj==0 fiir alle
i

j>n und B,_=0 flr alle k>m. Flir i>m+n ist ] och
j=0

weil ocj=0 oder j<n und damit i-j>m+n-n, also Bi_j=0 ist.

i-5° !



(27.2) Hilfssatz

1

1
. (a) (g (Ne) rtrg)  ist K-VR,
i
g(b) (K(N3) r*t,°) ist ein kommutativer Ring mit Einselement
|
(c) va,bex™o) vaex:
. - = . )' = . .

(a b)KA (aK'A b=a (b}cx)
Beweis: (a) vgl. LAI p.10H (b) und (c) durch Nachpriifen;

Einselement ist (1,0,0,...)
Anmerkung:
(K(IN0n+,k,-) ist also eine kommutative K-Algebra,

- Wir wollen nun zu einer der vertrauten Gestalt von Polynomen

dhnlichen Form gelangen. Dazu definieren wir:

(27.3) Definition

X:=(0,1,0,...,0,...)=(6,.)

1i’i€N,

X := (1,0,...,0,...)=(60i)iEJNO

und

Damit zeigen wir

(27.4) Hilfssatz

(i) XM= (8 ) =(0,...,0,1,0,...,0, ..)

ni’ie N
° n-te
Stelle
(ii) Jedes (a,)i€m EIK(N3) hat eine Darstellung der Form
i "N,
. n .
(ai)i€N°= ) uixl = .2 uixl(fﬁr geeignetes n€ N,)

i€WNo

1=0
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(iii) Diese Darstellung ist eindeutig in folgendem Sinne:

m .
Ist z o, X =7 BjXJ und o *#0%B_, so gilt

i=0 j=0

n=m und a, = Bi fir alle i€ {1,...,n}.

Beweis:

(i) durch vollsté&dndige Induktion1)-

Induktions—Verankerung:n==O;Behauptung richtig.

Induktions—Voraussetzung:Xn= (éni)

Induktions-Schritt:

n+1 n

i
X =X+eX = (8,.).- (8 = () $

1171 nl def 520 lj ni-j’ i€mN,

v_\/..__J
#0 nur fir
j=1 und i-j=n

(6 )

n+l i’ ifW,

(ii) (o), = 1 . (0,...,0,1,0,...) = } a.x', wobei fast
1TiEN, i€Emw, * i-te iew, *
Stelle

o

alle ai==0 sind.

(iii) folgt, da {X°,X,...,X",...} l.u. sind (vgl. IA I p./M#). =&

Anmerkung:

(N, )
Die Abbildung . ist ein Algebren-Monomorphismus.
o +—> oX

Da X° das neutrale Element der Multiplikation in K(m°) ist,

folgt aus 27.2(c)
n

n N
a-} a.X" = (ax°)~] a, X . Aus diesen Griinden

1 i=1
” . . (INg) °o ...
k6nnen wir K in K einbetten, d.h. o und aX fiir a €K
. IN .
identifizieren. Damit hat jedes Element aus K( °)e1ne Dar-

stellung der Form

1) Statt von n =1 @us startend (wie in 2.7.1) kann eine vollst#ndige

Induktion auch mit beliebigem z, €Z beginnen. Die Zussage gilt
dann fir alle z €Z mit z2z.
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n
Oco+OLX+...+OLX,
1 n

die uns aus der Elementarmathematik gewohnt ist.

(27.5) Bezeichnungen

N°),+,k,-) heiBt Polynom-Algebra iiber K.

t

Jedes Element von K[X] heiBt Polynom in der "Umbestimm-

(a) KI[X] := (K

ten" X mit Koeffizienten aus K.

n .
(b) Ist P= ) ainE K[X] und o +0, so definieren wir
i=0
grad P:=n (Grad von P)

grad (0,0,...) :==c (damit grad (P-Q) = grad P+ grad Q gilt).

(27.6) Satz (Zusammenfassung)

K[X] ist eine K-Algebra; {X"|n€ N, } ist 'eine Basis von K[X]

Beweis: (27.2), (27.4)

Anmerkung: Es gilt also dim K[X] = |]N° I =34 o und damit (vgl. z.B.
1 Satz 25.7 in Scheéja, Storch, Lehrbuch der Algebra, Stuttgart 1980),
\ '
[k[x]]=]k|-aim K[x] =sup{ |x[, [, | }.
|

Wir wollen nun das Einsetzen eines Elementes aus einer K—Algebra“ﬁ¥4

® in ein Polynom behandeln: Fiir a € ® und

uiXiE K[X] definijieren wir P(a) :=
(0] i

P=

e~

I ~10
Q
o))
[,

i

2
Beispiel (i) @ =g{»m) AEQ, V€K, P=X" -2\

2

P(a) = A% - AA° = A - AE_

(ii) @ =End V, f€Qa, P=3x%-2

P(f) = fof - kidv.




(27.7) Hilfssatz

it
Seien P,Q € K[X], sei ferner (X eine K-Algebra /3?1(1 acqQ .
Dann gilt

(i) (P+ Q) (a) =P(a) +Q(a)

(ii) (AP ) (a) = AP(a)

(iii) (P-Q) (a) = P(a)-Q(a)

Beweis durch Nachrechnen ..

K[X] — QA
Anmerkung: Die Abbildung '

P +——7P(a)

ist/also ein Algebren-Homomorphismus.

($ir ge QU

Brsetzt man bei festem P = Zaixl die Unbestimmte gspeziell durch

ein Element of aus der K-Algebra K; so erhilt man
=y

. n .
o, = [ ) a, (id )1 (a), das Bild von «
o™ i=o + K

P(«) =
i

Il ~13

n .
unter der Polynomabbildung ) oui(idK)l *{ij::ﬁ(x)
i=0

Diese steht in engem Zusammenhang mit P und 1l4sst sich durch
Einsetzen von idK in P gewinnen:
Sei A= P (K) die Algebra der Polynomabbildungen iiber K. Fiir
a= idI(E Q ist nach (27.7) die Abbildung
K[X] — P(X)

® : n i n i

Pfiaix —~>P(1dK)f2ai(1dK)
i=0 i=0

ein surjektiver Algebren-Homomorphismus :

(27.7) Satz

Ist K ein KOrper, so ist P (K) homomorphes Bild von K[X]
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©
Schema: K[X] —  P(K)

n . n .
= Xl . = . 1
P Z 0, X" — P(id ) .Zai(ldK)

i=0 i= 0
~,
Polynom§~\ Polynomabbildung
~N
~. Einsetzen X K
N von ol
N
. l
& .
P(a)=Jo & K

I.a. ist ¢ Jjedoch kein Isomorphimus, d.h. zwei verschiedene

Polynome k&nnen zur gleichen Polynomabbildung fiihren:

Beispiel: K=GF(2)
P=X2+X€KRX]

02+0=0

12+1=0

B . aa2 . .
f:= P(ldK)— 1dK+-1dK bildet O auf P(0)

und 1 auf P(1)

ab, ist also gleich der O-Abbildung, zu der auch

das O-Polynom gehdrt.
Insbesondere ist {id] | j € N,} keine Basis von P(K)

(vgl. auch die Anmetrkung zu (7.21) Bsp. (d), s. LAI p.108)

Jedoch gilt

(27.8) Satz

Ist K unendlicher K&rper, so gilt K[X] = P(K)

Beweis: Nach. 27.7 ist ¢: K[X] — P(K). mit P %e»P(idK) ein sur-
jektiver Algebren-Hémomorphismus. Wir zeigen, daB ¢ injektiv ist,
wenn |K| unendlich ist.

Sei P €Kern ¢, also P €K[X] und P(idg) =0; dann gilt P(x) =0 fiir
alle x €K; wdre P #0, also Grad P =m >0, so hdtte P nach folgendem
Satz 27.9 hdéchstens m Nullstellen. Aus |K| >m folgt P =0. Also

ist ¢ injektiv und damit Isomorphismus. o



(27.9) satz

Sei K ein KOrper und P€ K[X] - {0} mit Grad P=n. Dann

hat P hochstens n Nullstellen.

Dabei benutzen wir folgende Definition :

(27.10) Definition

a € K heiBt Nullstelle des Polynoms P € K[X] (bzw. der zuge-

hérige Polynomabbildung ¢ (P)), wenn gilt P(a) = O.

zum Beweis von (27.9) (Ubungsaufgabe) kann man folgenden Hilfs-

satz heranziehen:

(27.11) Hilfssatz

Ist P€ K[X] und o Nullstelle von P, so gibt es ein Polynom

Q€ K[X] mit

P=(X-a)*Q (d.h. (X-a) teilt P)

Letzterer ergibt sich mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus.

"Teilen mit Rest" bei Polynomen (Grundlagen
(27.12) Satz f{r den"Euklidischen Algorithmus")

Seien P,Q € K[X] mit Q+ 0. Dannexistieren R,S € K[X] mit

(1) P=Q-S+R und

(ii) 8Qrad R < 4rad Q

Beweis: ......
Beispiel: K=0; P=%X"-3x"+%x%-7; 0=X2+5%x2+ X~ 2
(xs—3x4+x2—7)ux3+5x2+x—2nmz—8x+39+g

x> + 5%x% + x3 - 2x2

—8X4 - X3 + 3X2 -7
—8x* - 40%°> - 8x% + 16X

393+ 11 %% =16 X -7
X

2

39%3 + 195 x* +39 x -78
- 184 X% =55 x +71
x* - 3k 4+ X% = 7 = (x> + 5% + X- 2) - (X - 8K+ 39) +(=184X° - 55X + 71)

P = Q . S + R
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Auch sonst finden sich viele Ubereinstimmungen zwischen (Z,+,.)

und (K[X],+,°):

K[X] (flir K Kdrper)

p,q€ 2
p[q (p Teiler von q)

:e@ds€ 7z: q=s-f)

(27.13) Def. Teiler

P,Q€ K[X]
P|Q (P Teiler von Q) : &

3SE€K[X] :Q=8-P

| Unzerlegbare Elemente |

Eine Primzahl p

ist in Z dadurch
gekennzeichnet, daB sie
ungleich *1 ist und

keine echten Teiler

besitzt, also
keinen Teiler

auBer tp und 1.

+1 und -1 sind
stets Teiler,

da sie (bzgl. der
Multiplikation) in-
vertierbar sind.

p=p-1= (-p) (-1)=
p-(-1) (-1)

In K[X] ist jedes B=8-X° mit B€ K- {0}

1 -1 .
=B "X°, also Teiler

invertierbar: (BX°)~
jedes Polynoms, z.B.

Xx-a= (Bx°) (8 'x- B tax).

(27.14) Definition

(i) PE€K[X] heiBt echter Teiler von Q€ K[X]

wenn P|Q und O< grad P < grad Q

(ii) P€ K[X] heiBt irreduzibel, falls P keine

echten Teiler hat, anderenfalls reduzibel.

Ein reduzibles Polynom 148t sich in ein
‘fS'P posidivey

Produkt von Polynomen kleinerenyGrades zer-
legen. Ein irreduzibles Polynom vom Grad
gréBer als 1 kann nach(27.11% keine Null-
stelle haben.
Bsp.: R [X] : X%+ 1 ist irreduzible (ilber R)

C[X] : X2+ 1 ist reduzibel (iiber )

X2+ 1= (X+1i) (X-1)
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K[X]

Primfaktorzerlegung|

Jedes z€ z- {0} 14Bt
sich(bis auf die
Reihenfolge der Fak-
toren) eindeutig dar-

stellen als

z= €=p1-p2-...-pk

mit €€ {+1,-1} und
positiven Primzahlen

Pyre-rPy-

(Das Produkt p

*.0s

17 Py

kann "leer" sein. Durch
die Forderung "positiv",
also eine gewisse Nor-

mierung, wird € eindeutig

Um auch in K[X] eine Zerlegung auszuzeichnen,
missen wir beriicksichtigen, daB - so wie 21
in Z - die Polynome BX° mit B€ K- {0} Tei-
ler jedes anderen Polynoms sind. Wir ver-

einbaren daher

(27.15) Definition

m ,

P= ) ocinEK[X] mit grad P=m >0 heiBt
i=0

normiert, wenn am= 1 gilt.

Anmerkung:

Ist P nicht normiert, so ist es

(27.16) Satz

Jedes P€ K[X] - {0} 188t sich (bis auf die

Reihenfolge der Faktoren) eindeutig dar-

festgelegt). stellen als P= OL-P1 . .Pk mit o€ K- {0}

Bsp.: -60= (-1)-22-3-5 und normierten irreduziblen Polynomen
Pl""’Pk vom grad =1.

kann leer sein:P = qa)

(Das Produkt Pl"-"Pk

Beweis: s. z.B. Guber II p.150f.

Bsp.: P=2X° - 4x%+2X-4

(1)

(ii) in C[X]

in R[X]: P=2-(X2+ 1)(X- 2)
P=2(X+ i) (X~ i)(X~-2)

Anm.: Nach dem Fundamentalsatz der Algebra
(Gauss, s.z.B. Liineburg p.245) besitzt jedes
Polynom vom Grad grdBer gleich 1 aus C[X]
mindestens eine Nullstelle

"¢ ist algebraisch abgeschlossen"
sodaB nach (27.11) die irreduziblen Polynome

einen Grad kleiner gleich 1 haben. Jedes

Polynom i{iber € zerfdllt (bei der obigen Zer-

legung) inLine@v¥faktoren' (Polynome v. Grad<1)
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K[X]

l Struktur der Ideale

Den Normalteilernkﬁﬁ.Gruppen und den UR'en bei VR'en entsprechen

bei Ringen spezielle Unterringe , die Ideale:

Sei (R,+,+) ein kommutativer Ring. Dann heiBt J< R Ideal in R,

wenn J UG von (R,+) ist und R:JcJ gilt. In einem kommutativen

Ring (R,+,+) mit 1 ist (a) := Ra ein Ideal, das von a€ R erzeugte

Ideal. Ein Ideal J heiBt Hauptideal, wenn es ein a € R gibt mit

J= (a).

Beispiele

(2) = 2Z Ideal der
geraden ganzen
Zahlen;(n) = nZ Ideal
der durch n teilbaren
Zahlen;(1)=(-1) =12
4Z + 62 = (2)
(denn 4Z+ 62< 22

und, wegen

ggr(4,6) = 2= 1-6+(-1) -4,

2ZC AZ + 6%)

{27.17) Satz

((X=1))=(X=1) *KI[X]
(2) =(1) = RK[X] [?aﬂ% 240
PEK[X]= (P) = {P-Q|Q€ K[X]]
Ideal der durch P teilbaren
Polynome

(0) = {0} Nullideal

£

In 7

Haupidealringe.)

ist jedes Ideal Hauptideal (Ringe dieser Eigenschaft heiBien

und in KI[X]

Genauer:

Zu jedem Ideal J in K[X] existiert ein
(bis auf einen Skalar o € K) eindeutig be-
stimmtes Polynom P € K[X] mit J= (P).

Ist J:t{b}, so ist P ein Polynom minimalen

nicht-negativen Grades in J.
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K [X]

Beweis flir Z ahnlich
wie fiir K[X], aber

mit"Betrag’ statt Grad.

(27.18) satz

Beweis (a) Existenz

Ist J= {0}, so setze man P=0. Sei also

J- {0} +@. Dann hat {grad P|P€ J- {0}} ein
kleinstes Element m. Sei P€ J- {0} mit

grad P =m.

Da J TIdeal ist, gilt (P) € J. Sei umgekehrt
QEJ;Z.L Qe (P).

Nach (27.12) existieren R,S€ K[X]iQ=SP + R
mit grad R< grad P.

Da J Ideal ist und P,Q€ J gilt, folgt
R=Q-SP€J. Weil P minimalen Grad in J - {0}
hat, mu8 R=0 sein, woraus sich Q€ (P) ergibt.

(b) Eindeutigkeit

Sei (P)=(Q)#*(0). Aus Q€ (P) folgt 23S € K[X]

mit Q=PS; aus P€ (Q) die Existenz eines
Polynoms R€ K[X] mit P=QR. Es ergibt sich
P=QR=P-.(SR), also P(SR- 1) = 0.

Da K[X] nullteilerfrei ist (s.u.) und P %0,
muB SR= 1 sein, woraus man grad R+ggad S=grad1=0
erhdlt. Damit ist grad R=grad S=0 und es
existiert a€ K: S=0aX°. Q=PS=0-P zeigt die

Behauptung. a

Z und K[X] sind nullteilerfrei.

Beweis fir K[X]: Seien P,Q€ K[X] - {0}; dann gilt grad P> 0O

und grad Q> O; daher grad(P-Q) = grad P+ grad Q>0 und P-Q# O.

Bew. fiir 2 s.z.B. A. Oberschelp, Aufbau des Zahlensystems,

Gottingen 1968, S. 72 f.



(27.19) Anmerkung

Da beide Ringe auBerdem kommutativ sind und mindestens 2 Elemen-

te enthalten, sind sie sogar Integritdtsbereiche (vgl. Def.(5.2)).

Man kann zeigen (s.z.B. A. Oberschelp l.c., p.80ff) , daB gilt:

Jeder Integritdtsbereich %38t sich in einen Kbrper einbetten]

-~

. . m mq my
Beispiele: Zg Q= {Z|m,n€ 2%, n+0} mit —=—= em,n_=n.m
n n{ n % 2 . 172
KIX] cK(X) mit K(X) = {£|P,Q€K[X], 0+0} wnd —L=-2 «P 0 =0 P
9 Q, 9, 172 t172

Insbesonder gelten die von uns angefiihrten Definitionen und

Rechengesetze auch fiir Matrizen, deren Eintrige Polynome sind.




