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§ 26 Determinanten von Endomorphismen tad dar Audiipliocdionsak

Wir wollen nun auch flir Endomorphismen Determinanten definieren.
ZweckmiBigerweise ist die Definition so zu wdhlen, daB filr
fe EndK (V) mit dimKV <w gilt

det f=det M (f)

fir eine Basis B, besser noch fiir jede Basis B von V-falls mdglich.

Wir definieren zundchst:

(26.1) Definition

Seien V endlich-dim K-VR und B eine geordnete Basis von V.
Ist f(EEndK(V), so definieren wir

det f :=det ME(f) )

Wir wollen zeigen, daB diese Definition nicht von der speziell

gewdhlten Basis B abhdngt.

n
Seien B= (b ,...,b_ ) und f(bj) =izlbigij (j=1,...,n), also
B - (n,n) .
MB(f)"(gij)i,je{l,...,n}61< . Dann erhalten wir
det f= Z (sgn “)(En(1)1°"£n(n)n' Ein Vergleich mit Formel (%)

TEY,
in (1949 fihrt zu

= -1
det f-—A(f(bl),...,f(bn))-A(bl,...,bn)
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flir eine beliebige Determinantenform A auf V. (Es ist sinn-
voll, hier wieder beliebige Determinantenformen zu betrachten,
da die Determinante ja bzgl. einer speziellen Basis normiert
ist.) Ist f nicht injektiv, so sind f(bl),...,f(bn) linear
abhdngige Vektoren und det f£=0. Dies gilt fiir jede Basis B.

Sei also f regulir.

@minnerung: Die Gruppe der reculé&ren linearen ARbbildungen.
von V auf sich hatten wir mit GL(V) oder Aut V bezeichnet. Ist
dimKV==n, so ist sie isomorph zur Gruppe GL(n,K) aller regulédren

n x n-Matrizen tiber K (vgl. 24.7).)

Wir betrachten nun zunidchst A(f(xl),...,f(xn)).

(26.2) Hilfssatz

Ist A eine Determinanten-Form auf dem endlich-dimensionalen

K-VR V und f €GL(V), so ist auch die durch

Af(xl,...,xn) ﬁ=A(f(x1):...,f(Xn))

definierte Abbildung eine Determinanten-Form.

Beweis: A 1ist n-fach linear, f ist linear; daraus folgt die
n-fach Linearitdt wvon AF'
f erhilt die lineare Abh&dngigkeit und bildet eine Basis
wieder auf eine Basis ab. Daraus folgen die lbrigen

Behauptungen. o

Nach Satz (45.,24) existiert also ein ¢~€ K- {O}: A=A

Sind B==(b1,...,bn), C= (c .,cn) Basen von V, so ergibt sich

1,.-
_1_ _
det £ (bzgl B) =A_(b ,...,b ):A(b, ... b )7 =¢=

_1__
Af(cl,...,cn)-A(cl,...,cn) =det £ (bzgl. C).



(26.3) Satz

Die in (26.1) definierte Determinante eines Endomorphismus f

des n-dim VR's V hdngt nicht von der speziell gew&dhlten Basis

ab. Vielmehr gilt

Ere——

% det f =det Mg(f) fiir jede Basis B von V u .

Auferdem haben wir gezeigt:

(26.4) Hilfssatz

(a) Ist A Determinanten-Form des endlich-dim. VR's V und
B==(b1,...,bn) Basis von V, dann gilt

det £=A(£(b),...,E(b ))+Ab ,...,b ) 7"
n 1 n

(b) Ist fGEndK(V)? so gilt fiir alle XireeorX €V:

A(E(xq),...,E£(xy)) =det £-A(Xq,...,Xp)

3
Anmerkung: Geometrische Interpretationen in R : Da auch

die Volumenfunktion Vol fiir Parallelflachs eine Determinanten-

form ist, gibt det £ den "Deformationsgrad"”

vol (£(x,),£(x,),£(x,) )-VOJL(X1,><2,X3)‘1 der Abbildung f

bei Anwendung auf ein Parallefflach P(xl,xz,x3) an.

(26.5) Eigenschaffen'déf Determinante von Endomorphismen

Sei V n-dim K-VR .

(1) Fir f€ EndKV gilt

fE€GL(V) « det £+%0

(2) Fir f£,g¢€ EndKV gilt der Multiplikationssatz:

det(fog) = det f£-det g
(3) det(idv)= 1 und
det £ 1= (det £f) ! flr alle f€ GL(V)




- 70 _
Beweis: (1) £ & GL(V) = Af(bl,:..,bn) +0 =det £+ 0

fE¢GL(V) = det f=0 (s.0.)
(2) Ist g€ GL(V), so auch fog¢GL(V), da Kern gg Kern(fegqg)
Nach (1) ist det (fog) = 0 und det g=0.

Sei also g € GL(V); dann gilt fiir eine Basis B=(b1,...,bn)
1

det(fog) = A((£foqg) (bl) reeer(foqg) (bn))'-A'(bl, . .,bn)_ =

AE(g(By))s.eusE(g(b))) A(g(B) ... g(b )

A(g(bl),...,g(bn)) A(bl""’bn) <;a
(g(By)s--.,g(by))

Basis von V

=det £ . det g.
, 4 -1
(3) det(ldv) = A(bl""’bn) -A(bl,...,bn) =1

1=det(id ) = det (£o.£™ 1) = det £-det (£ 1), o

Folgerung fir Determinanten von Matrizen:

(26.6) Multiplikationssatz

(ri,n) .

Seien A,B€ K dann gilt

det (A-B) = det A-det B

Beweis: det A-B= det fA-B= det(onfB) = det fA-det fB= det A-det B.

(26.7) Korollar

(a) Ist A€ k™™ yng a reguldr, so gilt ,,
- i
det 271 = (det a) ! |

(2) Sind A und B dhnliche Matrizen, so gilt

det A = det B.

Beweis: (a) Aus (26.6) oder (26.5) (3)
(b) Ax~B= 35S € K(n’n), S reguldr: B= s las. Es folgt
det B= (det S™1) (det A) (det S)=(det S) ‘det S.det A

= det A. o
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