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Fortsetzung von Kap. IIIauvg;\uNQ\ o T

§ 17 Faktorrdume und der Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen

In §4 hatten wir auf der Menge der vollen Urbilder eines Gruppenhomomor-—
phismus eine Verknipfung derart definieren kdnnen, daB eine zur Bildgrupp'e
isomorphe Gruﬁbe entstand.

Eine entsprechende Konstruktion streben wir nun flir VR-Homomorphismen an.

Zundchst erinneren wir an die Bildung von Faktorgruppen (s. (4.11)), wobei

wir uns hier auf kommutative Gruppen beschrdnken, und definieren dann

"Faktorrdume nach Unterrdumen".

Erinnerung:
Ist (V,+) kommutative Gruppe, so ist jede Untergruppe U won (V,+) Normalteiler
(vgl. (4.8)): es gilt ja a+U=U+a flir alle a€vV,. Ist also U Unter-~
gruppe von (V,+), so kann man (V/U, ®) definieren:
- Elemente von V/U sind die Nebenklassen a+ U flir a€ Vv
- Die Verknlipfung & auf V/U ist definiert durch
(a+U) @ (b+U) :=(a+b) +U.

" definiert

Ist nun auf V zus&dtzlich eine S-Multiplikation "

und (V'+'R) ein Vektorraum, so erhebt sich die Frage, ob auch

(V/U,®) zu einem Vektorraum gemacht werden kann.

(1$#.1) Definition

Sei V VR Uber dem K6rper K und U UR von V. Auf V/U erkliren
wir eine S-Multiplikation Q durch
(V+U)OA :=v.2+U flir alle vEV, ) €EK.

Man zeigt nun leicht, daB (v+ U)®A nicht vom Reprédsentanten v abhdngt, also

€ :WUx K — V/U wohldefiniert ist.

(V/U,+,%) heiBt Faktorraum von V nach U (Véw%%m%ukhrnmﬁan>.

(11«2) 8atz

Ist V K-VR und U UR von V, so gilt:

(V/U,®,Q) ist K-VR.




. Bew. (V1) : (V/U,®) ist Gruppe nach (4.11) und kommutativ.
(V2)§(V3)

1. Distributivgesetz

[(vtUO)eWw+U)]lor = [(v+w)+Uler = (v+w)-A+U =
Def. Def. Distributiv-
Add. S-Mult. Ges, in V
(vi+wr)+U = (VA+U)S WA+ 1) = (Vv+U)er® (w+U)ex
Def. Def.
Add. S-Multi.

Analog beweist man das 2. Distributivgesetz und das

gemischte Assoziativgesetz

(V4) : (v+U)e@1 =ve1+U=v+U fiir alle vEeV. o

(1¥.3) Anmerkung: Oft ist es zweckmdBig, die Untersuchung eines
VR's V aufzugliedern in diejenige eines Unterraumes U von v,

und diejenige des Faktorraumes V/U. (1. Mdglichkeit zur Re-

duktion).

Nach (4.12) gibt es einen (kanonischen) Gruppenhomomorphismus
von (V,+) auf (V/U,®) mit Kern U, nimlich
V —-V/U

h -
Vi v +U

(1¥.4) Hilfssatz

. JV ——V/U
Ist V K-VR und U UR von V, so ist hU Ny v +U

ein VR-Homomorphismus mit Kern U.

V/U ist also homomorphes Bild von V.

Bew. Wegen (4.12) reicht der Nachweis der Homogenitdt:

h (ved) =v-a+U= (v+U)er=hy(v)oer o




Sei nun £ : V — V' ein gegebener VR-Homomorphismus und

U t=Kern £f; beschrdnken wir uns auf die Gruppenstruktur,

so gibt es - s. Beweis. zu (4.13) - einen Gruppenisomorphis-
mus 1 :V/U —Im £ mit i(v+U) = £(v), also f(v) =i(v+0U) =
i(h

Kern f(v))= (ithern f)(v)'

schematisch: £

' >Im fC V'
v VR~Hom, m /1
Kern £ i
V/Kern £

V/U —Im £

Wir wollen zeigen, daB i : ein VR-Isomorphismus ist.
V+ Ur—f(v)

Da in (4.13) bewiesen wurdem daB i Gruppenisomorphismus ist,

reicht es wieder, die Homogenitit nachzupriifen:

Seien A €K, v€V, dann erhalten wir

i(v+U)er) =i(vr+U) = £(vr) = E(v) ex=[i(v+U)]en |
f homogen

- Dies zeigt:

(1¥.5) Homomorphiesatz fiir Vektorriume

Sind V und V' VR'e iber dem Kdrper K, und ist f :V — V'

ein VR-Homomorphismus, dann gilt

V/Kern £ =~ Im f (als K-VR'e).




) v v
Diagramm:
Imf
Kern £
{o} ¥— - {c}
Bevor wir zu Anwendungen dieses Satzes kommen, wollen wir

noch eine Untersuchung iiber die "Unterraum-Verbands-Struktur"

[

eines VR'es nachholen.
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