Ubungen zum Lehrerweiterbildungskurs
“Lineare Algebra/Analytische Geometrie I1”

Aufgabe B1 (Faktorraum, Basis)

Sei U ein nicht-trivialer echter Unterraum mit Basis By des K —Vektorraums

V'; sei ferner B = By U D eine Ergéinzung von By zu einer Basis B von V' (und
damit D = B\ By).

Zeigen Sie, dass dann By iy := {d+U |d € (B\By)} eine Basis des Faktorraums
V/U ist.

Loésungsskizze
Wir zeigen, dass By (i) linear unabhéngig und (ii) ein Erzeugendenystem von
V/U ist. Natiirlich sind die Elemente von By, Vektoren aus V/U.

(i)

Gegeben sei eine Linearkombination des Nullvektors von V/U, also von

U, mit Elementen aus By y:

U=>(di+U)\ (mit d; € (B\ By) und \; € K sowie einer geeigneten
i€l

Indexmenge I.)

Es folgt U = > d;\; + U und daraus v = ) d;A\; € U. Wéren die A; nicht

el el

alle 0, so hitte, da By N D = () und By Basis von U ist, der Vektor v

zwei verschiedene Darstellungen mit Elementen aus B, ein Widerspruch.

Also ist die gew’iz)%hlte Linearkombination trivial; und By y ist linear

unabhéngig.

Ist w Element von V/U, so existiert ein v € V mit w = v+ U. Da B =
By U D Basis von V ist, existiert eine Darstellung v = Y ;A\ + Y djp;
iel JjeJ

mit ¢; € By und dj S B\BU.

Wir erhalten: w =v+U =Y cihi+ > djp; +U = 3 djp; + U (wegen

icl jeJ jeJ
c; € U), alsow = ) (dj + U)u;. Daher ist By, Erzeugendensystem von
jeJ
V/U.

Insgesamt folgt, dass Byy eine Basis von V/U ist.



