Ubungen zum Lehrerweiterbildungskurs
“Lineare Algebra/Analytische Geometrie I1”

Aufgabe B5 (Direkte Summe, lineare Unabhiingigkeit, Dimension)®

Der K —Vektorraum V sei die direkte Summe der Unterrdume U und W seien
ferner wuq, ..., u linear unabhéngige Vektoren von U sowie wq,...,wy, linear
unabhéngige Vektoren von W.

(i)
(i)

Zeigen Sie, dass dann auch wuq, ..., U, w1, ... Wy, linear unabhéngig sind.

Benutzen Sie (i) zum Nachweis von dimg (U & W) = dimg U + dimg W.

Loésungsskizze

(i)

Sei
Auy + . Agug + piwy F -+ Wy, =0

mit A;, u; € K. Dann folgt aus
(Mup + .o Aug) + (w1 + .o F ppwy) =0=0+0

mittels der Eindeutigkeit der Darstellung eines Vektors aus V' als Summe
mit Summanden aus U und W:

AMur 4+ ...+ xup=0€U und prwy+...+ pwy, =0€ W

Die lineare Unabhéngigkeit von uq, ..., u; und die von wy, ..., w,, zeigen,
dass alle A\; und alle p1; gleich 0 seien miissen und damit

Ulye ooy Uy W1y ..y Wiy
linear unabhéngig.

Ist By eine Basis von U und Bj eine Basis von W, so is B; U By Erzeu-
gendensystem von V. Jede endliche Teilmenge von By U By ist nach (i)
linear unabhéngig; also ist B} U By linear unabhéngig, folglich By U Bs
Basis von V und (wegen U N W = {0})

dimg V = |By U Bo| = |B1| + | Ba| = dimg U + dimg W.

! Angelehnt an Aufgabe 5.48 aus Seymour Lipschutz: Theory and Problems of Linear Al-
gebra. Schaum’s Outline Series, Mc Graw-Hill 1968, 1974



