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Nachklausur (Modulpriifung) zum Lehrerweiterbildungskurs 4
"Lineare Algebra/Analytische Geometrie II’
SoSe 2016

Bearbeiten Sie bitte zwei der drei folgenden Aufgaben!

Zur vollstéandigen Losung einer Aufgabe gehort, wenn nicht anders angegeben,
auch die (fachlich und stilistisch einweindfreie) Darstellung des zielfithrenden
Gedankenganges.

Pro geloster Aufgabe erhalten Sie 10 Punkte, also maximal 20 Punkte.
Eigener nicht-programmierbarer Taschenrechner ist erlaubt.

Aufgabe 1 (Matrixdarstelllung, inverse Matrix, Determinante)

(i) Sei B = (ey,eq,e3) die kanonische Basis von R?, und sei B = (by, by, b3)
definiert durch

b1 = €3
by = e1+e
b3 = e

Bestimmen Sie die Matrix M := M g (idps) der Identitdt (als lineare
Abbildung!)

Falls Sie M nicht bestimmen konnten, verwenden Sie fiir die folgenden Aufgabenteile

die Matrix
1 1 0
My=1{(0 1 0].
0 0 1

(ii) Geben Sie den Wert der Determinante von M an (mit Begriindung), und
folgern Sie aus dem Ergebnis, dass B ebenfalls eine Basis von R? ist.

(iii) Berechnen Sie die inverse Matrix von M !
(iv) Geben Sie den Wert der Determinante von M ~! an (mit Begriindung)!

Aufgabe 2 (Eigenwerte, Eigenbasis, Diagonalisierbarkeit)
Ist folgende Matrix aus R®3) zu einer Diagonalmatrix &hnlich?

2 0 0
A= 3 4 -5
-3 =5 4

Bestimmen Sie gegebenfalls auch eine zugehorige Eigenbasis!
Lésungshinweis: Bestimmen Sie zunéchst x4, die Eigenwerte von A und dann
Eigenvektoren! Kontrollergebnis: xa(X) = (2 — X)(—-1 - X)(9 — X).



Aufgabe 3 (Isometrie, Skalarprodukt, Spiegelung, charakteristisches Polynom)
Es sei f: R? — R? linear mit f? = idge sowie det(f) < 0. Zeigen Sie, dass f
zwei verschiedene Eigenwerte besitzt!.

Lésungshilfe:

Sei A = (Ccl 2) die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basis B.

(i) Bestimmen Sie zunichst das charakteristische Polynom x 4!
(ii) Bestimmen sie mittels der pg-Formel die Nullstellen von y 4!

(iii) Zeigen Sie dann mittels det(A) < 0 , dass der Radikand positiv ist und
damit zwei verschiedene reelle Nullstellen existieren.



Losungsskizzen

zu Aufgabe 1
(i) Es gilt (formal)

(b1,b2,b3) = (e1, €2, €3)

= o O
O =

also ist
0 1 1
M=10 10
1 00
Alternativ: Die Spalten der Matrix M erhélt man aus

id(by) = by =

P

= o O

B
(ii) (a) Z.B. durch Entwicklung nach der 1.Spalte sieht man:

det M = -1

(Alternativ ergibt sich der Wert der Determinante durch die Zeilenumfor-
mungen von Teil (iii) aus det E'5 unter Beriicksichtigung des Faktors —1
wegen einer Zeilenvertauschung.)

(b) Die Matrix M ist also regulér; das durch sie in der obigen Weise aus
einer Basis erhaltenen Tupel B ist nach Satz 24.4 aus der Vorlesung eben-
falls Basis. Alternativ: Wegen det M # 0 ist fjs reguldr und bildet eine
Basis auf eine Basis ab.

(iii) Durch elementare Zeilenumformungen erhilt man:

01 1[1 00 00 1|1 -1 0
010(010]] ~ [010/0 10 () = 21 — 29)

100[00 1 10 0/0 1

1000 01

~ [0 100 10

00 1|1 -1 0

Mit der rechten Seite der Matrix erhalt man:

0 01
Mi'=10 10
1 -1 0

(iv) det(M~1!) = (det M)~! = —1.



zu Aufgabe 2
Wir betrachten das charakteristische Polynom und bestimmen die zugehorigen
Nullstellen. Diese sind die Eigenwerte der Matrix.

2-X 0 0
xa(X) = 3 41-X =5
-3 -5 4-X

= (2-X)(16 —8X + X2 —25) = (2— X)(—1 — X)(9 — X).
Da das charakteristische Polynom in lauter verschiedene Linearfaktoren zerfillt,
ist A diagonalisierbar. Um eine Figenbasis zu bestimmen, muss zu jedem Ei-

genwert ein dazugehoriger Eigenvektor gefunden werden. Dies geschieht durch
das Losen des linearen Gleichungssystems

(A= \E,) -z =0.

Die jeweils erhaltenen Eigenvektoren spannen dann einen Unterraum V4 ) von
V auf, den Eigenraum von A zu .

0 0 0
A =2 fihrtzu (A-ME)=|3 2 -5
-3 -5 2

und zum Gleichungssystem

3z +2y -5z =0
-3z -5y +2z =0

Mit —3y — 3z = 0 erhélt man

7
3
Eig(A,2)=| 1 | R.
-1
3 0 0
A=—-1 fihrtzu (A-—XE,)=|3 5 -5
-3 -5 5
und
-7 0 O
A=9 zu (A—XsE,)=|3 -5 -5,
-3 -5 =5
0 0
woraus man Eig(A4,—1) = | 1 | R und Eig(A4,9) = [ 1 | R erhiilt.
1 -1
Die zu den Eigenwerten A, A2, A3 gehorenden drei Eigenvektoren sind linear
-7 0 0
unabhéngig und bilden daher eine Eigenbasis C' = 31,11],] 1
-3 1 -1



von V.

2 0 0
Anmerkung: Es ist A also dhnlich zu MS(f)=(0 -1 0],
0 0 9

zu Aufgabe 3
Zunichst zeigen wir, dass f einen Eigenvektor v; zum Eigenwert +1 und einen
Eigenvektor v zum Eigenwert —1 besitzt:

Sei A= ( CCL Z > die Matrix von f beziiglich der Standardbasis.

(i) Das charakteristische Polynom von f ist dann gleich x4 mit

a—X b

xa(X) = c d—X

‘:X2—(a+d)X+ad—bc.

(ii) Dessen Nullstellen sind

a+d
2

+ %\/(a +d)2 — 4(ad — be).

Da det(A) = ad —be < 0 ist, besitzt f zwei verschiedene reelle Eigenwerte
A1, Ao,

Anmerkung: Fiir jeden Eigenvektor v; zum Eigenwert \; folgt wegen f? = idge
sofort

id(vi) = f*(vi) = f(Aivi) = Afv;
und daraus )\? = 1; die Eigenwerte haben also den Betrag 1. Folglich ist ein
FEigenwert +1 der andere —1.
Da v; und v als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear unabhéngig
sind, ist B = (v1,v2) Basis von R?. Das Skalarprodukt, das bzgl. der Koordi-
natenvektoren zur Basis B das kanonische Skalarprodukt ist, hat wegen

(v1,v1)%2(0,1)2 = 1, (v2,12)=(1,0)2 =1 und (v1,v2)=(0,1)-(1,0) =0,

(1,0) L (0,1) sowie f(v1)=wv1 und f(v2)=—v2

die gewiinschten Eigenschaften: B ist eine orthonormale Eigenbasis und f eine
Geradenspiegelung.



