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Lineare Algebra/Analytische Geometrie II’
SoSe 2016

Bearbeiten Sie bitte zwei der drei folgenden Aufgaben!

Falls Sie alle drei Aufgaben bearbeitet haben sollten, kennzeichnen Sie bitte,
welche zwei Aufgaben gewertet werden sollen!

Zur vollsténdigen Losung einer Aufgabe gehort, wenn nicht anders angegeben,
auch die (stilistisch einweindfreie) Darstellung des Gedankenganges.

Pro geloster Aufgabe erhalten Sie 10 Punkte, also maximal 20 Punkte.
Eigener nicht-programmierbarer Taschenrechner ist erlaubt.

Aufgabe 1 (Matrixdarstelllung, Basiswechsel, inverse Matrix, Determinante)
Sei f die lineare Abbildung von R? in R?, die definiert ist durch

(a)

(b)

f((a, 8,7)) = (B+7,a+ B).

Bestimmen Sie die f darstellende Matrix My := Mg (f) bzgl. der kanoni-
schen Basis B = (e1, €2, €3) von R? und der kanonischen Basis C' = (c1,¢2)
von R?!

Seien B = (51, bo, 53) und C = (€1, ¢2) definiert durch

by = e3 -

= cCiT =
bo = e +eg bzw. -

~ Cy — (1.
bs = e

Bestimmen Sie die Matrizen M; := MBB(idRs) und My := Mg(idRz).

Falls Sie M7 und M> nicht bestimmen konnten, verwenden Sie fiir die folgenden Auf-
gabenteile die Matrizen

1 1 0 11
M{=(0 1 0 und My = (0 1).
0 0 1

Geben Sie den Wert der Determinanten von M; und von Ms an, und
folgern Sie aus dem Ergebnis (mittels eines Satzes aus der Vorlesung),
dass B und C ebenfalls Basen von R? bzw. R? sind!

Berechnen Sie die inverse Matrix von M; und die von M!

Geben Sie die Matrix Mg(f) von f bzgl. der Basis B von R? und der

Basis C' von R? als Produkt von bereits bestimmten Matrizen an (ohne
das Produkt auszurechnen)!



Aufgabe 2 (Eigenwerte, Eigenbasis, Diagonalisierbarkeit)
Sind folgende Matrizen aus R®3) zu einer Diagonalmatrix dhnlich?

2 0 0 -3 5 0
A= 3 4 -5 und B = 0O -3 b5
-3 -5 4 0 0 -3

Wenn ja, zu welcher? Bestimmen Sie gegebenfalls auch eine zugehorige Eigen-
basis!
Lésungshinweis: X2 —8X —9 = (-1 — X)(9 — X).

Aufgabe 3 (Isometrie, Skalarprodukt, Spiegelung, charakteristisches Polynom)
Es sei f: R? — R? linear mit f? = idg2 sowie det(f) < 0. Zeigen Sie, dass es
dann auf R? ein Skalarprodukt gibt, fiir das f eine Spiegelung an einer Geraden
durch den Ursprung ist.

Lésungshilfe:

Sei A = (Z Z) die Matrix von f beziiglich der kanonischen Basis B.

(i) Bestimmen Sie zunéchst das charakteristische Polynom x s bzw. x 4!

(ii) Zeigen Sie dann mittels det(f) < 0, dass x4 zwei verschiedene reelle
Nullstellen A\; und A2 und eine Eigenbasis By = (v1, v2) hat.

(iii) Folgern Sie mit f2, dass A\? = 1 = A3 gilt.

(iv) Begriinden Sie, warum das kanonische Skalarprodukt auf dem Raum der
Koordinatenvektoren bzgl. Basis By die geforderte Eigenschaft hat!



Losungsskizzen

zu Aufgabe 1

(a) Wegen f(e1) = f((1,0,0)) = (0,1) und f(e2) = f((0,1,0)) = (1,1) sowie
f(es) = f((0,0,1)) = (1,0) erhalten wir

- (010

(b) Es gilt (formal)

o 01 1 -
(b1,b2,b3) = (e1,e2,e3) [0 1 0 und (&1, ¢2) = (c1,¢2) <1 0>,
1 00
also gilt
0 1 1 0 1
M1: 01 0 und MQI 1 0/
1 00

(¢) Z.B. durch Entwicklung nach der 1.Spalte sieht man:
det M1 = —1 = det Mo.

Die Matrizen M; und Ms sind daher beide regular; diNe durch sie in der
obigen Weise aus einer Basis erhaltenen Tupel B bzw. C sind (nach einem
Satz aus der Vorlesung) jeweils ebenfalls Basen.

(d) Durch elementare Zeilenumformungen ergibt sich:

01 1|1 0O 00 1|1 =1 0
010[010]] ~ [010[0 10 (2 = 21 — 22)
1 0 00 0 1 1 0 0]0 1
1 0 0]0 0 1
~ 01 0/0 1 0 (2] = 23,25 = 27)
0 0 1]1 -1 0
0 1/1 0 1 0/0 1 (2 = )
1 0/0 1 0 1/1 0 AT AR EA
Mit den rechten Seiten der Matrizen erhilt man:
0 0 1 01
M'=(0 10 und M21:<1 0).
1 1 0



(e) Es gilt:

=
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R
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= =
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zu Aufgabe 2
Wir betrachten jeweils das charakteristische Polynom und bestimmen die zu-
gehorigen Nullstellen. Diese sind die Eigenwerte der Matrizen.
Zu A:
2-X 0 0
xa(X) = 3 4-X =5
-3 -5 4-X
= (2-X)(16 —8X + X2 -25) = (2— X)(—-1 - X)(9 — X).

Da das charakteristische Polynom in lauter verschiedene Linearfaktoren zerféllt,
ist A diagonalisierbar. Um eine Eigenbasis zu bestimmen, muss zu jedem Ei-
genwert ein dazugehoriger Eigenvektor gefunden werden. Dies geschieht durch
das Losen des linearen Gleichungssystems

(A—XE,) -z =0.

Die jeweils erhaltenen Eigenvektoren spannen dann einen Unterraum V4 ) von
V auf, den Eigenraum von A zu .

A =2 fihrtzu (A-—ME,)=|3 2 =5

und zum Gleichungssystem

3z +2y —5z =0
-3z -5y +2z =0

Mit —3y — 3z = 0 erhélt man

7
3
Eig(A4,2) = | 1 | R
1
3 0 0
A=—-1 fihrtzu (A—XNFE,)=|3 5 -5
-3 -5 5
und
-7 0 0
A=9 zu (A-X3E,)=1|3 -5 5],
-3 -5 =5



0 0

woraus man Eig(A4,—1) = | 1 | R und Eig(A4,9) = [ 1 | erhilt.
1 -1
Die zu den Eigenwerten Ai, Aa, A3 gehorenden drei Eigenvektoren sind linear
-7 0 0
unabhéngig und bilden daher eine Eigenbasis C' = 31,11],] 1
-3 1 -1
2 0 0
von V. Es ist A also dhnlich zu ME(f)= [0 -1 0],
0 0 9
Wir betrachten nun B. Es gilt
-3-X 5 0
xB(X)=| 0 -3-X 5 |=(-3-X)3.
0 0 -3-X
Zur Bestimmung der Eigenvektoren setzten wir den (einzigen) Eigenwert
A = —3 in das homogene lineare Gleichungssystem (B — AE,) -z = 0 ein
0 50
und 16sen dieses nach = auf. Im vorliegenden Fall ist B—AE, = [0 0 5],
0 00
§
daher jeder Eigenvektor von der Form x = [ 0 | (mit £ € R). Folglich hat der
0

zugehorige Eigenraum Eig(B, —3) nicht die Dimension 3, und es existiert keine
Eigenbasis von B. Also ist B nicht diagonalisierbar.

zu Aufgabe 3
Zunéchst zeigen wir, dass f einen Eigenvektor v; zum Eigenwert +1 und einen
Eigenvektor vy zum Eigenwert —1 besitzt:

Sei A= ( CCL Z ) die Matrix von f beziiglich der Standardbasis.

(i) Das charakteristische Polynom von f ist dann gleich x4 mit

a—X b

xa(X) = c d—X

‘—XQ—(a—i—d)X—Fad—bc.

(ii) Dessen Nullstellen sind

1
a—;—d + 5\/(a+d)2 — 4(ad — be).
Da det(A) = ad — bc < 0 ist, besitzt f zwel verschiedene reelle Eigenwerte

A1, Ag.
(iii) Fiir einen Eigenvektor v; zum Eigenwert \; folgt wegen f? = idg2 sofort
id(vi) = f2(vi) = fQhivi) = Mo

und daraus )\g = 1; die Eigenwerte haben also den Betrag 1. Folglich ist
ein FKigenwert +1 der andere —1.



(iv) Da v; und vy als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten linear un-
abhiingig sind, ist B = (v, v2) Basis von R2. Das Skalarprodukt, das bzgl.
der Koordinatenvektoren zur Basis B das kanonische Skalarprodukt ist,
hat wegen

(v1,v1)*2(0,1)2 =1, (v9,12)=(1,0)2 =1 und (v1,v2)=(0,1)-(1,0) = 0

sowie
f(v1) =v1 und f(v2) = —v2

die gewiinschten Eigenschaften: B ist eine orthonormale Eigenbasis und
f eine Spiegelung.



