Ubungen
zum Lehrerweiterbildungskurs “Lineare
Algebra/Analytische Geometrie 11”7

Aufgabe W8 (Fortsetzungssatz, Kern)

Seien V' = R3 der 3-dim reelle Vektorraum und f; : V' — V Endomorphismus
mit fi(e1) = e1, fi(e2) = es, files) = ey fiir e; = (045) =123

(i) Welcher Satz garantiert die Existenz und Eindeutigkeit von f;.

(ii) Bestimmen Sie Kernf.

(iii) Begriinden Sie fi(v1) = vy fiir v; = es + eg sowie fi(w;) = —w; fur
w1 = €9 — €3.

(iv) Geben Sie eine Ebene E; von V an, die punktweise unter f; fest bleibt.
(v) Ist fi (bzgl. des kanonischen Skalarprodukts) eine Drehung, eine Spie-
gelung an einer Ebene, eine Streckung oder eine Parallelprojektion auf eine
Ebene? (Antwort ohne Beweis!)

(vi) Wiéhlen Sie eine Basis B von V' aus, und geben Sie eine Matrix von f;
bzgl. B an!

Loésungsskizze:

(i) Da B := {e1, e, e3} Basis von R? ist, garantiert der Fortsetzungssatz fiir
lineare Abbildungen, dass f; existiert und eindeutig bestimmt ist.

(ii) Weil f; die Basis B auf sich abbildet, ist f; surjektiv, daher (z.B. aus
Dimensionsgriinden) injektiv, folglich Kern f; = {0}.

3 3
(Alternativ: 0 = f1(>]e;Ni) = Y. fi(e)\i = e1A1 + ey + €23 impliziert
i=1 i=1

)\1:)\2:)\3:().)
(iii) Aus der Additivitat von f; folgt:
fl(U1> = f1<€2 + 63) = f1(62) + fl(eg) =e3+ e =1 und
Ji(wr) = fi(ea —e3) = fi(ea) — filez) = e3 — ea = —wy.
(iv) Nach Definition von f; und nach Teilaufgabe (iii) sind e; und v; =
es + e3 Fixpunkte von f;. Wegen der Linearitdt von f; bleibt dann jede
Linearkombination dieser Elemente fest:
f1<€1)\1 + U1>\2) = f1(61>/\1 + fl(U1)>\2) = 61)\1 + Ul)\g.
Also bleibt E; := Spann({ey, es + e3}) punktweise fest; E; hat Dimension 2;
also ist E; die gesuchte Fixpunktebene.
(v) fiist eine Ebenen-Spiegelung (mit Achse E).

Anmerkung:
Jeder Vektor w = wy A der (zu E; senkrechten) Geraden Spann({w;}) wird



auf —w abgebildet. Bei einer nicht-trivialen Drehung bleibt nur eine Gerade
punktweise fest, bei einer nicht-trivialen zentrischen Streckung nur ein Punkt.
Eine Parallelprojektion des Raumes auf eine Ebene ist nicht bijektiv.

(vi) Z.B. ergibt die Wahl von Bj := (ey, €2, e3) als Basis die Matrix

1 00
Mg, (fi)=10 0 1 |;
010
ein weiteres Beispiel liefert die Basis By := (e1, ea+e3, e —e3); die zugehorige
1 0 0
Matrix ist dann Mp,(f;1) =1 0 1 0
00 -1

(Aus det(f;) = —1 sieht man erneut, dass f; keine Drehung ist.)



