Ubungen zum Lehrerweiterbildungskurs
“Lineare Algebra/Analytische Geometrie I1”

Aufgabe B3 (Kern, Bild, Dimension, Fortsetzungssatz)

Seien V ein n — dim und W ein m — dim Vektorraum iiber dem Kérper K (mit
n,m € N)! Ferner sei X ein Unteraum von V und Y ein Unterraum von W.
Welche Bedingung an die Dimensionen ist 1.) notwendig und 2.) hinreichend
fiir die Existenz einer linearen Abbildung f : V — W mit Kern f =
X und Bild f =Y. (Mit Begriindung!)

Loésungsskizze
1.) Fiir eine beliebige lineare Abbildung f : V' — W gilt die Dimensionsformel

dimg (Kern f) + dimg(Bild f) = dimg V.
Fir Kern f =X und Bild f =Y folgt als notwendige Bedingung;:
(¥) dimg X +dimg Y = n.

2.) Diese Bedingung ist auch hinreichend. Beweis: Es gelte (). Nach dem Ba-
sisexistenzsatz existiert eine Basis By von X; dabei ist |Bx| = dimg X. Nach

dem Basisergénzungssatz kann man diese Basis zu einer Basis B = By 0D
von V erginzen. Aus (x) folgt, dass

r:=|D|=|B|—|Bx| =n—dimg X =dimg Y

ist. Eine Basis Cy von Y hat ebenfalls die Machtigkeit r; wir setzten D =
(di,...,dy) und Cy = (ci,...,¢,). Damit definieren wir eine Abbildung f :
B — C, durch f(Bx) := {Ow} und f(d;) := ¢; fir i = 1,...,7. Nach dem
Fortsetzungssatz existiert eine lineare Abbildung f : f — W mit f|p = f . Die
so konstruierte lineare Abbildung f erfiillt Kern f = X und f(V) =Y. O



