§ 10 Streckenlidngen und Winkelgr&Ben

Intuitiv haben wir die Vorstellung, dass zwei Strecken genau dann kongruent
sind, wenn sie gleich lang sind. Bisher haben wir Langen von Strecken nicht
eingefihrt. Wir wollen sie zunichst tber die Kongruenz definieren und erst
spédter mit "Zahlen" in Verbindung bringen. Analog gehen wir bei Winkeln vor.

Generalvoraussetzung: Gegeben Sei weiterhin ein Inzidenzraum, der

den Anordnungsaxiomen und Kongruenzaxiomen geniigt.

A) Definitionen und erste Ergebnisse
(10.1) Definition (L&nge von Strecken, GrtBe von Winkeln)

(a) Die Kongruenzklasse, zu der eine Strecke 56 gehdrt, heift

L&nge der Strecke PO, in Zeichen £LBQ) - ) M)

Insbesondere gilt also|#PQ)=l(RS) « 50 = RS.

Die Mengen der Lingen nennen wir L. (Ihre Elemente be-
zeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben).

(b) Analog heiBt die Kongruenzklasse, zu der der Winkel ¥ (p,q)

gehSrt, die GrdB8e des Winkels ):(p,q), in Zeichen %():(p,q)) .

Insbesondere gilti(-):(p,q))*—'t}():(r,s)) e Xx(p,q) s):(r,si.

Die GroBe der Nullwinkel bezeichnen wir mit O, die der gestreckten Winkel mit
2R (zur Begriindung siehe 10.5).

Die Menge der WinkelgroBen nennen wir W. (Ihre Elemente be-
zeichnen wir meist mit kleinen griechischen Buchstaben.)

Wir wollen nun eine Ordnungsrelation und eine Addition auf £, und W einfiih-
ren. Dazu tragen wir Strecken und Winkel auf einem Bezugsstrahl bzw. in einer
Bezugshalbebene ab.

(10.2) Vergleich von Streckenlédngen

(a) Definition

Sei p* =O*E** eine fest gewihlte Halbgerade und E* > 0*.
Fir a,b €L sei '
a <b : e« Filir die (eindeutigen) Punkte A,B € p* mit £(0%A )=a

und £(W)=b gita <B (s.Figur 101 ),

*) Wir unterscheid?ri\(j\i:v\i?cﬂlw;s};r Lénge@(‘P—QS der Strecke PQ'und der MaBzahi IEP@'] der Lange,
Entsprechend unterscheiden wir zwischen der GroBe eines Winkels ng ‘s%ri‘r'lemeaﬁzw vaeht).
**) Wie in der Mathematik nicht uniiblich, fiithren wir einen schwierig zu definierenden Begriff
dadurch ein, dass wir charakteristische Eigenscha{ten suiDefinition einer Aquivalenzrelation und
der zugehérigen Aquivalenzklassen benutzen: Zwei Strecken heiBen genau dann “gleich lang”,

wenn sie kongruent sind. Die zugehorige Aquivalenzklasse besteht dann aus Strecken gleicher
Lénge. Analog definiert man Winkel eleicher GrisRe



(b) h%ie Relation g ist eine lineare Ordnungsrelation auf L;

(¥%) .
éie ist unabh&dngig vom Bezugsstrahl p*.

0 Figur 101

Bewels
(1) Dass < eine lineare Ordnungsrelation auf L ist, folgt

sofort aus der analogen Eigenschaft von < O*E*+

(i) Seien A,B€p* mitfOFA )=, £(O¥E ):b und a <b; seien
ferner q eine weitere Halbgerade, O Scheitel von g und
R,S Punkte aus g mit £(OR) =a, #G8) =b und s >0. Wir
nehmen (entgegen der Behauptung) S <R an. Es ist nég-

lich, einen Punkt T € RS  =zu widhlen, fiir den BB = RT gilt.

Es folgt dann mit 0S = O¥B ,0%A =OR und AB = KT durch
Streckenaddition SEEEO*B 56?, im Widerspruch

zum Axiom des Streckenabtragens.

(10.3) Addition auf L

(a) Definition
Fir a,b € L definieren wir a +b folgendermaBen:
Seien A,B € p* mit A <B,HU5%R) =a, AFE-b; dann sei

a+b :=£(6;§).

(b) Aufgrund des Streckenadditionsaxioms gilt dann fiir alle

0 € [P,R] die GleichungZ(PR)=(P0 )+ 0R).

Wir vermerken ohne Beweis und Klarung der Begriffe, dass (L,+,<)
geordnete kommutative Halbgruppe ist.



(10.4) Vergleich von Winkelgr&B8en

(a)

(b)

-G7 =~

Definition (vgl.Figur 102 !)

0 Figur 102
Sei p* =0*E** Halbgerade und y* eine Halbebene mit

Randgeraden O*E*. Firq,Be W\ {0,2R} sei

o <B :e Flir die (eindeutigen) Winkel ¥(p*,r), (p*,s) in H* mit
"3(k(p*,r)) = q unda&(p*,s))=8 gilt r €Inn Xx(p*,s)u{0o*},

Im Fallely}(p,q» <$§(r,s)) sagt man auch: ¥(p,q) ist kleiner

(oder hat kleinere Gr&Be) als ¥(r,s).

Die in (10.4) (a) definierte Relation ist eine lineare

Ordnungsrelation auf W; sie ist unabhingig von p* und H*,

Aufgabe 58 Zeigen Sie Aussage (10.4 b) .

Aufgabe 59 Zeigen Sie folgende Sitze der absoluten

Geometrie:

a) In einem Dreieck ist jeder AuBenwinkel gréB8er als
jeder nicht-anliegende Innenwinkel.
b) Der gr&Beren Seite eines Dreiecks liegt der grdBere

Winkel gegeniiber.

(10.5) Anmerkung und Definition

@)

Versucht man &hnlich wie bei Streckenldngen eine Addition
von WinkelgrdBen zu definieren, st88t man auf das Problem
dajs eine Summe von Winkelgr&B8en grdBer als "zwei Rechte"
sein kann, Man 16st es z.B. durch Einfiihren orientierter
Winkel oder durch eingeschrinkte Definition der Winkel-
addition. Wir wdhlen hier zunichst den 2. Weg.
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(11) Definition: Addition gewisser Winkelgroen

a( ¥(p,q)) =gk (x,s)) +3(')<(t,u)): & Es existiert eine Halb-
gerade v mit gleichem S.cheitel O wie p und g derart, dags
v €Inn ¥(p,q) U{0}, X(p,v) =¥{(r,s) und P
¥(v,q) =¥ (t,u) gilt (vgl.Figur 103). \\

Diese Definition ist nach Aufgabe 53 o - v
unabhédngig von den Repridsentanten der \&\!K
Winkelgr&Ben. , 4

4(x(p,@)) =k (0, V) +{(k (v,q))
Figur 103

(iii) Nach Aufgabe 54 gibt es genau eine Kongruenzklasse rechter Winkel. Wir
bezeichnen sie mit R ; also
g(<(p,q))= R := <(p, q) ist ein rechter Winkel.
(iv) Ausgehend von der Summe eines rechten Winkels und seines Nebenwinkels
ordnen wir dem gestreckten Winkel <(PQ*, PQ™) die WinkelgroBe 2R zu; also:
g (a(Pa*, PO ):=2R.  Damit gilt:

g(<(p,q)) +g(<(p,q7)) =2R.

Als weitere zentrale Resultate der absoluten Geometrie

kdnnen wir nun folgende Sitze beweisen:

B) 4. Kongruenzsatz, Dreiecksungleichung

(10.6) Kongruenzsatz SsW

Sind APQR und AP'Q'R' Dreiecke mit PO =BP'Q", PR =P R
» oy P—‘ et e -
sowie f(PQ >/PR) und (fir die "Gegenwinkel der ldngeren

Seiten") ¥ PRQ =¥ P'R'Q', dann gilt APQR = AP'Q'R'.

R'
Beweis (Vgl.Figur 104): o~
Wir zeigen A(RQ =/R7go") .
Dazu wdhlen wir S € rRQ? ' p’ Q'

. [ — I——
mit R'Q' = RS. Nach dem

Kongruenzsatz SWS haben wir

g

P'Q'R' =APSR und daher

o

S

PQ. Sei also 0.B.d.A.P =p',

28]

=R' und S =Q'. Wir nehmen nun Figur 104



(10.7)

_99 -

S € IR,Q[ an; (der Fall Q€ ]S,R[ geht analog). Die Basis-
winkel des gleichsL\\ex\K\{ge\\Dreiecks APSQ wdren dann kongru-

ent: j()EPSQ):g(k PQS). Nach Aufgabe %9 folgte dann einerseits
g(<PRQ) > g(<PQS) = g(<PSQ) (Teil b), andererseits aber ‘

g ¥PQS) =g{d PSQ)> 9 (¥PRQ) (Teil a), ein Widerspruch. Dies

zeigt Q =8, woraus die Behauptung folgt.

a

In der Analysis versteht man unter einem Abstand (einer Metrik) auf
einer Menge P eine Funktion d: PXP —»f mit (i) d(P,Q) 20 und
da(p,Q) =0eP =0, (ii) 4(p,Q) =d(Q,P) und (iii) 4(P,R) £4&(P,Q) +d(Q,R)
{(fGr alle P,Q,REP). Es liegt nun nahe, in der absoluten Geometrie
d(p,Q) :=0(P0) zu definieren, Wir untersuchen Ungleichung {iii) und
zeigen (vgl. auch 10.3b): [o\awakt ALP6) wutchde oss T L .

Satz (Dreiecksungleichung)

Flir jedes (nicht ausgeartete!) Dreieck APQR gilt
%) 2(PR) <2(BQ) +1(OR)
o e e o0 Hrhcom B
. qE (gl AR (e 2

Beweis

sei s €op” mitZ(08)={0R) (s. Fig. 105)!

Dann gilt nach(10.4a): P s
g(¥PRS). >g(¥QRS)=g(¥QSR)=g{}PSR) . Figur 105

Aus Aufgabe 5%b), angewandt auf APSR, folgt nun

2{P0) +2(GR) =1(FD) +1(@%) > ().

Anmerkung: Definitionsgem&B gilt auch die "Symmetrie“!&,(ﬁ)ﬂ(ﬁ'ls) far
alle P,REP. Die "strenge Positivitat"%(PQ) 20 und %PQ) =0oeP=0Q ist
bei geeigneter Definition von O €L ebenfalls ableitbar. Jedoch bleibt
die Frage, ob L= ]R:; ={r€mr \r 20} angenommen werden darf.

Mit der Beziehung zwischen Kongruenzaxiomen und Eigenschaften des
Koodinatenschiefk&rpes eines 3-dimensionalen affinen Raums beschéftigen
wir uns u.a. im nachsten Paragraphen.



