Aufgabe 38

Sei AG(3,K) affiner Raum iiber einem geordneten Schiefk&rper
K. Zeigen Sie, dass die beiden Halbridume mit Rand-Ebene
H={(x1,x2,x3) €K3| ixihi=c}, kurz H={X€K3lx-6=c} ge~
schrieben, durch H+l==%x€K3[x-ﬁ >c} und H = {X€K3|X'5 <c}

gegeben sind.

Lbsungshinweis: Sei aEﬁH+, b€H . Setzen Sie a-6==c-+ca

und b§ =c - cp und betrachten Sie ka + (1-k)b fiir 1<==cb(ca+cb)-1

§ Bf Weitere Begriffsbildungen der geordneten Geometrie

A) Konvexitdat

Gegeben sei ein geordneter Inzidenzraum.

(8.1) Definition

Eine Punktmenge M heifit konvex, falls gilt

A,BEM = [A,BlcM

Anschauliche Beispiele: s, Figur 70.

Figur 70
nicht-konvex konvex

In einem konvexen Museumsraum ist jede Stelle von jeder

anderen zu lberschauen.

(8.2) Satz

(a) In einem geordneten Inzidenzraum sind die offenen
und abgeschlossenen Strecken, die Strahlen, die Ge-
raden, die @ffenen Halbebenen,die Ebenen konvexeMengen
In einem 3-dim 2ffinen Raum sind die Ealbrdume zu
einer Ebene konvex.




- 76 -

(b) Der Durchschnitt beliebig vieler konvexer Funkt-
mengen, die leere Menqé und die einpunktigen

Mengen sind konvex.

BeweisS sceeeee

Aufgabe 39:

Zeigen Sie: In einem geordneten Inzidenzraum ist Jede

offene und jede abgeschlossene Halbebene, jedes innere
Winkelfeld und jedes abgeschlossene innere Winkelfeld

konvex.

Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 32 a).

(8.3) Hilfssatz und Definition (konvexe Hiille)

Jede Punktmenge L ¢P ist in einer kleinsten konvexen
Menge conv (L) enthalten, n#mlich in
conv(L) =n{B|L cB =P AB konvex},

C =conv (L) heiBt die konvexe Hille von L und L heiBt

konvexes Erzeugendensystem von C.

Beweis .....

Beisgiel:
conv {A,B} =[A,B].

Aufgabe 40:

Zeigen Sie: In AG(3,K) (mit

ist conv (L) ={ E
i=1

angeordnetem Schiefkdrper K)

n
kixilxl,...,xn €L, k., 20, ) k. =1, nem}.
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B) * Ordungg;opolagie

(8.4) Definition

Gegeben sei ein geordneter 3-dim affiner Raum mit
Punktmenge P

(a) Eine Teilmenge von P heifit offen, falls sie Durchschnitt
endlich vieler Halbriume oder beliebige Vereinigung
solcher Durchschschnitte ist.
Die so definierte Menge aller offenen Teilmengen von P
heiBt (An)-Ordnungstopologie.

(b) Abgeschlossene Mengen.sind nach Definition die Komple-
mentdrmengen offener Mengen. Die abgeschlossene Hiille
cl(A) einer Teilmenge A ist definiert als

N{H|H=2A und H abgeschlossen}. Der Rand von A ist defi-

niert als cl{A)Ncl(P\A).

Aufgabe 41*

Zeigen Sie, daB es zu je zwei Punkten A,BE€ P offene Mengen

A,B gibt mit A€ A, B€B und AnB=¢. (Hausdorffsche Trennungs-

eigenschaft)

Aufgabe 42*

Beweisen Sie, daB in AG(3,R) mit der von R induzierten Ordnung
die Anordnungstopologie mit der aus der Analysis gewohnten
Topologie (in welcher die offenen Mengen die Vereinigung be-

liebig vieler offener Kugeln sind) {ibereinstimmt.

Aufgabe 43*

Zeigen Sie, daB der Rand eines (offenen) Halbraumes zur Ebene

E gleich E ist.



Ergdnzende Aufgaben zu Kapitel IT

Aufgabe 44: (Anwendung des Pasch-Axioms)

Zeigen Sie flir einen geordneten Inzidenzraum: Sind 0,A,B drei nicht-kollineare
Punkte und A' € |O,A[, B'€ Jo,B[,

dann gilt Jo,p[NJa',B'[ #@ fiir alle D€ Ia,BI[.
(Vgl. Aufgabe 32b).)

Aufgabe 45 (Zur Konvexitit)

Zeigen Sie flir einen geordneten Inzidenzraum mit Hilfe von Aufgabe 41:

Ist H& P konvex, so auch (U 10,X|
X €H

Aufgabe 46 (Nochmal zur Konvexitit)

Zeigen Sie: Ist FcMcP(in einem geordneten Inzidenzraum)und besitzt M\ F

eine Zerlegung in zwei konvexe Teilmengen M; und My derart, daf gilt

PEMiAQEM, = IB0[NF#¢, so sind M; una M, (bis auf Reihenfolge) ein-
deutig bestimmt.

Aufgabe 47 ("Links" einer gerichteten Geraden)
Sei K ein geordneter Kdérper und A =2aG(2,K) analog zu (7.15) bzw. Aufgabe 37

mit einer Ordnung versehen. Zu A = (ahaz), B= (by,by} und C= (c1,c2) definiert

man:

— > . s
C liegt links von der geriehteten Geraden AB,d.h. von (AB,<) mit A<B, wenn gilt

21 bpocy <b ~a; cy-a
det by cop| =det {1 1 ™1 >0.
) (af Y 12) bp-az c2-

Ay

ot o ) a
Zeigen Sie, daB die Menge der Punkte C, die links von AB liegen, eine der

Halbebenen mit Randgeraden AB bilden.

* 0]
Aufgabe 48A ("Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene)
N Literaturhinweise¢.H. Lenz: Nichteuklidische Geometrie, Mannheim 1967

F. Reinhardt, H. Soeder: DTV-Atlas zur Mathematik Bd.I

Minchen 1974
Wie definieren (P,G,E) durch

P={(x,y) € R

y>O}

2 2 2
G : alle Mengen der Form {(x,y) €P|(x—a)” +y° =r"} zu a,r €RR, r >0 und der Form

{(x,y) €P|x =a} mit a€R (vgl. Figur 71 1)
E:={P}
P wird lexikographisch geordnet, d.h.

R . : - x
(x,y) < (x,,y,) :& x <Xy Vix=x, Ay <y,).

) ] ) Figur 71
Jede "Gerade" sei dann mit der ein-

geschrénkten Ordnung versehen.

Zeigen Sie, daB die Inzidenzaxiome (I1) - (I5) und die Anordnungsaxiome (OR 1) -(OR 3),
nicht aber das Parallelaxiom erf{illt sind.
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Aufgabe 494* (ableitung einer "M&biusebene")

(Literatur: Scheid, Powarzynski: Math. f. Lehramtskand. I1I, p. 35ff)
Mit N= (0,0) E]R2 und einem Objekt P_ mit Pooﬂle definieren wir
P:=R2 U {P,\{N}
G:(i) Alle Mengen der Form {(x,y) € Ply=ax}U {p_} zu a€R

(ii) die Menge {(x,y) € Plx=0}U {p,}
und

(iii) Alle Kreislinien der Form {(x,y) € P| (x-a)2 + (y-b)2 = a2 + b2}

zu (a,b) ERA\{ (0,0% (durch N ohne den Punkt N)
E={P}

Die Punkte einer Geraden vom Typ (i) oder (ii) seien wie in

Figur 72 ancedeutet geordnet:

Poo {

Figur 72

Die Punkte der Geraden vom Typ (iii) seien wie folgt geordnet:
d1 Py
( )y < ( ) :ﬁdet< >>O.
d1 .92 P1,P2 as p2
(Diese Ordnung stimmt mit einer der beiden intuitiv auf der Kreislinie ge-
gebenen Ordnungen weitgehend tberein.)

Untersuchen Sie, inwieweit Inzidenz- und Anordnungsaxiome erfiillt sind.



