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§ 3 Translationen und zentrische Streckungen; Ortsvektoren
e e e e e e e e, o VERLOLED

A) Dehnungen

Betrachtet man die Figuren 22 und 23 zum affinen Satz von Desargues (2.18)
genauer, so fdllt auf, dass gie beiden Dreiecke A,B,C und A',B',C' durch
eine zentrische Streckung bzw. eine Parallelverschiebung (Translation) aufein-
ander abgebildet werden k&énnen. Tatsdchlich besteht hier eine enge Verbindung.

Die innermathematische Bedeutung dieser beiden Abbildungstypen liegt zum Teil
daran, dass die Existenz geniigend vieler Streckungen und Translationen zu
einer leicht handbaren Koordinatisierung genutzt werden kann (s. §4).

AuBerdem gestatten es Translationen, von der Auszeichung eines Ursprungs

unabhé&ngig zu werden.

Translationen spielen auch eine gewisse Rolle in Kunst und Natur (Bandornamente,
Bsp. s. u.; Translationssymmetrie.) Literaturhinweise: H. Weyl: Symmetrien,
Basel & Stuttgart, 1955. Die Welten des M.C. Escher, Herrsching (Orig. Amsterdam 1971).

l
3\

Figur 26: Bandornament

Generalvoraussetzung: Die Struktur (P,G,E) erfilille die Axiome
(I1) bis (I6) und(eP), sei also 3-dim affiner Raum. Falls nicht

anders vermerkt, sind mit "Punkten" nur die eigentlichen Punkte
also die Elemente von P, gemeint.

(Wir weisen darauf hin, dass sich folgende Definitionen und Unter-
suchungen analog auf desarguessche affine Ebenen lbertragen lassen
und zu &dhnlichen Ergébnissen Etdhren.)

Die oben angesprochenen Abbildungen haben die Eigenschaft, dass

jede Gerade auf eine zu ihr parallele Gerade abgebildet wird.
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(3.1) Definition

Eine Bijektion ¢ : P — P heift Dehnung (Dilatation, affin-
artale Kollineation) falls fiir beliebige Punkte A,B €P mit

A+B gilt: ¢©(A)@(B) | aB.

Eine Dehnung ¢ heiBt zentrische Streckung (eigentliche Dehnung),
falls sie mindestens einen Fixpunkt Z besitzt, d.h. einen

Punkt Z €P mit @(2) =2Z.

Eine Dehnung heiBt Translation (Parallelverschiebung), falls sie fixpunktfrei

oder die Identitit ist.

.

(3.2) Beispiele
In AG(3,K) wird zu p €x> und k€ K\O durch

3 3 .
OPJ(:K — K mit x — k(x -p}+p

eine eigentliche Dehnung (zentrische Streckung) und durch
3 3 .
T 3K —K mit xXbF—x+p

eine Translation (Parallelverschiebung) definiert.

Beweis ... (s. Aufgabe 18a weiter unten!)

(3.3) Eigenschaften

(1) Mit CH und 0, sind auch mIl und @, 00, Dehnungen.
Die Menge der Dehnungen bildet beziliglich der Hinter-
einanderausfihrung eine Gruppe D.

(ii) Jede Dehnung bildet kollineare Punkte auf kolline-

are Punkte (und damit Geraden bijektiv auf Geraden)

ab Y ) - -

Beweis zu (i): ....

Beweis zu (ii) : Seien A,B,C verschiedenrund kollinear und

© Dehnung. Aus AB =AC folgt  (A)p(B) || AB || AC || 9(A)9(C),

also @(A)o(B) = ©(A)@(C). Die iUbrige Behauptung folgt

T (s. (1)).

aus der Existenz von ¢~
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. Flr jede Dehnung ¢ und beliebige Punkte A,B,C,DEP
(iii)

mit A+B, C+D gilt ABI CD=¢(A)@(B) I @(C)@(D).

Dehnungen erhalten also die Parallelitit von Geraden.
(iv) Jede Dehnung bildet komplanare Punkte auf komplanare

Punkte (und damit jede Ebene H € E bijektiv auf eine

Ebene) ab.
B - —» (p(B)
Beweis zu (i) : A‘ffffjijiji_ﬁgag/////? ,
D _—_ oD
©(B)@(B) I| AB Il CD Il ©(C)@(D) . /" /
(vgl. Figur 27). o e e e
g ¢ ®(C)
Figur 27
AT v
Beweis 2u (iv): Sei A,B,C,D€H und ¢ DehnungYCilt ABHCD,SO nack,
(tid)ancmp (A) @ (B) || ©(C) @ (D) ; die Bildpunkte liegen also in
2 Gale :
einer Ebene. Schneiden sich jedoch AB und CD, so
(nada (£0)

auch ¢ (A)¢(B) undAQ(C)w(b), woraus ebenfalls die

Behauptung folgt.
a

(v)* Unter einer Dehnung bleiben uneigentliche 'Punkte und Geraden
(elementweise) fest.

Beweis: Nach Definition 3.1 wird jede Gerade auf eine Parallele abge-
bildet, daher jeder uneigentliche Punkt auf sich.

Aufgdbe 18*

a) Weisen Sie nach,dass die in (3.2) angegebenen Abbil-
dungen tatsdchlich Dehnungen sind !

b) Zeigen Sie (unter Verwendung des folgenden Hilfssatzes),
dass es auBer den in (3.2) angegebenen Beispielen keine
veiteren Dehnungen in AG(3,K) gibt!
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(3.4) Hilfssatz

(a) Sei ¢ eine Dehnung mit Fixpunkt Z=¢(2). Dann ist ¢ durch
einen Punkt A # Z und seinen Bildpunkt ¢ (A) eindeutig
bestimmt. Es gilt ¢(X) € ZX flir jeden Punkt X € P mit X £2.

(b) Sei 1 eine Translation. Dann ist T durch einen Punkt A
und seinen Bildpunkt eindeutig bestimmt. Ist T nicht die
Identitdt, so gilt ferner Xt(X) I ¥1(Y) fiir je zwei Punkte

X;Ye P; und flir jedes X €P ist X1(X) Fixgerade von T.

Anmerkung: Die Existenz einer Dehnung mit Fixpunkt Z,welche
einen gegebenen Punkt A # Z auf einen gegebenen Punkt A' mit
A'¢€ Az~ {2} abbildet (bzw. einer Translation, die A auf A'
abbildet), wird (noch) nicht behauptet. (Sie kann iibrigens

nicht ohne Hilfe des Axioms. (16) oder die Voraussetzung des

Satzes

von Desargues bewiesen werden).

Beweis von (3.4) (s. Figuren 28a und 23b)

(a) (1)

(ii)

(b) (1)

Wir zeigen zundchst: ¢@(X) € ZX (fiir einen beliebigen
Punkt X #2):

¢®(Aa)
zX 1 9 (2)0(X) = 20(X),

also @(X) € ZX = 29 (X) .

Seien nun A und @(A) 2
gegeben. Ist X ¢ ZA, so
ist ¢(X) in der Ebene ZAX
durch die Bedingungen

w(X) € ZX und @ (A)o(X) I AX

festgelegt. Ist Y € ZA,so schlieBt
man ebenso, wobei A,9(A) nun durch
X,0(X) mit X € ZA ersetzt wird.

Figur 28 a

Wir zeigen, daB Xt (X) flir jedes
X € P Fixgerade unter der Trans-
lation 1 # idp ist: 1 bildet die
Gerade XT1(X) auf die parallele T(R)
Gerade 1(X)712¢{X) ab. Wegen de
gemeinsamen Punktes t(X) gilt

X1(X) =1(X1t(X)); also ist Xt(X) Fixg

'r(x)

T(Y)

rade. Figur 28b
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(ii) Wir betrachten nun die sogenannten "Spuren" XT(X):
Infolge XY It (X)T(Y) liegen (fiir verschiedene Punkte
X,Y € P) die Punkte X,Y,t(X),t(Y) in einer Ebene. Die
Fixgeraden X1 (X) und YT(Y) sind daher entweder parallel
oder schneiden sich in einem Fixpunkt; der letzte Fall
ist nur fir = =idP méglich.

(iii) Seien nun A und 1(A) gegeben und A+1t(a), d.h. T *id.
Ist X €At(A), so legen die Eigenschaften AX || T(A) T (X)
und Xt1(X) I At(A) den Bildpunkt T (X) eindeutiqg fest

(Parallelogrammkonstruktion). Fiir ¥ € AT(A) wird die

Konstruktion von t1(Y) {iber einen Hilfspunkt X ausgefiihrt
(§hnlich wie bei a).

Anmerkung: . C
Ist © Translation, so ist T|g—r‘t(g) nach 3.4b fiir jede Gerade g € G eine Parallelprojektion.

Wir erwéhnten schon, dass fiir beliebige (nicht-desarguesche)
Ebenen nicht alle nach (3.4) mdglichen Dehnungen zu existieren

brauchen. Jedoch gilt:

(3.5) Satz (Existenz von Dehnungen)

Fir einen 3-dim affinen Raum (P,G,E) gilt:

(a) Zu gegebenen Punkten Z,A,A' einer Geraden g € G mit Z +A,A"
gibt es (genau) eine zentrische Streckung &, welche Z
fest lidsst und A auf A' abbildet.

(b) Zu zwei Punkten A,A' €P gibt es (genau) eine Transla-
tion T, Qelche A auf A' abbildet. (Wir bezeichnen sie

mit TAA,).

Beweis-Skizze: Die Eindeutigkeit der beschriebenen Dehnungen

ergibt sich aus 3.4; zu zeigen ist hier also die Existenz.

(a) Wir wihlen einen Hilfspunkt B §ZA beliebig und definieren

eine Abbildung 6 : P — P wie folgt (s. Figur 29):
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§(X)

6(z) :=2; 6(A) :=A";
flir jeden Punkt X mit
X ¢ ZA (insbesondere Z 4

flir X =B) sei §(X) der

Schnittpunkt von ZX mit
der Parallelen zu AX durch At

fir YE€EZAN{Z} sei §(Y) der Figur 29

Schnittpunkt von ZA mit der Parallelen zu BY durch §(B).

Nun ist 6 eine Bijektion mit Fixpunkt Z. Zu zeigen

bleibt
§(X)8(Y) XY f£fiir alle Punktepaare (X,Y) mit X +Y.

Der Beweis dieser Tatsache erfordert in einigen Fall-
unterscheidungen die (z.T. mehrfache) Anwendung des
affinen Satzes von Desargues (2.18). Wir behandeln

hier nur einen Fall und verweisen bzgl. der weiteren Einzel-

heiten auf das Buch: H. Lenz, S (x)
Grundlagen der Elemengar—

mathematik. )

4. FaQ
Seien X,YEP mit X,Y¢ZA,

Z

X¢2ZY; (s. Fic. 3®); dann folgen

S(Y)

) Figur 30
laut Konstruktion von & die Bezdehungen AXIA'S(X)

und AY [[A'8(Y). Nach (2.18) ist dann auch XY|| §(X)§(Y).
2 &all XY Z Lel0ivoor Dus. ... 3 TFull Yeza (Adsal B ool §)

Der Beweis verl&duft analog zu Teil a); nur ist jetzt
(im Falle ".Ac#A') Z als der uneigentliche Punkt der
Geraden AA' zu wdhlen. (Im Falle A=A' ist T = idp) .

@]

Aufgabe 1 g+

(a)

In einem 3-dim affinen Raum (bzw. einer desarguesschen
affinen Ebene) sei (A,B,C,D) ein Parallelogramm mit

(eigentlichem) Diagonalenschnittpunkt Z=ACNED (s. Fig. 31).
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Die Dehnung & mit Fixpunkt Z und &(a) =C heiBt Punktspie

gelung.
/l D C
. Z
(Beachten Sie, dass Z.B. in AG(3,GF(2))
der Punkt Z und damit & nicht existiert.)
A B

Figur 31
a) Beweisen Sie, dass jede Punktspigééluhgrs involutorisch

ist, das heiBt, dass & & 82 = id gilt,
b) Beweisen Sie in Umkehrung zu Teil a), dass eine involu-
torische zentrische Streckung eine Punktspiegelung ist.
c) Zeigen Sie, dass eine Punktspiegelung schon durch ihren
Fixpunkt Z bestimmt ist, also nicht von der speziellen

Wahl von A,B,C,D abhdngt. LOsungshinweis: Nehmen Sie an,

es gdbe verschiedene Parallelogramme (A,B,C,D) und
(,B,C',D') mit gleichem Diagonalschnittpunkt Z und

wenden Sie den kleinen affinen Satz von Desargues an !

Aufgabe 20 ¥

Zeigen Sie, daB das Produkt zweier Punktspiegelungen

(vgl. Aufgabe 19) stets eine Translation ist.

Wie wir vielleicht noch aus dem Schulunterricht wissen,
lassen sich die Punkte der Ebene bzw. des Raumes (nach
Auswahl eines Ursprungs) durch (Orts-) Vektoren beschreiben.
(s. auch Teil B dieses Paragraphen). Das Abtragen eines
Vektors hdngt eng mit der Ausfihrung einer Translation
Zusammen. Der Addition von Vektoren entspricht dabei

die Hintereinanderausfﬁhrung von Translationen. Im folgen-
den Satz untersuchen wir daher die Verkniipfung von Trans-

lationen untereinander und mit zentrischen Streckungen.
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(3.6) Satz (Eigenschaften der Translationsgruppe)

“ (a) Die Translationen von (P,G,E) bilden einen Normal-

(b) Die Gruppe T der Translationen von (P,;G,E) ist

teiler T von D , d.h. eine Untergruppe T von D mit
§"1eTod T fiir alle 6 €D .
kommutativ (abelsch), d.h. es gilt

T,°T, =T2°T1 fliir alle 11;2 €T |

Beweis:

(a) Ist 1 #id eine Translation, so auch 71 (Dehnung nach

(b)

3.3; fixpunktfrei wie 1). Sind T, T, Translationen,

so ist es auch T°T,i denn T,°T, ist Dehnung; habe

T,eT, den Fixpunkt Z; dann folgt aus T

1°T5 aT2(Z):=Z sofort

1

T, (2) =T;1(Z) und daraus nach (3.4) sogar t, =T, ~ ,

also T, ,eT

12Ty =id. Also ist T Untergruppe von D.

Sicher ist fiir § € D auch 6-1°Toés;D. Sei also Z ein
Fixpunkt von 8§ 1e106; dann ergibt sich

178 (2) =68(2); die Translation T hat in diesem
Fall den Fixpunkt 6(Z), was 1 =id und 6-£F5==id bedingt.

Also ist 6—10106 Translation fiir alle T €T und alle § €7,

Seien Ty = Tea und T, =Tap (fiir C € P fest gewdhlt).

I

(Erinneiuné:txY bezeichnet die Translation, die X auf Y
abbildet, vgl. 3.5.b).

Wir unterscheiden zwei Fille.

Fall 1: A,B,C liegen nicht auf einer Geraden (Figur 32),

. A T2 D
Sei D der Schnittpunkt der -
-
~.
Parallelen zu AC durch B mit T «qf?‘f{x T,
—RA\°2
der Parallelen zu BC durch A. - 2 >
C Ty B
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Gemif der Parallelogramm-Konstruktion gilt wegen 71(C) = A auch 7,(B)
und wegen 75(C) = B auch 15(A4) = D.

Insgesamt ergibt sich
‘tloTz(C) =T1(B) =D=T2(A) =T20T1(C).
Nun sind TloTz und T20T1 beides Translationen mit {iiber-

einstimmendem Bildpunkt zu C. Aus (3.4) erhdlt man

T10T2 =T20T1.

*
Fall 2: A,B,C sind kollinear.
In diesem Fall wdhlen wir einen Hilfspunkt H ¢ AC. Unter
Verwendung des 1. Falles schlieBen wir wir folgt:

T _oT =T o (T °oT ) ot

A
Aufgabe 21

Seien E Ebene in einem 3-dim affinen Raum, h Gerade in E
und A,A' €E ~h verschiedene Punkte mit Ap'|| h.
Nach Wahl eines Hilfspunktes B €E mit B ¢h UAA' definieren

wir eine Abbildung ¢ : E — E durch

C g (C)

c(a) :=a" [ //f he
A al
o(P) :=p, falls P €h, 14

E h
o(C) :=(AC nh)A’' nh., falls C ¢h UAA®,

Figur 33a
wobei hC die Parallele zu h durch C bezeichnet (vgl.

Figur 33a), und

o(D) :=(BD Nh)o(B) naA' f£ir D €AA' (vgl. Figur 33b)!
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Wir nennen o eine Scherung von E mit

Achse h.
A Al D o(D)

Zeigen Sie:
(1) o ist eine Bijektion von E

auf sich. h
(ii) o hingt nicht von der Wahl

des Hilfspunktes B ab. (B) B
(iii) o und o-! bilden kollineare 2

Punkte auf kollineare Punkte ab. Figur 33b

Losungshinweis: Falls Sie Satz(2.22) {ibergangen haben,
benutzen Sie folgende spezielle Version des Satzes von
Desargues (vgl. Figur 33c):

Sind aA',

BB' und CC' verschiedene parallele Geraden von E
oder sind AA', BB' verschiedene parallele Geraden und c,c
verschiedene uneigentliche Punkte von E, liegen ferner die
eigentlichen Schnittpunkte AB NA'B' und AB NA'C' auf einer

Geraden h mit h [[AA', so folgt: BC AB'C' €h (s. Figuren33c,d).
Vgl. auch Figur 33e!

C'=0(C)

C o(C)
2 ~ h, oder U
BEAB o(B) f\o(B) ¢ B
= g
//.
//// //
A A'p 0 (D)
Figur 33c¢

<. .
pe N h
~dm / Figur 33e

[} L"J /

v
% i
\ A’ /
A \ )
1 /
/
i /
/

Figur 33 d
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B Orts—) Vektoren

Ein Pfeil in der Zeichenebene oder im Anschauungsraum ist durch

seinen Anfangspunkt A, seinen Endpunkt B und seine "Orientierung"

(von A nach B) festgelegt. Wir bezeichnen daher (etwas abstrakter) ein ge-

ordnetes Punktepaar (A,B) als Pfeil. Betrachtet man eine Parallel-
verschiebung T, so sind alle Pfeile (A,T(A)) vom Urbild zum Bild-
punkt parallel, von gleicher "Orientierung” und gleicher Lange. Man
nennt solche Pfeile yektorgleich oder parallelgleich. Parallel-
gleichheit 148t sich auch ohne die Begriffe "Orientierung™ und
"L&Tnge™ mit Bilfe von Parallelo-

grammen definieren. (Wie ?-Vgl. Fig. 34), < T(B)
Parallelgleichheit von Pfeilen ist A*:"'_‘-__—_—_H’ N

dabei eine Aquivalenzrelation. Die \‘\ \\\
BEquivalenzklassen heiBen Vektoren. \\\F—_______————* T(C)
Jeder Vektor ist also eine (maximale) c

Menge parallelgleicher Pfeile. Zu

Jeder Parallelverschiebung gehért ein
eindeutig bestimmter Vektor, und umgekehrt
erhdlt man aus einem Vektor V eine Parallelverschiebung, indem

man jedem Punkt A den "Endpunkt" B des Pfeiles (3,B) aus V mit
Anfangspunkt A zuordnet (Abtragen des Vektors v im Punkt a).

Auch in einem unserem Axiomensystem genligenden Modell kdnnten wir
Vektoren mit Hilfe von Pfeilen und Parallelogrammen erkl&ren. Ein-
facher ist es jedoch, bei der Definition vomn Veéktoren auf die Trans-
lationén (wie wir ‘die Parallelverschiebungen. jetzt nenneq) zurick-~
zugreifen: Beachtet man, daB eine Abbildung T von P in P durch den
Relationsgraphen {(A,T(A))|a €P} beschrieben wird und dies fir eine
Translation die Menge der Pfeile eines Vektors ist, so braucht man
den Begriff "Vektor" nicht neu zu definieren, sondern kann die Be-
zeichnungen "Translation" und "Vektor" synonym benutzen!

Figur 34

Vereinbarung

Translationen bezeichnen wir ab jetzt auch als Vektoren.

Durch je zwei Punkte A,B € P ist dann genau ein Vektor be-
stimmt, nd&mlich a = Tape Umgekehrt gehdrt zu jedem Vektor a
eine Klasse von Punktepaaren (Pfeilen): {(A,a(B)) |A€P}. D

und b =Tap bezeichnen wir die

||Als Summe der Vektoren a =T,p

Komposition der entsprechenden Translationen: p'

+q 1=
I bta:=T,heT)p

Die Identitidt heiBe nun Nullvektor

(o0 = idP).

Durch unser Vorgehen ist sofort klar,

Figur 35

dass die Summe b +a unabh&ngig

1) Je zwei dieser Pfeile bilden, wenn sie nicht auf einer Geraden liegen, eip
Parallelogramm (vgl. Figur 34), kdnnten also parallelgleich genannt werden.
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von den Reprédsentanten (A,B) von a

bzw. (C,D) von bist; zur direkten Angabe von b +a ist es
allerdings hilfreich, statt (C,D) mit beliebigem C den Re-
prdsentanten (B,D') fir b zu wdhlen (mit D' =b(B)),

( .Aneinandersetzen der Pfeile 2) s. Figur 35, sog. Spitze-Fufl-Regel)

!

b+a=1__ , o1 _ =1 .

Beachten Sie, dasswir nur Bezeichnungen und unsere Vorstellung geéndert
haben: (T,+) ist weiterhin das Objekt (T,o), nur sprechen wir nun von
der Vektorengruppe und schreiben die Verkniipfung additiv.

Die neue Interpretation verdeutlichtauch einige Zusammenhdnge zwischen
geometrischen Figuren, geometrischen Abbildungen und algebraischen Opera-
tionen mit Vektoren. So hdngen das Kommutativgesetz der Translations-
und damit Vektorengruppe

Va,b€T:a+b=b+a (vugl. satz (3.6)b)

mit Parallelogrammen zusammen.s. Fig. 36‘

)

und das Assoziativgesetz mit folgender Figur 37. Figur 36

Un nun P durch Vektoren beschreiben zu
kdnnen, zeichnen wir einen Punkt aus.

Wir nennen ihn Ursprung, Koordinatenan-
fangspunkt oder Nullpunkt. Zur besseren
Unterscheidung vom Nullvektor und evtl.
von der Null des Kdrpers bezeichnen wir
ihn nicht wie tblich mit 0, sondern mit N. Figur 37

(3.8) Definition und Zuordnung von Ortsvektoren

(a) | Nach Auszeichung eines Punktes N € P als Ursprung lasst

sich nun jedem Punkt P der Vektor p = Typ zuordnen; er

heiit Ortsvektor des Punktes P.

(b)|| Die Zuordnung P — T, die jedem Punkt P seinen Orts-

vektor zuordnet, ist eine Bijektion.

Man kann, muss aber nicht, die Punkte mit ihren Orts-

vektoren identifizieren.

2) Der Definition der Komposition von Abbildungen folgend wird higr zuerst dfr
Pfeil des zweiten Summanden, dann der des ersten abgetragen. ?L?s?r gnter
schied zum schuliiblichen Vorgehen ist aber wegen der Kommutativitat der

Translationsgruppe nicht wesentlich.
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Beweis von (b)

Zu P €P existiert nach (3.5) genau eine Translation, die N
auf P abbildet; damit existiert p = Typ und ist eindeutig

bestimmt. Umgekehrt gehort zu jeder Translation © der Punkt T(N).

Anmerkung

Die Existenz und Eindeutigkeit von Ortsvektoren héngt also
mit der scharfenTmansitivitaiRegularitét) von T zusammen.
Dabei heiBt eine Permutationsgruppe G von transitiv auf
£, falls gilt: Va,b€q dg €G :g(a) =b; sie heiBt scharf
transitiv (reguldr), falls gilt:

YVa,b€Q 319€G :g(a) =b.

Aufgabe 22%
£irgave <2

Zeigen Sie

(a) Ist G eine transitive Permutationsgruppe von 2, so ist
G genau dann scharf transitiv, wenn alle g €G- {id}
fixpunktfrei sind.

(b) Ist G eine scharf transitive Permutationsgruppe von @
und w, € 2 fest gewdhlt, so ist 0:G->0 mit g =g (w,)

eine Bijektion.

(3.10) Anmerkung

Gehen wir von den Punkten von P nach Auswahl eines Ursprungs
N zu ihren Ortsvektoren lUber, so hat eine Translation T

die Darstellung: T : T — T mit x T +Xx. Zum Beweis
beachten wir folgendes Schema:

T:X > T (X) =T0TNX(N) Punkte
o :Ter—+ T+‘TNX Ortsvektoren

Umgekehrt wird fiir p € T durch x X+ p eine Translation

beschrieben. (Vgl. auch (3.2)).
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Aufgabe 23
Beweisen Sie, (ass jede Translation eine beliebige Ebene aus E

auf eine zu ihr parallele Ebene abbildet.

Aufgabe 24

Zeigen Sie filir nicht-kollineare Punkte N,P,Q e P
a) Typ ldsst die Gerade NP und jede Ebene durch NP fest.

b) TNP°TNQ ldsst die Ebene NPQ fest.

Aufgabe 25

Zeigen Sie, dass nach Auszeichnung eines Ursprungs N bei
der Zuordnung der Punkte zu ihren Ortsvektoren den Geraden
und Ebenen durch N Untergruppen von T entsprechen (und
damit Geraden und Ebenen allgemein Nebenklassen nach

diesen Untergruppen).

L&sungshinweié: Betrachten Sie diejenigen Elemente von T,

die die betrachtete Gerade bzw. Ebene fest lassen (vgl.

Aufgabe 24a))!
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