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§ 18. Elementare Inhaltslehre

Der Begriff des Flichen- bzw. Rauminhaltes spielt in den An-
wednungen der Geometrie eine groBe Rolle. Die Aufgabe, den
aus der Erfahrung gewonnenen Inhaltsbegriff formal exakt zu
definieren, erweist sich als schwieriger, als man zunichst
annehmen kénnte.

In diesem Paragraphen behandeln wir hauptsédchlich die elemen-

tare Definition des Flicheninhalts eines Vielecks (Polygons) .

Generalvoraussetzung:

E reelle ceuklidische Ebene mit Punktmenge P und Geradenmenge G

und festem L&ngenmaB.

A) Zerlegung und Zerlegungsgleichheit

Das kleinste nicht-triviale Polygon ist das Dreieck. Wir

definieren

(18.1) Definition
Aok —Setoiolon.

Zu einethreieck AABC sei H die offene, ﬁA die abge-

schlossene Halbebene BCA+, entsprechend seien ﬁB und ﬁc

definiert. Dann heifit
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(18.2)

(18.3)
(1)

(i1)

{iii)

Figur 175 Figur 176

Gehen wir von einem intuitiven Polygonbegriff aus, so
sehen wir, dass sich jede Pdlygonfliche aus Dreiecksflichen
zusammensetzen la%t; (s. 2.B. Figuren 175 und 176). Dies

benutzen wir zur exakteren Definition von "Polygonfldche".

Definition (Zerlegung)

Eine Punktmenge M <P heiBt (elementargeometrisch) zer-

legt in die Dreie_tksflichen Al""’An’ wenn gilt:
n
(1 M=Ua,
. 1
i=1
(2) Aj nAj ist flir i #j enthalten im Rand von Ai und
im Rand von Aj.

Achtung ! Es handelt sich hier nicht um eine Zerlegqung

im Sinne wvon Partition!

Definition (Polygonfliche)

Eine Punktenge F <P heiBt Polygonfldche, wenn sie in

Dreiecksflidchen zerlegbar ist.

Ein Punkt P €F heiBt <nnerer Punkt, falls eine Dreiecks-

fldche A existiert mit A cF und P innerey Punkt von A.
Ein Punkt P € F heifit Randpunkt, falls fiir jede Dreiecks.

flsche A mit A cF Uund P €A folgt, dasy P Randpunkt von A ist.
(Vertrdglichkeit mit 8.4 b 9)

Ohne Beweis vermerken wir:
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(18.4) Hilfssatz

(18.5)

(18.6)

Die Vereinigung zweier Polygonfldchen ist wieder eine
Polygonfléche. Der Durchschnitt zwei Polygonflé&che

ist nicht immer Polygonflé&che, z.B. kann er leer sein

oder aus Strecken bzw. Punkten bestehen.

Aufgabe 95

Zeigen Sie, da$§ unter einer Bewegung eine Polygonfliche

F auf eine Polygonfldche F' und ein Randpunkt von F auf

einen Randpunkt von F' abgebildet wird!

Da wir den Fl&cheninhalt einer Polygonflidche F auf den Vvon
Fldcheninhalten zurlickfiihren wollen, die in einer geeig-
neten Zerlegung auftreten, ist eine Untersuchung iiber ver-
schiedene solche Zerlegungen anzustellen. Zunichst be-
schrédnken wir uns weiterhin auf Zerlegungen in Dreiecks-

flachen und definieren:

Definition (Verfeinerung)

Eine Zerlegung der Polygonfliche F in die Dreiecksflichen
Al""'Ar heiBt feiner als die Zerlegung von F in
Zl,...,3;1 wenn fir jedes i €{1,...,r} ein j €{1,...,s}

existiert mit Ai QZj .

Satz

Zu je zwei Zerlegungen einer Polygonfliche F in Dreiecks-—
fldchen existiert eine gemeinsame Verfeinerung, (d.h. eine

Zerlegung, die feiner ist als jede der beiden gegebenen

Zerlegungen) .

solchen
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Beweig-Skizze

Seien F =A1 U...UAn und F'=A; U...UA; zwel Zerlegungen
n m

von F in Dreiecksfl&chen. Dann ist F =,LJ1 L){Ai DA;).Wir
l: j:

betrachten 4 DAB fur i €{1,...,1}, jef1,..,ml .

: v AU S~ U
Sei Ay = Hp atlga g . Dann ist
A, DAY =(A, NH. ) NH_ nf_. Fir den Schnitt einer Dreiecks-
i 3 i A B c
flache Ai mit einer Halbebene H kommen in Frage: Teil-

mengen des Rands von 4, und H (Frig. 177 a=-c),

sowie Dreiecksflédchen (Figur 177 d,f) oder deren Vereinigung,

;SSSSS> | is;;iif;> \;j:?
AN \?\:\ ;
4

a) b) c)
Figur 177

Existiert ein gemeinsamer innerer Punkt von Ai und A%’
so besitzt Ai nAa eine Zerlegung in Dreiecksfldchen

(und ist somit wieder Polygonflidche). Im anderen Falle
ist Ai nAa enthalten im Rand von Ai und von A;. Sei dann
p EAi nAg. Nicht fiir alle Dreiecke A; mit P GAL kann der
Durchschnitt mit Ai nur aus Randpunkten bestehen. Es

gibt also eine P?lygonflache Ai nAé derart, dass P Rand-
punkt von Ai un5XZ£ ist. Damit kann Ai na;im 2. Fall bei
der Bildung der Vereinigungsmenge weggelassen wexrden.
Schlieflich ist Ayind,, (fir & 4= &j0a)l und &4 s dNA L)

im Rand vonlﬁij und von lem oder es ist A A

13T S1m - o
Um zwel Polygonflachen vergleichen zu kdnnen, versucht man,
Sie in geeigneter Weise in kongruente Polygone zu zer-—
schneiden, Zum Fldchenvergleich brauchen kongruente

. Folygonfliachenteile dann nicht mehr in Dreiecks-

flichen zerlegt zu werden. Man verallgemeinert daher den

Begriff der Zerlegung folgendermaBen:
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(18.7) Definition

(18.8)

Eine Punktmenge M heiBt in die Polygonflichen Fq,.oF

zerlegt, wenn gilt
n
() M=\UF,

i=1

n

(2) Fi nFj ist fiir i #+j enthalten im Rand von Fi und
Rand von Fj , e &, n@] ¢ (&, ﬂ@?i /WC‘#J.
Mit Hilfe des Kongruenzbegriffes definieren wir nun

"Zerlegungsgleichheit".

Definition

Seien F und F' Polygonflichen. Dann heifen F und F'

zerlegungsgleich (F éF'), falls gilt:

Es existiert eine Zerlegung von F in Polygonflichen
Fl,...,Fn und eine Zerfegung von F'in (gleichviele)

Polygonflichen Fi,...,Fé derart, daB fiir alle

i &{1,...,11} gilt Fi:._.-. FJ‘_ (Fi kongruent Fi) .

Beispiel: siehe Figur 178

\ F'

o

__________ T:2 \\\
F|

Figur 178

Aufgabe 96

Zeigen Sie, dasg die Zerlegungsgleichheit eine ZAquivalenz-
relation auf der Menge der Polygonfldchen von E ist.

Losungshinweis: Beachten Sie Satz 18.6.
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(18.9) Satz

Seien ¥ und #' Polygonflichen. Dann gilt:

(a) Ist @ Bewegung mit F’ = ¢(F), so entsprechen den Komponenten einer
Ze;rlegung von ¥ kongruente Komponenten einer geeigneten Zerlegung von
T

(b) Sind ¥ und F' kongruent, so sind sie auch zerlegungsgleich.

Die Umkehrung ist i.a. falsch; man vgl. Figur 178 !

Beweis-Skizze

(@) Unter jeder bijektiven geraden- und halbebenentreuen Abbildung ¢ der Ebene
auf sich geht eine in Polygonflichen 7, ..., 7, zerlegte Polygonfliche ¥ in eine
Polygonflache ¢( F) mit einer Zerlegung in die Polygonflichen o(F),...,o(Fn)
tiber. Ist ¢ Bewegung, so folgt % = () und F = ¢(F); (vel. auch Aufgabe

94).

(b) Ist F = ', so wihlt man die triviale Zerlegung von F bzw.¥’, namlich

Fi=Fund F/ = F! O
Anmerkung:

Da die Zerlegungsgleichheit eine Aquivalenzrelation auf

der Menge der Polygonflidchen ist,kann man sinnvoll von

Klassen zerlegungsgleicher Polygonflidchen sprechen. Nach

(18.9) ist jede sciche Klasse. Vereinigung von Kongruenz-—

klassen von Polygonfldchen.

(18.10) Definition

Sei (A,B,C,D) ein Parallelogramm (s. Figur 179).

(a) Dann heifit AA UABCD eine Parallelogrammfliche,

BC

(im Falle AC LAB auch Rechteckfldche,

im Falle ACL AB und |AB|=|BC| auch Quadratfldche ).

G »

C T 2

Figur 179©
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bt
(b) Ist PQ eine Strecke mit P €AB, Q €CD und gilt
PQ LAB, so heifit 56 eine HOhe des Parallelogramms

(A,B,C,D) (bzw. der entsprechenden Parallelogramm-

[ — Y
flache) zur Grundseite AB.

Aufgabe 97
Zeigen Sie:
a) Jede HBhe des Parallelogramms (A,B,C,D) zur Grund-
seite AB hat die gleiche Linge hAB'
b) sind (A,B,C,D) und (A*',B',C',D') zwei Parallelogramme
. H '—-—. . . (3
mit |AB|=|A"B'| und h,p =h so existiert eine

Bewegung « mit «k(A) =A', «(B) =B' und K {CD) =C'D"'.

Satz

Zwei Parallelogrammflichen mit einer gleichlangen Seite

und gleichlangen HBhen bzgl. dieser Seite sind zerlegungs-

leich.

Beweis-Skizze: Seien (A,B,C,D) und ({A',B',C',D') Parallelo-

bomed | ey | mpnd
gramme mit [AB|=|A'B’'| und gleichlangen H&hen bzgl. AB
bzw. A'B'.

Dann gibt es eine Bewegung « mit K(A) = A" , K(B) =B

und K&SD) =C'D'y (s.Aufgabe 96). Da kongruente Polygon-
ol )

fldchen zerlegungsgleich sind, reicht es, den Fall A =A"

B =B' und CD =C'D' zu betrachten.

C C L D 4D'
Sei zunichst C' €CD (s. Figur 180)
Dann ist TAB(AACC') =ABDD,, und
beide Parallelogramme sind zer- 4 q%s >ip

legungsgleich. Figur 180



(18.12)

(18.13)
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Im Falle C' ¢CD (s. Figur 181) konstruiert man

eine endliche Folge zerlegungs-

C D c!

D!

gleicher Parallelogrammflichen
mit der gleichen Grundseite XE,
indem man auf CD Strecken der

. P . "
Lange CD hintereinander abtrigt
solange, bis ein Endpunkt auf C'D' Figur 181
liegt {(diese Forderung ist wegen der Archimedischen Eigen-

schaft von (IR,<) erfiillbar).

Nach dem ersten Fall und wegen der Transitivitit der

Zerlegungsgleichheit (s. Aufgabe 96) folgt dann die Be-

hauptung.

Korollar

Zu Jjeder Parallelogrammfl&che gibt es eine zerlegungs-

gleiche Rechteckfl&dche mit einer gleichlangen Seite und

gleichlanger Hohe.

B) Fl&cheninhaltsfunktion

Nun konnen wir formulieren, welche Eigenschaften "die"

Fladcheninhaltsfunktion haben soll.

Definition (Flidcheninhalt)

mgkt%ﬁ¢Q»Lm
Eine Abbildung ¥ von der Menge derVPolygonfléchen in die

Menge IR heifBit Fldcheninhaltsfunktion, falls filir alle Polygon-

fldchen F,Fl,F gilt:

2
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(1) 3(F) >o0. (Positivitit)
(2) Ist F in F1 und F2 zerlegt, so folgt

I(F) =3F) +5(F)) (Additivitat)
(3) F1 ;FZ =‘3(F1) =§(F2) (Bewegungs~Invarianz)
(4) Ist Q Quadratfliche mit Seitenlinge 1, sogilt $%(Q) =1

(Normierung)

3(F) heiBt Fldcheninhalt der Polygonfldche F.

Anmerkung: Existenz- und Eindeutigkeit von % ist noch
zu kldren. Dazu gehen wir zundchst von der Existenz aus

und untersuchen Eigenschaften von %.

Aufgabe 98:

Zeigen Sie: Jede Flicheninhaltsfunktion ist monoton,

d.h. aus F, cF, folgt 3(F1) sfﬂFz) fliir alle Polygon-

flichen FI’FZ'

Satz

Sind F und F' zerlegunggleiche Polygonflichen und ist

3Fldcheninhaltsfunktion, so gilt Y(F) = %(F').

Beweis: Wegen der Zerlegungsgleichheit von F und F°

n n
existieren Zerlegungen F = LJFi und F' = L)F; mit
i=1 i=1 -

F.Elﬁ- fir i €{1,...,n}. Nach (18.13)(3) gilt

1

B(Fi) =3XF;) fiir alle i €{1,...,n}; durch mehrfache
Anwendung der Additivit#it von 3 sehen wir

n n
F) = [ B(F) = § 8(FD) =%(F).

1

1
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Da wir liber Zerlegungsgleichheit von Parallelogrammflichen
schon einiges wissen, wollen wir den Inhalt von Flichen
von Dreiecken, den Bausteinen von Polygonen, auf den

von Parallelogrammfldchen (und damit insbesondere von

Rechteckenflidchen) zuriickfiihren.

Ist M der Mittelpunkt der

|
Strecke BC eines Dreiecks
AABC, so entsteht durch die

Punktspiegelung ¢ mit Zentrum

Al M ein Parallelogramm AB Ca(a).
Figur 182 Die entsprechende Parallelogramm—
flidche setzt sich aus zwei kongruenten Dreiecksflichen AABC
und.Ac(A)CB zusammen. Das Parallelogramm hat die gleiche

Grundseite AB und die gleiche H&he hc wie das Dreieck AABC
Aus der Additivitdt und der Bewegungs-—Invarianz erhdlt

man

Hilfssatz

Ist AA eine Dreiecksfldche und F eine Parallelogramm-

BC
fldche mit gleicher L&nge der Grundseite und der zugehd-
rigen H®6he, so gilt

1
§(AAB == 5(F).

o)

Da sich jede Polygonflédche in Dreiecksfldchen zerlegen
lasst, zielt folgender Satz auf die Eindeutigkeit der
Fldcheninhaltsfunktion (, deren Existenz wir allerdings

noch nicht gesichert haben).
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Fldcheninhaltsfunktion, so gilt

3(R) =a.b

Ist R Rechtecksfliche mit Seitenlédngen a,b und ist '3

Beweisskizze:

(i)

(ii)

(iiiy A €9", bewt

(iv)

p g
Co_ 1 . Q, | Q Q| &
Sei a—b—n (n €EIN): 1 2 ni|e
Qnﬂ

Die Quadratfliche Q der Seitenlédnge 1 _ 1
14Bt sich in n2 Quadratfléchen ' X .
Ql""’Q der Seitenlénge % zerlegen; s ¢
(s. Figur 183). in
DefinitionsgemdR gilt *“$(Q) =1. Aus - 4
der Additivitdt und Bewegungs- . "
invarianz von 3 folgt Figur 183

1 1
1 =% = Z #(9;) =n® %@), also %(R) =40 =L -L1-awp .

i=1

Seien a,b €@" ( vt ) ads MR Pl aeacas e o ok b)

L -
Ist a =5 und b =% mit &,m,n €N, so ergibt sich durch Zerlegung

von R in %-m Quadratflichen der Seitenlénge -rl; (s. Figur 184):

I® =tm =L Doy .

a

n

’
™

f= 3

Ly

Figur 1 é4

<+
Sei Ry eine Rechtecksfldche mit Seitenlédngen a und x, x € IR .

Die Funktion f : RT —» IR+ mit x r——)tmzx)

ist monoton,

denn

aus x >y folgt RXDR und daraus durch Betrachten einer geeig-

neten Zerlegung von R auch 3(12 ) >:’r(R ). (’\rgl Aufgabe 98),

Flr x EQ haben wir f(x) =a-x nach (11) - Diese Eigenschaften

von f reichen zum Beweis von f(x) =ax

fir alle x €IR

’

insbesondere x=b,

(Ware f(b) >ab, so existierte ein y €9* mit f(b) >y »ab. Es wire

X =§€Q+, damit einerseits f(x) =y, also f(b) >f(x), andererseits

y =ax >ab, daher (wegen a >0O)auchx >b und wegen der Monotonie
f(x) >£(b)%.Analog widerlegt man f(b) <ab.)

a€mrt , b €R.

Man verfdhrt analog zu (iii), hdlt a € Rt fest und nutzt

f(x) =a+x fir x €@t wie dort aus. -
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Aufgabe 99

Zeigen Sie: Ist F Parallelogrammfliche mit Lénge einer
Grundseite g und einer zugehdrigen HBhe h, und ist ¥
Fldcheninhaltsfunktion, so gilt

3(F) =g-h .

Losungshinweis: Man beachte (18.12).

Aufgabe 100

Sei % Flicheninhaltsfunktion und F Trapezfl&dche mit Grund-

seiten der Linge a und c und Linge der Mittelparallelen m

und einer H6he h; (s. Figur 185).

C Q D
Zeigen Sie 4(F) =m-:h =a;c -h / c ? ?\\
(
1 ]
Losungshinweis: Betrachten Sie / m: AN
' [
]
geeignete Punktspiegelungen! A_ L \\
A a P‘ B
Hinweis zu den Bezeichnungen: .
g Figur 185
(Unter einem ITrapez (ABCD), versteht man ein
Viereck mit XE—JHD—E, unter der Fldche des
Trapezes (ABCD) die Polygonfliche A Ua , unter einer HAhe des

ACB BCD
bt
Trapezes eine Strecke PQ mit P €AB, Q €CD und PQ LAB und unter derxr

Mittelparallelen den Schnitt der Mittelsenkrechten einer HGhe mit
der Trapezfliache.)

Aus 18.15 und 18.16 folgt nun

Satz

Ist AABC Dreiecksfldche mit Linge der Grundseite ¢ und der
Hohe hc, ist % Fldcheninhaltsfunktion, so gilt

=S-bhe
3(AABC) T2

Aufgabe 101

Konstruieren Sie (nur mit Zirkel und Lineal) zu einem ge-
gebenen Dreieck ein Hhnliches Dreieck (i) des doppelten
bzw. (ii) des dreifachen Flicheninhalts! (Begriinden Sie

die Konstruktion!
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(18.20)

(i)
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Satz

Es gibt hdchstens eine Flicheninhaltsfunktion (auf der

Menge der Polygone der reellen euklidischen Ebene) .

Beweis: Jede Polygonfliche 1l&sst sich in Dreiecksfldchen
zerlegen. Der Wert der Inhaltsfunktion fir Dreiecks-
fléchen liegt fest (s. 18.17), wegen der Additivitidt

damit auch der einer beliebigen Polygonfléche.

Anmerkung zur Existenz der Flicheninhaltsfunktion

Nach den vorstehenden Uberlegungen ist klar, wie umge-

kehrt eine Flicheninhaltsfunktion definiert werden kann.
c.hc.
5 i
diese Definition ist unabhéngig von der speziellen Seite
c-he a-hg b-hp

(nach Aufgabe 91 gilt 5 = 5 = 5 ). Ist eine be-

liebige Polygonfliche F zerlegt in die Dreieckfl&dchen

Flir eine Dreiecksfliche A definiert man $(a) :=

Bise--sB , SO setzt man $(F) :=.§13(Ai)' Nun musy man
nachweisen, dass diese Definitio;*von der speziellen Zer-
legung unabh&dngig ist (s. z.B. Diff. Studienbr. III 1,
2. Teil) und dass % die Eigenschaften der Flicheninhalts-

funktion besitzt.

Weitere Anmerkungen

Man kann zeigen, desy Polygonfldchen mit gleichem Fl&cheninhalt zer-
legungsgleich sind. Es gilt also fiir Polygonflichen P und P':

L}
(PEP'= ) = %) | T A &5

Zum Bewels dieser Tatsache zeigt man zundchst, dsss jede Dreiecks ..
flache zu einer Rechteckfléiche zerlegungsgleich ist (vgl. Figur 186),
dann dass jede Rechteckfléche zu einer Recht~
eckfldche der Seitenlénge 1 zerlegungsgleich
ist (vgl. Figur 187 i< mal scheren!g) /4
Durch"Aneinandersetzen' von Rechtecken der

Seitenldngen 1, die zu den Dreiecksfléchen :x '
einer Zerlegung einer Polygnnfliche zerle- X ;
gungsgleich sind, folgt, dat$ zu jeder Poly- * i
gonfldche eine zerlegungsgleiche Rechtecks.
fldache der Seitenldnge 1 existiert.

Figur 186
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D)
Sind nun Fy und F» Polygonflichen ///
mit F(Fq) =%(F,), so existieren

Rechteckfléchen R; und Ry mit 4’//,/”/W\

Fi 2Ry, (i=1,2).

Aus $(Fy) =%(F,) folgt nach (18.14) ]
$(Ry) =3(F1) =%(Fy =9R,). ‘

Nach 18.16 stimmen §(Ri) mit einer Seitenlinge von Ri Uberein;
daraus folgt R = R, » somit F1 §F2

Figur 187

(ii) Eine alternative Methode zur Einflihrung des Flicheninhalts benutzt
anstatt der Zerlegungsgleichheit den Begriff der Erginzungsgleichheit,
bei dem die zu vergleichenden Pulygonflédchen nicht in paarweise kon-
gruente Teile "zerschnitten" werden, sondern durch "Ankleben" kon—
gruenter Teile zu kongruenten Folygonflachen erganzt werden. Man kann
jedoch zeigen, dass zwei Polygonfléchen genau dann erganzungsgleich
sind, wenn sie zerlegungsgleich sind.

{(iii) Bisher hatten wir nur auf der Menge der Polygonflichen ei¥e Inhalts~
funktion betrachtet. Nun sei B die Menge der beschrinkten ) Punkt-
Mengen der Ebene, ¥. die Menge der Vereinigungen endlich vieler Poly-
gonfldchen (und zusatzlich @); dann kommt man folgendermafen zu einer
Erweiterung der Mengen mit Flacheninhalt: Man definiert #(@):=0 und dann den
auBeren Jordanschen Inhalt J(A) := inf 4(U) fir A€B und den

ue}
AU
inneren_Jordanschen Inhalt  J(A) := sup $(V) fir A €B
- VEY
VA

Ist J(A) =J(A), so heiBt A Jordan-messbar {J-messbar) und man spricht
vom Jordanschen Inhalt J(A).

Beispiel einer Menge, die nicht Jordan-meS$sbar ist, liefert jede ab-
zdhlbare dichte Menge A im Einheitsquadrat (z.B. die Menge der Punkte
mit rationalen Koordinagen). Fir eine solche gilt namlich

J(a) =0+1=3(@A).

Fir Polygonfldchen stimmt der Jordansche Inhalt mit dem bereits definierten
Uberein.

(iv) Als Beispiel flr die Berechnung eines Jordanschen Inhalts untersuchen
wir die Flache A eines Kreises vom Radius r.
Weil der Kreisfldche ein Dreieck umschrieben
werden kann (s. Figur 188) und die Inhalts-
funktion von Polygonflichen monoton ist,
ist {$(v)|v €R, v<a} nach oben be-
schré&nkt. Daher existiert J(A).
Analog zeigt man die Existenz von _
J(A). e

N

Figur 188

1) d.h. in einer
Polygonfldche enthaltenen
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Nachdem nun die Existenz von J(A) (bzw. J(B)) garantiert ist,

kann man eine spezielle Folge von'éinbeschriebenen' (bzw. mum-
beschriebenern) Polygonfldchen heranziehens z.B. von reguldren
n-Ecken mit n =2XK.m mit kx =0,1,2,... (s. Figur 189)

‘Figur 189

Zu diesem Zweck betrachten wir ein Dreieck, das durch Verbindung
des Mittelpunkts mit 2benachkartenEcken des Polygons entsteht.
(s. Figur 190).

Es bezeichne én die Lange einer Kante

des einbeschriebenen n-Ecks (bzw. A'
die des umbeschriebenen n-Ecks)
und hn (bzw, hg) die entsprechende

Héhenlédnge. Nach dem Satz des Pytha-
goras folgt
5 4

n2 4 (22 o2
n 2

Flir den Fldcheninhalt der einbeschriebenen
n-Eckfl&che Fn folgt

A1’1 n.r.An /5121
‘:,(Fn) =n. — hn = 5 1- pp Figur 190

r .
Durch Anwendung einer Streckung mit Faktor o sieht man

n

R S
S(Fn) = (hn) 5(Fn)

fiir die Fléche F; des wwbeschriebenen n-Ecks.

Durch Anwendung von Ergebnissen der elementaren Trigonometrie und der Ana-
lysis erhdlt man :

A

L in 28 - r sin ul T dah
2 =Y .S1in Zn-— o und hn:rcos_ﬁ’ aher
4n . oo und limh,=r.
lim —5-=r*11m sin — =0 n—oeo
%o n—o n

Es folgt Aﬂg(fr:)z,}ﬂg(%) =J(A)

LT T\ 3T
. . e 2 sin 5 (cos —)2F
sowie Lim '}(F ) =r lim n4sin = =r° lim ——— =y - lim XX
=0 n o0 n 1 1
n X300 = X—0
~ X x?

6mji
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Daraus erhilt man | J{A) =7nr? |.

Fir den Umfang (Summe dex Kantenlédngen) Un von Fn

(bzw. Ul von Fn)

" —neAt nd damit
(bzw. Un n An) u

- U' /5'
a A n / n
n N sowie 3(F$) =r.—> V1 -——5

B(Fn) =x- —5 1- —5 2 ar?

Ay
Mit s, — O strebt daher &Uﬂ‘l gegen r und U, gegen .
" 2

gilt Un =n'én

¢ Alternative Approximation der Kreisfldche s. Figur 191 (\hyrbez%aitung

der Integration!),
—

Figur 191

(v) Durch eine erneute Erweiterung des Inhaltsbegriffs kann man zum
Begriff der Lebesgue-Meitbarkeit kommen:

Als duBeres LebesguesMaB (L-MaB) einer beschrénkten Menge A
definiert man die untere Grenzgder inneren Jordanschen
Inhalte der A iberdeckenden offenen Mengen,

als inneres Lebesgues—MaB die obere Grenze der &uBeren
Jordanschen Inhalte der in A enthaltenen abgeschlossenen

Mengen. A heiBt L-meBbar, falls inneres und duBeres L-MaB iibereinstimmen .

Bei Jordan-messbaren Mengen ist das Lebesgues-MaB gleich dem Jordan-
MaB. Die oben beschriebene nicht J-messhare Menge ist L-me$ibar, so
dasy die L-Messharkeit allgemeiner ist als die J-MeSSbarkeit. '

Literatur-Hinwéis: Hadwiger, H.: Vorlesungen tber Inhalt, Oberflache
und Isometrie, Berlin etc. 1957.

(vi) Beispiel eines Zerlegungsbeweiseghier des Satzes des Pythagoras
(Beweisskizze). Gegeben sei ein rechtwinkliges Dreieck mit den
Seitenléngen a,b,c. Man konstruiertnun ein Quadrat der Seitenlénge
a +b und zerlegt es auf die beiden in Figur 192 und Figur 193 ange-
gebenen Arten. Wegen der Kongruenz der eingetragenen Dreiecke

folgt a2 +b2 =c2 aus den Eigenschaften der Flacheninhaltsfunktion.

\Y

b a b

n

N

b
Figur 192 Figur 19 3
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P
Fz'oa?iP,
Aufgabe 102 1* "5 ep
P 8
$
Flihren Sie den Zerlegungsbeweis
P, X
des Satzes des Pythagoras aus. R ﬁ ¢ e
P 33 “Pm
(8 =90°2?) " ©
Py P, *Pu
L .
Aufgabe 103 Pye P.o *Py,
Py, 1157 Py
[
Zeigen Sie, dags eine Jordan-mess— P, P 9?”
15
p
bare Figur unter einer zentrischen o *Fa 3 o2
27 2° Py,
Streckung mit Faktor k auf eive .. Py
. P,
Figur mit k -fachem Jordan-Inhalt P, 5
23
abgebildet wird. ~ @:;A§3: 1 and
Tuk RALM CTH M ETRIE. ¢ i Poygon, -elr}mé anders

Prinzip von Bonaventura Cavalieri (1598-1647):
Zwei Korper des 3-dim euklidischen Raumes besitzen dasselbe Volumen, wenn ihre Schnittfichen in
Ebenen parallel zu einer Grundebene in entsprechenden Hohen den gleichen Flicheninhalt haben.

* i i == Gadavea FUD N
§ 19 Abbildungen am Kreis o o ottt

Bisher hatten wir meist solche Abbildungen des Raumes und der
Ebene betrachtet, bei denen Punkte wieder auf Punkte und Geraden
auf Geraden abgebildet werden. In diesem Paragraphen wollen wir

auf zwei Abbildungstypen eingehen, die diese Eigenschaften nicht

haben.

Generalvoraussetzung: E reelle euklidische Ebene, k Kreis um M

mit Radius r >0.

A) Polaritidt am Kreis

(19.1) Definition wund erste Eigenschaften

(a) Sei P ein Punkt von E; dann heiBit P aquBerhalb k gelegen,

falls |PM| >r gilt, und P <nnerhalb k, falls |PM|< r

(b) (i) Jedem Punkt R €k ordnen wir als Gerade 7(R) die Tan-
gente an k durch R zu. (vgl. Figur 194).
(ii) Jedem Punkt P, der auBerhalb k liegt, ordnen wir

folgendermaBen ein Gerade 7w (P) zu:



