Anhang zu Kapitel III

§ 12 Bemerkungen zu den Stetigkeitsaxiomen

Von der Euklidischen Geometrie eines Vektorraums spricht man meist
nur, wenn der Kdrper der Skalare gleich R ist. Nun gibt es von R
verschiedene K&rper, die geordnet und pythagordisch sind (z.B. den
Kérper der reellen algebraischen Zahlen). Daher sprachen wir im vorigen
Kapitel von verallgemeinerten Euklidischen Riumen. Zu denen im engeren
Sinne kommen wir durch die Beschrénkung von K auf R . Diese Beschrén-

kung 148t sich auf verschiedene Arten vornehmen. Hilbert z.B. fihrt
folgende zwei Axiome der Stetigkeit ein.

B1: Axiom des Messens oder Archimedisches Axiom:

Sind B und TD Strecken, so gibt es eine natilrlichg Zahl n derart,
daB n-maliges Hintereinander-Abtragen der Strecke C8 von A aus
auf AB*iber den Punkt B hinausfiihrt.

padurch wird K ein "archimedisch angeordneter Korper" (und
Unterkdrper von R).
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S 2:

Axiom der linearen Vollstindigkeit

"Das System der Punkte einer Geraden ist keiner Erweiterung fihig, bei
welcher die zwischen den vorigen Elementen bestehenden Beziehungen
sowie auch die aus den Axiomen folgenden Grundeigenschaften der In-~

zidenz, der linearen Anordnung und Kongruenz und das archimedische Axiomn
erhalten bleiben”.

Anstelle von S2 kénnte man auch ein "Intervallschachtelungs-Aziom"

(s. Literatur zur Analysis) fir eine Koordinatenachse fordern.

Auch andere definierende Eigenschaften von R kénnten, fir eine Gerade

von A entsprechend angepaBt, als Stetigkeitsaxiome aufgestellt werden,

z.B. das "Dedekind'sche Schnittaxiom" oder das Axiom der Ordnungsvoll~
stdndigkeit. (Jede nicht-leere, nach oben beschrankte Punktmenge einer
geordneten Geraden besitzt ein Supremum, d.h. eine kleinste obere 8chranke.}
Im folgenden betrachten wir 3-dim reelle euklidische Riume. Da jedes
Skalarprodukt auf R3 bei Auswahl einer Orth%gonalbasis B eine Dar-

stellung der Form (:»cl,x2,143)B . (yl,yz,y3)B =i21xiyi hat, sprechen wir

(unabhdngig vom Skalarprodukt)auch von dem 3-dim (reellen) euklidischen
Raum EG(3,IR) (bzw. von der 2-dim (reellen) euklidischen Ebene EG(2,IR) .)

Damit sind wir bei unserem bisherigen Ziel angelangt: Wir haben durch die ausge-
wihlten Axiome im Wesentlichen (d.h. bis auf “Isomorphie”) ein einziges Modell,
némlich im 3-Dimensionalen den 3-dim reellen euklidischen Raum EG(3,R), im
2-Dimensionalen die reelle euklidische Ebene EG(2,R).

( 12.1) Anmerkung zu alternativen Axiomensystemen

Manchmal werden die reellen Zahlen schon durch ein veridndertes Axiomensystem axio-
matisch gefordert (z.B. beim Ansatz des Mathematikers Birkhoff).

In einem vereinfachten Axiomensystem der reellen euklidischen Ebene werden z.B. reelle
MaBe von Streckenlidngen und Wingelgrofien gefordert:

(a) Streckenlingenaxiom

Jeder Strecke’ﬁ@'ist eine “Linge” ‘P_Q'] € R zugeordnet derart, dass gilt:

(1) Additivitdt: Im + \'R_Q.I = I'P_Q‘| fir alle P,Q € Pund alle R € [P, Q). -

(2) Streckenabtragen: Fiir alle P,Q,R,S € P existiert genau ein T € PQ* : [PT| = I'R_.S'|.

(3) Verhalten bei Streckungen: Ist ¢ zentrische Streckung mit Streckungsfaktor k, so
f—'

gilt [6(P)o(Q)| = k|- [P]).

(b) Winkelgrofenaxiom:

Es existiert eine Abbildung |- |, genannt Winkelmaffunktion, von der Menge der Winkel
auf das reelle Intervall [0, 180] mit den folgenden Eigenschaften:

(1) Additivitat: Ist W Summe der Winkel W; und Wy, so gilt |W|=|W;|+ |Wa).

(2) Winkelantragen: Fiir jedes a € [0, 180], fiir jede Halbgerade p und eine zug&?ige
abgeschlossene Halbebene Hj existiert genau ein Winkel W mit (i) W C Hj, (ii) p ist
Schenkel von W und (iii) |W| = .

Man definiert dann Kongruenz von Strecken und Winkeln mit Hilfe der Gleichheit des
Léngen- bzw. WinkelmaBes, sodass dann zu jeder Strecken- bzw. WinkelgroBe genau eine
MaBzahl gehdrt. Schlieflich identifiziert man wieder StreckengroBen bzw. WinkelgroBen
mit ihren MafBzahlen.

Einige der Kongruenz- und Stetigkeitsaxiome konnen aus diese Weise ersetzt werden.
Aber man bendtigt dann noch das Verhalten bzgl. gewisser geometrischer Abbildungen;
wir gehen darauf spiter ein.




I

Erginzende Aufgaben zu Kap.III

(Weitere Aufgaben -mit Losungen- findet man z.B. in §7.3/7.4 ( Seiten 217-220) in mei-
nenlBuch:RepﬂnoﬂunlBachdorhhuhmnaﬁk.\ﬁeweg+1bubner20]0)

Aufgabe 66

Sei EG(3,K) (verallgemeinerter) euklidischer Raum. Unter welchen Bedingun‘-
gen gibt es dann zu vorgegebenen Winkelgrofien o und f und zu i € K+ (mit
K+ :={k € K|k > 0} stets ein Dreieck AABC mit [<CBA| = &, |<<ABC| = und
ha = h. (Hierbei bezeichnet i, die Linge der Hohe durch A in AABC).

Aufgabe 67

Sei E =EG(2,IR) die reelle euklidische Ebene und g eine

Gerade in E. Zu g definieren wir eine Geradenspiegelung

Yg wie folgt: Filir PEE ist Yg(P) der'eindeutig bestimmte
Punkt Q mit (P,F,Q) €Z und |PF|=|OF|, wobei F der Fub-
punkt des Lotes von P auf g ist. Zeigen Sie:

Yg bildet kollineare Punkte auf kollineare Punkte ab

und Strecken auf kongruente Strecken.

Aufgabe 68

Seien g und h zwei parallele Geraden von EG(2,IR) . Zeigen
Sie (mit den Definitionen aus Aufgabe 67), daB

YgaYh Translation ist.

Aufgabe 69

Definieren Sie in der euklidischen Ebene den Begriff

Kreis um den Mittelpunkt M mit Radius r >0 ! Zeigen Sie

A
dann fir ein solchen Kreis K:

. . A .
(i) Jede Gerade durch M schneidet K in genau zwei Punkten,

(ii) Jede Gerade der Ebene schneidet % in hdchstens
2 Punkten.

(iii) Die Mittelsenkrechte jeder Sehne von K (Strecke -AB
mit A,B €K, A #B) geht durch M (s. Figur 130)

(¢as) A

1) Beachten:Sie, dasf man sich im Falle
K #IR den Kreis nicht als " gesc‘hlossene
Linie" vorstellen darf: ES gibt"Liicken"



(iv) Jede Tangente, d.h. Gerade g mit [gNK| =1,
mit Beriihrpunkt P € gN K steht senkrecht auf
PM. (S. Figur 130).

(a)
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Figur 130
Losungshinweis: Benutzen Sie u.a. den Satz 11.16a iiber die Mittelsenkrechten.

Aufgabe 70

Beweisen Sie flir jeden Winkel ¥ AOB einer euklidischen
Ebene E(mit Hilfe der Kongruenzsé&tze)die Existenz

und Eindeutigkeit der Winkelhalbierenden, d.h. einer

Geraden OR durch O in der Ebene E mit g (¥ AOR)= g(J BOR)

(s. Figur 131).

A

(b) Begriinden Sie die in Figur 131
angedeutete Konstruktionsmdg- 0 A
lichkeit mittels Schnittpunkt P
zweier Kreise.

. Iaigen Siec die tstent eles .
() ' et Warbalhalbintadizn Snte Deeieder |
Aufgabe 71 Figur 131

Finden Sie den Fehler in folgendem "Beweis":

Seien o,B Winkelgr®tBen mit B >a =R. Wir zeigen B =R.

Dazu tragen wir an eine Strecke 'P_é Winkel ¥ POR und ¥ QPS

an mit g(¥ PQR) =o und g(¥ QPS) =8 und

|P5=|0R

. Die Geraden PQ und RS

sind nicht parallel. Die Mittel-

| nand ]
senkrechten auf PQ und RS

schneiden sich daher in einem

Punkt T (vgl. Figur 132). Ent-
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sprechende Seiten der Dreiecke
APST und AQRT sind gleich lang
Die beiden Dréiecke sind daher
kongruent und es gilt

¥ TPS =k TQR, Mit

Yy =g (¥ QPT) =g(¥ PQT) folgt Y

D0
28V
{
oA

B +yv =R +vy und daraus B =R.

7“’ _"-"5:_“‘_—:_—_'_:':_—_‘-3”
o>
O

Figur 132

Aufgabe 72

Zeigen Sie, dass in einem euklidischen Raum fiir die

gemdB Aufgabe 18 definierte Punktspiegelung § mit Fix-

punkt 7Z gilt
(a) |8 TAYZ|=|RZ].
(Daraus und aus der Kollinearitdt von A,Z,6(A) er—

hilt man eine alternative Konstruktionsméglichkeit),

(b) & ist l&ngentreu.



