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§ 11 Euklidische Riume

Generalvoraussetzung:

In diesem Paragraphen sei A ein geordneter 3-dim affiner Raum

@nit Schiefké&rper K), in dem auch die Kongruenzaxiome gelten.

Wir nennen A einen 3-dimensionalen (verallgemeinerten) euklidischen
(affinen) Raum. (Achtung, manchmal heiBit A nur im Falle K =1r
euklidischer Raum).

(Analoge Ergebnisse sind auch fiir die (verallgemeinerte) eukli-
dische Ebene A erzielbar.)

A) Klassische Sitze (. Teil)_quupéngepmaﬂ

(11.1) Hilfssatz

Im (euklidischen) Raum A gilt

(i) Stufenwinkel (bzw. Wechselwinkel)1garalleler Geraden
sind kongruent.

(ii) In einem beliebigen Dreieck ist die "Winkelsumme"
gleich 2R.(iiJpie Gré8e jede@d AuBenwinkels ist gleich

der Summe der Gr&Ben der beiden nicht-anliegenden

Innenwinkel,

Beweisskizze

(i) Nach Aufgabe 52 sind freie T s
Schenkel von kongruenten Stufen- Q‘7 h
winkeln parallel.
Trdgt man daher (s. FTigur 105) inder g
Halbebene POR' einen zu ¥ RPQ //P R
kongruenten Winkel <(QP~,0S%)an,so k Figur 10

folgt 0S [lg und damit QS =h; daraus folgt die Behauptung

(ii) sei APRQ gegeben. Wir wihlen //T
h R \\skf

einen Punkt S auf der Parallelen

STANDARD -
TRICK h zu PQ durch Rmit s € prQ™*

und einen Punkt T € RP (s. Fig. 107), jl
P d\%ﬂ
Figur 107

1) Wechselwinkel nennt man €inen Winkel und de¥ Scheitelwinkel eines
zugehdrigen StufenwinkelS-
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Nach (i) gil‘;g(:)c SRT)=qk QPR),J%:‘-QRS)eEﬁt(QP_,QR—))-:J@ POR),

=

also%g(¥ ORT) = « +@ (wegen RQT C RSQ und RT* C RSQ™)

Ferner sind ¥ QRT und ¥QRP Nebenwinkel; woraus die

Behauptung folgt. a

(11.2) Folgerung

(1) sind P,Q,R,S Ecken eines nicht-ausgearteten Parallelo-
gramms in A, d.h. gilt P,Q,R,S € P mit PQ ||RS sowie
PS ||QR und P,Q,R,S nicht-kollinear, dann folgt
PQ = SR und PS = OR.

(2) Jede Translation von A fiihrt jede Strecke in eine kon-

gruente Strecke und jeden Winkel in einen kongruenten

Winkel {iber.

Aufgabe 60: Beweisen Sie Folgerung (11.2).

Die Ordnung in Raum A wird gemiB 7.4 und

7.5 durch eine Ordnung des Schiefk®rpers K widergespiegelt.

Es liegt nun nahe, die Menge L der Streckenlinge durch die Menge
der nicht-negativen Elemente aus K zu reprisentieren und zu unter-

suchen, welche Folgerung filir K aus den Kongruenzaxiomen gezogen

werden kann.

(11.3) Qinfﬁhrung eines LingenmaBes

Wir wdhlen im euklidischen Raum A mit Koordinatenschief-
kdrper = K einen Nullpunkt N, einen Punkt E >N und als Be-
zugshalbgerade p* =NEY .Wir identifizieren die Punkte mit

ihren Ortsvektoren beziliglich N. Ist eder Ortsvektor vonE, so gilt
p* = {ke|k €K mit k >0} (vgl. 7.4). Zu jeder Strecke AB

gibt és eine kongruente Strecke Nﬁ' gNE+.Dann existiert ein

k >0  derart, daB B' =kg ist. Wir ordnen



- 102 -

B
daher dér Klasse %(AB) = (NB')=2(oke)
als MaBzahl das Element k zu, also A
denjenigen Multiplikator
B! %
k €K ={k €K|k 20}, der E auf B' n | P
o 1 k
abbildet; vgl. Figur 108!
. . . = | -
Schreibweise: k = |4 (AB) | bzw. Figur 108

kiirzer k = |AB

Auf diese Weise wird p* zum MaBstab mit Einheitsstrecke

ﬁ_ﬁ. Das LdngenmaB ist dabei abhidngig von NE. Nach 7.4

und 10.2 gilt 2(0 ke) </ %(0 me) genau dann, wenn k < My

also ]o‘ke‘|<Klo‘mefl ist. Auch die Addition auf L (s. 10.3)

entspricht der Addition auf K: R S=n+ke

Seien k,m EK: und A =ke, B =me.

Nach (11.2) folgt (s. Figur 109)

|INA|=|RS|=|BC| und daraus N=0 A=ke B=me C=me+ke

=(m+Kk)e

| rynad et vt et Yy

2 (NA) +L£(NB) = 2 (NB) +L2(BC) = 2 (NC)

und |NE| + |NB| =k + m = |NC| Figur 109

(Dabei ist B € [N,C] wegen m +Kk >m und

der - - Entsprechung von <, und < . ).
L KS
Wir fassen zusammen:

| AB | <K[CD] © 2(AB) <,%(CD)

|2,(X_B')‘+i2(6_15)| = |AB | +|CD|

Im folgenden werden wir nun nach fester Auswahl einer
Einheitsstrecke die Linge einer Strecke mit ihrem MaB

. e +
identifizieren, also L =Ko setzen.



(11.4)

(a)
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Aufgabe 61

Zeigen Sie filir einen 3~dim euklidischen Raum:
(a) Jede Translation T ist "ldngentreu", d.h. es gilt
2(T(AYT(B)) =2(AB).

(b) Fir die zentrische Streckung ¢ mit Zentrum R und

Streckfaktor k *) gilt im Falle k >0:
|Ro(A) | =k|RA| ftr alle A €P.

(¢} Die zentrische Streckung o mit Zentrum R und Streck-
faktor k bildet die Halbgerade RQ® im Falle k >0
auf RQ+, im Fall k <O auf RQ ab.

(d) Welche Folgerung kann man aus b) und c¢) fiir eine zen-
trische Streckung o fiir TV(R,A,c(A)) ziehen? (Beachten

Sie die folgende Definition des Teilverhdltnisses !)

Definition Teilverhidltnis

Seien Py, P,,R verschiedene kollineare Punkte. Dann heif3t

TV(R,P,,P,) :=S(P ,R,P,) |RP,||RP,|™! das Teilverhaltnis

von (R,P2,P1).

Q> ‘ Py
(Beachten Sie, dass gemiB der R 3
Definition von S das Teilver- P,
haltnis von (R,Pz,g) negativ Q1 h
ist, wenn R zwischen P1 und P2 liegt.
(vgl. Figur 109). Figur 109

Aufgabe 62

Zeigen Sie folgenden 1. Strahlensatz

Sind g,h Geraden in A mit g nh.=@}und P, /P, €g~{R},
Q,+,Q, €h ~{R}. Dann gilt
P1Q1 | IP2Q2 Aad TV(R,P2 ’Pl) =k =TV(R1Q2 'Ql) .

*) d.h. die Abbildung von A, die fiir Ortsvektoren die Darstellung
©— k(4-¥x) +w hat, wobei % der Ortsvektor von R ist.
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Losungshinweis: Beweisen Sie die Aquivalenz beider Teil-

aussagen zu folgender Aussage: Die zentrische Streckung o
mit Zentrum R und Streckfaktor k bildet P1 auf P2 und Q1

auf Q, ab (vgl. Figuren 109 und 110). Py
R Pa

Figur 110 Q2

(b) Zeigen sie den folgenden 2.Strahlensatz: N
Unter den Voraussetzungen von (a) gilt:

PR P1Q1

P01 || O, = =—
P2R P2Q2

Anmerkung: Die Umkehrung ist i.A. falsch. Gegenbeispiel?

(c) Zeigen sie fiir eine Linse (s. Figur 4) die Gleichung
11 n 1
fog ¥
(wobei f, g bzw. b der Rbstand der Punkte F,P, P’ vom Linsenmittelpunkt bezeich-
ne.)

(11.5) Satz: Fir jede Ebene H in A und A*B qitk;

—t
(a) jije Mittelsenkrechte mAB einer Strecke ABC H,d.h. das Lot

in H auf AB im Mittelpunkt S von ﬁ, besteht aus allen

Punkten P €H mit

Beweis: Dass die Punkte von M, g die angegebene

Eigenschaft haben, folgt aus dem Kon-

gruenzsatz SWS. Sei umgekahrt P Punkt von H

Fr—y yonsy
mit |AP|= Dann ist P =S

oder es g{t AASP = ABSP (nach Kongruenzsatz S W3).CJ

(Asiz | S8\ 18 S MA—‘W Bonnwivbel L gRzelrardecdoR -

- Konstr ktionsmd llchkelt DonsgiranX
( ” v S g X AS? e )f&w;&wo—
von m s. Figur 111). -

AB >
Figur 111
"aB

Mittellotensatz

(b)iiDie Mittelsenkrechten der Seiten eines Dreiecks A ABC

schneiden sich in einem Punkt.
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Beweis (s. Figur 112)
Die Mittelsenkrechten sind nicht

parallel, da sonst die entsprechenden

Seiten parallel wdren (Stufenwinkel!) a*
Daher schneiden sich m _ und m,. in einem Punkt M. Figur 112
Nun ist nach (a) |ﬁ§l=|ﬁ§]=rﬁal, und damit, nochmals

nach (a), MGmBC. o

(c) Hohenschnittpunktsatz

"Die HOheneines Dreiecks schneiden sich in einem. Punkt.

_ (eder amda €C%)
Dabei heiBt cc*Yaie H¥he durch C im

Dreieck AABC, wenn C* der FuBpunkt
des Lots von C auf AB ist

(s. Figur 113).

Figur 113

Bewels B!
Man zieht durch jede Ecke von AABC die

Parallele zur gegenilberliegenden

Seite, Es entsteht ein Dreick

AA'B'C'.

c’ B a
Aus der Kongruenz von Wechselwinkeln (s. 11.1) Figur 114

an Parallelen folgt ¥ B'AC =} ACB

und ¥ B'CA = ¥ CAB. Die Dreiecke AAB'C und ACBA sind also

oy L]
kongruent, insbesondere gilt |AB'|=|CB

. Analog folgt
AC'=BC. Der Punkt A ist also Mittelpunkt von B'C' und
die HOhe von AABC durch A ist Mittelsenkrechte von B'C'.

Die Behauptung folgt nun mit Teil {b).

B) Der Koordinatenschiefkérper

Nun kdnnen wir eine weitere Eigenschaft des A zugrunde-

liegenden Schiefkdrpers beweisen:



(11.6) Satz
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Der Koordinatenschiefkdrper von A ist komfnutativ]

Beweis* (nach R.Baer; s. auch Degen u. Profke:Grundlagen der affinen
und euklidischen Geometrie; dieser Beweis ist einfacher als der von
Hilbert angedeutete).

Wir flhren den Beweis in mehreren Schritten.

(a)

(b)

Sei H eine Ebene in A. Dann ist ‘HZ AG(2,K) mit Schiefkdrper K;
zusdtzlich sind Ordnungs- und Kongruenzrelationen, insbesondere "Senk-
rechtstehen” von Geraden definiert. Nach ( § 9) und (11.1) bilden die
zu einer Geraden g von H senkrechten Geraden genau eine Parallelen-
schar.

Wir we'ij_-&en nun ein Koordinatensystem (N,E,E') mit NELNE' und

INE[=(NE‘ 1 =1 und gehen von den Punkten zu ihren Koordinatenpaaren tuber.
Jede von NE verschiedene Gerade g durch N hat dann die Form

g= {(x,y) EK2[ (x,y) =x(1,m)}. Die Gleichung von, g ist also y =xm. Wir
nennen mdie Steigqunglden Steigungskoeffizienten) -
von g. Zu g gibt es,wie bemerkt, genau
eine Gerade h = mit N€h und hlg.
Der Steigungskoeffizient wvon h seimn™.

L4

Figur 115

m
Y i e o e o=~

Die Abbildung f : K* :=K- {0} — Kk* mit m¥-ml ist dann bijektiv (zu
jeder Geraden g #NE,NE' gibt es genau ein h=4g—L mit N €h #NE,NE') und
involutorisch, d.h. es gilt £2 =idK* (wegen (gl)l=g).

Wir zeigen nun, dass fUir u,v,r,sEK* gilt:
(x) ru=sv e&r vi=sul
(i) Sei o.B.d.;p_ r #s,und gelte ru=sv.

Wir betrachten ARST mit R= (-r,0), S=(-s,0) und T = (O,t)
mit t =ru=sv (s. Figur 116).
Die Gleichung von RT ist
y-xu=+t; dies folgt durch
Einsetzen von (-r,0) und (O,t).
Analog erhalten wir als Gleichung
von ST:

y-xv=t,
Die H6he von ASRT durch S bzw. R hat
daher die Steigungen ul bzw. wl.
Ihre Gleichung lautet daher

y - xul = sut

bzw.

y - xvl = rvl, Figur 116

Da sich die HOhen von ASRT in einem Punkt H schneiden, der wegen
TN SR auf TN liegt, folgt su-L=rv-L, wie behauptet.

(ii) Ist umgekehrt rvd =sul, so wenden wir (i) auf die Elemente
r,s,u' =v-L, v' =ul an und erhalten aus ru' =sv' sofort rull=svll
und daraus ru=sv. Damit ist (%) bewiesen.
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(c) Setzen wir r=v=a und s=u=1, so folgt aus (%) unmittelbar a-.-a™=

Das Produkte a-al ist also konstant fir alle a € K*

(d) Nun beweisen wir das Kommutativgesetz a+b =b-a fiir a,b€K. Fir a=0

oder b =© ist die Behauptunc richtig. Seien also a,b #0. Dann Rieferd
(%) matk aat = bbb scdert *bz b, In]

C) Klassische Sitze (2. Teil)
Nun kdnnen wir einige klassische Sitze tiber rechtwinklige

Dreiecke (aus der Satzgruppe des Pythagoras) beweisen.

(11.7) Definitionen

(a)

(b)

(c)

(d)

Ein Dreieck, in dem (als Innenwinkel) ein rechter Winkel

auftritt, heiBt rechtwinkliges Dreieck. Die Seite, die

dem rechten Winkel gegeniiber liegt, nennen wir Eﬁwomnum'
die beiden anderen Seiten Katheten.

Im Dreieck AABC sei C* der
FuBpunkt des Lots von C auf

AB. Wie schon definiert heift CC*

die Hohe durch C, im Falle

g(x ACB) = R die Hypotenusenhohe £,

Istg(ﬁACB)=R, so heiBen die

Strecken AC* und BCFY die

Hypotenusenabschnitte .

Wir verwenden folgende Bezeichnungen:
a:=|BC|, b := |AC|, < = |AB| und

q = |aC*|, p = |C*B|, h, = TC®|  (vgl. Figur 117),

Nun gilt =

1) Man vergleiche dies mit der Formel m-mJ"=—1 der reellen euklidischen

Geometrie{wmix VGMMMWWDM) .
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(11.8) Kathetensatz (Euklid)

In jedem rechtwinkligen Dreieck A ABC von A gilt b? =c-q,1
A
d.h. das Quadrat der Lénge/éiner Kathete ist gleich dem

Produkt der Lidnge der Hypotenuse und der Linge des an-

liegenden Hypotenusenabschnittes (vgl. Figur 118).

Beweis (¢ panach (11.1)(ii)
=
$=9(x ACB) =gk BAC) +qg(k ARC) gilt

(auch der AuBenwinkel bei C ist ein

rechter Winkel) folgt g(k ACB) >g (% ABC)

und daraus c >b. Der analoge Figur 118

Schluss, auf AAC*C angewandt,

zeigt b >q; insgesamt erhalten Interpretation des

. Kathetensatzes
Wir ¢ >q und analog c >p.

Daher liegt C* zwischen A und B und es ist ¢ =p +qg.
(b)\gﬁ/;‘u)_* [ e} oy + — ey
(E€AB" mit AE =AC und F €aC” mit 5% =AB gewdhlt (s. Fig. 119)

F
Nach dem Kongruenzsatz SWS folgt

AABC =AAFE, insbesondere also
g(¥ AEF)=R und EF ||cC* (kon-
gruente Stufenwinkel).

Nach dem 1. Strahlensatz (Aufgabe 62)A

folgt c-b™! =b.gq7!, da.h. nach (11.6)

b2 =Ceg.

] Figur 119
Flir die 2. Kathete erhilt man a’ =c.p, insgesamt also
a2 + b2 =c(p +q). Wie im vorigen Beweis gesehen, ist aber

P +g =c. Damit haben wir einen Beweis des folgenden Korol-

lars:

: KovofRay - ~ 5 Lange

3) Also: Th jedem rechtwinkligen Dreieck hat die Hypotenuse eine groBere Ling

als jede der beiden Katheten. 4) "91:&‘ ﬁ’“d“ e Sprecth-med. S‘}"‘\\-U JJ;;(-Q&\%L,“
. ARoSn day Mo dh-zhu%ui Ry 25 AL S rgen Ao Mol 200y
mhm\i&%«: Aosndtae | nSeed {eatils ssh dace FebSonmaininded) .
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(11.9) Satz des Pythagoras (s. Figur 120)

Ist AABC rechtwinkliges Dreieck in A mit g(% ACB) = R, so

gilt |A¢|? + |CB|? = |aB|?, also a’ +b? =c2.

Aufgabe 63

Beweisen Sie die Umkehrung des

Satzes von Pythagoras: Gilt

fir ein Dreieck a2 +b2 =c2,

so ist es rechtwinklig.

Losungshinweis: Benutzen Sie den

- - FERCTRAY VL
Kongruenzsatz SSS. 2 RN :
ELENIET RN Figur 120

Interpretation des Satzes des Pythagoras

Wenden wir schlieBlich 11.8 und 11.9 auf AABC und ACC*B

an, so folgt a2 =hi +p2 nach

~~ N \ .
S Figur 121
dem Satz des Pythagoras und N
N a
a2 = cp nach dem Kathetensatz, -~ '\‘;\:}%
PRGN
i mt al s
insgesa also 4{ SRR
2 2 2 2 ke
hl =a® -=p“ =cp-p° =plc -p) =p-q. | E cx Bl
T
Wir erhalten als weitere Folgerung also} 4 R
\ 7/ e
AN Ay
pi & .
(11.10) Hohensatz (Euklid) ~— 4//

Interpretation des Hdéhensatzes

Im rechtwinkligen Dreieck gilt fiir die Léinge‘hC der

Hypotenusenhdhe und die Ldngenq,p der beiden ' Hypote-

nusenabschnitte die Gleichung

2
hc =p-4q
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(11.11) Anwendungsbeispiele fiir die Satzgruppe des Pythagoras

(i) Flr jede Hbhe h eines gleichseitigen Dreiecks AABC

mit Seitenlinge a =b =c gilt h =-§l V3. (Hierbei ist

en/ 2
/3 die eindeutig bestimmte positive Zahl y)%it vy =3.)

Beweis (s. Figur 122): Nach Satz 11.5a
ist der FuBpunkt C* der HShe durch C

Mittelpankt von AB. Aus 11.9 folgt

2
hg =a? -(%)2=3'(%) . Damit ist

- a,—-1,2 i A4) _a
3 ~[hc(5) ] Quddrat und hc"? 3.

Figur 122

(ii) Die Raumdiagonale (Definition ?) eines Quaders
(Definition ?) mit Seitenldngen a,b,c hat die Linge

d = /a2+b2+c2, die eines Wirfels also Linge d =a/3.

Beweis (s. Figur 123) ...

Figur 123

(iii) Fl&chenverwandlung mit Hilfe von Katheten- bzw.
HShensatz (bei geeigneter Definition von Fldche und

FldchenmaB - im Falle der Existenz des Schnittpunktes
von HShe und "Halbkreis") s. Figuren 124 und125 !

LT /// /’/WT
// P e // » -7 x\\\‘;g
b - AT
Z ////,(%b - Wy
@ . Figur 124 a Figur 125

4} Y3 =0 ek Instunlas MM,MGLW G
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(1)
Bei vorhergehendem BeispieIYwird der Satz von Thales be-

nutzts
Aufgabe 64
. . A M B
Beweisen Sie den Satz des Thales .
e e Figur 126

N (vgl.Figur 126)
" In A gilt: Jeder Winkel im Halbkreis ist ein rechter.]’

Dabei heiBt ¥ ACB Winkel im Halbkreis, wenn ein M € ]A,BI

existiert mit |MA|=|¥MB|=|M@|. Insbesondere ist M Mittel-

punkt von 2B (und "Zentrum' des erwidhnten"Halbkreises) .

D) KoordinatenkOrper (2. Teil)

Seien a,b'EK. Tragen wir auf den Schenkeln eines rechten
Winkels Strecken der Ld&nge a bzw. b ab, so folgt filir die
Hypothenuse c¢ des so entstehenden Dreiecks die Gleichung

2 2 2

c” =a -+b2. Mit a® und b2 ist also auch a2-+b2 ein Quadrat.

(11.12) Definition

Ein (Schief-) Kdrper heiBt pythagordisch, falls die
4
Summe zweier Quadrate wieder ein Quadrat ist.)

Aus 11.5 und 11.8 folgt also:

(11.13) satz

Ist A ' ein euklidischer Raum iiber K, so ist K .

geordneter, kommutativer, pythagoridischer Schiefk&rper.

(Entsprechendes gilt fiir eine desarguesche euklidische
Ebene A.)

In Aufgabe 50 hatten wir fiir AG(3,R) eine Kongruenz von Strecken
und Winkeln mit Hilfe des kanonischen Skalarprodukts definiert.

Im allgemeinen Fall ist daher die Frage nach einem Skalarprodukt
naheliegend.

1) Beispiel eines von R verschiedenen pythagoraischen Korpers : Korper der re-
ellen algebraischen Zahlen mit von R induzierter Anordnung.
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(11.14) Definition (Skalarprodukt)

Sei V ein Vektorraum tber dem K'c)rperK # C. Eine symmetrische Bilinear-
form auf V ist eine Abbildung @ : VXV - K mit

bk x, + kX, ,y) = K @ (x4 +X,0(x,,y) (Liniarit&t in der
1. Komponente)
d(x,y) =2(y,x) (Symmetrie) (Folge: Linéaritat in der
(far alle X,y €V, kqi,ky €K,) 2. Komponente).

% heiBt Skalarprodukt (inneres Produkt), falls zusdtzlich ®(x,Xx)> O
fir alle X #0 gilt (positive Definitheit),
Fir ®{X,Y) schreibt man meist kurz X.y oder <X,y >

Motiviert durch Eigenschaften des kanonischen Skalarprodukts auf R
gehen wir wie folgt vor :

(11.15) Definition und Eigenschaften (Kongruenzrelationen und Skalarprodukt)

(a) Im 3-dim euklidischen Rauma& setzen wir nach Auszeichnung eines

NullpunktesAfiir_ den zugrur\xdeliegenden Vektorraum V (der Orts-—
vektoren) L0 REVVER eIV pudaien S (ogz,./u,;)

(1) xex = ||x]|2 i |57 2 fir X€V
und

(ii) x-y::-;—[(x+g)-(x+g)—x-x-y-y] fir x,Yy €V.

(b) Anmerkung: Fir X =y stimmen (i) und (ii) Uberein (man beachte 11.3);
weiter gilt nach dem Satz des Pythagoras und seiner Umkehrung
(s. Aufgabe 63)

m Xy =0-&g(xx 0y)=R Tn

(c) |Die gemsB (a) definierte Abbildung ¢ : V XV —K mit O(X,y) =x-y
ist ein Skalarprodukt. '

Beweisandeutung ¢

Symmetrie und positive Definitheit folgt sofort aus der Defi-
nition, die Linearit&t in der 1- Komponente aus I x|} =[xl (B4}

und || x:y =X-y, 1 » wobei y, die "Orthogonalprogjektion” von y

auf g =0Xx bezeichnet{d.h. die Parallelprojektion lidngs einer zu
g senkrechten Geraden in der Ebene 0Xxy), sowie aus (y+2z) =y +z
(s. Figuren 127 und 128)wuma [’7"'(,(‘{‘—‘\3\ Wy x - x X

X
Aufgabe 65

Zeigen Sie fir die Orthogonalprojektion Y  von Y auf ox, dass
X-y, = x|« || yx” gilt, falls X und Yy 9gleichgerichtet sind und

X+y, = - lIx Illlyxll andernfalls.

A) Alternativ 1la¢st sich ein Skalarprodukt durch XY :=X-¢_  und ge-
eignete Definition von x-yx (vgl. Aufg. 65) einfﬁhren).(



(Q)

(11.16)a)
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[

Wegen |uv|=|0 v-u |=]v -u] folgt nun

(%) a =18 & flu -uf=|r - s

Um die Kongruenz von Winkeln mit dem oben eingefihrten Skalar-
produkt zu beschreiben, beachten wir

v-u w-u

¥ vuwsx -u,o,w-u) =<4 1Oy
[l v-uf [Jw-u

).

Es reicht also, Winkel ¥ x oy mit [|x[|=]ly] =1 und ¥ x'oy' mit
|x'll<ly')l =1 =zu betrachten.

Die Lidnge der OrthoggaalpESJektion |g

Y, bestimmt (wegen HoyH>H0yx”)nach :
i
0

Figur 127
Kongruenzsatz SsW das Dreieck Aoy‘y
h

&
bis auf Kongruenz und damit die Gr&Be

von ¥ Y,04 . Es gilt also(Fig.127,128) | g:( “
Ky, 04 =110 4o [y Jellyl .

Nach Aufgabe 65 erhilt man (fiir y_,X i Figur 128
und yxux‘jeweils gleich~ oder jeweils :
entgegengesetzt gerichtet) i
¥ xoy =4x'oy’ & xoym x'-y'. L -

RSO S+ > x
Fir beliebige Winkel folgt

(ws) KU UwEE & Lt e fu-u) - (w-u) " (8-4) - (£-1)

Jv-alJwu] " Ja-rta

"Daher ist die Strecken- und Winkelkongruenz schon durch das

unter (a) definierte Skalarprodukt festgelegt. Die Untersuchung
der mdglichen Kongruenzrelationen eines euklidischen Raumes l&uft
daher auf die Untersuchung der mdglichen Skalarprodukte des zu-
grundeliegenden Vektorraums hinaus. Flir K =IR ist diese z.B.
vollstindig geleistet.

Umgekehrt gilt:

satz

Sei K ein geordneter pythagordischer Kérper. Dann existiert auf K3

ein Skalarprodukt, und jedes Skalarprodukt macht den gemiB 7.4
geordneten affinen Raum AG(3,K) durch die Festsetzungen von

Kongruenzrelationen analog zu (x) und (**) zu einem Euklidischen
Raum.

Beweisandeutung:

Ist (gl,g2,§3) eine Basis von K3, dann definieren wir fir

3 3 3
x=) k.e., Y= )me, das Produkt X-y := Y k.m,. U.a. wegen
. i=i . i=i . ii
1=13 i=1 i=1
e X = 2 kf >0 fiir X #0 ist ein Skalarprodukt gegeben. Die weiteren
i=1
Behauptungen folgen analog zu Aufgabe 50



b)

(11.17)

E)
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Definition:
Wdhlen wir als Skalarprodukt auf x> das kanonische
3
(%4 %0 0%3) + (¥, 17, 073) =i§1xiyi ,

so bezeichnen wir den gemiB (11.16a)bestimmten Euklidischen Raummit EG(3,K).

Zusammenfassung

(i) Die Schiefkdrper, die den3-dim. {verallgemeinerten)
Euklidischen Réumenzugrundeliegen,sind genau die
geordneten pythagor#dischen Kdrper.

(ii) Die Kongruenzrelationen (und davoninduzierte metrische
Strukturen) Euklidischer‘Réume sind durch die Skalar-

produkte der zugehdrigen Vektorriume bestimmt.

Bekanntlich ist der Kérper © der rationalen Zahlen nicht
pythagoraisch (/T:T’¢Q). Geometrisch gesehen bedeutet dies 23,
dass 4as Streckenabtragungsaxiom nicht erfiillt ist:

Es kann die Diagonale des Einheitsquadrats nicht auf

einer Koordinatenachse von AG(3,Q) abgetragen werdeﬂ? da

Y2 nicht rational ist und daher an der entsprechenden

Stelle der @-Zahlengeraden eine Liicke ist, Analogsgilt

flir die HShe des gleichseitigen Dreiecks mit Seiten-

lange 1, (vgl. 11.11i) 5 sonsie faidia Gb»'uam Loo 2eg8en .5 (.,
::/M:;j\\(\‘kr Ci;:mf{"\\k_» ‘\\/\/Cw-/é.

(Diese Problematik brachte die Pythagorider in grofie Ver-
legenheit, da eine ihrer Theorien war, die Welt lasse sich

durch (natiirliche) Zahlen und ihre Quotienten beschreiben), o
/%\iﬂw& o V\?m'yﬂi\uwi\ Fohta Ao gon @it S T lake, ‘i{‘\z‘(‘ﬂ’f}kﬁvﬁj(’vw\\x A Hhedesrareeton ol st (ol

p . . RN PSS 2% % Qs hapeht .
RO f‘\i,;z{éf‘x?(w\& \j ady Qix-wj\x\%&r\?xc,&m@» et A

/\, 5 e FTE o
WinkelmaB { e Ky

Um auch WinkelgréBen messen zu kénnen, wahlt man eine (abgeschlossene)
Bezugshalbebene 81 mit Rand NE (vgl. 11.3). Jede WinkelgrdBe o besitzt
dann genau einen Représentanten in H1 mit Schenkel NE+.>

,9 ﬁmww,vuth(ésua.dh.@xx%muda;Md.dhuséked&sébulduﬁa
Michde fovrrceneomnirala . sad .




A
Auf dem freien Schenkel des Winkels
g&?t es genau einen Punkt A mit
|an| =1. \ M
Ungekehrt gehdrt zu jedem Punkt B ¥ 4 A
des "Efnheitshalbkreises" g N E

k, ={xen ||T] =1} U{E,E"}

(vgl. auch die spatere Aufgabe 69)
genau ein Winkel ¥ ENB. (Figur 129). Damit existiert eine bijektive
Abbildung zwischen den WinkelgroBen einerseits {einschlieBlich Null-
und gestreckten Winkeln) und den Punkten des Einheitshalbkreises k1
(éinschlieBlich der beiden Randpunkte E und E'J.

Figur 129

Beispiele: Zum Nullwinkel gehdrt der Punkt E, zum gestreckten der
Punkt E' ;rﬁun mGchte man WinkelgréBen mit Elementen aus dem Kdérper
K messen. Gesucht ist alsoeine injektive Abbildung von k, in K, bei
der zusdtzlich die moégliche. Winkeladdition der Addition  von
Elementen aus K entspricht.

Unter mehreren Méglichkeiten dieser Abbildung ist fir die reelle
euklidische Geometrie neben dem Grad-MaB wohl das Bogemma8 bekannt,
bei dem - anschaulich gesprochen - der WinkelgrdBe o =g(¥X ENA) die
"Linge |&| des Bogens FA" zugeordnet wird.

Eine exakte Einfihrung erfordert grodBeren Aufwand. Wir vermerken

nur ]R] =Eu 12R| =7 und die Umrechnung:
[m=xﬁmB%mmw]é|aP=x¢%ﬁm&mmﬁl

Literaturhinweis: Degen/Profke : Grundlagen der affinen und eukli-
dischen Geometrie
Lenz : Grundlagen der Elementargeometrie.
Man kann sich aber auch auf Eigenschaften der cos-Funktion und
des Skalarprodukts zurlickziehen und nach Ubergang zu Ortsvektoren
¢,0,a von E,N und A definieren

lal=|g(x ENA)| t=arc cos (¢-a) (mit [efl =1 =|al).



