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Vorbemerkung

In dieser Vorlesung wird versucht, einige mathematische Methoden darzustellen, die in den
Geowissenschaften moglicherweise von Bedeutung sind. Das Ziel ist dabei freilich nicht,
mathematische Sétze in aller mathematischen Strenge zu beweisen. Vielmehr versuche ich,
die Herangehensweise des englischen Kochs Jamie Oliver auf die Mathematik zu iibertragen;
in seinem Buch The Naked Chef schreibt er ndmlich: “I still believe in the two things that
resulted in my name of the Naked Chef: using the bare essentials of your larder and stripping
down restaurant methods to the reality of home.”

Das vorliegende Skript beansprucht keinerlei Originalitét; in der Tat sind viele Beispiele
und Skizzen der existierenden Literatur, insbesondere den Texten von M. Precht, K. Voit
und R. Kraft bzw. von P. Harmand, entnommen (siehe die Literaturhinweise).

Der erste Teil der Vorlesung, also Mathematik fiir Geowissenschaftler I im Winterseme-
ster, umfasst in etwa die Kapitel I bis II1.3 und der zweite Teil den Rest.

Fiir das TEXen des urspriinglichen Manuskripts bin ich Simon Albroscheit zu groflem
Dank verpflichtet.
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Kapitel I

Funktionen

I.1 Der Begriff der Funktion

In der Mathematik versteht man unter einer Funktion f eine Abbildung zwischen zwei
Mengen.

/—_f\

I
f(m)

Es wird dabei jedem Element x € M ein eindeutig bestimmtes Element y € N zuge-
ordnet. Dieses Element bezeichnet man mit y = f(z). Eine Funktion besteht also aus drei
Komponenten: dem Definitionsbereich M, dem Wertevorrat N und der Funktionsvorschrift
x+— f(x) (lies: ,x geht iiber in f(x)“). Formal schreiben wir

fiM— N, z~ f(x) (lies:,zuz wird f(x) zugeordnet®).
Hier ein Beispiel:
[fR=R, zw2® (oder: f(x)=1x?)
Es ist nicht verlangt, dass jedes Element von N von der Funktion ,,getroffen“ wird; es darf

auch vorkommen, dass verschiedene xz-Werte denselben Funktionswert haben. Im obigen
Beispiel der Quadratfunktion ist etwa f(1) = f(—1), und fiir kein = € R gilt zum Beispiel
f(z) =-=3.

Tritt keiner dieser Defekte ein, nennt man die Funktion umkehrbar (oder bijektiv); zum

Beispiel ist
[ RT =R, f(z) = 22 (L1)
umkehrbar; R steht fiir {z € R: z > 0}.

Dass eine Funktion f: M — N umkehrbar ist, kann man folgendermaflen in die Sprache
der Gleichungen iibersetzen: Fiir jedes y € N hat die Gleichung f(z) = y exakt eine Losung
x € M. Ist f umkehrbar, kann man aus f(x) wieder eindeutig auf z schlieflen. Auf diese
Weise gelangen wir zur Umkehrfunktion

g N—=M, f(x)—z.
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Zum Beispiel ist die Umkehrfunktion der Funktion f aus (I.1) die Wurzelfunktion
g RT =Ry /Y.
Natiirlich darf man auch
¢ RT - RT, 2o
schreiben, da es auf den Namen der Variablen nicht ankommt.

Wir werden (fast) nur Funktionen studieren, wo Definitionsbereich und Wertevorrat In-
tervalle sind (,,reelle Funktionen*). Wir benutzen folgende Bezeichnungen:

(a,b) = {r €R:a <z <b} (offenes Intervall)
[a,b] = {z € R: a <z < b} (abgeschlossenes Intervall)
(a,b) = {z€Ra<z<b}

la.b) — {r R a <z < b} (halboffene Intervalle)

Der ,offene” Rand darf 400 oder —oo sein, zum Beispiel

(a,00) ={xeR:a<uz},
(—00,b] = {z € R: x < b}.

Man veranschaulicht sich reelle Funktionen durch ihre Graphen, zum Beispiel fiir die
Funktion aus (I.1):

Dass f umkehrbar ist, erkennt man jetzt daran, dass zu jedem y € N (= RT) die
horizontale Achse durch y den Graphen von f genau einmal schneidet:
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Man erhilt daher (nicht nur in diesem Beispiel) den Graphen der Umkehrfunktion, indem
man den Graphen der Ausgangsfunktion an der Winkelhalbierenden spiegelt:

Achtung: Funktionen werden manchmal nur implizit, ohne explizite Formel, beschrie-
ben. Zum Beispiel ist

[FR=R, flr)=2"+x

umkehrbar, aber fiir die Umkehrfunktion (die also einem y € R die eindeutig bestimmte
Losung der Gleichung 2% + z = y zuordnet) gibt es keine Formel.

3000 A
2000

1000 A

—3000

Graph von y = 2 + x

I.2 Einige spezielle Funktionen

I1.2.1 Lineare Funktionen
Dies sind Funktionen der Form

ffR=>R,  f(z)=mz+b
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Hier gibt m die Steigung und b die Ordinatenabschnitt an:

,,,,,

Viele Aufgaben fithren (zumindest in grober Ndherung) auf lineare Funktionen; hier ein
Beispiel. Fiir die Erdbevolkerung B im Jahr J finden Sie folgende Daten in Wikipedia:

J =2010 : B = 6800000000
J =2012 : B = 7100000000

Sie wollen daraus einen Schatzwert fiir das Jahr 2020 herleiten und machen dazu die
Modellannahme, dass die Erdbevolkerung — zumindest in kurzer Zeitspanne — linear wichst!:

B=mJ+b (=f(J))

Gesucht ist nun f(2020). Um die unbekannten Parameter m und b zu finden, setzen wir die
bekannten Werte fiir 2010 und 2012 ein und erhalten folgende Gleichungen:

6800000000 = m - 2010+ b
7100000000 = m - 2012 4 b,

die man jetzt nach m und b aufzulésen hat. Leider tauchen in den Gleichungen etwas un-
handliche Zahlen auf; es ist daher praktischer, mit z = J — 2010 und y = B/10° zu rechnen.
Das fithrt auf den Ansatz

y=mix+b (= fi(x))
und die Gleichungen

6.8 = my - 0 + b1

71 =m1-2+b

mit den Losungen by = 6.8 und m; = 0.15. Daher erhilt man den Schétzwert f;(10) =
0.15-10 + 6.8 = 8.3, d.h. einen Schéitzwert von 8 300 000 000 Menschen im Jahr 2020.

1.2.2 Potenzfunktionen

Dies sind Funktionen mit der Zuordnungsvorschrift

fl@)=a- 2"

Fiir nicht ganzzahlige Exponenten sind sie hochstens fiir > 0 (im Fall » > 0) bzw. > 0
(im Fall r < 0) erkldrt; zur Erinnerung;:
1

== und aP/1 = /xp
xT

LFiir groBe Zeitspannen ist diese Annahme sicher nicht gerechtfertigt!
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Potenzfunktionen treten auf, wenn eine Gréfle y einer gewissen Potenz x” einer Grofle z
proportional ist: Lasst man einen Gegenstand fallen, ist die Fallstrecke s dem Quadrat der
Fallzeit t proportional, also

s=at® (mita= g, der halben Erdbeschleunigung).

Ein anderes Beispiel: Man findet einen Zusammenhang der Form y = az” zwischen der
Fliche x einer Insel und der Anzahl y der Vogelarten auf der Insel. Achtung: Im Prinzip
kann y hier nur ganzzahlige Werte annehmen (y ist eine diskrete Variable); man fihrt jedoch
gut mit dem kontinuierlichen Modell y = az”, in dem y beliebige (positive) reelle Werte
annehmen kann.

Hier einige Graphen fiir Funktionen f(z) = a":

r=—1 r=2 ’I"=1/2
34

0 1 2 3 a 5
Es gelten folgende Eigenschaften?:
r>0:2" — oo fir z — oo (und zwar um so schneller, je gréfler r ist)
r<0:z" —oofirz—0
" — 0 firz — o

1.2.3 Polynome
Das sind Funktionen der Bauart

f(x) = apx™ + an_12" '+ ...+ a1x + ao.

Hier ein typischer Graph:

Uber den Detailverlauf des Graphen kann man mittels der Differentialrechnung Informa-
tionen gewinnen (Maxima, Minima, etc.). Hier bemerken wir, dass fiir ,groe* Werte von
|z| der Verlauf des Graphen einzig von a, bestimmt wird:

« Gp—1 ai ao
ol ot = () = (o4 0 L )

= f(z) =2" - (an + ,klein® 4+ ... +  klein“ + klein®)
= f(z) = apa”

2 Auf Prizisierung kommen wir spiter zu sprechen.
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Diese Uberlegungen kann man mit dem Begriff des Grenzwerts, der auf S. 17 eingefiihrt
wird, prézisieren. Speziell gilt:

an >0: f(z) > o0 fiir z — oo
an <0 : f(z) > —oo fiir £ = oo

1.2.4 Exponentialfunktion und Logarithmus

Wir betrachten Funktionen der Gestalt
ffR=>R, f(z)=c-a”

mit Parametern ¢ € R, a > 0. Solche Funktionen tauchen bei vielen Wachstums- oder Zer-
fallsprozessen auf, ndmlich immer dann, wenn der Zuwachs bzw. die Abnahme der Grofie
f(z) zu f(x) proportional ist (mehr dazu in Kapitel III). Beispiele sind: Zellteilung, Aus-
breitung von Infektionskrankheiten, radioaktiver Zerfall usw.

Die Variable z hat in solchen Anwendungen die Dimension einer Zeit; daher schreiben
wir, wie in der Physik iiblich, ¢ statt = im néchsten Beispiel:

Ein Bioreaktor wird zur Zeit ¢ = 0 mit my Gramm Bakterien bestiickt. Die Wachstums-
rate betrigt stiindlich » = 0.15 (d.h. 15%). Nach einer Stunde betrégt die Bakterienmasse
also [in Gramm] mq (1 + ), nach 2 Stunden mq(1 +7)(1 + 1) = mo(1 + )2, nach 3 Stunden
mo(1+7)%(1 +7r) =mo(1l +r)3, und allgemein nach einer Zeit ¢ [in Stunden]

y(t) = mo(1+7)".
Man sieht, dass der Zuwachs zwischen den Zeitpunkten ¢ und t + At gerade

y(t+ At) —y(t) = mo(1+ r)tJrAt —mgo(1+7)t
mo(1+7)" - ((1+ T)At -1)
=y(t)- (1+7)2" = 1),

also proportional zu y(¢) ist.
Fragt man konkret nach der Masse nach 2 Stunden und 40 Minuten, so ist die Antwort

2 8 ,
y <2§> =y <§> =mg-1.15%3 =1.45.. .- my,

also circa das 1.45-fache der Anfangsmasse.
Die Graphen der Funktionen f(z) = a® unterscheiden sich, je nachdem ob a > 1 oder
a <1 ist:

a>1 0<ax<l1
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Es gilt:
a>1:a*— oo fiir z = o0
a® — 0 fir x — —©
0<a<l:a®*—0 firz— o0
a® — oo fir x = —o0

Unter allen Funktionen der Bauart f(z) = a® ist eine besonders wichtig, ndmlich die
zur Basis a = e = 2.71828. ... Dies ist die beriihmte e-Funktion e¢*. Was diese Funktion so
speziell macht, werden wir in Kapitel II sehen, es ist ndmlich die Ableitung von f(x) = e*
wieder f'(z) = e*.

Geometrisch kénnen wir die e-Funktion unter allen Exponentialfunktionen a* dadurch
charakterisieren, dass ihr Graph die y-Achse unter einem Winkel von 45° schneidet:

Die Zahl e kommt als Grenzwert bei der stetigen Verzinsung vor:

1 n
e = lim (1 + —)
n—oo n
Die e-Funktion ist als Funktion von R nach (0,00) umkehrbar, wie man am Graphen
abliest. Die Umkehrfunktion ist der natirliche Logarithmus:
In: (0,00) > R, z—1Inz

4

21

-4

Die In-Funktion ist also durch
y=e* & z=Ihy

bestimmt.
Es sei an die Rechenregeln fiir Potenzen und Logarithmen erinnert:

Aty = q¥qV¥ In(zy) = Inz +Iny
0™ = (a®)? In (%) = y-Inx
In(e*) = x e =g
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Es ist praktisch, die allgemeine Exponentialfunktion a® mittels der e-Funktion auszu-
driicken. Dazu suchen wir eine Zahl A, so dass

a® = e fiir alle x

gilt. Logarithmieren fithrt auf die dquivalente Gleichung

In (a®) = In (e*?) fiir alle z,
dh. z-lna = \x fiir alle x,
d.h. A =Ina.

Die allgemeine Exponentialfunktion schreibt man daher als
fFR=R, f(z)=c-e.

In Anwendungen entspricht A > 0 einem Wachstumsprozess und A < 0 einem Zerfallsprozess.

Es wurde bereits bemerkt, dass f(x) = a” fiir @ > 1 mit © — oo iiber alle Grenzen wiichst.
Die Potenzfunktionen 2" tun das ebenfalls (fiir > 0); aber eine Exponentialfunktion wdchst
viel schneller als jede Potenzfunktion. Die folgende Tabelle illustriert das. Zu Anfang liegt

x* vorn, bei 2 = 16 ist Gleichstand, und dann iiberholt 2%, und zwar rasant:
x | 0 1 4 10 15 20 30
220 1 256 10000 50625 160 000 810000
2711 2 16 1024 ~10° 32768 =~ (10%)2? =10 = (10%)%=10°

Zeichnet man den Graphen von e® mit der Einheit 1 cm, so ist e'© ~ 220 m, 2% ~ 4850
km und €2 ~ 1.5 - 10® km (Entfernung Erde-Sonne).

1.2.5 Trigonometrische Funktionen

Dies sind die Funktionen sin, cos, tan, cot; sie sind als Funktion eines Winkels im rechtwink-
ligen Dreieck folgendermafien erklért:

. b Gegenkathete
sinpg = - = ——
c Hypotenuse
a Ankathete
cosp = — = ——
v ¢ Hypotenuse
¢ b Gegenkathete
anp = - = ————
v a Ankathete
; a Ankathete
cotp = = ————
v b Gegenkathete

Daraus ergeben sich unzéhlige Formeln wie

sin
sin? p+coslp =1, tang = SD, .
CoS tan ¢

Zunichst ist der Winkel zwischen 0° und 90° zu nehmen. Durch eine Darstellung im
Einheitskreis gelingt es jedoch, die Definition auf beliebige Winkel auszudehnen:
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cot x cotx

A Y
b
’

A
N
I

/

sin x
>
tan x

sin X

Cos X Cos X

tan x

¥

sin X

sin X
tan x

d

4

Sinus und Cosinus sind dann periodisch mit einer Periode von 360°:
sin(p + 360°) = sing, cos(p + 360°) = cos ¢,
und Tangens und Cotangens sind periodisch mit einer Periode von 180°:
tan(p + 180°) = tany, cot(y + 180°) = cot .

Fast iiberall in den Naturwissenschaften wird ein Winkel nicht im Gradmaf, sondern im
Bogenmaj$ gemessen. Als Maf fiir den Winkel wird dabei die Linge des Bogens genommen,
den er aus einem Kreis vom Radius 1 ausschneidet:

0

Also gilt zum Beispiel

o~ T O;E o= o=
45027, 90°= 2, 180°Sm,  360°=2m,
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allgemein
©° =x, wenn r_r
360 27

Entsprechend fassen wir Sinus, etc. als Funktion der Variable z im Bogenmafl auf; die
Periodizitatsgleichungen lauten dann also

sin(z + 27) =sinz, cos(z + 27) = cosx, tan(x + ) =tanz, cot(z+ 7) = cotx.

Achtung: Im folgenden sind alle Winkel im Bogenmaf} zu verstehen.
Hier sind die Graphen der trigonometrischen Funktionen:

-t

Beachte die Lage der Nullstellen und dass tanz nicht bei x = 7/2+ nw, n € Z, definiert
ist.
Die trigonometrischen Funktionen sind nur umkehrbar, wenn man ihre Definitionsberei-

che passend einschrénkt, zum Beispiel tan auf (—m/2,7/2). Dann existiert die Umkehrfunk-
tion

arctan: R — (fg, g) (lies: Arcustangens).
x AY
“““““““ 2
y = arctanz
T T T T
-2 -1 1 2
T

e B




1.3 Koordinatentransformationen 11

Die Arcustangensfunktion taucht in der Integralrechnung wieder auf.

Die trigonometrischen Funktionen sind h&ufig wichtig bei der Modellierung periodischer
Prozesse. Ein solcher Prozess mit der Periode T kann durch eine Funktion mit f(¢) = f(¢+7T)
fiir alle ¢ beschrieben werden. Der einfachste Ansatz fiir eine solche Funktion ist

f(t) = Ap+ Asin(wt + ¢) bzw. [f(t) = Ao + Asin(w(t — to));
hier ist A die Amplitude, w die Kreisfrequenz und ¢ die Phasenverschiebung. Damit man

die Periode T erhélt, muss, da der Sinus 27-periodisch ist, wT = 27 oder w = 27 /T sein.

1.3 Koordinatentransformationen

Zunichst etwas zu den einfachen Koordinatentransformationen
r—x+a, y—y+bd x—cxr, y—dy.

e Wendet man die Funktion x — x + a wvor einer Funktion f an, bewirkt dies eine

Translation des Graphen in z-Richtung um —a (z.B. fiir ¢ = 3 um 3 Einheiten nach
links).

e Wendet man die Funktion y — y + b nach einer Funktion f an, bewirkt dies eine
Translation des Graphen in y-Richtung um b.

xX°+2
2
(x+5)° b, X X
4
3
2
t
3 -4 2 2 ! :

e Die Funktion y — cy bewirkt nach f eine Streckung in y-Richtung. Dabei ergibt sich
fir |¢| > 1 eine echte Streckung und fiir 0 < |¢| < 1 eine Stauchung; ist ¢ < 0, wird
zunéichst an der z-Achse gespiegelt.

e Wendet man die Funktion x — dx vor einer Funktion f an, ergibt sich eine Stauchung
(|d| > 1) bzw. Streckung (0 < |d| < 1) in a-Richtung.
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2 sin x

sin x sin 2x

] 2 4 8 10 W \ 10
-1 s

Interessant sind auch solche (nichtlinearen) Transformationen, die eine komplizierte Funk-
tion in eine lineare Funktion verwandeln. Betrachten wir als Beispiel die Datenreihe

z; | 3.75 4.83 516 575 6.92 7.25
yi | 46 110 154 295 741 999

Wir suchen eine Funktion y = f(x), die auf diese Daten ,passt“. Trigt man die Punkte
(x4,y;) in ein Koordinatensystem ein, erkennt man kein Muster — das wiirde man eigentlich
auch nur sehen, wenn diese Punkte auf einer Geraden lidgen.

Die Datenreihe gibt iibrigens die Anzahl der registrierten AIDS-Fille in der Bundesrepu-
blik Deutschland wieder; 3.75 (=349/12) steht fiir September 1983, 4.83 fiir Oktober 1984
usw. In der Anfangsphase der Epidemie darf man exponentielles Wachstum vermuten, also
dass das gesuchte f die Gestalt

flx)=c-a” (12)
hat. Logarithmiert man diese Gleichung, erhélt man
Inf(z) =lnc+ zIna.

Wenn (I.2) also die richtige Funktion ist, die hinter der Datenreihe steht, besteht zwischen x;
und Iny; ein linearer Zusammenhang. Trigt man die Punkte (z;,lny;) in ein Koordinaten-
system ein, offenbart sich dieser, wenn die Punkte tatsichlich praktisch auf einer Geraden
liegen. Natiirlich ist es miithsam, die In y; zu berechnen. Mit Hilfe von logarithmischem Papier
kann man die y-Werte direkt eingeben.

2000 -— — -
1000 +

700
500

200
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Solch ein Papier ist in y-Richtung nicht dquidistant eingeteilt: Wo in der Skizze 70 steht,
verbirgt sich in Wirklichkeit In 70.
In unserem Beispiel ermitteln wir die Steigung der Geraden zu

In1970 — In 23

=0.89
8§—-3 ’

denn (3,23) und (8,1970) liegen auf der Geraden. Es ist also Ina = 0.89 und a = 2.435.
Wegen In23 = Inc + Ina - 3 folgen Inc = 0.4656 und ¢ = 1.59. Das Wachstum wird also
durch

f(z) = 1.59 - 2.435"

beschrieben.
Hat man einen Datensatz, auf den eine Potenzfunktion
y=f(z)=cz"

passt, so erkennt man das, wenn man die Datenpunkte in doppelt logarithmisches Papier
eintrigt, denn Logarithmieren zeigt:

Iny=Inc+r-Inz,

so dass In y eine lineare Funktion von In x ist.

Hier ein Beispiel eines solchen Datensatzes: Der Grundumsatz ist diejenige Energie, die
ein Organismus ohne groflere Leistung verbraucht. Die folgende Tabelle enthélt die Korper-
massen einiger Lebewesen in kg, deren téglichen Grundumsatz in kJ sowie die logarithmier-
ten Werte.

mikg] | EkJ] | lnm | InFE
Maus 0.03 20 | -3.51 | 3.00
Sperling 0.1 50 | =2.30 | 3.91
Huhn 1.5 400 | 0.41 | 6.00
Dackel 10 1700 | 2.30 | 7.44
Mensch 70 7300 | 4.25 | 8.90
Kuh 700 41000 | 6.55 | 10.62
Bulle 1000 53000 | 6.91 | 10.88

Diese Daten werden in doppelt logarithmisches Papier eingetragen, statt die Logarithmen
in ein iibliches Koordinatensystem einzugeben. Man erkennt dann, dass die Punkte ungefihr
auf einer Geraden liegen.

E [kJ]

100000 Ssiie—==0z: = - E,
=
10000 :
/‘4
1"y ||
1000 L S=x: Z=sie=—s=c :
100 == Sh : Sne—sssan
|
| Al
10 - 1 FA'BY:AL J-|-|--r— El k
0.01 0.1 1 10 100 1doo m [kg]
]

my



14 I Funktionen

Die Gerade ist iibrigens ,,nach Augenmafl“ eingezeichnet.
Da (In0.01,In10) und (In 1000, In 50000) auf der Geraden liegen?, ist ihre Steigung

In 50000 — In 10

- _ 074
1000001 _ 'k

und es ist (angenéhert) ¢ = 300 (= der Wert iiber der 1 auf der horizontalen Achse; beachte
In1 = 0). Der funktionale Zusammenhang ist in diesem Beispiel

E =300-m>™

Im Zusammenhang mit dem Zeichnen einer Geraden, die ,nach Augenmaf3“ am besten
durch eine Punktwolke geht, erhebt sich die Frage, wie man eine solche rechnerisch bestim-
men kann. Zunéchst einmal muss man prézisieren, was mit ,am besten* iiberhaupt gemeint
ist. Nach Gaufl benutzt man die Methode der kleinsten Quadrate:

Gegeben seien n Punkte (z1,y1), ..., (Zn,yn) in der Ebene und eine Gerade y = ma + b.
Vergleicht man die Werte y; mit den hypothetischen Werten max; + b, so bietet sich als Maf}
fiir die Abweichung die Quadratsumme

n
Z mag + b) — yi) (1.3)
k=1

an?. Gesucht sind die Koeffizienten m und b, die (I.3) minimieren.

Das ist eine Extremwertaufgabe, aber fiir die durch (1.3) definierte Funktion der beiden
Variablen m und b. Wie man die optimalen Werte m und b findet, geht iiber den ersten Teil
dieser Vorlesung hinaus (siehe jedoch Kapitel V); daher gebe ich nur das Ergebnis an. Dazu
fithren wir die Mittelwerte

1 n
T

ein. Achtung: Ty # T - 7 und 22 # T2
Dann wird (I.3) minimal fiir

23

k=1

&I
3I>—‘

n 1 n
== —Z Tk,

k=1

3|>—‘
3

TY-T7
m:iif und b=y—m-T.
22 -7

Die so definierte Gerade heifit Regressionsgerade.

3Die Ausgleichsgerade verlduft nicht durch den Datenpunkt (In 1000, In 53000).
47ur Erinnerung: 22:1 ay, bedeutet a1 +ag + ...+ an.



Kapitel 11

Differential- und
Integralrechnung

II.1 Folgen und Grenzwerte

Wir betrachten eine Folge reeller Zahlen aj,as,as, ...; abkiirzend schreibt man (a,). Ein
paar Beispiele sind (%) , (n2 + e‘") , ((1 + %)n), etc. Zum einen werden wir Folgen und
ihre Grenzwerte benétigen, um Ableitung und Integral einzufiithren, zum anderen sind diese
Begriffe an sich von Interesse, zum Beispiel in der Populationsdynamik.

Betrachte folgendes Experiment: Zu festen Zeitpunkten n = 1,2, 3, ... (zum Beispiel alle
40 Minuten oder jeden Tag oder jede Woche) werde die Grifie einer Population (von Bakte-
rien, Mausen, Lowen) gezihlt; auf diese Weise erhélt man eine Folge (z,,) = (21, 22,23, .. .).
Man mochte aus einem mathematischen Modell Aussagen iiber das Langzeitverhalten, also
lim,, o0 T, gewinnen.

In vielen Fillen beobachtet man, dass der Zuwachs an einem Zeitpunkt n dem Bestand
zu diesem Zeitpunkt proportional ist; in Formeln

Tntl —Tp =T Tp
N————r ~—~
Zuwachs Bestand

Die Proportionalitétskonstante r ist dabei unabhéngig von n. Wenn wir ¢ = 1 + r setzen,
kann man stattdessen auch

Tn+1 = (G Tn (111)

schreiben. Hier liegt im Fall r > 0 (d.h. ¢ > 1) ein tatséchlicher Zuwachs vor, im Fall » =0
(d.h. ¢ = 1) dndert sich die Grofie der Population nicht, und im Fall =1 < r < 0 (d.h.
0 < ¢ < 1) nimmt sie ab'.

Wenn man die Anfangsgrofie xg kennt, kann man die Gréfle x,, zu jedem Zeitpunkt
berechnen, da x, = qxo, T2 = qx1 = ¢°To, T3 = gz = ¢>xo usw. Das allgemeine Glied der
in (I1.1) ,rekursiv® definierten Folge lautet also

Ty, = q" - xo. (I1.2)

Nehmen wir nun an, zu jedem Zeitpunkt n werde eine Population, die sich ohne Eingriff nach
dem obigen Modell entwickelt, zusétzlich um eine feste Grofe d veréindert (zum Beispiel kann
so die Menge eines Medikaments im Blut eines Patienten beschrieben werden, das durch
Ausscheidung abnimmt (0 < ¢ < 1) und durch eine tégliche Injektion zugefiihrt wird). d > 0

IWarum sind 7 < —1 bzw. g < 0 biologisch unsinnig?

15
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steht dabei fiir einen konstanten Zugang und d < 0 fiir einen konstanten Abgang. Statt der
obigen Gleichung hat man jetzt

Tptl — Tp =TTy +d
beziehungsweise
Tn41 = qTp + d. (IL.3)

Versuchen wir, eine explizite Darstellung zu finden, und betrachten wir die ersten paar
Folgenglieder:

r1 = qro +d

xo = qr1+d=q¢*xvo+qd+d

13 = qro+d=¢xo+¢Pd+qd+d

ry = qrs+d=q'zo +¢*d+ Pd+qd+d

Man kann jetzt das allgemeine Muster erkennen:
tn = q"vo+ (" H " P+ g+ 1)d

Es bleibt, die in der Klammer stehende Summe néher zu untersuchen; setze also
Spo1=q" " 4" . g+ 1.

Wir multiplizieren mit ¢:
¢ sn1=¢"+q¢"" ...+ +q

und ziehen die beiden Gleichungen dann voneinander ab:
Sn—1—q-sp—1=1—¢"

(denn alle anderen Terme auf der rechten Seite heben sich weg). Auflésen nach s, liefert
(dazu muss g # 1 sein)

1—q"
Sn—1 =

1—¢q°

Ersetzen wir noch n — 1 durch n, bekommen wir die Formel fiir die ,,endliche geometrische
Reihe* fiir g # 1:

_ n+l qn+1 -1

zn:qkzl 7 - (IL4)

P 1—g¢ q—1

(Wie lautet (I1.4) fiir ¢ = 17)
Fiir unsere Folge (x,,) aus (IL.3) liefert das

n

q
-d. 1.5
q ( )

1-—

Ty = q"x0 +

Wir wollen jetzt das Langzeitverhalten der Folgen aus (II.2) und (IL.5) untersuchen und
benstigen dazu den Begriff des Grenzwerts.
Wenn man die Folge (a,) = (%) betrachtet, sieht man, dass die Folgenglieder gegen

0 ,streben; dasselbe passiert fiir (a,) = (%) und (a,) = (27"). Informell meint man
damit, dass fiir ,,groBe“ n das Folgenglied a,, dem Betrag nach ,klein“ wird, und zwar so
klein, wie man mochte, wenn nur n grof§ genug ist. Mathematiker prizisieren diese Idee
folgendermafien:

Eine Folge (a,,) konvergiert gegen 0, wenn es zu jeder noch so kleinen Zahl e > 0
einen Index ng gibt, so dass fiir n > ng die Abschitzung |a,| < € gilt.
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Solch eine Folge heifit auch Nullfolge, und man schreibt a,, — 0 oder li_>m a, = 0. Allgemei-
n (o]

ner erklart man:

Eine Folge (a,) konvergiert gegen die Zahl a € R (den Grenzwert der Folge),
wenn es zu jeder noch so kleinen Zahl € > 0 einen Index ng gibt, so dass fiir
n > ng die Abschitzung |a,, — a| < € gilt.

Man schreibt dann a,, — a oder lim a,, = a.
n— o0

n+1

Die Definition soll an einem Beispiel erldutert werden; ich behaupte, dass ( - ) gegen

1 konvergiert. Dazu muss untersucht werden, ob

1

1 1
n n

n

klein wird fiir grofle n; in der Tat ist
1 1
—<e & nx-;
n €
setzt man ng als die auf 1 /¢ folgende natiirliche Zahl (i.a. ist 1/e ¢ N!), so haben wir wirklich
n+1
n

n > ng

]-'Ssa

wie die Definition verlangt.
Hier ein paar Standardbeispiele (ohne Beweis):

(1) Fiir jedes r > 0 ist lim, y0o = = 0.

(2) Fiir jedes |g| < 1 ist lim,, o ¢ = 0.

(3) Fiir jedes |¢| < 1 und r € R ist lim,,_,oo n"¢™ = 0.

n—oo n—oo

1\" n
(4) lim <1 + —) = ¢; allgemeiner ist lim (1 + E) = ¢” fiir alle z € R.
n n

(5) ((—=1)™) konvergiert nicht.
Fiir das Rechnen mit Grenzwerten gilt folgender Satz.

Satz I1.1 Seien (a,) und (b,) Folgen mit lim,,—, oo ay, = @ und lim,,_, o, b, = b. Dann gelten:
(a) limpooo(an +bp) =a+0b, lim,oo(an —by) =a—0».
(b) limy, oo anby, = ab, lim, o0 Z—" = ¢ (falls alle b, # 0 und b #0).

(¢) Fiir ¢ € R ist limy, o0 ca, = ca.

(d) Ista, < by, fir alen, so folgt a <b.

(e) Firr e R ist lim,_,o al, = a” (falls alle a,, >0 und a >0 im Fall r ¢ N).

(f) lim, oo €® =e€%, lim, oo Ina, =Ilna (letzteres falls alle a,, > 0 und a > 0).

Achtung: In (d) darf man nicht < schreiben; Beispiel: f% < % fir alle n, aber die
Grenzwerte sind gleich.
Mit diesem Satz koénnen wir zum Beispiel begriinden, dass

. —2m34+n—6
lim = _
n—soond +n2+2n+7

denn Kiirzen durch n? ergibt

—2n° +n—6 24+ 45 -5 —2+0-0

n?2 n3

= — =
nd4n242n+7 1414+ 240 T 1404040

Es ist manchmal sinnvoll, auch co als Grenzwert zuzulassen; man erklért:
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Eine Folge (a,) strebt gegen oo, wenn es zu jeder noch so groflen Zahl M > 0
einen Index ng gibt, so dass fiir n > ng die Abschitzung a,, > M gilt.

Solche Folgen nennt man eigentlich divergent statt konvergent. Man schreibt a,, — oo oder
lim a, = oo.
n—oo
Satz II.1 gilt dann entsprechend, wenn niemals die Terme oo — 0o oder 0 - co auftreten
(zum Beispiel: Wenn a,, — 2, b, — 00, 80 ay, + by, — 00).

Jetzt kann man das Grenzwertverhalten einer Folge der Bauart

_ et At L pint o
gn'+qgont~t+ .. +qan+q

(wobei py # 0, ¢ # 0) bestimmen. Indem man durch n! kiirzt, sieht man

0 fir k<,
Pk

fir k=1,
lim a, = q
n—00 00 fir k> und ’;—’; > 0,
—00 fiir k:>lund’;—’;<0.

Fiir unsere Populationsmodelle (Seite 15 bis 16) ergibt sich also folgendes Langzeitverhalten.
Beim exponentiellen Wachstum (vgl. (I1.2)) ist?

00 falls ¢ > 1,
lim z, =< zo falls ¢g=1,
nee 0 falls 0< g < 1.

Beim exponentiellen Wachstum mit Zu- oder Abgang (vgl. (IL.5)) ist zum Beispiel fiir 0 <
g<l1

lim z, = ——.
n—00 1—gq

Es ist erstaunlich, dass dieser Grenzwert unabhéngig vom Anfangsbestand z ist.

Zum Schluss dieses Abschnitts wird der Grenzwertbegriff auf Funktionen iibertragen. Es
sei I C R ein Intervall, und f: I — R sei eine Funktion. Ferner sei x¢ € I oder ein Randpunkt
von I. Dann bedeutet

lim f(x) = yo,

Tr—x0o
dass fiir alle Folgen (z,,) mit x, — zg, x, € I, gilt:

lim f(l'n) = Yo.

n—oo

f heifit stetig auf I, wenn fir alle zo € T
Jim (@) = f(zo)

gilt.
Beispiele sind:

(1) [:R—=R, f(z) =22, zo = 2; dann ist

lim f(z) =4 (= f(2)),

r—2

da wegen Satz I1.1 gilt: z,, — 2 = 22 — 22 =4,

2Hier setzen wir natiirlich £g > 0 voraus. Die Konsequenz eines unendlichen Grenzwerts deutet darauf
hin, dass das exponentielle Modell nur bedingt tauglich ist, da ja die Ressourcen stets begrenzt sind. Wir
kommen darauf in Kapitel III zuriick.
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(2) f:(0,00) = R, f(z) =1/z, x9g = 0; dann ist

lim f(z) = o0

z—0
(denn da I = (0, 00) ist, sind nur positive x,, zugelassen).

3) i R—=R, f(z)=1fir z > 0und f(z) =0 fir z < 0.

Dann existiert lim,_,o f(#) nicht, da fir z,, = & (= lima, = 0) f(z,) — 1, aber fiir

Tn=—1 (= limz, = 0) f(@) — 0.

n

Als Faustregel gilt: Der Graph einer stetigen Funktion auf einem Intervall macht keine
»opriinge®. Intuitiv bedeutet Stetigkeit bei ¢, dass

rrxy = f(z) = f(xo).

Aus Satz I1.1 folgt, dass praktisch alle durch eine explizite Formel definierten Funktionen
stetig sind.

I1.2 Unendliche Reihen

Mit dem Begriff der konvergenten Folge eng verwandt ist der Begriff der Reihe. Wenn man
die Glieder einer Folge ay, a9, as, ... aufsummiert, entsteht die unendliche Reihe

o0
Zak:a1+a2+a3+....
k=1

Zum Beispiel entsteht fiir a, = 2%

SR
stitgto

Um diesen Ausdriicken einen Sinn zuordnen zu kénnen, betrachten wir die sogenannten
Partialsummen

n
Sp = E ar =a1+...+an
k=1

und untersuchen, ob die Folge der s,, konvergiert. Im Beispiel ist das wegen

—1+1+ +1
sn—2 it
_ ! 1+1+ + L
2 2 T on-l
1 1-(3)"
=5 _(2%) (siehe (11.4))
=1-2""

der Fall; hier ist lim s, = 1.
n—oo

Man erklédrt nun allgemein:

Eine unendliche Reihe 21;“;1 ay, konvergiert gegen A, wenn die Folge der Parti-
alsummen s, gegen A konvergiert; in Zeichen 21;“;1 ar = A.



20 II Differential- und Integralrechnung

Also gilt in unserem Beispiel von oben Y77 | 2% =1.

Dies ist ein Beispiel einer geometrischen Reihe. Die allgemeine geometrische Reihe lautet

)
> "
k=0

Achtung: Der erste Folgenindex ist k = 0, das ist eine fiir die geometrische Reihe iibliche

Konvention.
Wir haben gezeigt (siche (I1.4)), dass fiir ¢ # 1

1— qn+1

o
> o
k=0

(solche Reihen nennt man eigentlich divergent statt konvergent); fiir ¢ < —1 ldsst sich
S0, q" keinerlei Si ben, insb dere ist
w0 q" keinerlei Sinn geben, insbesondere is

i(—l)k:1+(—1)+1+(—1)i...
k=0

nicht konvergent.
Fiir unendliche Reihen gelten &hnliche Rechenregeln wie fiir konvergente Folgen.

Satz IL.2 Gelte > o ar = A und > po, by = B.

(a) Yo (ap£by)=A+£B

(b) Yope(car) =cA

Achtung: Es gibt keine Formel fiir Y ;- (axby). Von theoretischem Interesse ist der
folgende einfache Satz.

Satz I1.3 Wenn Y -, ai konvergiert, gilt lim a, = 0.
n—oo

Begriindung: Fiir die Folge der Partialsummen s, wissen wir nach Voraussetzung

lim s, = A (A eR).

n—o0

Dann ist auch

lim s,_1=A
n—o0

und deshalb
lim (s, —sp—1)=A—A=0.

n—oo

Aber s, — Sn_1 = ap; also ist lim a, = 0 gezeigt.
n—oo
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Achtung: Die Umkehrung dieses Satzes ist falsch, denn es gilt lim 1/n = 0, aber
n—oo
o0
k=1

Begriindung hierfiir: Wir schétzen folgende speziellen Partialsummen ab:

512121

= OQ.

> =

Allgemein:
>14+ 2
som > 14 =
Daraus folgt s,, — oo fiir n — oo, wie behauptet.
Eine Variante der Formel {iber die geometrische Reihe ist

qm

k

= — <1,
> " q T, (d<D

k=m
denn
m
qurquJr...:qm(1+q+q2+...):1%(1.

Man kann dieses Argument auch mit dem Y -Symbol formulieren:

[ee] [ee] [ee] [ee] qnl

k _ m( k—my _ m k—m _ m I _ .

YDA =D qMd M =q" > =g Zq—Tq,
k=m k=m k=m =0

statt k& — m schreibe [; wenn k die Zahlen m,m + 1, m + 2, ... durchliuft, durchliuft [ die

Zahlen 0,1,2,....

Konvergente Reihen werden uns in Abschnitt I1.4 wieder begegnen.

I1.3 Die Ableitung einer Funktion

Wiéhrend eine Funktion f angibt, wie grofl eine dadurch repréasentierte Grofie an der Stelle
x ist (ndmlich f(z)), wollen wir jetzt danach fragen, wie sich die Grofie dndert. Misst die
Funktion f etwa, welche Strecke wir bis zum Zeitpunkt x zuriickgelegt haben, so fragen wir
jetzt nach der Anderungsrate an einem Zeitpunkt x, also nach der Geschwindigkeit. Wenn
die Funktion linear ist, also f(x) = mx +b, ist die Anderungsrate m. Im allgemeinen kénnen
wir versuchen, diese Anderungsrate zu approximieren. Sieht der Graph von f so aus:




22 II Differential- und Integralrechnung

so konnen wir zwischen zwei Zeitpunkten z¢ und zy + h die Durchschnittsgeschwindigkeit
mittels

f(@o+h) — f(x0)
h

ermitteln; geometrisch ist das die Sekantensteigung zwischen den Punkten (zg, f(zo)) und
(xo + h, f(zo + h)) auf dem Graphen:

25

2

18 // \

—-

Um nun zur momentanen Anderungsrate (=momentanen Geschwindigkeit) zu gelangen,
machen wir (wenn das geht) den Grenziibergang h — 0; geometrisch fiithrt das zur Tangente
an der Kurve:

Die Funktionen, bei denen das Verfahren klappt, heilen differenzierbar. Hier ist die for-
male Definition:

Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall, und sei xg € I. f heif3t differen-
zierbar bei xg, falls der Grenzwert

lim
h—0

fwo + 1) — f(x0)
h

in R existiert (oo sind also verboten)3. Diese Zahl wird mit f’(xg) bezeichnet
und Ableitung von f bei xg genannt. Ist f an jeder Stelle differenzierbar, so nennt
man die Funktion selbst differenzierbar, und die Funktion f": I — R, z — f'(z),
heifit die Ableitung von f.

Merke: Die Ableitung f’ gibt die Anderungsrate der Funktion f wieder.
Wir wollen die Definition der Ableitung an zwei Beispielen nachvollziehen.

(1) Sei f(z) = 22, An einer Stelle z( ist der Grenzwert

lim —(:co + h)2 — :E(Q)
h—0 h

3Die h’s diirfen grofer oder kleiner als Null sein, aber nie gleich Null.
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zu untersuchen. Ausfiihrlich heifit das: Fiir eine Folge (hy,,) mit h, — 0, aber h,, # 0,
untersuche

lim —(zo * hn)2 — :E(QJ

n—00 hy,
Nun ist

(04 hn)? —af a4 2hnao +hi — 2§  2hnxo + h2

= = =2 2x0.
I I I To + hy, — 220

Also ist die durch f(z) = 22 definierte Funktion an jeder Stelle differenzierbar, und
ihre Ableitung ist f/(z) = 2.

(2) Sei f(x) = |z|. f ist nicht differenzierbar bei zo = 0. Es ist némlich

aber

Zur Ableitung von f(x) = e®: In Abschnitt 1.2.4 war die e-Funktion unter allen Funktionen
der Bauart a® (deren Differenzierbarkeit wir hier stillschweigend voraussetzen) dadurch de-
finiert worden, dass ihre Tangente im Punkt (0,1) die Steigung 1 hat; mit anderen Worten
gilt definitionsgemiB fiir f(z) = e®, dass f/(0) = 1. Das heifit

h—0 h

Sei jetzt zy € R beliebig. Dann ist

, . flwo+h)— flxo) .. e‘”‘”‘h—e“‘“_ e eh —1
Filwo) = lim ) = Jin g = e —
h
— e tim St~ om0 — f(a)
h—0 0/-

Weitere Beispiele kann man mit den folgenden Rechenregeln behandeln.

Satz I1.4 Seien f,g: I — R differenzierbar, ¢ € R. Fiir (d) sei zusdtzlich stets g(x) # 0.
(a) (f£g)=[f%xg
(b) (cf) =cf
(c) (f9)' =fy9+fg  (.Produkiregel®)
! ’o /
(d) <i> _f9-1tg ( ,Quotientenregel®)

2

) g
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Austiihrlich bedeutet zum Beispiel (c): Die durch h(xz) = f(z)g(z) definierte Funktion
hat bei z die Ableitung 1'(z) = f'(x)g(z) + f(x)g'(2).
Beispiel: Da tanx = 222 hat tan die Ableitung

cosx’

coszcosx —sing - (—sinz)  cos?z + sin’ z 1

5 = 5 = 5 = 1+ tan’z
cos? x cos? x Ccos® T

Die Komposition zweier Funktionen f: I — J und g: J — R ist durch
gofi I =R,z g(f(x)) (lies: ,,g Kringel f)

definiert. Beispiel: f: R — R, f(x) = 22 und g: R — R, g(z) = €®. Dann ist go f: x — e“’z,
aber fog: x — e>*.

Satz I1.5 (Kettenregel) Seien f: I — J und g: J — R differenzierbar. Dann ist g o f
differenzierbar mit Ableitung

(gof) () =g (f(z)) f'(=).

Beispiele sind:

2

(1) f(@) = 2%, g(r) =" = (g0 f)/(a) = S 20 = 5 -2
(2) h(z) = e’ hat die Ableitung h’'(z) = Ae*®. (Warum?)

Wir kommen zur Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion. Sei f: I — J eine umkehrbare
Funktion und ¢: J — I ihre Umkehrfunktion. Mit diesen Bezeichnungen gilt:

Satz I1.6 Ist f bei xq differenzierbar mit f'(xo) # 0, so ist g bei yo = f(xo) differenzierbar
mit Ableitung

9' (o) . :
0) = = .
f'(@o) — f'(9(wo))
Dass das stimmt, sieht man an folgender Skizze, denn hat die Tangente an die Funktion

f die Steigung m, so hat die Tangente an g die Steigung 1/m, denn sie entsteht durch
Spiegelung an der Winkelhalbierenden:

I R/ M T T
11
2

-3

4]
Mit dem traditionellen Variablennamen z heifit die Formel

9@ = Ty

Beispiele sind:
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(1) Wenn man weif}, dass e* die Ableitung e® hat, folgt jetzt fiir die Ableitung der Um-
kehrfunktion, also von In, dass

1
In'z = — ==
en x

)

wie auf Seite 23 behauptet.
(2) Oben haben wir fiir f(z) =tanx

f'(z) =1+tan’2 =1+ (tanz)?
gezeigt. Also gilt fiir die Umkehrfunktion g(z) = arctanz

1 1
1+ (tan(arctanz))? 1+ 22’

g ()

(Fiir jede Funktion f mit Umkehrfunktion g gilt f(g(z)) = «; d.h. fog =id, wo id:
x +— x die identische Funktion ist. Hier also tan(arctanz) = x.)

Betrachten wir zum Schluss hohere Ableitungen. Sei f differenzierbar mit Ableitung f'.
Wenn wir Gliick haben, ist auch die Funktion f’ differenzierbar, ihre Ableitung heift die
zweite Ableitung von f und wird mit f” bezeichnet. (Beispiel: f(z) = e?* + 22 = f/(z) =
2% +2x = f"(x) = 4e®*® + 2.) Und wenn f” differenzierbar ist, kann man die dritte
Ableitung f” definieren usw. Allgemein bezeichnet man mit f(™ die n-te Ableitung von f.

Im néchsten Abschnitt lernen Sie, was die erste und zweite Ableitung iiber eine Funk-
tion aussagen. Die dritte Ableitung wird selten benétigt; in einer Ansprache hat sie der
ehemalige US-Président Nixon erwahnt, als er sagte: ,Die Steigung der Inflationsrate hat
sich verlangsamt.“

Noch etwas zur Bezeichnung. Nach Leibniz bezeichnet man die Ableitung einer durch
y = f(x) gegebenen Funktion auch mit % (lies: dy nach dx). Beispiel: y = #2+sinz = % =
2z + cosz. Diese rein symbolische Schreibweise ist zum Beispiel bei der Substitutionsregel
der Integralrechnung (siehe Seite 36) praktisch.

I1.4 Anwendungen der Differentialrechnung

Weifl man etwas iiber die Ableitung einer Funktion, kann man das hidufig in Aussagen {iber
die Funktion iibersetzen. Diese Schliisse basieren oft auf dem folgenden Satz.

Satz I1.7 (Mittelwertsatz) Sei f: [a,b] — R differenzierbar. Dann existiert ein & € (a,b)
(lies: xi) mit

o)

P P
o~
1 4
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Beachte, dass es in der Regel mehrere solcher Stellen & gibt.

Wenn f eine konstante Funktion auf einem Intervall ist (d.h. f(z) = ¢), ist natiirlich
die Ableitung f’(z) = 0 fiir alle 2. Gibt es noch andere Funktionen mit Ableitung 07 Der
néchste Satz sagt aus, dass das nicht der Fall ist.

Satz I1.8 Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall I, fiir die f'(x) =0 fir
alle x € I gilt. Dann ist [ eine konstante Funktion.

Das folgt aus dem Mittelwertsatz: Betrachtet man némlich irgend zwei Punkte a und b
im Intervall I, muss man begriinden, dass f(a) = f(b) ist. Wihle nun zu a und b eine Stelle
& wie im Mittelwertsatz behauptet; dann folgt

f() — f(a)

Oif/(g): b—a )

wobei die erste Gleichung nach Voraussetzung des Satzes gilt. Also ist wirklich f(a) = f(b).

Eine Funktion f auf einem Intervall heif3t

monoton wachsend, flx) < f(y)
streng monoton wachsend, . fl@) < f(y)
monoton fallend, wenn fiir x < y stets Fx) > f(y) folgt
streng monoton fallend, f(x) > f(y)

Skizze:

streng monoton wachsend monoton wachsend

Satz I1.9 Sei f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall.
(a) f'(z) >0 fir alle x < f monoton wachsend.

(
(b) f'(x) >0 fir alle x = f streng monoton wachsend.
(¢) f'(z) <0 fir alle v <= f monoton fallend.
(d) f'(x) <0 fir alle x = [ streng monoton fallend.

Auch das folgt aus dem Mittelwertsatz. Um zum Beispiel (b) zu begriinden, nehme man
sich zwei Stellen z < y im Intervall. Nach dem Mittelwertsatz (mit z statt @ und y statt b)
existiert eine Stelle £, x < £ < y, mit

/ 7f(y)*f(l')
76 = = =

Aber an jeder Stelle ist nach Voraussetzung von (b) die Ableitung > 0, also auch bei &.
Daher ist

fly) — f(@)
Yy—

>0,

also wegen y > z in der Tat f(y) > f(x), wie behauptet.
Bei den anderen Teilen argumentiert man dhnlich. Dass in (b) nicht < gilt, sieht man

zum Beispiel an f(z) = 2°.

Nun zur zweiten Ableitung.



II.4 Anwendungen der Differentialrechnung 27

Satz I1.10 Sei f auf einem Intervall zweimal differenzierbar.
(a) f"(x) >0 fir alle v = Graph von f nach links gekrimmt.
(b) f"(z) <0 fiir alle x = Graph von f nach rechts gekriimmit.

Begriindung fiir (a): f”(z) > 0 fir alle x = f’ streng monoton wachsend (nach
Satz I1.9) = Tangentensteigung an den Graphen von f wird gréler = Graph von f nach
links gekriimmt.

Zum Beispiel:

3 3 31

f ! f

Ist der Graph von f nach links [rechts] gekriimmt, nennt man f konvex [konkav].

Jetzt konnen wir Extremwertaufgaben diskutieren. Eine Funktion f: I — R hat bei
xo ein lokales Minimum [lokales Mazimum|, wenn fiir alle  in einer hinreichend kleinen
Umgebung U = {z € I: |x — xo| < 0} gilt: f(z0) < f(z) [bzw. f(zo > f(z)].

Gilt fiir alle von zq verschiedenen = € U sogar f(x9) < f(x) [bzw. f(xz¢) > f(x)], spricht
man von einem strikten lokalen Minimum [Maximum)].

striktes lokales Maximum nicht strikte lokale Maxima

Satz I1.11 Sei f auf einem Intervall I differenzierbar und xo im Inneren des Intervalls
(also kein Randpunkt). Wenn f bei xo ein lokales Maximum oder Minimum besitzt, dann
ist f'(xzo) = 0.

Zur Begriindung gehen wir auf die Definition der Differenzierbarkeit zuriick. Nehmen
wir zum Beispiel an, dass bei zg ein lokales Maximum vorliegt. Sei (z,,) eine Folge in I mit
Zn < xo (da xo im Inneren liegt, gibt es auf jeden Fall solche Folgen), und schreiben wir
Zn = xo + hy (also hy, < 0). Dann ist

0< flzn) = fxo) _ flwo+ hn) — f(20)

Tn — T0 hn ’

da der Zihler < 0 ist (weil £9 Maximalstelle) und der Nenner < 0 (weil z,, < x¢). Deshalb
ist nach Satz II.1(d) auch der Grenzwert > 0, d.h. f'(z¢) > 0.
Wihlt man eine Folge (z,,) in I mit =, > x, folgt analog

f(xn) — f(x0) _ f(xo + hn) *f(fﬂo).

Tn — 0 hn

0>
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Deshalb folgt diesmal f'(xg) < 0. Damit ist gezeigt, dass f'(z¢) = 0 ist.

Der Satz besagt, dass die einzigen Kandidaten fiir einen Extremwert diejenigen xo mit
f'(zo) = 0 und die Randpunkte des Intervalls sind.

Wie man an f(z) = 2% sieht, folgt aus f’(zo) = 0 allein noch nicht, dass ein lokales
Extremum vorliegt. Aber es gilt:

Satz I1.12 Sei f auf einem Intervall I zweimal differenzierbar und xo im Inneren von I.
Wenn f'(zo) = 0 und f"(x¢) > 0 [bzw. < 0] gelten, liegt bei x ein striktes lokales Minimum
[Mazimum)] vor.

Zur Begriindung des (sagen wir) Minimumfalls wollen wir die etwas schirfere Annahme
machen, dass sogar in einer Umgebung U = {z € I: |z — x| < ¢} die Ungleichung f”(z) > 0
gilt*. Dann hat der Graph von f bei zg eine waagerechte Tangente (f’(z¢) = 0) und ist in
U nach links gekriimmt (Satz I1.10). Also liegt ein striktes lokales Minimum vor.

Zum Auffinden der globalen Minima und Maxima muss man jetzt die Kandidaten fiir
die lokalen Extrema und die Randpunkte durchprobieren.

Ist das Intervall kein abgeschlossenes Intervall [a, b], braucht es keine (lokalen oder glo-
balen) Extrema zu geben. Beispiel: f(x) = tanz auf (=3, ).

Kommen wir zu einem Beispiel. In manchen Zellgeweben gibt es Zellen, die wie aufrecht
stehende Zylinder mit kreisformiger Grundfliche aussehen. Man bestimme den Radius r der
Grundfliche und die Hohe h des Zylinders festen Volumens V', fiir den die Gesamtoberfliche
minimal wird. Was ist dann der Quotient h/r?

Das Volumen ist V = 7r?h und die Oberfliche A = 2wrh+2mr? (Mantelfliche+2-Grund-
flsiche). Lost man V nach h auf (h = -5 ) und setzt das in A ein, erhilt man die Oberfliche

)
als Funktion von 7:
2V
A= f(r) = — +2mr?, 0<r<oo.
r

Wir 16sen die Gleichung f/(ro) = 0, das ist

2V
f(ro) = - +4mrg = 0,
0

also
v
7"3 = %,
d.h.
A%
To = %

Einsetzen in die 2. Ableitung f”(r) = 4V /r3 + 4 zeigt, dass
f(ro) = 8m + 47 > 0,

also liegt bei zp ein lokales Minimum vor. Da das die einzige Extremalstelle in (0, 00) ist
und da lim,_,o f(r) = lim, o f(r) = 00, ist bei ry das globale Minimum. Die zugehérige
Hohe ist

|4 4V
ho = — = ¢/ —

2
g T
mit dem Quotienten

ho vV o1 |4 Vv

7o Ty To o Ta—

w
<

4In allen praktischen Beispielen folgt das sogar automatisch aus f”(x¢) > 0; es folgt immer, wenn f”’
stetig ist.
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Als letztes wollen wir uns mit der Approximation einer Funktion f ,in der Nahe“ ei-
ner Stelle xg durch Polynome beschiftigen. Von der Funktion f nehmen wir an, dass alle
Ableitungen existieren; ferner sei der Einfachheit halber 2y = 0.

Die Ableitung f’(0) liefert uns die Steigung der Tangente im Punkt (0, f(0)); daher ist
die lineare Funktion

pi(z) = f(0) =+ f(0)

eine gute Niherung fiir f(z), wenn x in der Néhe der 0 liegt. Beachte, dass p;(0) = f(0)
und pf(0) = f/(0). Man kann nun vermuten, dass man mit einem quadratischen Polynom

pa(x) = ag + a1z + asz?

eine noch bessere Niherung erhilt. Ein vielversprechender Ansatz fiir die Wahl der Koeffi-
zienten ist, diese so zu bestimmen, dass

pQ(O) = f(O), pIQ(O) = fl(o)a pIQI(O) = f”(O).
Wegen p,(z) = a1 + 2azx und pf(x) = 2ay fithrt das auf
p2(0) = ao = f(0), p5(0) = a1 = f'(0), p5(0)=2a2 = f"(0).

Man nennt

pala) = F(0) + [/ (O + 31" (0)a

das 2. Taylorpolynom im Entwicklungspunkt zg = 0.
Beispiele sind:

(1) f(z) =€ Hier ist f(0) = f'(0) = f”(0) = 1, also pa(z) = 1 + = + 122

(2) f(x) = cosz. Hier ist f'(x) = —sinx, f"(z) = —cosz, also f(0) = 1, f'(0) = 0,
f"(0) = —1 und deshalb py(z) = 1 — 2. In der Tat approximiert p; die Funktion f
sehr gut, wie das Beispiel p3(0.1) = 0.995, cos0.1 = 0.995004 . . . illustriert.

(3) f(x) =sinz. Hierist f'(z) = cosz, f(x) = —sinz, also f(0) =0, f'(0) =1, f"(0) =0
und deshalb ps(z) = «.
Der néchste Schritt wére dann, kubische Polynome zu betrachten. Der Ansatz

p3(x) = ap + a1z + asx® + aszx®

mit der Forderung p3(0) = f(0),...,p5 (0) = f"’(0) liefert dann mit &hnlicher Rechnung
wie oben

"
0
o 110,

po(e) = £0) + £ O + 110

Und dann kommen analog p4, ps etc. Man erhélt: Das sogenannte n-te Taylorpolynom ist

n k)
() = 32190
k=0

k!

es hat die Eigenschaft, dass p,(0) = f(0), p,,(0) = f'(0), ..., P (0) = £™(0). In der
Formel taucht das Symbol k! (lies: k& Fakultét) auf; es bedeutet

Bl — 1 fir k=0
ol 1-2-..0-k fur k>1
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In den Beispielen ist

n
. 1 I2 $3 "
f(x)=e «»pn(x)zz:—!xk=1+x+i+§+...+m
k=0
1‘2 334 nm2n
f(:c):cos:cvpgn(x):lngrI:l:...Jr(fl) )]

) 3 5 N 1.2n+1
f(l'):Slnxvp2n+1(m):$*§+yi+(*1) m

Beachte: Fiir f(x) = e* ist f(0) = f/(0) = f’(0) = ... = 1; fir f(xr) = cosx sind diese
Zahlen 1,0,—-1,0,1,0,—1,0,1,..; fiir f(z) =sinz sind es 0,1,0,—1,0,1,0,—1,0,....
Dass die Approximationen durch p,, mit wachsendem n immer besser werden, zeigt fol-

gende Skizze:

Fiir praktisch alle Funktionen gilt tatséchlich
lim p,(z) = f(z) fir alle z,
n—oo

d.h. nach Definition der unendlichen Reihe (Seite 19)

s w1 4 N S
e :Zﬁx =l+a+ o+ttt
k=0
oo
DY >
cosmfz 2h)] x 7177+E:|:
k=0
oo
o (1) 2k+1 _ e | 2
Smx_z(%ﬂ)! A T
k=0

I1.5 Integralrechnung

Die Integralrechnung wurde entwickelt, um den Flidcheninhalt krummlinig begrenzter Be-
reiche zu berechnen; aber auch viele physikalische Fragestellungen werden durch Integrale
behandelt (siehe Seite 37).

Zuerst zur Definition des (bestimmten) Integrals. Gegeben sei eine stetige Funktion f:
[a,b] — R; wir nehmen zunichst zusétzlich an, dass stets f(z) > 0 gilt. Wir versuchen, den
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Flicheninhalt zwischen der x-Achse, den senkrechten Geraden z = a und x = b und dem
Graphen von f zu berechnen:

Leider kann man leicht nur Fldcheninhalte von Rechtecken berechnen; daher kénnte man
auf die Idee kommen, den gesuchten Flicheninhalt durch Rechtecksinhalte zu approximie-
ren, etwa so: Wir geben eine (grofie) Zahl n € N vor und zerlegen das Intervall [a,b] in n
Teilintervalle der Linge Az = bfTa durch Einfiigen von Teilpunkten x1,xs,.... In jedem
Teilintervall [z;, z;41] wihlen wir nun einen Punkt aus (sagen wir den linken Randpunkt,
also x;) und errichten iiber [x;, z;+1] das Rechteck mit der Hohe f(z;).

/]

~

Manche dieser Rechtecke sind grofler als das entsprechende Fliachenstiick unter der Kurve
und manche sind kleiner; die Summe der Rechtecksinhalte, das ist

n—1 n—1
Su= 3 Fa) L= 3 ) A (IL6)
i=0 i=0

wird jedoch als gute Approximation des gesuchten Inhalts gelten kénnen, wenn n grof3 ist.
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Man kann nun beweisen, dass fiir alle stetigen Funktionen (egal, ob positiv oder nicht)
der Grenzwert

lim S,

n—oo

existiert (in R); man nennt die entstehende Zahl das bestimmte Integral

/:f(x)dx

Das Symbol [ soll an ein langes S (wie Summe) erinnern; vgl. die Analogie zu Z?;OI f(z;) Ax;
aus dem Az ist im Grenzwert ein dx geworden. Beachte, dass dx nur die Funktion einer Esels-
briicke hat, daran zu erinnern, wie die Integrationsvariable heifit. Zum Beispiel ist f02 2% dx

dasselbe wie f02 t2 dt, aber fOQ(:E + 2t 4+ 1)% dx (mit einer Konstanten t) ist etwas anderes als

f02(ac + 2t + 1) dt (mit einer Konstanten ).

Die ganze Sache funktioniert genauso, wenn f auch negative Werte annimmt; Flachen-
stiicke unter der z-Achse werden dann negativ gezéhlt. Ferner reicht es, dass f ,,stiickweise
stetig“ ist, wie im folgenden Beispiel:

flz) = 0 fir —1<z<0,
T lx+1 fir 0<ao<2.

Aus der Definition folgt dann mit Hilfe von Satz I1.1 ziemlich leicht:

Satz I1.13 Seien f,g: [a,b] — R (stiickweise) stetig.
(a) ff(f(x) £ g(x)de = [} f(2)dr £ [} g(x) dx
(b) f dxzrfbf(x)dx fiir alle 7 € R.
(c) Ist stets f(z) < g(x), so folgt f; flx)de < f;g(ac) dx
(d) (2) do| < [} |f(x) .

Es ist praktisch, f; f(z) dz auch fir b < a zu erkliren, und zwar durch

/:f(:c)d:c/baf(m)d:c

Ist f auf einem Intervall I (stiickweise) stetig und sind a,b,c € I, so gilt dann unter allen
Umstanden

/:f(x) dx—i—/bcf(:v) do = /:f(x) da. (IL7)

Wir haben jetzt zwar schon Rechenregeln fiir das Integral kennengelernt, aber noch
kein einziges Beispiel gerechnet. Das wire auch sehr miihselig, wenn man immer auf die
Definition zuriickgreifen miisste, also den Grenzwert der Summe in (I1.6) bestimmen miisste.
Gliicklicherweise geht es einfacher; wie, folgt aus dem néchsten Satz, der das wichtigste
Ergebnis dieses Kapitels enthélt.

Satz I1.14 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, 1. Version)
Sei f: a,b] = R stetig®; definiere Fy: [a,b] — R durch Fo(z) = [ f(t)dt. Dann ist F
differenzierbar, und es gilt Fj) = f.

5Stiickweise stetig reicht jetzt nicht mehr.
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Obwohl der Satz eine Verbindung zwischen zwei scheinbar unzusammenhéngenden Ope-
rationen, ndmlich Differentiation und Integration, herstellt, ist es nicht schwer zu verstehen,
warum er richtig sein muss. Wir miissen doch fiir jedes = zeigen, dass fiir jede Folge h, — 0
gilt:

lim Fo(z + hy) — Fo(x)

n—o0 hn,

Aus (IL.7) folgt

X — Folx T+hn x 2+hn
Fo( +h;;3 Fo(z) _ i (/a f(t)dt—/a f(t)dt) = hin/g, (1) dt.

Nun ist f stetig. Wenn h,, ,klein“ ist (was wegen h,, — 0 dann eintritt, wenn n grofl genug
ist), ist f(¢) zwischen x und x + h, ,praktisch konstant® (vergleiche Seite 19), nimlich
~ f(z). Geometrisch heifit das, dass das krummlinige Flichenstiick zwischen = und z + h,
»praktisch“ ein Rechteck (mit den Seitenlédngen h,, und f(z)) ist. Also ist

= f(z). (IL.8)

1 fin 1
[ s e pe) = f).
Zusammengenommen haben wir gezeigt: Fiir hinreichend grofle n gilt

Fo(x + hn) — Fo(z)
) =B fa),

und das ist, was (I1.8) in priizisen mathematischen Begriffen behauptet.

Um den Hauptsatz zur Berechnung von Integralen einsetzen zu konnen, ist es praktisch,
folgende Sprechweise einzufiihren:

Eine Funktion F' heifit Stammfunktion von f, wenn F' = f gilt.

Natiirlich ist eine Stammfunktion zu f nicht eindeutig bestimmt; mit F ist auch G = F + ¢
(¢ € R) eine Stammfunktion. Das ist klar; viel weniger klar ist, dass auch die Umkeh-
rung gilt®: Wenn F und G Stammfunktionen von f auf einem Intervall sind, existiert eine
Konstante ¢ mit G = F + ¢; anders gesagt unterscheiden sich zwei Stammfunktionen nur
um eine Konstante. (Begriindung: Betrachten wir H = G — F', so gilt nach Voraussetzung
H =G —F = f— f=0, also ist H nach Satz IL.8 eine Konstante.)

Satz I1.15 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; 2. Version)
Ist f: [a,b] = R stetig und F' irgendeine Stammfunktion von f, so gilt

b
/ ft)dt = F(b) — F(a).

Nach Satz 11.14 ist ndmlich F (siehe oben) eine Stammfunktion von f, also gilt Fy =
F + c. Daher ist

/b Fydt = Bo(h) (nach Definition von Fp)
‘ = Fy(b) — Fo(a) (da Fy(a) = [; f(t)dt = 0)
= (F(b) +¢) — (F(a) +¢)
= F(b) — F(a).
Man schreibt hiufig statt F'(b) — F(a)

b

a

6Man mache sich klar, dass dies eine andere Behauptung als zuvor ist!
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Damit ist das Berechnen eines Integrals auf das Finden einer Stammfunktion zuriick-
gefithrt, und das geschieht haufig duch Rickwdrtslesen von Ableitungsregeln. Zum Beispiel
wissen wir, dass 322 die Ableitung von 23 ist. Also ist 22 die Ableitung von %303, d.h. %ac?’ ist
eine Stammfunktion von z2. Diese Aussage driickt man symbolisch durch das unbestimmte

Integral

1
/1’2 de = —23
3

aus’. Allgemein bedeutet

/ f(2)de = F(a),

dass F' eine Stammfunktion von f ist.
Wir kénnen also konkret berechnen, dass zum Beispiel

2
/ 22 dr = lacg
1 3

Um weitere Beispiele zu berechnen, benttigen wir einen Katalog von Stammfunktionen;
diesen gewinnen wir aus dem Katalog von Ableitungen auf Seite 23:

s 1,
.3 3

1
T = — ! -1
/Ji dx i (r#-1)
/— =Inz (fiir x > 0)
/e = e

dxr

T
*dx
sinxdr = —cosx
1

/cosacdac = sinx

/ T2 dxr = arctanxz  (vergleiche Seite 25)
x

Also ist zum Beispiel [ sinzdz = —cosm — (—cos0) =1— (—1) = 2.

Das Integral [ % dx kann auch links vom Ursprung berechnet werden. Fiir x < 0 ist doch
In|z| = In(—z), daher (Kettenregel!) hat In|z| auf (—oo,0) die Ableitung - - (—1) = L.
Wir haben also

1
/—:1n|ac| fir z # 0;
x
in Worten: Auf jedem Intervall, das 0 nicht enthélt, ist In || eine Stammfunktion von L.
Beispiel:

—1
1

/ —dzx = In|x|
3 I

(Warum ist klar, dass dieses Integral negativ sein muss?)
Mehr Beispiele erhélt man durch Riickwértslesen von (a) und (b) aus Satz II.4, ndmlich

Ju@+g@yde = [ s@)dz [gta)da,

/cf(:c)d:c = c/f(:c)dx.

Leider gibt es keine einfache Formel fiir das Integral eines Produkts, sondern nur zwei
komplizierte, die Regel von der partiellen Integration und die Substitutionsregel.

-1
=Inl—-In3=—-1n3.
-3

"Viele Leute schreiben auch f 22 dx = %13 + c.
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Satz I1.16 (Partielle Integration)

(a) JECOE / e
(b) / f (@) (w) d = - / F(@)g(x) d

Das folgt durch Riickwértslesen der Produktregel der Differentiation, Satz I1.4(c).

Beispiel: Berechne [z sinzdz. Wenn man versucht, partiell zu integrieren, kann man
zwei Ansitze machen: f(z) = x, ¢'(z) = sinz oder f(x) = sinzx, ¢'(z) = x. Der zweite
Ansatz fiihrt in eine Sackgasse, da das entstehende Integral [ f’(x)g(x) dz komplizierter ist
als das Ausgangsintegral statt einfacher. Verfolgen wir also den ersten Ansatz: f(z) = z,
g'(z) =sinz, so dass f'(z) =1, g(z) = — cos(x).

/:Esin:cd:c = :L'~(7COSQL‘)*/1~(7COS£C)d£C

= f:ccos:ch/cos:cd:c
= —xcosx +sinx

Was wiire eigentlich passiert, wenn wir mit g(z) = — cosx + 1 statt — cosx operiert hiitten,
was ja auch eine Stammfunktion von sinx ist?

Die eingeschlagene Strategie ist fiir viele (leider nicht alle) Integrale der Form [ z-h(z) dz
erfolgreich.

Satz I1.17 (Substitutionsregel)
(a) fle(@)) ¢ (x) dow = [ f(u) du
/ / u=¢p(z)

Diese Schreibweise bedeutet: In die Stammfunktion [ f(u)du, die eine Funktion von
w ist, setze man @(x) fir u ein.

(b) Wenn p(a) = A und ©(b) = B ist, gilt:

[ i [ o

Die Begriindung der (ersten Version der) Substitutionsregel geht so: Sei F' eine Stamm-
funktion von f. Die rechte Seite [ f(u) du‘uzw(m) steht dann fiir F(p(z)), und behauptet

ist, dass diese Funktion eine Stammfunktion von f(¢(x)) - ¢'(x) ist. Das ist aber gerade der
Inhalt der Kettenregel:

(Fop)(z) = F'(p() - ¢'(x) = fp(z)) - ¢ ().

Die zweite Version ergibt sich durch Einsetzen der Integrationsgrenzen.

Beachte, dass in der zweiten Version die Grenzen mitsubstituiert werden!

In den meisten Beispielen liest man die Substitutionsregel von links nach rechts; man
substituiert u = ¢(x), um auf das hoffentlich einfachere Integral auf der rechten Seite zu
kommen (p(x) wird ,, wegsubstituiert*). Viel seltener liest man von rechts nach links, wenn
das Integral links einfacher ist als das rechte, dann muss man ¢(z) ,hineinsubstituieren®,
was in der Regel einen Hauch Genialitéit verlangt. . .

Beispiele fiir Standardanwendungen sind:

(1) Integrale der Form [ f(rz+s)dx erledigt man mit der Substitution u = ¢(z) = rz+s;
dann ist ¢'(z) = r und

/f re+s)d /f dx:%/f(u)du

u=p(z)
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Zum Beispiel:

/sin(Q:E +1)dx = /sin(Q:E +1)-2dz

/ sinu du

1
= ——cosu
2

N~ N~

u=2x+1

u=2x+1

1
~5 cos(2z + 1)

2
/ €3 . 3dx
0

Wl =

2
/ e dy =
0

1 6
= — “du
3/6
106
:—eu
3 0
=3 -1

(2) Integrale der Form [ f(rz? 4 s) - x dz erledigt man mit der Substitution u = ¢(z) =
rz? + s; dann ist ¢/ (z) = 2rz und

[t win= o [ se@)e@de = o [ fwdn

u=¢p(z)

Zum Beispiel:
T 1 1
——dr == | —— - 2zd
/ﬁ+1$ 2/ﬁ+1 v

1 1
:—/—du
2 U

u=z2+1
1
= —lnu
2 u=z2+1
1 2
= §ln(:c +1)

Bei der Anwendung der Substitutionsregel ist die Leibnizsche Symbolik fiir die Ableitung

sehr niitzlich. Leibniz schreibt ndmlich fiir die Ableitung einer Funktion u = ¢(z) den
,Differentialquotienten (was immer das sein mag)

du ,

a7 ().

Tut man so, als diirfe man nach du auflésen, erhélt man
du = ¢'(z) dz,

und die Substitutionsregel erscheint als Selbstverstindlichkeit:

[ fete)) ¢ @do = [ ) du.

Es folgen zwei Anwendungen der Integralrechnung.
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(1)

Massenberechnung bei variabler Dichte.

Im allgemeinen ist die Dichte p eines Korpers nicht konstant, sondern eine Funktion
der drei Ortskoordinaten z, y und z. Der Einfachheit halber wollen wir annehmen,
dass p nur in z-Richtung variiert, also nicht von x oder y abhéngt.

Um die Masse des Korpers zu bestimmen, schneiden wir ihn mit einer zur z-y-Ebene
parallelen Ebene in der Hohe z; das ergibt einen Querschnitt, dessen Flicheninhalt
mit ¢(z) bezeichnet werde. In einer diinnen Schicht der Dicke Az in der Hohe z bleibt
nun p anndhernd konstant gleich p(z). In dieser Schicht ist also ungeféhr die Masse
p(2)q(z)Az enthalten, denn ¢(z)Az ist anndhernd das Volumen dieser Schicht. Macht
man die Schichten immer diinner, dann strebt die Summe all dieser angen&herten
Massenanteile gegen das Integral

| o=

Z0

welches die Gesamtmasse des Korpers ist. (Dabei ist zgp bzw. 21 die kleinste bzw. die
grofite z-Koordinate der Punkte des Korpers.)

Konkreteres Beispiel: In einer Emulsion, die ein zylindrisches Gefafl mit Querschnitts-
fliche g bis zur Hohe h fiillt, schweben Teilchen einer gewissen Substanz. In der Hohe
z iiber dem Boden des Gefifies sei die Dichte der Substanz gleich p(z) = poe ?* (in
g/cm?). Die Menge der in der Emulsion enthaltenen Substanz ist dann nach der obigen
Formel

h

= PO (g iy,

0

h h 5 1 5
z)qdz = q/ e P?dz = poql —= e "*
/OP() Po ) Po( 5)

Mittlere Reaktionsgeschwindigkeit.
Ein chemischer Prozess verlaufe mit einer Reaktionsgeschwindigkeit ¢(t), die sich geméf3
folgendem Diagramm &ndert:

to tl

Die umgesetzte Stoffmenge betrigt dann
t1
M= c(t)dt
to
(Begriindung wie unter (1)), und die mittlere Reaktionsgeschwindigkeit betrigt

t1
c= M ! / c(t) dt.

ti—to  t1—to Jy,

Konkretes Beispiel: ¢ werde in Sekunden und ¢(t) in mol/Sekunde gemessen. Es sei
to =0, t; = 10; ferner

0.1¢ : 0<t<2
c(t) = 0.2 :2<t<8
0.1(10—¢) : 8<t<10
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Dann ist
10 2 8 10
M :/ c(t)dt:/ 0.1tdt+/ O.2dt+/ 0.1(10 — t) dt
0 0 2 8
t2 2 8 10—t 2 10
=01-—| 402t + (—1)-0.1-(7)
2 o 2 2 8

=024+12+02=16
und ¢ = M /10 = 0.16; die mittlere Reaktionsgeschwindigkeit betrigt 0.16 mol/Sekunde.

Man kann generell ﬁ f; f(z) dz als Mittelwert § der Funktion f interpretieren:

/

_—

b b
A A O g ICL

Nach Konstruktion liegt genausoviel Fliche iiber der Geraden durch § und unter dem Gra-
phen wie unter der Geraden und iiber dem Graphen.

Noch eine Dimensionsbetrachtung: Da das Integral fab f(z) dx Grenzwert von Summen
S fxi) A ist, ist seine Dimension = (Dimension von f(z)) - (Dimension von z); verglei-
che die obige Anwendung. Fiir die Dimension der Ableitung gilt aus einem analogen Grund:
Dimension von f’(z) = (Dimension von f(z))/(Dimension von z).

Es fehlt jetzt noch eine Ausdehnung des Begriffs des bestimmten Integrals. Bis jetzt
haben wir immer Funktionen integriert, die auf einem abgeschlossenen beschrankten Intervall
[a,b] erklidrt waren. Es sind aber auch Situationen zu behandeln, wo das Intervall bis 400
oder —oo reicht oder die Funktion an einem der Randpunkte nicht erkliirt ist (zum Beispiel
1/z auf (0, 1]). Man erkldrt nun folgende uneigentlichen Integrale:

e Sei f: [a,00) = R (stiickweise) stetig. Dann setzt man
o0 B
/ f(z)dx = lim f(x)dx,
a B—oo Jq

falls dieser Grenzwert (in R) existiert. Man sagt dann, dass das uneigentliche Integral
faoo f(x)dx existiert.

e Analog wird ffoo f(z) dx erklirt.

e Sei f: (a,b] — R (stiickweise) stetig. Dann setzt man

b b
/ f@)de = lim [ f(z)dx,

a—a a

falls dieser Grenzwert (in R) existiert. Wieder sagt man, dass das uneigentliche Integral
f: f(x) dx existiert.
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e Analog wird der Fall f : [a,b) — R behandelt.

e Es kommen auch Integrale [~ f(z)dx vor; diese sind als fi}o f@)de + [° f(z)dz
erklért.

Alle Rechenregeln von oben gelten fiir uneigentliche Integrale genauso. Beispiele:

0 8 B
(1) / e dr = lim e ¥dr= lim —e™*| = lim (1 — 6_6) =1
0

B—o0 Jo B—ro0 0 B—00

(2) [° L dx existiert nicht, da

81
/ —dr=Inz
1 l‘

(3) fol 1 dz existiert auch nicht, da

B
=Ing—Inl=Inp— oo firf— oco.
1

1
1

/ —dr=Inl—-Ino — +oco fiira — 0.
o T

1 1 1
1 . 1 . 1 .
(4) /Oﬁd“i%L ﬁdfc—iﬂféﬂﬁa—i:%(”—?\/a)—?-

(5) Fiir die Statistik ist das Integral
/ e~ /2 4y = Vor

wichtig (Gaufische Normalverteilung), dessen Wert hier ohne Beweis mitgeteilt sei.






Kapitel 111

Differentialgleichungen

III.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Auf Seite 15 hatten wir ein diskretes Wachstumsmodell, das die Modellannahmen ,,Zuwachs
ist proportional zum Bestand* ausdriickt, aufgestellt:

Tnl — Tp = TIn

Wir wollen jetzt ein analoges kontinuierliches Modell aufstellen. Gesucht ist also eine Funk-
tion y = y(t) (die unabhingige Variable wird mit ¢ bezeichnet, da sie die Zeit darstellt), fiir
die ,Zuwachs der Funktion zum Zeitpunkt ¢ ist proportional zu y(t)“ gilt. Aus Kapitel II
wissen wir, dass die Ableitung y'(¢) den Zuwachs reflektiert, daher erhalten wir die Gleichung

y'(t) =ry(t)  fiir alle t
oder kiirzer
Yy =ry. (I1L.1)

Dies ist ein Beispiel einer Differentialgleichung; das ist eine Gleichung zwischen Funktionen
und ihren Ableitungen. Die Losung einer solchen Gleichung ist also eine Funktion (und
keine Zahl). Die Gleichung (III.1) wird lineare homogene Differentialgleichung 1. Ordnung
genannt: linear, da y nur in der 1. Potenz auftritt, homogen im Gegensatz zur inhomogenen
Gleichung, die wir auf Seite 42f. studieren, und 1. Ordnung, da nur die 1. Ableitung auftritt.

Ist in (III.1) r > 0, so haben wir echtes Wachstum; ist < 0, so haben wir , negatives
Wachstum®, also Zerfall. (II1.1) ist die einfachste Weise, einen Wachstums- oder Zerfallspro-
zess zu modellieren.

Eine Losung von (II1.1) ist leicht zu erraten, ndmlich y(t) = €™ (beachte den qualitativ
unterschiedlichen Verlauf der Graphen dieser Funktionen, je nachdem, ob r > 0 oder r < 0).
Aber auch 2e™, Iem, —me™ etc. sind Losungen; allgemein ist fiir jede Konstante c¢ die
Funktion y(t) = ce™ eine Losung. Wir werden sehen, dass es keine anderen Lsungen gibt.

Satz II1.1 Jede Funktion der Gestalt y(t) = ce™ ist eine Lisung der Differentialglei-
chung (II1.1), und jede Losung hat diese Gestalt.

Es ist klar, dass fiir y(t) = ce™ gilt y/(t) = cre™ = ry(t); es bleibt also, den zweiten Teil
des Satzes zu begriinden. Sei dazu y eine Losung; wir betrachten die Hilfsfunktion

plt) =7

41
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Dann gilt nach der Quotientenregel

y'(t)e™ —y(t)re™

() = o
ry(t)e™ — y(t)re"t
s
= 0.

Nach Satz II.8 ist ¢ eine Konstante, d.h.

y(@) _

folglich y(t) = ce™, wie behauptet.

Die Differentialgleichung (I11.1) besitzt also keine eindeutige Losung, sondern eine Schar
von Losungen. In konkreten Wachstumsprozessen ist in der Regel auler dem Modell, ausge-
driickt durch die Differentialgleichung (I11.1), auch der Anfangsbestand, ausgedriickt durch
die Anfangsbedingung y(0) = yo (zum Beispiel y(0) = 10 oder y(0) = 9500 etc.), bekannt.
Man spricht dann von dem Anfangswertproblem (kurz: AWP)

y' =ry. y(0)=yo. (111.2)

Unter allen Losungen der Differentialgleichung (II1.1) gibt es nun genau eine, die auf die
Anfangsbedingungen passt, nimlich die zu ¢ = yg. Daher:

Satz I11.2 Das AWP (I11.2) hat die eindeutige Lésung y(t) = yoe™.

Auf Seite 16 hatten wir ein raffinierteres diskretes Wachstumsmodell kennengelernt, das
einen zusétzlichen konstanten Zu- bzw. Abgangsterm enthélt:

Tptl — T =TTy + d.
Das analoge kontinuierliche Modell lautet
y =ry+d (I11.3)

Der konstante Term d wird Inhomogenitét und die Differentialgleichung (II1.3) lineare inho-
mogene Differentialgleichung 1. Ordnung genannt. Viele konkrete Probleme fithren auf eine
Gleichung diesen Typs; zum Beispiel in der Chemie: Beim Verlauf einer chemischen Reaktion
1. Ordnung A = B mit zwei Komponenten (zum Beispiel Dissoziation in stark verdiinnten
Losungen) bezeichne c¢(t) die Konzentration des Ausgangsstoffes A und ¢y die Séttigungs-
konzentration von A; der Verlauf der Reaktion wird dann durch die Differentialgleichung

d =k(cs —c) = —kc+ ke

der Form (III.3) beschrieben.
Die Differentialgleichung (I11.3) ist nicht ganz so leicht zu 16sen wie (IT1.1); wir kénnen
aber (III.3) mit folgender Beobachtung auf (III.1) zuriickfithren:

e Je zwei Losungen von (II1.3) unterscheiden sich durch eine Losung von (IIL.1).

Mit anderen Worten: Sind y; und yo Losungen von (II1.3) und setzt man z = yo — y1 (so
dass y2 = y1 + 2), so lost z die Differentialgleichung (III.1). Das ist einfach, denn

I11.3
d = — ) =vh— v, "T (g +d) — (rn +d) = r(y2 — 1) = r2.

Wir brauchen also nur eine einzige Losung y; von (IIL.3) zu finden, alle anderen ergeben
sich dann nach Satz III.1 in der Form y; (¢) + ce™.
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Wir versuchen nun herauszufinden, ob (II1.3) eine konstante Losung besitzt. Solch eine
Losung heifit stationdre Losung (oder Gleichgewichtslosung). Fiir eine stationire Losung
Ystat MUss ja Yyl = 0 sein, daher sind stationdre Losungen von (IIL.3) durch

0 = rystat +d

gekennzeichnet, was zeigt, dass ystat = —% die einzige stationédre Losung ist (falls r # 0).
Daher gilt:

Satz II1.3 Ist r # 0, so sind genau die Funktionen y(t) = ce™ — g, c € R, die Lisungen
der Differentialgleichung (111.3).

Dass dies Losungen sind, bestétigt man durch Nachrechnen; dass es keine anderen Losun-
gen gibt, zeigen die obigen Uberlegungen.
Welches ¢ wiirde auf die Anfangsbedingung y(0) = yo passen? Dazu muss offenbar

d

Yo=¢C— —,
r
also c = yo + % sein. Daher:
. _ d d . . . . ..
S/atz IIL.4 Istr #0, soist y(t) = (yo+ %)e™ — £ die eindeutig bestimmte Losung des AWP
Y =ry+d, y(0) =yo.
Man beachte, dass im Fall » < 0 fiir diese Losung

lim y(t) = 4

t—00 r

gilt, unabhéingig vom Anfangswert yqg.

III.2 Die logistische Differentialgleichung

Das ungebremste exponentielle Wachstum, das im Fall » > 0 aus der Differentialglei-
chung (ITI1.1) folgt, ist in der Regel nur fiir , kleine“ ¢-Werte realistisch. Um dem Rechnung
zu tragen, sind verfeinerte Wachstumsmodelle ersonnen worden. Statt der Gleichung vy’ = ry
betrachtet man eine dhnliche Gleichung, in der r nicht konstant ist, sondern ebenfalls von
y abhéingt. Ein naheliegender Ansatz geht so: Wir nehmen an, dass die durch y beschriebe-
ne Population einen begrenzten Lebensraum L zur Verfiigung hat und dass der tatséchlich
bewohnte Lebensraum zur Gréfle der Population proportional ist:

bewohnter Lebensraum = ay,
daher
freier Lebensraum = L — ay.

Es ist nun plausibel, die Wachstumsrate r = r(y) als proportional zum freien Lebensraum
anzusetzen:

r=p(L— ay).
Das fiithrt zur Differentialgleichung
y' = B(L - ay)y.

Schreiben wir

k= ap, R:£,
o
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bzw.

A=pL, B = ap,
so nimmt die Differentialgleichung die Form

v =k(R—1y)y (k,R > 0) (I11.4)
bzw.

y = Ay — By? (A, B >0) (I11.5)

an. Diese (4quivalenten) Differentialgleichungen werden logistische Differentialgleichung ge-
nannt’.

Um die logistische Differentialgleichung zu l6sen, benutzen wir einen Trick, um die Glei-
chung auf eine lineare Differentialgleichung zuriickzufiihren. Wir dividieren (II1.5) durch y?
und erhalten

/
A
y_Z_B
Y Y
Setzt man z = 1, erkennt man auf der linken Seite —z’ und auf der rechten Az — B. Daher
erfiillt die Funktion z die lineare inhomogene Differentialgleichung

2 = —Az + B;

nach Satz II1.3 hat z die Gestalt
B

_ At D
z(t) = ce +A

mit einer Konstanten ¢ € R. Die Losungen von (I11.5) sind also (aufler y = 0)

14
ce—At + %  cAe—At 4+ BT

y(t) =

Um den Anfangswert y(0) = yo > 0 zu befriedigen, ist ¢ so zu bestimmen, dass

A
Yo = cA+ B
ist, also
L B
vo A

Diese Ergebnisse lassen sich leicht in die Form (III.4) umrechnen. Wegen A = kR und B =k
erhdlt man:

Satz I11.5 Die eindeutig bestimmte Ldésung von

Y =kR-vy)y, y0)=wy  (k R,y >0)
lautet

R

L4 (55 = 1)e kit

y(t) =

1Das hat weder etwas mit Logik noch mit Logistik zu tun, sondern kommt von dem franzsésischen Wort
logis.
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Wir wollen den Verlauf der Graphen dieser Funktionen fiir den Fall 0 < yg < R bestim-
men (dies ist der fiir die Anwendung wichtige Fall; siehe unten). Dann ist

R
b:=——-1>0,
Yo

und unsere Losung lautet
B R
14 be kBt
kRt

y(t) (b,k, R > 0).

Aus lim;,_ce” = oo und limy_ e *F = 0 folgt als erstes

Jim y(t) =0 und  lim y(t) = R;

wir haben also kein unbegrenztes Wachstum, sondern einen endlichen Grenzwert. Um das
Monotonieverhalten zu entscheiden, untersuchen wir die Ableitung von y. Diese ist nach der
Quotientenregel

—Rbe kBt . (—kR) bk R2e~ kIt

’ _ _ .
y(t) = (1 +be—FROZ (14 be—FERt)2 > 0;

nach Satz I1.9 ist y streng monoton wachsend. Wir kénnen noch das Kriimmungsverhalten
mit Hilfe der 2. Ableitung untersuchen. Es wire etwas miihselig, 3’ zu differenzieren, um "
zu erhalten; einfacher ist es, (II1.4) zu differenzieren. Das liefert (Kettenregel)

y" = k[(R—y)y| = k[Ry — v*] = k[R — 2y]y/.

Uns interessiert, wann y”(t) > 0 bzw. y”(t) < 0 ist. Das ist jetzt leicht, denn wir haben
gerade gesehen, dass stets ¢y’ > 0 gilt:

y'(t)>0 & R-—2y(t)>0 (dak>0undy >0)
R
t —
y(t) < 3
14 be *Rt > 2
1
P

-

—kRt > —Inb
Inb

kR

¢t ¢ 0T QO

t< i t*

Genauso:
y'(t) <0 & t>t
y't)=0 & t=t"
Im Intervall (—oo,t*) ist der Graph von y linksgekriimmt, im Intervall (t*,00) ist er rechts-

gekriimmt (nach Satz I1.10); bei ¢* liegt ein Wendepunkt vor.
Der Graph von y sieht also so aus:
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Man spricht vom S-formigen oder vornehmer sigmoiden Verlauf des Graphen. Man er-
kennt, dass R die maximal mogliche Griofle der Population ist, weswegen der Fall 0 < ygp < R
der naturwissenscahftlich relevante ist (was auch aus dem Ansatz von Seite 43 folgt). Ubri-
gens sieht man sofort, dass y = 0 und y = R die stationéren Losungen von (II1.4) sind.

I11.3 Differentialgleichungen mit getrennten Verinder-
lichen

Wir kommen jetzt zum Losungsverfahren fiir die Differentialgleichung

Y =f(t)-9(v), (I1L.6)

die sogenannte Differentialgleichung mit getrennten Verdnderlichen. Hier seien f und g dif-
ferenzierbare Funktionen mit stetigen Ableitungen®. Ein wichtiger Spezialfall ist, wenn f die
konstante Funktion f =1 ist; dann lautet (II1.6) ndmlich einfach

Nimmt g den Wert 0 nie an, ist (II1.6) dquivalent zu

g?(’;((?)) = f(t) fir alle t. (IIL.7)

Sei H eine Stammfunktion von 1/g; dann ist nach der Kettenregel die linke Seite von (II1.7)
nichts anderes als die Ableitung von H o y. Bezeichnet F eine beliebige Stammfunktion von
f, so wird aus (IIL.7)

H(yt)=F({t)+¢  firallet (IIL.8)

mit einer Konstanten é. Im letzten Schritt des Verfahrens versuche man nun, (IIL.8) nach y
aufzulésen, um die allgemeine Losung der Differentialgleichung (II1.6) zu bestimmen.

Hat jedoch g eine Nullstelle, etwa g(yo) = 0, so ist die konstante Funktion y(t) = yo eine
Losung.

Dass man mit diesem Verfahren alle Losungen bekommt, lernt man in Mathematikvor-
lesungen iiber Differentialgleichungen. Das liefert, dass das AWP

Y =ft)-9(w),  y(0)=1yo

fiir stetig differenzierbare Funktionen f und g nach dem obigen Verfahren eindeutig l6sbar
ist.
Mathematische Nebenbemerkung: Das AWP

y'=Vy:,  y0)=0
ist micht eindeutig l6sbar; es sind ndmlich

1 .
y(t) = 2—7t3 und y(t) =0
beides Losungen. [Das ist kein Widerspruch zur obigen Aussage, da g(y) = /2 bei 0 nicht
differenzierbar ist.
Das Losungsverfahren fiir (II1.6) kann man sich leicht merken, wenn man die Leibnizsche
Notation y’ = % verwendet und damit sorglos wie mit einem Bruch rechnet. Dann lauten

2Man sagt kurz, dass f und g stetig differenzierbar sind.
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die Schritte:

y'=—=[f(t)-9(y)
1 . .
@ dy = f(t)dt [was immer das heiflen mag. . .|
o= 1o
H (y) = F(t) + ¢,

und diese Gleichung muss man nach y auflosen.

Will man zusétzlich die Anfangsbedingung y(t9) = yo befriedigen, muss man die Kon-
stante ¢ so wihlen, dass H(yo) = F(to) + ¢ ist. Etwas direkter ist es, statt der unbestimmten
Integration eine bestimmte Integration auszufiihren:

v d t
| = [ reas
Yo g(w) to
Dann kommt die Konstante gleich richtig heraus.

Beispiele. (1) Nochmals y' = y. Diese Gleichung ist von der Form (II1.6) mit f(¢) = 1,
9(y) = y. Wir wenden das , Kochrezept® von oben an:

,_dy _
dt
1
—dy = dt
Y
1
/—dyz/dt
Y
Inlyl =t+¢
ly| = ¢

Die rechte Seite ist stets 7 0, also ist entweder immer y(t) > 0 oder y(¢) < 0. Im ersten Fall

setzen wir ¢ = e, im zweiten ¢ = —e®, dann ergibt sich die uns schon bekannte allgemeine
Losung
y(t) = ce’.

Dieses Kochrezept liefert nur Losungen mit ¢ # 0; der noch fehlende Fall y = 0 korrespon-
diert mit der Nullstelle von g.

(2) Die Differentialgleichung 3’ = —y?. Hier ist f(t) = 1, g(y) = —y?; also

dy
/__:_2
y_dt Yy
1
1
/—_dey:/dt
1 -
—=t+c
Y
1
t) = .
v = 757

Will man das AWP 3y’ = —32, y(0) = 1 lésen, muss man die Konstante ¢ der Anfangsbedin-

gung anpassen. Das liefert hier ¢ = 1 und die Losung y(t) = t%
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Alternativ kann man die Methode der bestimmten Integration verwenden und erhélt

| t
/ — dw = / ds
1 Tw 0

1Y t
— = S
w |y 0
1
1=t
Yy

1
y(®) t+1

Wir kommen jetzt zu einer Verallgemeinerung der Gleichung y’ = ry. Seien a,b: R — R
stetige Funktionen; betrachte die Differentialgleichung

y' = a(t)y (I1L.9)

bzw.
y' = a(t)y +b(t). (I11.10)

(I11.9) wird homogene, (III.10) inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung genannt.
Fiir das Losungsverhalten gilt:

1. Je zwei Losungen von (II1.10) unterscheiden sich um eine Losung von (II1.9).

2. Ist y; eine Losung von (II1.10) und yy eine Losung von (I11.9), so ist yy + y; eine
Losung von (II1.10).

(Begriindung: Einsetzen und nachrechnen, wie bei e auf Seite 42!)

Daher: Allgemeine Losung von (I11.10) = partikuldre® Losung von (I11.10) + allgemeine
Losung von (II1.9).

Die allgemeine Losung von (I11.9) konnen wir mit der Methode der Trennung der Verédnder-
lichen bestimmen:

dy
/
== — q(t
y = = a)y
d
Y a(t)dt

/ijy = /a(t)dt

Ist A eine Stammfunktion von a, kénnen wir schreiben:

Injy| = A(t)+¢

lyl = %AV

y = c.eAW

Daher ist die allgemeine Losung von (I11.9) y = ¢ - eA(®) mit einer Konstanten ¢ € R.

Irgendeine Losung von (II1.10) zu finden ist erheblich schwerer als im Fall konstanter
Koeffizienten a,b € R; vgl. Satz I11.3. Man macht den genialen Ansatz der Variation der
Konstanten, d.h. man versucht, eine Lsung von (II1.10) der Form

y = c(t)et® (mit A" = a)

3D.h. irgendeine Losung von (II1.10).
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zu finden. Wie muss die Funktion ¢ dann beschaffen sein? Man rechnet

(c-et) = a(ce?) +b

N det +¢ A et = a(ce?)+b
A (ce?)
=a
& ded = b
& ¢ = be 4

Die Funktion c ist also als Stammfunktion zu be ™ zu wihlen. Eine partikulire Losung von
(IT1.10) kann daher in der Form

t t
yr(t) = / b(s)e_“‘(s) ds - A — / b(s)eA(t)—A(s) ds
to to

angegeben werden.
Ein Beispiel: Finde die allgemeine Losung von

y' =2ty + 3.

Es ist also a(t) = 2t, b(t) = t3 und daher A(t) = t?> (oder allgemeiner A(t) = t> + &). Wir
rechnen

/b(s)e*A(s) ds = /836752 ds

Dieses Integral auszuwerten ist etwas trickreich. Wir benétigen

-2 2
/se_‘S ds = /se_é ds

1
=3 /e_z dz (Substitution z = s?, dz = 2sds)
1 —z
= ——e
2 z2=s2
1 e
= ——e¢
2

Nun koénnen wir mittels partieller Integration das gesuchte Integral berechnen:

.2 2
e ds = s se” ds
~ ——

u(s) v'(s)

1 _. 1 _,
= 52 . (7—6_‘52> — [ 2s - (7—6_62) ds (siehe oben)
~~ 2 ~~ 2
u(s) ~S—~—" u’(s)
v(s) v(s)
1
= ——g% +/5€752 ds
2
1 X 1 _,
= —5826_62 - 56_‘52 (siehe oben)
1 X
= ——(s*+ 1)6_62.

Damit ist
1 2 —t% A(t) 1 2
y](t) = 2(t +1)€ - € = 2(t +1)

eine partikulidre Losung, und die allgemeine Losung lautet

1
y(t):—§(t2+1)+cet2, ceR.



50 III Differentialgleichungen

II1.4 Komplexe Zahlen

In diesem Abschnitt lernen Sie die komplexen Zahlen kennen. Bekanntlich haben manche
quadratischen Gleichungen wie

2 4+1=0

oder
2? + 42 +13=0

keine Losung = € R. Das passiert immer dann, wenn in der p-g-Formel fiir die Gleichung
22+ pxr+q=0,

also in der Formel

1,2 = 78 +

2 Ifqa

die die Losungen dieser Gleichung angibt, der Term unter der Wurzel negativ ist, und die
Wurzel aus einer negativen Zahl gibt es nun mal nicht, zumindest nicht in der Menge R der
reellen Zahlen.

Seit Jahrhunderten rechnet man daher auch mit einer erweiterten Zahlenmenge C der
,komplexen Zahlen“, in der auch solche Wurzeln existieren.

Man beginnt mit der Postulierung einer ,,imaginiren Einheit“ i, die als Symbol fiir v/—1
steht:

i=+v—1 bzw. i?=-1.

Obwohl es keine reelle Zahl mit dieser Eigenschaft gibt, kann man mit Hilfe von ¢ kompleze
Zahlen

z=a+bi (a,b € R)
erzeugen, mit denen man genauso wie mit reellen Zahlen rechnet. Zum Beispiel ist
B+4i)+(2—i)=3+2+4i—i=5+ 3,

(3+4i) . (2—i) =6+8i—3i+(4i)(—i): 10 4 51.
——
—4i2=—4.(—1)=4
Allgemein ist
(a1 + bll) + ((ZQ + bQZ) = (a1 + ag) + (b1 + bg)’i,
(a1 + bll) . (ag + bQ’L) = ajas + brasi + arbyt + blb2i2 = (alag — ble) + (blag + albg)i.

Man kann auch dividieren, ndmlich mit folgendem Trick:

34+4i  3+4i 240 (3+4i)(2+1)

2—i  2—i 24+i (2—i)(2+4)

Hier ist der Nenner nach der binomischen Formel eine reelle Zahl, ndmlich
(2-i)(2+i) =22~ =4— (1) =5,
und es ist (siehe oben)

(34+4i)(2+i)=(6—4)+ (8+3)i =2+ 11i.
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Dabher:
3+4¢ 2 11 .

=—-4+ —u1.

2—1 5 5

a+ bi it c—di

(Im allgemeinen Fall besteht der Trick darin, - mi -
c+ di c—di

zu erweitern; das macht wie
im Beispiel den Nenner reell.)

Es wurde schon erwéhnt, dass das Rechnen mit komplexen Zahlen den iiblichen Regeln

folgt (das wurde auf der letzten Seite schon ausgenutzt); zum Beispiel ist fiir komplexe
Zahlen

Z1t+22 = 22+
2122 = Z9-°21
21 (22+23) = 2122+ 2123
etc.

Und mit komplexen Zahlen kann man alle quadratischen Gleichungen 16sen, zum Beispiel
hat 22 + 42 + 13 = 0 die Losungen

—2+/22-13=-24+vV-9=-24+3V-1=-2+3i.

Komplexe Zahlen z = a + bi stellt man sich als Punkte in der Gauflschen Zahlenebene
vor. Fiir z = a+ bi € C nennt man a den Realteil und b den Imaginirteil (beides sind reelle
Zahlen). Man kann sich z als Punkt mit den Koordinaten (a,b) vorstellen, zum Beispiel

Noch besser ist es, an einen Vektor mit den Koordinaten (a,b) zu denken; die Addition
komplexer Zahlen entspricht dann genau der Addition der Vektoren:

(Die Multiplikation ist schwieriger zu veranschaulichen.)
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Die Linge des zu z = a + bi gehorigen Vektors nennt man den Betrag von z, in Zeichen

|z| = Va2 + b2.
Wie bei reellen Zahlen gilt
|21 4 22| < |z1] + |22]
|21 - 22| = [21] - |22
Im néchsten Abschnitt benttigen wir die Exponentialfunktion im Komplexen. Was also
konnte e* fiir z € C sein? Die Antwort der Mathematik auf diese Frage ist: Man nehme die
Exponentialreihe von Seite 30 und setze dort statt der reellen Zahl x eine komplexe Zahl z
ein:

oo Zk
=) = (IIL.11)
k=0

(Ich iiberschlage hier, dass diese Reihe fiir alle z € C konvergiert, und sogar die Details des
Begriffs der Konvergenz in C werden komplett iibergangen.)

Ein sehr wichtiger Spezialfall von (III.11) fiihrt uns nun in bekanntes Fahrwasser zuriick,
némlich der Fall einer ,rein imaginédren* Zahl z = ¢x mit z € R. Dafiir ist

) - \2 T3
ezx:1+im+%+%+..._ (IIL.12)

Wir untersuchen die Potenzen von iz genauer. Zuerst zu den geraden Potenzen: Ist k = 4n
durch 4 teilbar, ist

(iz)* = iArpin = 21" = o,
ist k = 4n + 2 gerade, aber nicht durch 4 teilbar, ist
(iz)* = (ix)*" (ix)? = 2% - (=1) - 2% = =22 = ok
Bei den ungeraden Potenzen unterscheide k£ = 4n + 1 und k£ = 4n + 3:
(iz) T = (ix)" - ip =i - 2t = gaP
(iz) "3 = (i)™ - (ix)® =3 - 24T = —iaP

Setzt man das in (II1.12) ein, bekommt man

e =14iz—— 2 42 ;T T Ty

|
7N
—
|

|5
+

| %
| %
H-
\:_/
+

~.
N
8

|

| %,
+

| %
|

| %
H-
N—

= cosz+1i-sinx (vgl. Seite 30)
Das ist die Eulersche Formel
e =cosx +i-sinz (x € R).

Spezialfille sind

€™ = —1 und Xt =1
Stets gilt
e =1,

da cos?z + sin? z = 1. Geometrisch heifit das, dass e fiir 2 € R auf dem Rand des Ein-
heitskreises in der Gaufischen Zahlenebene liegt.
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Y
i
gig
sinee
B
=1 coso 0 1 X

II1.5 Lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung

Die lineare Differentialgleichung 2. Ordnung ist von der Form

ay’ + by +cy = f(2). (I11.13)
Im Fall f = 0 heifit sie wieder homogen, und diese Gleichung, also

ay” + by’ +cy =0, (I11.14)

wollen wir 16sen. (II1.14) taucht an vielen Stellen in der Physik auf (aber auch in anderen
Naturwissenschaften, siehe Abschnitt I11.7). Da die lineare homogene Differentialgleichung
1. Ordnung von der e-Funktion gelost wird, machen wir auch fiir (IT1.14) den Ansatz y = e,
Dann gilt 3/ = Xe*, y" = A\2e*, und wenn y = e eine Losung von (I11.14) ist, gilt fiir
alle t

0=ay”(t) + by (t) + cy(t) = aX?e + bre* + ce™M = (aX? 4 bA + ¢)e.
Da e* stets # 0 ist, muss notwendig
aN> + b\ +c=0 (IT1.15)

sein. Die Losungen von (II1.15) lauten bekanntlich

—b+ Vb? — 4ac
’ 2a '
Es sind nun drei Fille zu unterscheiden:

1. Es gibt zwei verschiedene reelle Losungen A\, # Ao (dies ist der Fall b2 — 4ac > 0). Die
obige Rechnung funktioniert dann auch riickwérts und zeigt, dass

yi(t) =M, ya(t) = e

zwei verschiedene Losungen von (II1.14) sind. Nun ist aufgrund der Struktur von
(IT1.14) klar, dass auch c1y1 + caye fiir beliebige ¢1,c2 € R eine Losung ist; und in
Mathematikvorlesungen lernt man, dass jede Losung diese Gestalt hat. Es gibt jetzt
also eine Losungsschar mit zwei freien Konstanten, und um eine Losung zu spezifizie-
ren, braucht man zwei weitere Bedingungen, die haufig als Anfangsbedingungen

y(to) =wo, o' (to) =vo  (yo.yo €R)

vorliegen.
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2. Es gibt nur eine reelle Losung A\; = Ay von (IIL.15) (dies ist der Fall b* — 4ac = 0).

At (

Unser Ansatz liefert dann nur eine Losung y; = e und ihre reellen Vielfachen).

Man bestitigt jedoch durch Nachrechnen, dass
ya(t) = te™!

eine zweite Losung ist, die kein reelles Vielfaches von y; ist. (Man sagt, man habe zwei
linear unabhingige Losungen gefunden.) Wieder gilt, dass die allgemeine Losung die
Gestalt c1y1 + coys hat.

. Es gibt keine reelle Losung von (I11.15) (dies ist der Fall b* — 4ac < 0). In diesem Fall

gibt es zwei konjugiert-komplexe Losungen, die wir in der Form

M =k+iw, X=k—iw

/b2 — 3
mit k = f% und w = % schreiben konnen. Der Ansatz y = e fiihrt jetzt
also zu einer Exponentialfunktion mit komplexem Exponenten. Was das ist, wurde in

Abschnitt I11.4 erklart. Insbesondere gilt fiir k,w € R

eFFilt — okt (coswt + i - sinwt).

Um den Ansatz hier zu iiberpriifen, miissen wir eine komplexe e-Funktion differenzie-
ren. Dazu treffen wir folgende Definition:

Sei I ein Intervall, und sei f: I — C eine komplexwertige Funktion. Der
Real- bzw. Imaginérteil von f ist die Funktion

Ref: I >R, t—=Ref(t) bzw. Imf: I >R, t— Imf(t).
f heifit differenzierbar, wenn Re f und Im f es sind. Man setzt dann
ft) = Re f)'(t) +i- (Im f)'(t).

Die {iblichen Differentiationsregeln fiir Summe, Produkt etc. gelten dann auch fiir
komplexwertige Funktionen. Durch Nachrechnen bestétigt man, dass auch fiir A € C
gilt:

d
E e)\t _ )\e)\t

Um das einzusehen, schreibe die komplexe Zahl X als k + iw mit k,w € R. Dann ist
nach der Eulerschen Formel

e = eFteiwt = M coswt 4 i€t sin wt,
also

d At d kt . d Kkt .

—e"" = — (e coswt) +1—(e"" sinwt

dt dt( ) dt( )

= (keF coswt — eFlwsinwt) + i(kekt sinwt 4 e'w cos wt)
ekt (k(cos wt + i sinwt) 4 iw(cos wt + i sinwt))
= Pk +iw)e™ = N

Zuriick zu unserer Differentialgleichung. Mit A; und Ay wie oben gilt also fiir f;(¢t) =
eAit

THOEPYES HOEP

K2
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und

af!'(t) +0fl(t) + cfi(t) = arZeMt + bhet + ceMit = (aX? 4+ b + ¢) et = 0.
—_—

=0

Wir haben also diesmal zwei (linear unabhéingige) komplezwertige Losungen, und wie-
der gilt, dass die allgemeine Losung in der Form c1eMt + coe*2t darstellbar ist. Aus
physikalischen (etc.) Griinden ist man aber an reellwertigen Losungen interessiert. Die
erhilt man so: Da a,b,c € R, ist mit einer komplexen Losung y auch Rey bzw. Imy
eine (reellwertige!) Losung, denn wegen 0 = ay” + by’ + cy gilt

Re0 = Re(ay” + by’ + cy)

= Re(ay”) + Re(by’) + Re(cy)
aRe(y") +bRe(y’) + cRey (wegen a,b,c € R)
a(Rey)” +bRey) + c(Rey) (nach obiger Definition)

Fiir Imy geht die Rechnung analog.

Fiir y = eM? = ekt (coswt + isinwt) (wo A\; = k + iw) fiihrt das auf

kt kt

Rey = e coswt, Imy = e"" sinwt.

Man erhélt daraus alle reellwertigen Losungen in der Form

kt t

y(t) = c1e™ coswt + coet sin wit (c1,c2 €R)
Dass es wirklich keine anderen Losungen gibt, ist wiederum ein Satz, der in Mathe-

matikvorlesungen bewiesen wird.

Was wiire eigentlich passiert, wenn man statt von e** von e*?! ausgegangen wiire?
Zwei Beispiele:
(1) Lose das AWP
y'+ 4y’ =5y =0, y(0)=-2, y'(0)=4
Fiir den Ansatz muss zuerst (II11.15) geldst werden:
N +4X-5=0
Die Losungen lauten Ay = 1, Ay = —5; also trifft Fall 1 zu. Die allgemeine Losung der
Differentialgleichung lautet
y(t) = cre’ + coe ™.
¢1 und ¢y miissen so bestimmt werden, dass y(0) = —2 und y’(0) = 4 gilt. Wegen

y'(t) = c1et — Bege ™5t fithrt das auf das Gleichungssystem

y(0) =c1+eca = =2,
¥ (0) = 1 —bey = 4.

Subtraktion dieser Gleichungen liefert

Coy — (7502) = *6,
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d.h.
co=—1

Aus ¢1 + co = —2 folgt dann
cp = —1.

Die Losung des AWP ist daher
y(t) = —et — e,

Lose das AWP

1

5y” — 3y +5y=0, y0)=1, ¥'(0)=1.
Hier lautet (II1.15)

Lo

5)\ —3A+5=0

mit den Losungen A 2 = 3 &+ ¢. Hier sind wir bei Fall 3. Es ist Ay = k 4+ 4w mit k =3
und w = 1, also lautet die Losung

Yy = cleBt cost + 0263t sint.
Die Bedingung y(0) = 1 fiihrt daher auf
l=c1-14+¢c-0, dh .c=1.
Es ist dann
y' =3¢ cost — e sint + co - 3etsint + 6263t cost
Einsetzen von ¢t = 0 liefert
1=34c¢y, dh. co=-2.

Die Losung des AWP lautet daher

y = e cost — 23 sint = (cost — 2sint)e’’.

II1.6 Schwingungsgleichungen

Wird eine Feder aus der Gleichgewichtslage ausgelenkt, so greift nach dem Hookeschen
Gesetz eine Riickstellkraft an, die der Auslenkung y proportional, aber entgegengesetzt
ist. Diese beschleunigt eine Probemasse m gemifl dem Newtonschen Kraftgesetz ,Kraft =
Masse x Beschleunigung®, was auf die Differentialgleichung (k > 0 die Federkonstante)

my" = —ky

bzw. mit wg = \/k/m

y"' +wiy =0
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fithrt. Man sieht sofort, dass y1(t) = sinwgt und ya(t) = coswpt die Gleichung lésen; allge-
meiner ist bei beliebigen c¢1, co € R auch c¢yy; + coy2 eine Losung, wie wir aus Abschnitt I11.5
wissen. Es seien nun Anfangsbedingungen, also eine Anfangsauslenkung sy und eine An-
fangsgeschwindigkeit vg vorgelegt. Dann sind ¢; und co so wihlbar, dass das AWP

y" +wiy =0, y(to) = s0, ¥'(to) = vo (II1.16)
16sbar ist; wir miissen ndmlich nur das lineare Gleichungssystem in ¢; und ¢y

c1 sinwoty + co coswoty = Sp

Cc1Wo CosSwoty — cowp Sinwoty = vg

l6sen, was nicht schwierig ist. Fiir ¢ = 0 ist die Losung sogar trivial; man sieht nidmlich
sofort co = sp und ¢; = vy /wo.

Bei einer geddmpften Schwingung miissen Reibungskréfte, die zur Geschwindigkeit pro-
portional sind, beriicksichtigt werden. Im Newtonschen Kraftgesetz taucht dann auf der
rechten Seite noch die Reibungskraft —ry’ auf:

my’ = —ry — ky.
Das fiithrt mit 2p = r/m > 0 und wog = \/k/m auf das AWP
y'+2py +wiy =0, y(to) = s0, ¥ (to) = vo.

(Es wird sich als giinstig erweisen, die Konstante bei ¢’ als 2p statt p zu schreiben.)
Aus Abschnitt II1.5 wissen wir, dass wir die Losung als e mit einer moglicherweise
komplexen Zahl A ansetzen koénnen, die die Gleichung

A 20X+ wi =0

erfiillt. Wenn diese Gleichung zwei reelle Losungen Ay /5 = —p £ / p? — w? hat, kann man
bei beliebigen ¢y, co

creMt 4 cpetet

als Losung ansetzen, analog dem ungeddmpften Fall ¢; und ¢ den Anfangsbedingungen
anpassen und auch die Eindeutigkeit der Losung beweisen. Da in diesem Fall, dem Fall
starker Dampfung p? > w3, die A1/2 < 0 sind, ist die Losung stabil (lim; o y(t) = 0), und
das ausgelenkte Teilchen ,schwingt“ gar nicht im landldufigen Sinn.

Der Fall p? = w2, der in der Physik aperiodischer Grenzfall genannt wird, fiihrt auf eine
doppelte Nullstelle der Bestimmungsgleichung von A und nimmt eine Sonderstellung ein.
Dann lautet die zweite Losung te P! neben e Pt.

Es bleibt der Fall p*> < w?, in welchem zwei konjugiert komplexe Nullstellen existie-
ren. Mit w := \/wZ — p? erhalten wir Losungen als Linearkombinationen von e(~P*#)? ynd
e(=P=i)t. das sind jedoch komplexwertige Funktionen. Um reellwertige Losungen zu er-
halten, beachte man, dass Real- und Imaginérteil selbst wieder Losungen sind, denn die
Koeffizienten der Differentialgleichung sind reell. Das fiihrt auf die zweiparametrige Schar
reeller Losungen

cre Ptgin wt + coe Pt cos wi. (I11.17)

Hierbei handelt es sich um , geddmpfte“ Schwingungen.
Betrachten wir nun eine erzwungene Schwingung, die von einer periodisch wirkenden
dufleren Kraft K erregt wird. Statt der Differentialgleichung

my” +ry +ky=0
taucht nun auf der rechten Seite der Term K (¢) auf. Mit

r k K
bp=5—5 Wo= ) b=—
2m m m
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bekommt man die inhomogene Gleichung
Y’ + 2py’ + wiy = b(t). (I11.18)
Der Einfachheit halber nehmen wir eine reine Kosinusschwingung mit der Erregerfreqenz w;
an, d.h.
b(t) = bg cos wit.
Wir werden im folgenden den Fall schwacher Dampfung, d.h. 0 < p < wg, annehmen.
Zuerst gehen wir von (I11.18) zur komplexifizierten Gleichung
2"+ 2p2’ + Wiz = bpe'r? (I11.19)
iiber; zur Erinnerung e’® = cosa + isina. Der Realteil einer Lésung von (II1.19) ist dann
eine Losung von (I11.18) fiir unser b. Wir machen jetzt den Ansatz
2(t) = Ae™rt
um eine partikulére Losung von (II1.19) zu finden. Daraus erhélt man unmittelbar
A(—w? 4 2pwri + wd) = by. (I11.20)
Falls die Klammer # 0 ist, kann man nach A auflésen und erhélt eine Losung von (II1.19).
Wir unterscheiden jetzt die Félle p = 0 und 0 < p < wp. Zuerst zu p = 0, d.h. zur
ungedidmpften Schwingung. Falls wg # wy ist, folgt aus (II1.20)
bo

2 2
Wy — Wi

A—
was eine reelle Zahl ist. Eine partikulére Losung von (III.18) ist daher

Re(Ae™?) = ﬁ coswi t.
Wie bei den linearen Gleichungen 1. Ordnung gilt auch bei linearen Gleichungen 2. Ordnung:
o Allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung = allgemeine Losung der homoge-
nen Gleichung + partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung,
wie man durch Einsetzen wie dort nachrechnet.
Die allgemeine Losung lautet jetzt

. bo
€1 Cos wot + co Sinwopt + —5——— coswi t.
Wi —w

0~ Wi
Ein anféinglich ruhender Massenpunkt (y(0) = 0, (0) = 0) vollfithrt, durch die duflere Kraft
angeregt, Schwingungen der Form (¢; = —bg/(w3 — w?), ca = 0)
b 2b —
y(t) = ﬁ(cos w1t — coswot) = 3 —Ow% sin -2 5 Y14 gin 20 ;rwl

=: A(wn,t)sin %t,

sogenannte amplitudenmodulierte Schwingungen.

a \/
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Graph von y und A(wi, ) (gestrichelt)

Im Fall wy = w1, wo die Erregerfrequenz wy mit der Figenfrequenz wy des harmonischen
Oszillators iibereinstimmt, klappt der Ansatz z(t) = Ae®1? nicht, denn (II1.20) lautet dann
A-0 = bg. Jetzt muss man eine partikuléire Losung von (II1.18) anders bestimmen. Wir geben
nur das Endergebnis an, das mit einer Variante der Methode der Variation der Konstanten
(sieche Abschnitt II1.3) berechnet wird: Man erhilt

bo | .
—— 1t sinwgt.
wo

Die allgemeine Losung lautet daher

b
y(t) = ¢1 coswot + co sinwot + —Otsinwot.
2(.«}0
Die Losung ist unbeschrinkt! In der Praxis bedeutet das, dass nach endlicher Zeit die Feder,
an der der Massenpunkt héngt, reilen wird. Dieses Phdnomen wird Resonanz genannt.

Es taucht auch im schwach gedémpften Fall auf, der Schwingungsphidnomene realistischer
beschreibt. Wir nehmen also jetzt 0 < p < wp an. Man kann dann (II1.20) stets nach A auf-
16sen, da der Imaginérteil der Klammer # 0 ist. Das liefert die partikulire Losung

A(t) = bo gt _p w2 — w? — 2puwri

Wi — w? + 2pwri O (g — w2)? + 4p2w?

(coswit + isinwit) (I11.21)

von (I11.19), deren Realteil

(wd — w?)bo coswit + 2pw1bg
1
R P R+ T

sinwyt (I11.22)

eine partikulire Losung von (I11.18) darstellt. Wir wollen diesen Term vereinfachen. Dazu
beachte man mit a? = a? + a3

ajcosa + assina = a(% cos o + % sina)
= a(sinpcosa + cos psina) = asin(a + )
fiir ein ¢, denn (a1/a)? + (az/a)? = 1. Also wird aus (I11.22)
bo
(@ — w2 +4p2i)"?

sin(w1t + ¢),

und die allgemeine Losung von (II1.18) lautet
bo

((w§ — wi)? + 4pw?

y(t) = e P'(c; coswt + casinwt) + sin(wit + ) (111.23)

mit w = y/wZ — p? wie in (IIL.17).

Da der erste Term mit ¢ — oo verschwindet (er beschreibt den Einschwingvorgang), wird
das Langzeitverhalten vom zweiten Term bestimmt. Dieser beschreibt eine phasenverscho-
bene Sinusschwingung mit der Erregerfrequenz, was physikalisch natiirlich erscheint, und

der Amplitude
bo
((wg _ w%)Q + 4p2w%)1/2

A(wl) =

Um den Verlauf von A als Funktion von w; zu untersuchen, ist es am einfachsten, den Nenner

als Funktion von o = w? zu studieren, d.h.

f(2) = (W — x)? + 4p%x = 2% + (4p° — 2wd)x + wi.
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Das Minimum der quadratischen Funktion f liegt bei w? — 2p?. Da uns nur positive x
interessieren, ist also f im Fall w3 — 2p? < 0 auf [0, 00) streng monoton wachsend, und f
hat im Fall w? — 2p? > 0 im Intervall (0, 00) ein globales Minimum.

Diese Rechnung zeigt, dass A(w; ) im Fall p > wp/v/2 fiir w; — oo streng monoton gegen 0
konvergiert. Im Fall 0 < p < wo/+/2 ergibt sich bei wr = \/w? — 2p? (der Resonanzfrequenz)
der Maximalwert

bo
2p\/wd — p?

und der kann zu groB sein; es kommt zur Resonanzkatastrophe: Die Briicke? stiirzt ein, die
Kreide quietscht, Oskar Matzerath ldsst Scheiben zerspringen etc. Dasselbe Phénomen kann
aber auch durchaus erwiinscht sein (Radio, Mikrowellenherd etc.).

Amax =

I11.7 Lineare Differentialgleichungssysteme 1. Ordnung

Der Bestand der Populationen zweier Spezies zur Zeit ¢ werde mit x(t) bzw. y(¢) bezeich-
net. Wenn die Spezies nicht miteinander wechselwirken und wenn man jeweils exponentielles
Wachstum unterstellt, so wird die zeitliche Entwicklung von z(¢) und y(t) durch die Diffe-
rentialgleichungen

= azx
y = dy

beschrieben. Um wechselwirkende Prozesse zu beschreiben, miissen die beiden Differential-
gleichungen ,,gekoppelt* sein. Ein einfaches Modell hierfiir ist

¥ = ar+by (I111.24)
y = cx+dy (II1.25)

Viele Anwendungen in Biologie und Chemie findet man etwa in Batschelets Buch (siehe
Literaturhinweise).

In (I11.24) und (I11.25) sind a, b, ¢, d reelle Konstanten; sind etwa b, ¢ > 0, so wirken die
beiden Spezies fordernd aufeinander ein, sind b, ¢ < 0, so wirken sie zerstorerisch, und ist
b > 0 und ¢ < 0, so kann die y-Spezies als Beute der z-Spezies (Réuber) aufgefasst werden.

Um das System (II1.24), (II1.25) zu lésen, werden wir das Problem auf eine Differen-
tialgleichung 2. Ordnung zuriickfiihren. Zuné&chst bestimmen wir durch folgende Schritte
Kandidaten fiir die Losung: Durch Differentiation von (II1.25) erhilt man

y' =cx' +dy.
Man setze hierin 2’ aus (I11.24) ein:
y" = clax + by) + dy'.
Hier ersetze man jetzt cx durch y' — dy (geméfl (111.25)):
vy’ = ay — ady + bey + dy’
oder
y" — (a+d)y' + (ad — bc)y = 0. (I11.26)
Genauso bekommt man fiir « die Differentialgleichung 2. Ordnung

2" —(a+d)z’ + (ad — be)xr = 0. (I11.27)

4Es wird gelegentlich kolportiert, preuflischen Soldaten sei es wegen dieser Resonanzphinomene verboten
worden, im Gleichschritt tiber eine Briicke zu marschieren. In seiner Kolumne ,,Stimmt’s?“ in der ZEIT vom
1. 8. 1997 verweist Christoph Drésser diese Geschichte allerdings ins Reich der Legenden.
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Damit ist gezeigt: Eine Losung von (II1.24), (II1.25) ist auch eine Losung von (I11.26),
(II1.27). Die allgemeine Losung von (II1.26) kann nach Abschnitt I1I1.5 in der Form y =
Ciy1 + Cays angesetzt werden. Ist ¢ # 0, so folgt fiir « aus (IT1.25)

]‘ /
— () —d
T = (y —dy)
1 . . d
= (Cryy + Coysy) — P (Cry1 + Cay2)
r_d I d
- - Ny - v (I11.28)

(Ist ¢ = 0, aber b # 0, argumentiere analog von (II1.27) ausgehend. Sind b = 0 und ¢ = 0,
so ist (II1.24), (II1.25) entkoppelt und trivial zu 13sen.)

Umgekehrt bestétigt eine Probe, dass die hier angegebenen Losungskandidaten x und y
wirklich Lésungen von (I11.24), (II1.25) sind. Diese enthalten zwei freie Konstanten Cq und
C5. Hat man Anfangsbedingungen

2(0) = z0, y(0) =yo (I11.29)

gegeben, gibt es genau ein Paar von Konstanten, so dass die daraus gebildete Losung (I11.29)
erfiillt. Alternativ kann man die eindeutige Lésung von (I11.26) unter der Anfangsbedingung

y(0) =50, ¥'(0) = cx(0) + dy(0) = cxo + dyo (I11.30)

bestimmen und diese in (II1.25) einsetzen, damit man die z-Losung bekommt, um das AWP
(I11.24), (III.25), (II1.29) zu losen.
Zwei Beispiele:

(1) Lose das AWP

¥ =-3z—y z(0) = -3
Yy =xr—y y(0) =1

Esistalsoa=-3,b=-1,c=1,d= -1, xp = =3, yo = 1. Das AWP 2. Ordnung fiir
y lautet nach (I11.26), (I11.30)

y' +4y +4y =0, y0)=1, ' (0)=—4. (I11.31)
Zur Losung der Differentialgleichung muss zuerst
N +4AN+4=0

gelost werden; diese quadratische Gleichung hat eine doppelte reelle Nullstelle A; » =
—2. Nach Fall 2 aus Abschnitt IIL.5 hat die Lésung von (II1.31) die Form

y=Cre 2 4+ Cyte™ 2,
Wegen

y = —2C1e % 4 Che 2t — 2Cte
gilt

y(0)=C; und y'(0) = —2C; + Oy,
also C; = 1 und C5 = —2. Damit erhilt man

y=e 2 —2te 2,
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Die z-Losung bekommt man durch Einsetzen der y-Lésung in die Gleichung v’ = z—y:
r=y +y
= (—46_2t + 4te_2t) + (e_Qt — 2te_2t)
= —3e % 4 2te™?

(2) Bestimme die allgemeine Losung des Systems

/

T =x—3y

/

Yy =3r+y
Hier lautet (I11.26)

y' =2y +10y =0
und (II1.15)

A —2X\+10=0

mit den Losungen A\; = 1+ 3¢ und Ay = 1 — 3i. Daher lautet die allgemeine Losung
der Differentialgleichung 2. Ordnung (Fall 3 aus Abschnitt IT1.5)

y = Cre' cos 3t + Coe' sin3t = e’ - (C cos 3t + Cy sin 3t).
Geméf (I11.28) erhélt man wegen y' = e’ - ((Cy + 3C3) cos 3t + (Cy — 3C1 ) sin 3t)
r=-¢e" (Cycos3t — Cysin3t).

Es sei abschlieend auf eine qualitative Aussage hingewiesen. Aus Abschnitt IT1.5 wissen
wir, dass die allgemeine Losung von (I111.26) sich aus Summen von Funktionen vom Typ
o(t)e¥", mit p(t) = const. oder ¢(t) =t oder (t) = sint oder ¢(t) = cost, zusammensetzt.
Ist w < 0, gilt in jedem Fall lim; o, (t)e“t = 0. Die hier vorkommenden w sind die Realteile
der Lésungen von

N — (a+d)X\ + (ad — be) = 0. (IT1.32)

Daher gilt: Sind die Realteile der Losungen von (I11.32) < 0, so gilt fiir jede Losung von
(I11.24), (II1.25)

lim z(t) =0, lim y(¢) =0.

t—o0 t—o0

I11.8 Ein Riuber-Beute-Modell

In diesem Abschnitt studieren wir (erneut) die Entwicklung zweier wechselwirkender Po-
pulationen, einer Raubpopulation R (Fiichse) und einer Beutepopulation B (Hasen). Wir
machen folgende Annahmen: Auf sich allein gestellt ist die Raubpopulation zum Aussterben
verurteilt, wiihrend die Beutetiere unbeschriankte Ressourcen vorfinden und sich unbegrenzt
vermehren wiirden, wiirden sie nicht von den Raubtieren gejagt. Ohne die Wechselwirkung
wiirde man die Entwicklung von R und B durch die Gleichungen

RI = —OélR
B/ = Ong
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mit gewissen Konstanten aj, s > 0 beschreiben. Nun sind viele Fiichse des Hasen Tod:
Die Rauber fressen die Beutetiere und vermeiden so ihr Aussterben. Dadurch nimmt gleich-
zeitig die Anzahl der Beutetiere ab, was das Einfiigen eines Korrekturterms in die obigen
Gleichungen nahelegt, der proportional zu BR, also zur Anzahl der Begegnungen zwischen
beiden Spezies, ist:

R = —o1R+ 31BR

B’ = ayB — BBR (o1, 002, 1, B2 > 0) (I11.33)

Hier tragt 81 ein positives Vorzeichen, da Begegnungen zwischen B- und R-Tieren zur Ver-
mehrung von R fithren, und [y trégt ein negatives Vorzeichen, da die Wechselwirkung
entsprechend zur Abnahme von B fiihrt. Die Gleichungen (II1.33) bilden ein gekoppeltes
Differentialgleichungssystem. Leider ist es unmoglich, dieses System mit einer geschlosse-
nen Losungsformel zu 16sen; wir werden daher versuchen, eine ndherungsweise Losung zu
gewinnen. Die Gleichungen (II1.33) werden iibrigens Lotka- Volterra-Gleichungen genannt.

Zunichst bestimmen wir stationdre Losungen von (I111.33), also solche, die zeitlich kon-
stant sind. Fiir solche Losungen muss ja R’ = B’ = 0 sein, also

0=—-a1R+ BlBR = R(—Oél + BIB)
0= OégB — /BQBR = B(Oég — BQR)
R=0 oder B= %
<:> 1
B=0 oder R= %
2
Die Losung B = R = 0 ist hier biologisch uninteressant, und die relevante stationéire Losung
ist
aq
=, B=B;:=—. 111.34
B2 B ( )
Als nichstes untersuchen wir die Abweichungen einer beliebigen Losung vom stationédren
Zustand. Wir setzen also

R =R, :=

r—=R—R., b=B-B..
Dann gilt:
v =R
7041R+ ﬂlBR
= *041(7’ + Rs) + ﬂl(b + Bs)(r + RS)
= —oqr — a1 Rs + B1br + B1bRs + B1Bsr + 1 Bs Ry (wegen (11134))
—— ——

= =1

= [f1Rsb + Bibr
= Blb(Ra + T)

Genauso erhilt man
b = —BoBsr — Bobr = —ﬁQT(BS + b)

Diese beiden Gleichungen sind genauso schwer zu 16sen wie die urspriinglichen Lotka-Volterra-
Gleichungen. Wir nehmen nun eine Naherung fiir die letzten beiden Gleichungen an, indem
wir unterstellen, dass r klein im Vergleich mit R; und b klein im Vergleich mit By ist. Dann
ist Rg +r =~ R; und Bs + b~ B, und wir erhalten ndherungsweise

7’/ = ﬂleb

IIL.35
b = —BQBST. ( )
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Dieses System konnen wir tatsédchlich geschlossen 16sen: Wir differenzieren die erste Glei-
chung und setzen dann die zweite ein. Das liefert:

r" = B1Rb
- 7515235}257’
= —aaor (wegen (I11.34)).

Mit der Abkiirzung w = \/ajas heifit das

= —w?r

Aus Abschnitt ITI1.5 wissen wir, dass r(t) = sinwt und 7(¢) = coswt zwei linear unabhéngige
Losungen sind und sich jede Losung durch

r(t) = Cy sinwt 4+ Cy coswt

aus diesen beiden zusammensetzen lidsst. Der Einfachheit halber wollen wir mit Cy = 0
weiterrechnen; also

r(t) = Csinwt
und wegen v’ = 1 Bsb

b(t) = coswt = C coswt.

Cw
B1Bs
Schliefflich erhalten wir fiir R und B
R(t) = Ry + Csinwt
B(t) = B, + C coswt.

Daraus folgt, dass die Losungen periodisch mit der Periode T = 27” sind:

R(t+T)=R(t), B{t+T)=B({.

Trégt man die Punkte (R(t), B(t)) in ein Diagramm ein, sieht man, dass eine Ellipse entsteht
(im Fall C = C ein Kreis):

Die (biologisch plausible) Konsequenz der Periodizitét wurde aber nur fiir das angeniher-
te System (II1.35) bewiesen, nicht fiir das urspriingliche Lotka-Volterra-System (I11.33). Man
kann jedoch beweisen, dass auch die Gleichungen aus (I11.33) periodische Lésungen besitzen
mit einer gewissen Periode T'. Im R-B-Diagramm erhélt man eine Kurve, die dhnlich wie
eine Ellipse aussieht:
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In der Skizze sieht man vier Kurven im R-B-Diagramm zu unterschiedlichen Anfangs-
werten (R(0), B(0)).

Wir wollen die durchschnittliche Gréfle der Rduber- bzw. Beutepopulation wiahrend einer
Periode berechnen. Diese ist

_ 1 /7 1 /T
R:?/o R(t)dt bzw. B:?/O B(t) dt.

Um R und B zu berechnen, verwenden wir einen Trick; wir integrieren namlich as — fo R
und erhalten aus der zweiten Gleichung von (II1.33):

T B - T B/(t)

B(T)

= / —du (u= B(t), du = B'(t)dt, Substitutionsregel)
Bo) Y

B(T)

=Inu

B(0)
0 (da B(0) = B(T))

Also ist

/OT apdt = /OT ByR(t) dt,

T
Ong = ﬂg / R(t) dt,
0

d.h.

d.h

R

1 T (65)

= R(t)dt = — = R,
T /0 0 B2

und genauso

B= % = Bs;
die durchschnittlichen Populationen sind also genauso grofl wie die Gleichgewichtspopula-
tionen.

Dieses Resultat hat interessante Konsequenzen. Dazu ein historisch verbiirgtes Beispiel:
Im Jahre 1868 wurden einige Akazienbdume aus Australien nach Kalifornien exportiert und
dort angepflanzt. Einige Insekten der Species Icerya purchasi (Schildlduse) wanderten mit
aus und befielen prompt die kalifornischen Orangenbéiume. Schildliuse saugen den Saft aus
B&Aumen, und so entstand der Zitrusindustrie erheblicher Schaden.

In Australien hat die Schildlaus einen natiirlichen Feind, eine Marienkéferart namens
Rodolia cardinalis. 1889 wurden 514 dieser Kiifer aus Australien nach Amerika gebracht,
um die Schildlausplage einzuddmmen. In der Tat gelang dies innerhalb von nur 18 Mona-
ten; die Schildlauspopulation verschwand fast vollstdndig, und auch die Kéfer nahmen in
Ermangelung von Nahrung sehr stark ab. (Dieser Geniestreich ist einem gewissen Dr. Riley
zuzuschreiben.)

Kurz vor dem 2. Weltkrieg wurde das DDT erfunden, und die Orangenbauern dachten
sich: ,Wir haben die Schildlduse mit Hilfe der Kéfer fast ausrotten konnen; jetzt geben
wir ihnen den Rest!* Nachdem DDT in den Orangenanpflanzungen verspriiht worden war,
mussten die Bauern jedoch zu ihrem Missbehagen feststellen, dass sich die Schildlduse sogar
wieder vermehrt hatten, statt auszusterben. Mit den Lotka-Volterra-Gleichungen kann man
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erklidren, warum. Der DDT-Einsatz kann durch Einfiigen eines weiteren Terms (wo 71, v2 >
0) in diese Gleichungen beschrieben werden:

R' = —a1R+ 1BR—7v1R = —(a1 +71)R+ f1BR
B/ = O[QB — /BQBR — ")/QB = (Otg — ’)/Q)B — /BQBR

Ist 79 < @, hat das neue System dieselbe Bauart wie das alte. Nach dem Einsatz von DDT
ist die durchschnittliche Raub- bzw. Beutepopulation also

u < R bzw. FDDT =

B2 b1

a1 + -
1 ’Y1>

EDDT = B’

wie beobachtet.



Kapitel IV

Lineare GGleichungssysteme

IV.1 Beispiele

Bei linearen Gleichungssystemen handelt es sich um Systeme von m Gleichungen mit n Un-
bekannten, die alle nur linear (und nicht quadratisch etc.) vorkommen. Hier einige Beispiele
mit m=n = 3:

(1)

20 + 3y — 2z = 8
dr + 5y — 22 = 12
y—3z = —5

Zur Losung geht man so vor, dass man nach und nach versucht, die Unbekannten
zu eliminieren. Ersetzt man oben die 2. Zeile durch ,,2. Zeile minus zweimal 1. Zeile®
(kurz: Zg ~ Zo — 271), erhilt man das System

20 + 3y — 2z = 8
-y + 2z = —4
y—3z = =5

Jetzt versucht man, aus der letzten Zeile das y zu eliminieren, indem man Zs ~» Zs+Zso
ausfithrt:

2¢ + 3y — 2z = 8
-y + 2z = -4
-z = -9

Jetzt kann man das System von unten nach oben l6sen:

z =09,
daher

—y+ 18 = —4,
d.h. y =22 und

2z + 66 — 18 =8,

d.h. x = —20. Dieses System hat eine eindeutig bestimmte Losung. Da man jeden der
Schritte auch riickwérts machen kann (z.B. vom zweiten System zuriick zum ersten
gehen), erhilt man tatséichlich die Losung des Ausgangssystems. Dies ist auch bei den
folgenden Beispielen zu beachten.

67
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(2) x+4y — 2z = 4
20 + Ty — z = =2
20 + 9y — Tz = 1

Wir bilden Zo ~» Zo — 271 und Zg3 ~» Z3g — 27Z1:

Tz + 4y — 2z = 4
-y + 3z = -—-10
y—3z = -7

Da die letzten beiden Gleichungen einander widersprechen, hat das System keine

Losung.
(3) 20 —dy + 2z = =2
2c — 4y + 3z = —4
dr — 8y + 3z = -2

Wir bilden Zo ~» Zo — Zq1 und Zg3 ~» Z3 — 274:

20 — 4y + 2z = =2
z = =2
-z = 2
Es muss also z = —2 und

20 —4dy — 4 = -2,
d.h.
r—2y=1

sein. Diesmal gibt es unendlich viele Losungen: Man kann y € R beliebig wihlen und
r = 2y + 1 setzen, und z = —2.

Das unterschiedliche Losungsverhalten kann geometrisch veranschaulicht werden. In un-
seren Gleichungssystemen kann jede Zeile als Gleichung einer Ebene im Raum verstanden
werden. Dann wird in jedem Beispiel nach dem Schnitt dreier Ebenen im Raum gefragt. Ein
solcher Schnitt kann

e aus cinem Punkt bestehen (Beispiel 1)
e leer sein (Beispiel 2)
e aus ciner Geraden bestehen (Beispiel 3)

e aus einer Ebene bestehen, zum Beispiel:

T+ y+ z
20 + 2y + 22 =
3r 4+ 3y + 3z =

|
W DN =

Wir haben in den Beispielen zuerst x, dann y eliminiert. Man kann in jeder beliebi-
gen Reihenfolge vorgehen; manchmal lisst sich so die Rechenarbeit erheblich vereinfachen.
Die Losungstechnik ist nicht auf Systeme mit drei Gleichungen und drei Unbekannten be-
schrankt; betrachten wir etwa folgendes System aus 4 Gleichungen mit 5 Unbekannten:
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(4) Ty — 229 + X3 — Ta + 225 = 1
2x1 + x9 — 4x3 — x4 + D5 = 16
8r1 — X9 +3x3 — T4 — x5 = 1
4x1 — 229 + 323 — 84 + 225 = =5

Wir bilden Z2 2 Z2 - 2Z1 und Z3 2 Z3 - 8Z1 und Z4 2 Z4 - 4Z12

r1 — 290+ x3 — X4 + 225 = 1
Srg — 6x3 + x4 + x5 = 14
1529 — bxg + Toy — 1725 = -7
6xo — x3 — 4xy — 65 = —9

Da es rechnerisch einfacher aussieht, eliminieren wir z3 aus der zweiten und dritten
Zeile durch Zg ~» Zo — 6Z4 und Zs ~» Z3 — 5Z4:

xr1 — 29 + x3 — T4 + 25 = 1
—31xy + 25z4 + 375 = 68
—15x5 + 27z4 4+ 1325 = 38

61‘2 — X3 — 41’4 - 61’5 = -9

Nun muss noch eine Variable aus der zweiten oder dritten Zeile eliminiert werden. Um
ganze Zahlen zu erhalten, bilden wir Zs ~» 15Zo — 31Z3 (und nicht Zo ~ Zo — %Z;g);
das liefert:

—462x4 4 15225 = —158.

Wir erhalten unendlich viele Losungen; ndmlich wihle x5 =t € R beliebig,

76 79
= (152t +1 462 = —t + —
x4 = (152t 4 158)/46 531 +231
3370 443
=(2 1325 — 38)/15 = "t — —o
T2 ( 7I4+ 3I5 38)/ 5 231 t 231
18530 895
= —4 —_— = - -
xr3 = 612 Ty — 625 +9 231 t 931
Ty =222 — T3 + x4 — 27 +1*f@t+%
Poem s T T a3l 231

Typischerweise (aber nicht immer) kann man allgemein bei einem System mit n Unbe-
kannten und m < n Zeilen n —m Unbekannte frei wéhlen, die die {ibrigen festlegen; das gilt,
wenn die Zeilen tatséichlich ,,unabhéngig sind — nicht aber bei (n = 3, m = 2)

r+ y+ z = 2
2 + 2y + 2z = 4,

wo die zweite Zeile nur eine Verkleidung der ersten ist. Ebenso erhélt man , typischerweise®
im Fall m > n keine und im Fall m = n genau eine Losung. (Ausnahmen siehe oben!)

IV.2 Vektoren und Matrizen

Um iiber Losungen linearer Gleichungssysteme zu sprechen, bedient man sich der Sprache
der Vektoren und Matrizen.

Ein Punkt im R3 wird durch seine drei Koordinaten beschrieben. Verbindet man den
Ursprung mit dem Punkt, erhilt man den zugehorigen Vektor; analoges gilt fiir den R2.
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Es ist hiufig praktisch, die Koordinaten eines Vektors untereinander statt nebeneinander
zu schreiben. Zwei Vektoren (mit gleich vielen Koordinaten!) konnen addiert werden, zum
Beispiel im R?

z z T+ 2
— — 12 — — /
i=|y |, o=y |, T+@=|y+y
z z z+ 2

Skizze im RZ:

Ebenso kann man Vektoren mit Zahlen multiplizieren:

T+W =+
MU+ W) = M+ 2\
(A0)T = A(ud)
(G4 0)+ W = 4+ (U+ o)
Achtung: Das Produkt zweier Vektoren ist nicht erklért.
Diese Ideen lassen sich sofort auf den n-dimensionalen Raum R™ ausdehnen (allerdings

versagt ab n = 4 die geometrische Anschauung; jedenfalls bei den meisten Menschen). Ein
Vektor in R™ hat n Koordinaten, die man untereinander schreibt:

x

Tn

¥ 4+ @ und A\¥ sind analog zum Fall n = 3 erkléirt.
Betrachten wir nun noch einmal das Gleichungssystem aus Beispiel 1. Die rechten Seiten
wollen wir als Koordinaten eines Vektors b auffassen, also

. 8
b=1{ 12
-5

Auch die linken Seiten lassen sich so auffassen, es entsteht dann

2z + 3y — 22
dx + 5y — 2z | ;
y— 3z
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dieser Vektor ldsst sich auch als

2 3 —2
4] +y|5]+2] -2 (IV.1)
0 1 -3

schreiben. Indem wir die drei (Spalten-)Vektoren in (IV.1) nebeneinander schreiben, erhalten
wir das folgende Schema aus 3 Zeilen und 3 Spalten, das die Koeffizienten auf der linken
Seite des Gleichungssystems wiedergibt:

23 -2
45 -2 |. (IV.2)
01-3

Ein solches Schema nennt man eine Matriz, genauer ist (IV.2) eine quadratische 3 x 3-Matrix.
Fiihrt man dieselben Uberlegungen mit dem Gleichungssystem aus Beispiel (4) durch, erhélt
man auf der rechten Seite den Vektor

1 2 1 -1 2
2 1 —4 —1 5
a1 | g + 29 1 + x3 3 + x4 1 + Ts5 1|
4 —2 3 -8 2
was zur Matrix
12 1 -1 2
21 —4-15

8§ -1 3 —-1-1
4 -2 3 -8 2

aus 4 Zeilen und 5 Spalten fithrt. Es fehlt noch ein Schritt, ndmlich die Unbekannten ebenfalls
in einen (Spalten-)Vektor zu schreiben:

x1
X To
Y bzw T3
z T4
Ts5

Betrachten wir nun noch einmal (IV.1). Unser Gleichungssystem aus Beispiel (1) erweist
sich als zu der Vektorgleichung

2 3 —2 8
clal+yls5]+2]—2]=|12
0 1 -3 -5

dquivalent. Die linke Seite wollen wir nun als Wirkung der Matrix A aus (IV.2) auf den
Vektor
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interpretieren', wofiir man kurz AT schreibt. Kiirzt man wie oben die rechte Seite als b ab,
so lautet das Gleichungssystem kompakt

AZ =b.

Genauso liisst sich Beispiel (4) behandeln. Statt dies explizit auszufiihren, kommen wir gleich
zum allgemeinen Fall (den Sie sich mit Hilfe von (4) illustrieren sollten). Gegeben sei ein
lineares Gleichungssystem aus m Gleichungen mit n Unbekannten:

a11x1 + a12T2 + - 4+ 1Ty = by
a2171 + azeT2 + -0 + azpwn = bo
Am1T1 + Am2T2 + - + AmpTy = bm

Die rechte Seite kann zu einem Vektor b € R™ und die Unbekannten kénnen zu einem Vektor
T € R™ zusammengefasst werden:

b1 x

>
Il
8
Il

bm Tn

Die Koeffizienten fiithren zu einer Matrix aus m Zeilen und n Spalten (einer m x n-Matrix?):

a1l - Qin
a1 -+ G2n

A=| R (1V.3)
Qm1 *°* Amn

Um zu erklidren, wie die m x n-Matrix A auf den Vektor & € R™ wirkt, betrachten wir die
n Spalten

aii ai2 A1n
§ = : . §h= : yeers  Sp = : e R™,
am1 am2 Amn
aus denen A besteht, und setzen
AZ =181 + ...+ x,85,.
Unser Gleichungssystem lautet dann schlicht
AZ =b.
Statt des groBen Rechtecks aus (IV.3) schreibt man kiirzer
A = (aij)i=1,...,m; j=1,....n
oder
A = (aij),

wenn der Laufbereich der Indizes klar ist. Explizit ist a;; der Eintrag in Zeile Nummer ¢ und
Spalte Nummer j (wieder Zeile zuerst, Spalte spiiter); zum Beispiel in (IV.2)

a3 = —2, azy = 0.

1Unterscheide den Vektor Z von der Zahl x.
2Merke: Zeile zuerst, Spalte spiiter.



1V.2 Vektoren und Matrizen 73

Dann ist A% der Vektor

D1 015 2

D=1 Omj Tj

Der néichste Schritt ist, die Wirkung der m x n-Matrix A als Abbildung von R™ nach
R™ anzusehen:

LAZ Rn%Rm, LA(f)ZAf
Sie ist in folgendem Sinn eine lineare Abbildung:

La(Z+w) = La(Z) + La(w)

La(AF) = ALA() fir alle Z, W € R", AeR

Um etwa die erste Zeile nachzurechnen, schreiben wir

T w1
T = . R w = . s A= S_i e 5_7'1 ,
T Wn,
wobei s7,...,s, die Spalten von A darstellen. Dann ist
I -+ w1
X+ =
Tn + Wy

und

La(Z+ W) = A(Z + o)
= (r1+w1)s1+ ...+ (xn +wn)sy
= T181 + ... +TpSp + w181 + ... +w,Sy,
= A¥ + AW
— La(#) + La().
Die zweite Gleichung rechne man zur Ubung selbst nach!

Nun wieder zu den Gleichungssystemen. Den Vektor, dessen sdmtliche Koordinaten 0
sind, bezeichnen wir mit 0:

0

=11
I

0

Man nennt ein Gleichungssystem der Form

AT =0 (IV.4)

homogen und eins der Form

AT =1 (IV.5)
inhomogen. Ein homogenes Gleichungssystem hat stets eine Losung, némlich Z = 0, eventuell
aber noch weitere. Zwischen den Losungen eines homogenen und eines inhomogenen Systems
(mit derselben Matrix A) besteht folgender Zusammenhang:



74 IV Lineare Gleichungssysteme

1. Sind & und @ Lésungen von (IV.4), so auch A\Z + p fiir A\, u € R. Das folgt aus der
Linearitéit der Abbildung L 4:

AME + pw) = La(A\T + pad)

La(AZ) + La(pw)

ALA(F) + pLa ()

ANAZ + pAw

=A-04+p-0 wegen (IV.4)
= 0.

2. Ist & eine Losung von (IV.4) und ¢ eine Losung von (IV.5), so ist Z + ¢ eine Losung
von (IV.5). Das sieht man mit einer dhnlichen Rechnung:

AZ+7Y) = La(Z+7)

3. Sind y7 und y3 Lésungen von (IV.5), dann ist y3 — 93 eine Losung von (IV.4):

A(yi —92) = La(yi — v3)
= La(yi +(=1)-y2)
= La(yi) + La((-1) - 92)
= La(yi) + ( 1) - La(yz)
= La(yi) — La(y3)
—b—b  wegen (IV.5)
=0.

Wenn (IV.4) nur die triviale Losung & = 0 besitzt, besitzt (IV.5) also héchstens eine L-
sung, und wenn m = n ist, in der Tat genau eine Losung, wie wir sehen werden. Betrachten
wir dazu nochmals unser Beispiel (1) mit

23 -2 ) 8
A=45-2|, b=[ 12
01 -3 -5

Um das Gleichungssystem umzuformen, haben wir Vielfache einer Zeile zu einer anderen
Zeile addiert. Andere erlaubte Operationen sind eine Zeile mit einer Zahl malzunehmen
oder zwei Zeilen zu vertauschen. All diese Operationen éndern die Losungsmenge nicht. Wir
konnen diese Operationen statt fiir die Gleichungen auch fiir die ,,erweiterte Matrix“

23 -2|8
Alb =145 -212
01 -3/-5

durchfiihren (die vertikale Linie ist eine Hilfslinie). Dann erhalten wir nacheinander (verglei-
che Seite 67)

2 3 =28
0-1 2|4
01 —3|-5
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2 3 -2/8
0-1 2|4
00 —-1|-9

(Bei einer anderen rechten Seite b wiirden sich nur die Werte rechts von der Hilfslinie dndern.)
Ignoriert man die fithrenden Nullen, so sieht man, dass diese Matrix in Zeilenstufenform ist:

2 3 -2/ 8
-1 2 |-4
—-1{-9

Durch die erlaubten Operationen ldsst sich jede (erweiterte) Matrix in Zeilenstufenform
bringen. Dabei sind folgende Endergebnisse moglich:

1. Die letzte Stufe liegt bei der Hilfslinie, zum Beispiel

12 3|4
2 4|6
8

Ein solches System hat keine Losung, da die letzte Zeile fiir die Gleichung
0-21+0-204+0-23=8

steht.

2. Die letzte Stufe liegt vor der Hilfslinie, und alle Stufen haben , die Lange 1“; vergleiche
Beispiel (1). Dann kann das System eindeutig aufgeldst werden.

3. Die letzte Stufe liegt vor der Hilfslinie, und es gibt Stufen der Lénge > 1, zum Beispiel
(m=2,n=3)

1234
2 4|6
Dann ist das System losbar, aber nicht eindeutig (im Beispiel kann man x3 = ¢ beliebig
wihlen und z2 und x; dadurch ausdriicken).

Da der 2. Fall fiir m = n entweder fiir jede rechte Seite oder fiir keine rechte Seite b auftritt,
ist so die Aussage auf Seite 74 {iber Eindeutigkeit und Existenz von Losungen gezeigt. Hier
ist sie noch einmal:

Besitzt ein homogenes Gleichungssystem mit n Gleichungen und n Unbekannten
AZ = 0 nur die Losung £ = 0, so ist jedes inhomogene Gleichungssystem mit
derselben quadratischen Matrix A eindeutig losbar.

IV.3 Multiplikation von Matrizen

Im letzten Teil dieses Kapitels behandeln wir die Matrizenmultiplikation. Wir betrachten
eine m X n-Matrix B; diese generiert eine lineare Abbildung Lg: R™ — R"™. Des weiteren
sei A eine | x m-Matrix; diese generiert eine lineare Abbildung L4: R™ — R!. Die beiden
Abbildungen kénnen wir hintereinander ausfiihren:

L=LsoLp, R"IBR™ AR
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Wir suchen eine | x n-Matrix C, die diese Abbildung erzeugt. Diese miisste n Spaltenvektoren
aus R! haben. Um zum Beispiel die erste Spalte zu finden, seien

1 0 0
0 1 0
- 0 - 0 -
€1 = . , €2 = . ) y En = :
: : 0
0 0 1

die ,,Einheitsvektoren® in R™. Die erste Spalte von C' ist dann Cé1, die zweite Cé3, etc. Nun
soll die Matrix C' die Abbildung L beschreiben, also

C#=L(Z) = La(Lp(¥)) = A(BX)
fiir alle © € R™ sein. Setzen wir speziell £ = €7, so bekommt man
1. Spalte von C' = Céi = A( Béj ).
~
1. Spalte von B

Schreiben wir die Matrizen A und B als

A = (aij)i=1,..1; j=1,...,m» B = (bjk)j=1,....,m; k=1,...,n
so ist die 1. Spalte von B gleich

b11
Be_i = )
bml
also (vergleiche Seite 73) ist
> i1 a15bj1
A(Béy) =
diey aibi
Dies muss die 1. Spalte von C' sein. Genauso berechnet man die k-te Spalte von C als
2 e a1bji
A(Béi) = :
iy atibjk

Etwas platzsparender kann man schreiben: In der i-ten Zeile der k-ten Spalte von C' steht
die Zahl

Ciky = Zaijbjk- (IV.6)
=1

(cir, wird aus der i-ten Zeile von A und der k-ten Spalte von B berechnet.)

Umgekehrt kann man durch eine etwas langwierige Rechnung bestétigen, dass wirklich
C# = A(BZ) fiir alle & € R™ gilt (und nicht blof fiir €71,...,€,). Diese Matrix C wird als
Produkt von A und B bezeichnet:

C =AB.
Achtung: Das Produkt AB ist nur erklirt, wenn gilt:

Anzahl der Zeilen von B = Anzahl der Spalten von A
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Ein Beispiel:
24
60 123
A= 24|’ B (456)’

80

18 24 30
6 12 18
18 24 30
8 16 24

(etwa: c1o = a11b1a + a12boe =2-2+4-5=24).

Im folgenden bleiben wir bei dem Fall, wo A und B beides (quadratische) n x n-Matrizen
sind. Dann sind AB und BA beide definiert, aber im allgemeinen ist AB # BA (!). Beispiel
(n=2):

10 01 01 11
=) =) =) (o)

Die Matrix mit Einsen auf der ,,Hauptdiagonalen“ und Nullen sonst

1 0

0 1
aus n Zeilen und n Spalten wird mit E,, bezeichnet. Sie entspricht der identischen Abbildung
Id: R™ — R™. Eine n x n-Matrix A heifit invertierbar, wenn die Abbildung L 4 umkehrbar ist.

In diesem Fall existiert eine Matrix, die mit A~' bezeichnet wird und zu A inverse Matriz
genannt wird, fiir die

A1A=AA = E,

gilt. Um zu entscheiden, ob A~ existiert, und A~! dann zu berechnen, kann man so vorge-
hen. L4 ist genau dann umkehrbar, wenn es zu jedem b € R™ genau ein & € R"™ mit

AT =Ls(Z)=b

gibt. Wie auf Seite 75 erklart, passiert das genau dann, wenn die Matrix A auf Zeilenstu-
fenform mit Stufen der Linge 1 gebracht werden kann. In diesem Fall berechnen wir A~!
wie folgt. Um etwa die erste Spalte s7 von A™! zu bestimmen, ist (da ja AA™! = E,,) das
Gleichungssystem

AZ = €
zu l6sen®. Das macht man mit Zeilenumformungen und der rechten Seite ¢7. Genauso erhilt
man die zweite Spalte 3 als Losung des Gleichungssystems

AZ = é;
mit derselben Technik; etc.

Es ist praktisch, bei der Losung von etwa AX = €, nicht nur bis zur Zeilenstufenform
vorzudringen, sondern zur reduzierten Zeilenstufenform

1 0 I
1|xn
3Beachte: Hat allgemein B die Spalten §i, ..., $n, so besteht AB aus den Spalten Asi, ..., Asy; das folgt

aus (IV.6).
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Jetzt steht rechts von der Hilfslinie ndmlich die Losung, und man muss nichts mehr rechnen.
Beispiel:

4= (1)

Losung von AZ = e = ((1)) durch Zeilenumformungen:

) memen
((2) 91‘11) 2o~~~
G
CHE

10|-4
011
Die letzte Matrix reprisentiert das zu AZ = €1 dquivalente System

I = —4
Tro = 17

dessen Losung uns ins Gesicht starrt. Die erste Spalte von A~! ist also (_14). Die zweite
Spalte rechnet man analog aus: Losung von AZ = é3 = ((1)) durch Zeilenumformungen:

(7)) -z

1 4|1

2 910

(5 5k) 7
290

(01_2> Zl’WZ179Z2
2 0|18 1
<o1—2> L ol
1019

01|-2

Daher ist AZ = €5 dquivalent zu

X1 = 9
Xro = —2,

und die zweite Spalte von A~! ist (32). Daher

4 (49
(1)

Wie man sieht, haben wir in beiden Rechnungen (natiirlich) dieselben Zeilenumformungen
vorgenommen. Daher kann man beide Rechnungen simultan durchfiihren:

2910
(2300) 2o,
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29110
(01‘1 2) 2o~~~

(291 0) Z1~ Zy — 9Zs

01[1 -2
2 0|-8 18 1
(01 1 —2) b gl

10/—4 9

011 —2
Dieses Vorgehen liisst sich so verallgemeinern: Um A~! fiir eine n x n-Matrix zu bestimmen,
schreibe man die n x 2n-Matrix

(AlEn)

hin. Versuche, durch Zeilenoperationen A in F,, zu verwandeln. Wende dieselben Zeilenope-
rationen auf F,, (rechts von der Hilfslinie) an, das Ergebnis ist dann

(En|A7Y).
Wenn man A~ besitzt, kann man alle Gleichungssysteme A% = b auf einen Schlag 16sen;
die Losung ist ndmlich £ = A~'b, denn
A(AT'D) = (AA™ Db = E,b = b,
wobei die erste Gleichung aus der Definition des Matrixprodukts folgt.
Ob eine Matrix eine Inverse besitzt oder nicht, kann man im Prinzip an einer Zahl, der
Determinante det A der Matrix A, ablesen: Ist det A # 0, so ist A invertierbar; ist det A = 0,

so ist A nicht invertierbar. Leider ist es etwas aufwindig, die Determinante zu beschreiben
und zu berechnen; nur im Fall einer 2 x 2-Matrix ist das ganz einfach: Fiir

A=)

det A = ad — be.

ist






Kapitel V

Funktionen von mehreren
Veranderlichen

V.1 Beispiele

In den Naturwissenschaften und der Mathematik tauchen nicht nur Funktionen einer Ver-
dnderlichen, sondern auch Funktionen mehrerer Verdnderlicher auf. Zum Beispiel:

(1) Die Stromstéirke I hiingt von der angelegten Spannung U und dem Widerstand R des
Leiters ab:

U

I=f(U.R)=2.

(2) Der Abstand eines Punktes im R3 mit den Koordinaten (z,y, z) vom Ursprung ist

d= f(x,y,2) = 22 +y* + 22,

(3) Der Mittelwert m von 10 Zahlen 1, ..., z10 ist

1
m = f(Il,. .. ,Il()) = 1—0(1'1 —+ ... +Z1()).

(4) Der Reibungskoeffizient bei der Bewegung einer Kugel mit Radius R und Dichte 4 in
einer Fliissigkeit der Viskositit n ist

9
2R25’

f(R,(S, 77) =

Wie bei Funktionen einer Variablen kommt auch im Mehrdimensionalen jede Funktion
mit einem Definitionsbereich daher, zum Beispiel im ersten Beispiel {(U, R) € R*: R # 0}
als mathematisch maximaler Definitionsbereich oder {(U, R) € R?: R > 0} als physikalisch
maximaler. Schwieriger ist die graphische Darstellung: Sei n die Anzahl der Verénderlichen.
Fiir n = 1 ist der Graph einer Funktion eine Kurve in der Ebene und fiir n = 2 eine Fléche
im Raum, zum Beispiel:

81
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Diese Graphen sind im allgemeinen viel schwieriger zu visualisieren als im Eindimensio-
nalen. Ab n = 3 geht das gar nicht mehr; man brauchte ndmlich mindestens 4 Dimensionen,
um sich dann einen Graphen vorzustellen.

Eine Alternative im Fall n = 2 besteht darin, sich die Hohenlinien einer Funktion z =
f(z,y) anzusehen. Das heifit, man untersucht alle (z,y), fiir die f einen konstanten Wert ¢
annimmt (das Verfahren ist von Wetter- und Landkarten bekannt). Zwei Beispiele:

(1) z = f(z,y) = 22 + y°. Fiir ¢ > 0 ist die Hohenlinie z = ¢ ein Kreis mit Radius /c.

(2) z = f(z,y) = zy. Fir ¢ € R ist zy = ¢ zu untersuchen; fiir ¢ # 0 liefert das wegen
y = & Hyperbeln und fiir ¢ = 0 die Vereinigung der beiden Achsen.

Viele Begriffe lassen sich aus dem Eindimensionalen iibertragen. So hiefl dort eine Funk-
tion stetig, wenn stets
lim z, =2 = lim f(z,) = f(z)
n—oo n—oo
gilt; analog nennen wir eine Funktion von zwei (bzw. drei etc.) Veréinderlichen stetig, wenn
stets
im 2, =2, lim y, =y = lim f(zs,y.) = f(z,9)
n—oo n—oo n—oo
gilt. Als Faustregel gilt, dass alle ,,natiirlich“ vorkommenden Funktionen stetig sind, obwohl

der exakte Nachweis kompliziert sein kann. Beispiel: Auf {(z,y): > 0} ist f(z,y) = ¥
stetig.

V.2 Partielle Ableitungen

Der Begriff der Ableitung ist nicht so einfach zu iibertragen, denn iibersetzt man den Diffe-
renzenquotienten wortlich, miisste man durch ein Element h € R™ dividieren, was nicht geht.
Im folgenden betrachten wir den Fall n = 2 (oder manchmal n = 3), aber im allgemeinen
Fall geht alles analog.

Man behilft sich nun, indem man bei einer Funktion (z,y) — f(z,y) eine Variable
konstant hélt und die andere laufen ldsst. Das liefert zwei Funktionen von einer Variablen,
die man versuchen kann zu differenzieren. Beispiel: Sei f(z,y) = 22 + y*. Halt man y fest,
bekommt man = — 22 + y* mit der Ableitung x — 2x. Diese wird die partielle Ableitung
von f nach x genannt und mit f, oder 9 hegeichnet:

ox
of
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und speziell etwa

of

f;c(gvl) = %(351) = 6.

Hilt man stattdessen z fest, bekommt man y +— 22 + y* mit der Ableitung y + 4y>. Dies
ist die partielle Ableitung von f nach y:

of

und speziell etwa

of

fy(3,1) = 0_y(3’1) =

Zwei weitere Beispiele:
(1) Fay) =2 foley) = 55 fyley) = —
x, = —; A\, = - Z, = 5
v =i folwy) =2 oy 2

(2) flz,y) = y; fu(z,y) = y; fy(z,y) = 2.

Explizit lautet die Definition der partiellen Ableitungen

foley) = pim LTI T00) (V1)
fy(ay) = lim (””2 e (v.2)

Bei drei Veréinderlichen geht es genauso: Man lisst jeweils eine Variable laufen und halt die
andere fest; zum Beispiel:

_
f(Ra(San) - 2R2(5

Dann sind die drei partiellen Ableitungen:

9 9n 9
o.m) = ——L oom) = ——1_ om) = ——.
fR(R7 )7’) R367 fé(R7 ﬂn) 2R252’ fn(Rﬂ 777) 2R26
Ist f eine Funktion von n Verdnderlichen, erhélt man n partielle Ableitungen f,,,..., fo,-

Im Unterschied zum Fall n = 1 folgt fiir n > 2 aus der partiellen Differenzierbarkeit nicht
automatisch die Stetigkeit der Funktion; ein (etwas kiinstliches) Gegenbeispiel ist

Ty
ﬂ%w:{ﬁ+f falls (z,) # (0.0)
0 falls (z,y) = (0,0)
fist unstetlg, da f(n, n) = % # f(0,0) = 0. Man kann nachrechnen, dass f, und f, tiberall
existieren'. Man kann jedoch folgenden Satz beweisen: Existieren alle partiellen Ableitungen
und sind diese stetig, so ist auch die Funktion stetig.

In dieser Vorlesung soll deshalb eine Funktion von mehreren Verénderlichen differen-
zierbar heiflen, wenn alle partiellen Ableitungen existieren und stetig sind (das wird bei
allen ,natiirlichen“ Funktionen automatisch der Fall sein). Nach dem zitierten Satz ist die
Implikation , differenzierbar = stetig® also wieder richtig.

1Bei (0,0) benutze die Grenzwertdefinitionen (V.1) und (V.2).
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Hohere partielle Ableitungen

Hat man von einer Funktion die partiellen Ableitungen f;, f, gebildet, kann man versuchen,
diese erneut partiell zu differenzieren. Das liefert die vier zweiten partiellen Ableitungen

f D (00 PN

T 9 \ox ) Ox? W oy\ox ) Oydx

o 2 (20 0 (1)

YE oz \ oy ) 0xdy “Weoy\oy ) oy?
Beispiel:

f(x7y):§a fi(xvy)ziv fy(.ﬁ,y):—%,

1 1 2
fzz(xvy):()a fzy(xvy)zfﬁv fyz(xvy)zfﬁv fyy(xvy):y_:§

Es ist iibrigens kein Zufall, dass f;, und f,, iibereinstimmen; das stimmt praktisch immer
(genauer: wenn alle zweiten partiellen Ableitungen stetig sind).
Fiir n = 3 gibt es 9 zweite partielle Ableitungen:

f:b:ba fxyvfzzvfyza fyyvfyzvfzz; fzya fzz

Der Satz iiber die Ubereinstimmung der ,,gemischten“ zweiten partiellen Ableitungen gilt
entsprechend.

V.3 Skalarprodukt und Norm

T Y1
Im R? ist das Skalarprodukt zweier Vektoren £ = [ 22 | und ¥ = | y2 | durch
T3 Y3

3
(&9 =D %y

Jj=1

erklirt?. Das Skalarprodukt zweier Vektoren ist eine Zahl. Zwei Vektoren sind orthogonal
(= stehen senkrecht aufeinander), wenn ihr Skalarprodukt 0 ist: (Z,%) = 0. Die Lénge des
Vektors Z, ||Z|| (lies: Norm von &), ist ja

2] = (@ + a3 + 23)2,

also

=

2] = (Z,2)>.
Bilden # und 3 den Winkel «, so ist

(@,9) = [|Z]] - |g]] - cos a. (V.3)
Deshalb ist stets

(&, < 12 - 17l

2Manchmal wird das auch inneres Produkt genannt und mit & - i bezeichnet.




V.4 Der Gradient

Es gilt noch
(Z,9) = (4, 7)
(1 + 23, 9) = (21, 9) + (22, 7)
DZ,7) = MZ7) (AER)
12+ Il < [1Z]] + (|71

85

[AZ]] = AL Z]
Was oben zu Skalarprodukt und Norm im R3 gesagt wurde, gilt genauso im R™. Diesmal ist
T Y1
fir 7 = und ¢ =
Tn Yn

o= ()

j=1

V.4 Der Gradient

Sei D C R? und f: D — R differenzierbar. Sei (zg,y0) € D. Der Vektor3

(f2(T0, o), fy(To, Y0))
heifit Gradient von f an der Stelle (zg, yo); Bezeichnung;:

(grad f)(wo,y0) oder (V f)(wo,y0) (lies: Nabla).
Beispiele sind:

1) f(z,y) = x? + y2. Dann ist

f:c(xvy) = 2z, fy(xvy) =2y, (gradf)(ac,y) = (2.%,2:(]);

zum Beispiel (grad f)(2,1) = (4,2).

x

(2) flz,y) = < + y. Dann ist
Y

faw) =e S =-5+1  (Eadhen) = (5

zum Beispiel (grad f)(0,2) = (%, %)

(3) f(z,y) = cos(xy?). Dann ist

folz,y) = —sin(xy®)y?,  fy(z,y) = —sin(zy?®)2zy,

1 T
—e”,—e—Q—i—l
)

(grad f)(z,y) = (- sin(zy®)y?, — sin(zy®)2zy) = —sin(zy®)y - (y, 22);

zum Beispiel (grad f)(0,0) = (0, 0).

3Um Platz zu sparen, schreibe ich Vektoren jetzt als Zeilen.

);
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Im Hoherdimensionalen spielt der Gradient dieselbe Rolle wie die Ableitung im Eindi-
mensionalen. Beachte:

n=1: f'(x) ist eine Zahl, f': z — f’(x) ist eine Funktion.

n=2: (grad f)(x,y) ist ein Vektor, (z,y) — (grad f)(x,y) ist eine vektorwertige Funktion,
ein sogenanntes ,, Vektorfeld“. Etwas ungenau werden wir beides Gradient nennen.

Im Eindimensionalen approximiert die Tangente an einer Stelle zg die gegebene Funktion
gut ,,in der Ndhe“ von zy. Fiir die Gleichung der Tangente hat man

g(x) = f(20) + f'(20) - (z = 20)-

Fiir n = 2 tritt an die Stelle der Tangente die Tangentialebene, die durch die partiellen
Ableitungen bei z = (21, z2) bestimmt wird; ihre Gleichung ist

g(z1,22) = f(21,22) + fa, (21, 22) - (21 — 21) + fas (21, 22) - (T2 — 22).

Dies kann man kiirzer schreiben, wenn man (z1,x2) bzw. (21, 22) als Vektoren ¥ bzw. 2
auffasst:

9(&) = f(2) + ((grad f)(2), % — 2).
Im obigen Beispiel (1) ist die Tangentialebene im Punkt (2,1)
g(f) - f(2a 1) + <(grad f)(27 1); T — (2a 1)>
=5+ <(47 2)a T — (27 1)>
54+4x1 +2x9 —8—2
= —b5+4x1 + 212

Auch der Mittelwertsatz kann iibertragen werden. Er lautet jetzt:

Satz V.1 Sei D C R? und sei f: D — R differenzierbar. Seien &,§ € D, und die Ver-
bindungsstrecke S von & nach i liege ebenfalls in D. Dann existiert eine Stelle zZ' auf S
mat

f(@) — f(&) = {(grad f)(2), § — ).

Der Satz kann mittels der Hilfsfunktion ¢: [0,1] — R, ¢(t) = f(& + ¢(§ — Z)) auf den
eindimensionalen Mittelwertsatz zuriickgefithrt werden.

Richtungsableitungen

Bei der Definition der partiellen Ableitungen hat man die Funktion f gewissermaflen nur
in a- bzw. y-Richtung angeschaut. Setzt man €1 = (1,0) und €3 = (0, 1), so kann man die
Formeln (V.1) und (V.2) folgendermafen in vektorieller Schreibweise wiedergeben:

f(@+ hei) — f(T)

= hez) —
(@) = i LR 1)

Sei nun € € R? ein beliebiger Vektor der Linge 1 (also ||é]] = 1). Dann ist die Richtungs-
ableitung von f bei & in Richtung € erklirt als
of f(Z + hé) - f(7)

fe(¥) = a—g(m) = }1}3%) "

Zwischen dem Gradienten und der Richtungsableitung besteht folgender Zusammenhang:
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Satz V.2 Wenn f differenzierbar ist, gilt
fe(Z) = ((grad f)(Z), €).

Das kann man mit dem Mittelwertsatz begriinden: In einem (kleinen) Kreis um Z koénnen
wir fiir ein gewisses Z’ schreiben:

f(@+ he) — f(Z) = ((grad f)(2), he)
und daher
f(@+ he) — f(&)
h

Beachte, dass Z von h abhingt! Lisst man h — 0 streben, strebt 7 — Z, und daher?® strebt
die rechte Seite gegen ((grad f)(Z), €). Das war zu zeigen.
Dieser Satz hat folgende Konsequenz:

= ((grad f)(2), €).

Satz V.3 Ist i = (grad f)(Z) # 0, so ist der Anstieg von f bei & am stirksten in Richtung
.

Ist ndmlich € mit ||€]] = 1 eine beliebige Richtung, so ist der Anstieg von f durch die
Richtungsableitung in Richtung € gegeben, und zwar ist diese nach Satz V.2
£(@) = (@8 = ||| - 1] - cosa,

wo «a der von @ und € gebildete Winkel ist (siehe (V.3)). Hier sind ||| # 0 gegeben und
lell = 1; das einzige, das man variieren kann, ist der Winkel «. Nun ist aber cos & maximal,
wenn « = 0 ist, und das heifit, dass € in dieselbe Richtung wie u zeigt: € = I%H Das war die
Behauptung.

Im obigen Beispiel (2) wéchst f im Punkt (0,2) am stérksten in Richtung (%, 2).

Wie jeder Bergwanderer weif3, verlauft der stirkste Anstieg senkrecht zu den Hohenlinien.
Daher steht der Gradient senkrecht auf den Hdéhenlinien.

Alles, was in diesem Abschnitt gesagt wurde, funktioniert entsprechend fiir n > 3 Varia-

ble. Hier nur ein Beispiel fiir n = 3: Fiir f(xz,y,2) = z cosysin z lautet der Gradient

(grad f)(x,y,z) = (cosysinz, —x sinysin z, x cosy cos z).

V.5 Anwendungen

Fehlerrechnung

Nehmen wir an, wir haben eine Grofle y, die von einer anderen Grofie x abhéngt:

y = f(x).

Wenn z = xy mit einem Fehler Az bestimmt wird, was kann man dann iiber den maximalen
Fehler der y-Werte sagen? Ist Az klein, kann man diese Frage in guter Ann&herung beant-
worten, wenn man f durch die Tangente an der Stelle z( ersetzt: Sind die wahren Werte xq
und yo = f(zo), hat man aber statt xg einen Wert z mit |x — x¢| < Az, so ist nach der
maximalen Abweichung von f(z) von yo gefragt. Statt dies exakt zu berechnen, ersetze man
f durch die Tangente an xg, deren Gleichung durch

9(x) = (o) (2 — m0) + f(20)

gegeben ist. Naherungsweise ist dann fiir kleine Az

f(@) = g(x) = f'(xo)(x — m0) + f(20),

4Nach unserer Definition von Differenzierbarkeit (Seite 83) sind alle partiellen Ableitungen stetig.
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also

|f(@) = f(z0)| = |g(z) — f(20)|
z0)| - |2 — ol

S |fl IQ)| - Ax.

Der Fehler Ay ist also durch | f/(zo)| - Az n&herungsweise abzuschétzen.
Im Fall von n > 2 Variablen geht man analog vor: Nehmen wir an, die Grofle z hinge
von x und y ab:

Die Messung des x-Wertes sei mit einem Fehler Az und die Messung des y-Wertes mit einem
Fehler Ay behaftet:

|z — ol <Az, |y —yo| < Ay.
Was kann man iiber den Fehler des z-Wertes

|f(z,y) — f(x0,0)]

aussagen? Wir nehmen wieder an, dass Az und Ay klein sind, so dass wir f durch die
Tangentialebene ersetzen kénnen, ohne einen grofien Fehler zu machen:

9(x,y) = f(z0,%0) + fz(z0,%0)(x — o) + fy(z0,%0)(y — Yo)-

Dann ist

[f (@, y) = f(zo,yo)l = lg(z,y) — f(zo,v0)l
= | f(20,y0) (= — o) + fy (0, Y0)(y — Yol
< |fa(zo, yo) (@ — 2o)| + | fy (20, y0) (¥ — yo)|
= |fa(@o, vo)| - |2 — ol + [ fy(z0,y0)| - ly — vol
< |fa(@o,yo)| - Az + | fy(20,y0)| - Ay.
Gleichzeitig sieht man, ob der Fehler in der z- oder in der y-Komponente einen gréfleren
Einfluss auf den Fehler Az hat.

Ein Beispiel: Die Erdbeschleunigung g kann aus der Schwingungsdauer 7" und der Pen-
delldinge L eines Fadenpendels geméf

L

L
_ 2
g—4ﬂ'ﬁ

berechnet werden. Die Messwerte T und L sind zu
T = 2.6 £0.05sec, L=1.711+£0.001lm

bestimmt worden. Es ergibt sich fiir g

A2 1.711m m
=4r"——— =9.99 —.
g (2.6 sec)? sec?

Um die Fehlergrenze zu bestimmen, benttigen wir die partiellen Ableitungen von

L
f(T,L) = 47T2ﬁ,

das sind

L 1
fT(TvL):787T2ﬁa fL(TvL):47T2ﬁ
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mit den Werten
|fr(2.6,1.711)| = 7.686..., |fr(2.6,1.711)] = 5.840....

Also ist der Fehler in der g-Bestimmung annidhernd hochstens

Ag < (7.686-0.05 + 5.840 - 0.001) %

(0.3843 + 0.00584) —
sec

m
0.39 —
sec

Man sieht, dass der Einfluss des T-Fehlers mehr als 65-mal so gro3 wie der Einfluss des
L-Fehlers ist.
Extremwerte

Gegeben sei eine Funktion f auf einem Definitionsbereich D C R?:
fi D—=R.

Wir suchen nach Kriterien fiir Extremwerte im Inneren von D; dabei ist 25 = (xo,yo) ein
innerer Punkt von D, wenn es einen Kreis um zj gibt, der in D liegt:

K, (zp) ={%: |# —xo|| <r} C D

Analog zum Eindimensionalen sagt man, dass bei z( ein lokales Minimum vorliegt, wenn es
einen Kreis K, (2g) gibt, so dass f(Z) > f(2p) fiir alle ¥ € K,(2)) gilt; es ist strikt, wenn
sogar f(Z) > f(2p) fiir alle & € K,.(20), T # 2, gilt. Entsprechend sind (strikte) lokale Maxi-
ma erklért. Zuerst ein notwendiges Kriterium, das vollkommen analog zum eindimensionalen
Fall ist.

Satz V.4 Ist f: D — R differenzierbar, ist o ein innerer Punkt von D und liegt bei xp ein
lokales Extremum vor, so gilt notwendig

(grad f)(20) = 0.
Um das einzusehen, betrachten wir die Funktion

x— f(x,y0)

von einer Variablen. Wenn K, (25) C D ist, ist diese Funktion mindestens auf dem Intervall
(xo — ryxo + r) erkldrt, und nach Voraussetzung besitzt sie bei zq ein lokales Extremum.
Daher verschwindet ihre Ableitung bei zg, und die ist nichts anderes als f(xo,yo). Indem
man

Y= f(an y)
untersucht, erhélt man genauso fy(xo, yo) = 0; daher gilt
(grad f)(zp) = 0.

Wie im Eindimensionalen ist das Kriterium nicht hinreichend; Beispiel: f(z,y) = xy,
2y = 0. Was noch fehlt, ist das Analogon zu

1. f"(x0) >0 =z Minimalstelle,

2. f"(x0) <0 = x0 Maximalstelle.
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Das Analogon zur 2. Ableitung bei einer Funktion von zwei Veréinderlichen ist die Hessesche
Matrix

-\ fzz(_')fzy(f’)
() = () ).

Beispiel (vergleiche Seite 84): Fiir f(z,y) = L und @ = (2,1) ist
Y

> 0 -1
Damit kann man folgenden Satz zeigen:

Satz V.5 Sei z: D — R zweimal differenzierbar. Sei zy ein innerer Punkt von D mit
(grad f)(@0) = 0. Sei A = (H f)(20) die Hessesche Matrix.

(a) Ist fiir T # 0 stets (AT, T) > 0, so liegt bei 7y ein striktes lokales Minimum vor.
(b) Ist fiir T # 0 stets (AT, 7) < 0, so liegt bei 5 ein striktes lokales Mazimum vor.

(c) Gibt es ein U mit (AU, V) > 0 und ein @ mit (AW, W) < 0, so liegt bei 2y kein lokales
Extremum vor.

Die Teile (a) und (b) verallgemeinern die entsprechenden Aussagen aus dem eindimen-
sionalen Fall; fiir den Teil (c) gibt es aber keine Entsprechung dort.

Satz V.5 gilt genauso fiir n > 3 Variable, aber nur im Fall n = 2 kann man die in (a)—(c)
genannten Bedingungen auch leicht iiberpriifen. Das geht so: Da die gemischten Ableitungen
fuy und fy, tibereinstimmen (vergleiche Seite 84), hat die Hessesche Matrix die Gestalt

e =a= (1)
Setze A = ad — b? (die Determinante von A; vgl. S. 79). Dann gilt:
(a) (A7,0) >0firalle7#0 < a>0,A>0
(b) (A7,7) <O firalle 7#0 < a<0,A>0
(c) Es gibt ein ¥ mit (A0, ) > 0 und ein @ mit (AW, @) <0 < A<O
Der Fall (c) entspricht einem , Sattelpunkt®; Beispiel: f(z,y) = xy und 2y = 0. Dann:
fo@y) =y, fylmy) =2 = (gradf)(@) =0
foa(@,y) =0, foy(2,y) = fya(z,y) =1, fyy(z,y) =0

Also

(H f)(25) = ((1) (1)) A=-1<0.

Beispiel: Finde die lokalen Extrema der Funktion
[iR? =R, f(z,y) =2 +y° - 3ay.
Die partiellen Ableitungen sind

fz(l',y):?)lj*?)y, fy(xay) :3y273l‘.
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Wir suchen als erstes die Stellen mit (grad f)(5) = 0 (diese werden auch die kritischen
Punkte von f genannt). Dazu sind die Gleichungen

322 -3y =0
3y =3z =0

d.h.
y = a’
r = >
zu losen. Setzt man die zweite Gleichung in die erste ein, folgt
y =y
beziehungsweise
0=y'—y=yly’ -1
mit den Losungen y = 0, y = 1, was auf die zugehorigen z-Werte z = 0, x = 1 fiithrt. Die
kritischen Punkte sind also (0,0) und (1,1). Die Hessesche Matrix ist

e = (% o).
daher

(0.0 = (1)
mita=0,A=-9<0und

anan = (

mit a = 6, A =27 > 0. Nach (c) ist bei (0,0) ein Sattelpunkt, und nach (a) ist bei (1,1) ein
Minimum.

V)
7)

V.6 Die Diffusionsgleichung

In diesem Abschnitt betrachten wir eine partielle Differentialgleichung (also eine Differen-
tialgleichung, in der partielle Ableitungen vorkommen), die bei vielen Stréomungsproblemen
auftaucht.

Die Stromung einer Fliissigkeit kann durch ein Vektorfeld, das ist eine Abbildung F:
R3 — R3, beschrieben werden:

F(:L'a Y, Z) - (Fl (I’, Y, Z)7 FQ(xa Y, Z)’ Fg(l’, Y, Z))
Genauer gesagt ist das eine stationére, also zeitunabhéngige Stromung; im zeitabhéngigen

Fall wire F"(:c, Y, z,t) zu schreiben.
Wir betrachten einen , kleinen* Quader @ der Ausmafle Ax x Ay x Az in der Stréomung:

z)
T
i I
| - -
| ! : /'/ 4
1
I p 1
I z ”’ -
| a4
(x0: Yo 20) 4,
| -
~
| ~

b
= =
X
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Durch die linke Wand stromt dann ungefahr
Fi(20)AyAz

und durch die rechte
Fi (2o + Az - 61)AyAz.

Das ergibt eine Massenbilanz von
" - - or
(Fi(20 + Az - €1) — Fi(20)) - AyAz = %(xo)AxAyAz.

Analog erhilt man fiir die vordere und hintere beziehungsweise untere und obere Wand
oF,
dy
beziehungsweise

OFs ,
8—; (20)AzAzAy.

Die ,,Gesamtergiebigkeit“ des Quaders ist daher annédhernd

aF‘l — aF‘2 — 8F3 -
(%(iﬂo) + a—y(lﬂo) + E(mo)) - AxAyAz.

(20)AyAxAz

Teilt man diesen Ausdruck durch das Volumen des Quaders und ldsst man Az, Ay, Az
gegen 0 streben, erhélt man die Quellendichte des Flusses F' im Punkt 2¢; diesen Ausdruck
nennt man die Divergenz von F"

_OF OF, . 0OF;

(div F)(a0) = 27 (@0) + 5 =(00) + ().

Beispiel: Fiir F(z,y,2) = (zy, ¥z, a +y + z) ist
(div F)(20) = yo + €% 2o + 1.

Beachte, dass (div F)(Z) eine Zahl und div F eine reellwertige Funktion ist.

Betrachten wir nun eine (zeitabhiingige) Diffusion. Diese wird hervorgerufen durch ein
Konzentrationsgefille der diffundierenden Substanz. Diese Konzentration an der Stelle & zur
Zeit t bezeichnen wir mit ¢(Z, t). Der zugehorige Fluss verlduft dann entgegen der Richtung
von grade (der Gradient bezieht sich jetzt nur auf die Ortskoordinaten), da der Fluss
,bergab“, also von der hoheren zur niedrigeren Konzentration, geht. Mit einer Konstanten
D > 0, der Diffusionskonstanten (iiblicherweise in cm?/sec gemessen), gilt also (Ficksches
Gesetz)

F=-D. grad .

Wie oben ermittelt, ist die Ergiebigkeit des Flusses in einem kleinen Probevolumen AV in
der Zeitspanne At

Am = —div F AVAt = div(D - grad o) AV AL

(Das Minuszeichen steht, da die Divergenz die Ergiebigkeit des ausflieBenden Flusses misst.)
Andererseits ist wegen der Massenerhaltung

Am = ApAV.

Daraus ergibt sich

Ay .
A div(D - grad ¢)
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und nach Grenziibergang At — 0

aa—f =div(D - grad p).

Diese Gleichung, die sogenannte Kontinuitdtsgleichung, gilt auch, wenn D von & abhéngt.
Ist das nicht der Fall, kann die Gleichung vereinfacht werden, denn man kann D vor die
Divergenz ziehen:

¢

i D - div(grad ¢).

Nun ist
dp O Op
dp=(=—,—, =
gracy (ax’ay’az)’
also

. Py Py PPy
Dafiir schreibt man auch Agp (lies: Laplace ¢, nicht mit Delta ¢ verwechseln!); A heifit der
Laplaceoperator:

Ap = pze + Pyy T P2z

(Analog ist in zwei Dimensionen Ay = g5 + ¢yy.) Unsere Kontinuitétsgleichung geht dann
in die Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung
I¢

ZX_D-A
ot 14

0
iiber. Ist die Stromung stationér, also 6—;0 = 0, erhilt man die Laplacegleichung
Ap = 0.

Beides sind Beispiele partieller Differentialgleichungen. Solche Gleichungen sind viel
schwieriger zu behandeln als gewohnliche Differentialgleichungen; daher wollen wir nur einen
Fall behandeln, den Fall einer eindimensionalen Strémung. Dann ist ¢ eine Funktion einer
Ortskoordinate und der Zeit, ¢(z,t), und die Diffusionsgleichung lautet

dp 0%
ot~ " oz (V.4)
Eine sehr spezielle Losung dieser Gleichung lautet
1 2
o t) = e/ (aD1),
9(@.1) Var Dt
sie heifit die Grundlésung. In der Tat ist
dg 11 a0 a2 1 _ 2 z?
Tl ) = —— L p73/2 T /@DY) o © 4= 1/2 —at/(4DY) 2
o1 (7:1) 2V4rD ‘ " Vi=D ‘ 4Dt?
_ L ety 32 (_1 + x_Q)
VarD 2 4Dt
dg 1 1 g2 —x
ZLr t) = 4T /2 pmat/(ADt) | 7
Oz (2,7) VarD € 2Dt
2 2
99ty = 2 ety T L e —etiapn L
Ox? VA D 4D?¢? 47D 2Dt
_ L bty a2 (55_2 _ L)
VarD 4D2t 2D/’

und deshalb gilt (V.4). Die Grundlésung hat folgende Eigenschaften:



V Funktionen von mehreren Veranderlichen

94
o0
1. / g(z,t)de =1
— 00
Dazu muss man wissen, dass ffooo e~ dg = /7 ist; dann folgt mit der Substitution
z= \/L, dz = —2A— dx
4Dt V4Dt

o0 o0 o0
/ e~/ (4DY) gor — / e~ (@/VADY? g / €_Z2V4Dt dz = V4nDt.
—00 —00 —00

2. Fiir ¢ # 0 ist lim;,0 g(x,t) = 0, denn

1/VAnDt

fm 9@, t) = - ramn = 0
denn der Zihler geht mit einer Potenz von ¢t gegen oo und der Nenner exponentiell.

3. Fiir = 0 ist limy_,0 ¢(0,t) = oo (klar).

t=0

(.
T

Concentration ——

x +— g(z,t) fiir verschiedene t-Werte

Dabher stellen die Physiker sich g(z, 0) als ,,Delta-Funktion* vor; das ist eine hypothetische
Funktion § mit den Eigenschaften

d(z)=0firz#0 und / d(z)dx = 1.

So eine Funktion gibt es nicht, aber man kann sehr gut damit rechnen! (In der Distribu-
tionentheorie haben die Mathematiker begriindet, warum das klappt.) Mit ihrer Hilfe wollen
wir das folgende Anfangswertproblem losen:

dp 0%

=D.—— fir ¢
1 92 ir ¢ >0

90(937 0) - h(l‘),
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wobel h eine gegebene Funktion ist; sie entspricht dem Anfangszustand. Die Losung erhélt
man durch Uberlagerung von Grundlésungen, ndmlich

o) = | " g@—y.0) - h(y)dy

= /jo 9(y,t) - h(z —y) dy.

(Die untere Gleichung erhélt man, wenn man x — y = z substituiert und dann wieder zum
Variablennamen y zuriickkehrt.) Dass das eine Losung ist, bestéitigt man formal so:
O o [

o 01 = g [ T wt) k) dy

ot J_

[0
é/ 59($—y7t)-h(y)dy

o0 82
= D-@g(x—yvt)-h(y)dy
! 0% [
:D~@ g(x —y,t) - h(y)dy

82<p

(Dass man bei S jeweils Ableitung und Integral vertauschen darf, ist eine heikle Sache, die
hier nicht problematisiert wird.)
Ferner ist

o0 = [ " 9w.0) bz~ y) dy
= /_Oo 5(y) - h(z —y) dy

= / d(y) - h(x)dy (fir y #0ist 6(y) =0, fiir y =0 ist h(z —y) = h(x))

= wle) [ sy
h(z).

(Wieder ist = etwas windig ...)

Ein Beispiel: Die anfingliche Konzentration einer gelosten Substanz sei im Wasser = ¢/,
im Boden = 0. Wie diffundiert die Substanz? Hier ist also
{ d x>0

h(z) = 0 : z<0°

Daher ist die Losung

0 . d . y<uz
o) = [ a0 wo—pay  micne -y = {7 P VST
xr
:/ g(y,t) - dy
=)

- /z 9(y,t) dy. (V.5)

— 00

Die Losung kann mit Hilfe des Gaufschen Fehlerintegrals

1 # 2
D(z) = \/—2_71-/ e /2 du
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ausgedriickt werden; @ ist in der Statistik als Verteilungsfunktion der Standardnormalvertei-
lung bekannt. (g entspricht der Dichte einer Normalverteilung mit Varianz 2Dt). Aus (V.5)
erhilt man namlich

1 r 2
(p(x7 t) — c/ . . eiy /(4Dt) dy
VirDt J-

1 z/V2Dt 2 9 y 1
= —- e “/“du (Substitution u = —, du = —=d
V2T /700 ( V2Dt 2Dt y)

/
= C -

{

(725)

® hat die Eigenschaften

lim ®(z)=0, lim ®(z)=1, &(0)=-.

2——00 z—00 2

Also ist fiir alle Zeiten ¢(0,t) = /2.
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ftp://gauss.mathematik.uni-oldenburg.de/pub/Vorlesungen/MathMethodenBio/skript.

97



