
FIXPUNKTS�ATZEDIRK WERNER1. Was sind Fixpunkte?Viele Probleme der Mathematik f�uhren darauf, eine Glei
hung der Formf(x) = 0 (1.1)zu l�osen. Indem man zur Funktion F (x) = f(x) + x (oder gar F (x) =�f(x) + x mit einer Zahl � 6= 0) �ubergeht, wird diese Glei
hung inF (x) = x (1.2)transformiert. Statt eine Nullstelle wie in (1.1) zu su
hen, ist das Problemin (1.2), ein Element zu �nden, das unter F �xiert wird. Sol
h ein x hei�tein Fixpunkt von F .Ni
ht nur "einfa
he\ Glei
hungen wie (1.1) k�onnen in die Fixpunktspra
he�ubersetzt werden; das ist au
h bei Glei
hungssystemen m�ogli
h. Betra
htenwir etwa das System f(x; y) = 0; g(x; y) = 0: (1.3)Setzt man F1(x; y) = x + f(x; y), F2(x; y) = y + g(x; y) sowie F (x; y) =(F1(x; y); F2(x; y)) 2 R2 , so kann (1.3) �aquivalent als Fixpunktglei
hung f�urdie Abbildung F : R2 ! R2 in der Form (p 2 R2)F (p) = p (1.4)bes
hrieben werden.F�ur die L�osung von Glei
hungen wie (1.2) und (1.4) steht nun ein ganzesArsenal von so genannten Fixpunkts�atzen zur Verf�ugung, die besagen, dassgewisse Abbildungen F : A ! A von gewissen Mengen A in si
h garantiertmindestens einen Fixpunkt, also ein p wie in (1.4), besitzen.In dieser Vorlesungsreihe werden Sie zwei sol
her S�atze kennen lernen: denBana
hs
hen Fixpunktsatz in Abs
hnitt 3 und den Brouwers
hen Fixpunkt-satz in Abs
hnitt 5. Zur Formulierung und zum Beweis dieser S�atze sindeinige Vorbereitungen notwendig, die in den Abs
hnitten 2 und 4 stehen.2. Metris
he R�aumeEin Kernbegri� in Analysis und Geometrie ist der des Abstands. DerAbstand zweier Zahlen x und x0 ist alsd(x; x0) = jx� x0jerkl�art. F�ur den Abstand zweier Punkte p; p0 2 R2 mit den Koordinatenp = (x; y), p0 = (x0; y0) hat mand(p; p0) = �jx� x0j2 + jy � y0j2�1=2;Vorlesungsreihe im S
h�ulerseminar an der FU Berlin, 14.{19. September 2009.



2 DIRK WERNERund �ahnli
h ist f�ur p = (x; y; z) und p0 = (x0; y0; z0) im R3d(p; p0) = �jx� x0j2 + jy � y0j2 + jz � z0j2�1=2:In jedem dieser F�alle sind folgende Eigens
haften f�ur alle Punkte p; p0; p00erf�ullt:(a) d(p; p0) � 0, d(p; p0) = 0 dann und nur dann, wenn p = p0;(b) d(p; p0) = d(p0; p);(
) d(p; p00) � d(p; p0) + d(p0; p00).Da (a) und (b) jeweils praktis
h o�ensi
htli
h sind, m�ussen wir nur (
) be-gr�unden. Im Fall der Ebene und des Raums bedeutet (
) ans
hauli
h, dass ineinem Dreie
k (gebildet aus den Punkten p, p0 und p00) eine Seite h�o
hstensso lang ist wie die Summe der beiden �ubrigen L�angen { und das stimmt.Die drei Eigens
haften (a), (b) und (
) bilden die Grundlage von min-destens 50% aller Mathematik. Um ni
ht eine Unmenge von Spezialf�allenformulieren zu m�ussen, wird ein Kernbegri� gepr�agt, der alles Wesentli
heenth�alt. Hier ist er.De�nition 2.1. Sei M eine ni
ht leere Menge, und sei d: M �M ! R eineAbbildung mit den drei Eigens
haften (a), (b) und (
). Dann hei�t d eineMetrik auf M und (M;d) ein metris
her Raum.Wir haben gesehen, dass R, R2 und R3 , jeweils mit dem Abstandsbegri�der euklidis
hen Geometrie, metris
he R�aume sind. �Ubrigens wird die Un-glei
hung (
) ni
ht nur in diesen F�allen, sondern allgemein in metris
henR�aumen Dreie
ksunglei
hung genannt.In einemmetris
hen Raum kann der Begri� der Konvergenz von Folgen er-kl�art werden. Zun�a
hst zu R, wo Konvergenz vielen von Ihnen s
hon gel�au�gist. Hier nennt man eine Folge (xn) von Zahlen konvergent mit Grenzwertx, in Zei
hen xn ! x oder limn!1 xn = x, wenn ans
hauli
h gespro
hendie Folge (xn) dem Grenzwert x beliebig nahe kommt, wenn man nur langegenug wartet. Die rigorose De�nition lautet:Zu jedem (no
h so kleinen) " > 0 existiert ein Index N , sodass f�ur n � N gilt jxn � xj � ".Wie man sieht, greift diese De�nition auf den Abstand zweier Zahlen zur�u
k,und wir k�onnen sie sinngem�a� auf metris
he R�aume �ubertragen:De�nition 2.2. Sei (M;d) ein metris
her Raum. Eine Folge (pn) in Mkonvergiert gegen p 2 M , in Zei
hen pn ! p oder limn!1 pn = p, wennfolgendes gilt: Zu jedem " > 0 existiert ein Index N , so dass f�ur n � N giltd(pn; p) � ".Eine wi
htige einfa
he, aber ni
ht vollkommen selbstverst�andli
he Bemer-kung ist:� Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig bestimmt.Betra
hten wir einige Beispiele in R.(a) In R konvergiert die Folge (1=n) gegen 0.(b) Sei 0 < q < 1. Dann konvergiert die Folge (qn) gegen 0. Um das einzu-sehen, s
hreibe q = 1=(1+ a) mit einer Zahl a > 0. Dur
h Ausmultiplizierenerh�alt man (1 + a)n = 1 + na+ � � � + an;



FIXPUNKTS�ATZE 3bei den P�unkt
hen stehen Terme der Form mkak mit mk 2 N. Daher ist(1 + a)n � 1 + na � naund qn � 1=an :Daraus folgt qn ! 0.(
) Sei wieder 0 < q < 1. Setzesn = 1 + q + � � �+ qn: (2.1)Dann gilt sn = 1� qn+11� q ; (2.2)es ist n�amli
h qsn = q + q2 + � � �+ qn+1; (2.3)und wenn man (2.3) von (2.1) abzieht, erh�alt man (2.2). Wegen Beispiel (b)folgt daraus sn ! 11� q ;wof�ur man au
h 1Xk=0 qk = 11� qs
hreibt. Aus (2.2) folgt no
h die Abs
h�atzungnXk=0 qk � 11� q f�ur n 2 N: (2.4)(d) Weitere Bespiele, auf die wir hier ni
ht n�aher eingehen k�onnen, sind�1 + 1n�n ! eund 1 + 14 + 19 + � � �+ 1n2 ! �26 ; d.h. 1Xk=1 1k2 = �26 :Beispiele im R2 (oder R3 ) kann man aufs Eindimensionale zur�u
kf�uhren.Lemma 2.3. Seien pn = (xn; yn), p = (x; y) 2 R2 . Dann gilt pn ! p genaudann, wenn xn ! x und yn ! y.Beweis. Es gilt pn ! p genau dann, wenn d(pn; p) ! 0. Tri�t das zu, folgtwegen jxn � xj � d(pn; p) au
h xn ! x und analog yn ! y.Setzt man umgekehrt xn ! x und yn ! y voraus, so folgt wegend(pn; p) � jxn � xj+ jyn � yj(Beweis?) au
h pn ! p. Um letzteres rigoros zu begr�unden, sei " > 0 gege-ben. Dann existieren Indizes N1 und N2 mitjxn � xj � "=2 f�ur n � N1;jyn � yj � "=2 f�ur n � N2:



4 DIRK WERNER[Hier wurde die De�nition der Konvergenz von (xn) bzw. (yn) jeweils mit"=2 benutzt.℄ Ist N die gr�o�ere der beiden Zahlen N1 und N2, so folgt f�urn � N d(pn; p) � jxn � xj+ jyn � yj � "2 + "2 = ";was zu zeigen war. 2Wir betra
hten nun gewisse Abbildungen auf metris
hen R�aumen.De�nition 2.4. Sei (M;d) ein metris
her Raum, und sei A � M . EineAbbildung F : A!M hei�t Kontraktion, wenn es eine Zahl q < 1 gibt mitd(F (p); F (p0)) � q d(p; p0) f�ur alle p; p0 2 A:Das hei�t, dass die Bildpunkte F (p) und F (p0) stets mindestens um einenFaktor q n�aher bena
hbart sind als p und p0. Ein typis
hes Beispiel ist die"Stadtplanabbildung\, die einen Punkt p auf dessen Abbild F (p) auf demStadtplan wirft.Hier ein anderes explizites eindimensionales Beispiel:F : [2;1)! R; F (x) = 1xist eine Kontraktion; q = 1=4 ist ein zul�assiger Faktor. Es ist n�amli
hjF (x)� F (x0)j = ��� 1x � 1x0 ��� = jx0 � xjx0 � x � jx0 � xj2 � 2 = 14 jx� x0j:Bemerkung und Ausbli
k. Ist A � R ein Intervall und F : A! R di�erenzierbar mitjF 0(x)j � q < 1 f�ur alle x 2 A, so ist F eine Kontraktion mit dem Faktor q. Dasfolgt aus dem Mittelwertsatz der Di�erentialre
hnung.F�ur das Folgende wird eine besondere Sorte Teilmenge eines metris
henRaums eine Rolle spielen.De�nition 2.5. Eine Teilmenge A eines metris
hen Raums hei�t abge-s
hlossen, wenn der Grenzwert jeder konvergenten Folge (pn) � A ebenfallsin A liegt.In R ist das abges
hlossene Intervall [a; b℄ abges
hlossen (es tr�agt alsoseinen Namen zu Re
ht), ni
ht aber das o�ene Intervall (a; b). In R2 sindQuadrate, Kreise, Halbebenen et
. inklusive ihrer R�ander abges
hlossen.Jetzt fehlt no
h eine wi
htige Eigens
haft, die ni
ht allen metris
henR�aumen zukommt, wohl aber den euklidis
hen R�aumen R, R2 et
. Es gehtdarum, dass es in R (im Gegensatz zu Q) keine "L�u
ken\ gibt (in Q w�arep2 sol
h eine L�u
ke). Das zu pr�azisieren, ist s
hwierig. So geht's.De�nition 2.6. Eine Folge (pn) in einem metris
hen Raum hei�t Cau
hy-folge, wenn folgendes gilt: Zu jedem " > 0 existiert ein Index N , so dass f�urm;n � N gilt d(pn; pm) � ". Ein metris
her Raum hei�t vollst�andig, wennjede Cau
hyfolge konvergiert.Ans
hauli
h kommen die Glieder einer Cau
hyfolge einander beliebig na-he, wenn man nur lange genug wartet. Eine sol
he Folge "sollte eigentli
h\konvergieren; es kann aber vorkommen, dass der M�o
htegern-Grenzwert eineL�u
ke im Raum ist, wie etwa p2 in Q f�ur die Folge der rationalen Approxi-mationen 1:4; 1:41; 1:414; : : :



FIXPUNKTS�ATZE 5In einem vollst�andigen Raum gibt es keine sol
he L�u
ken.Satz 2.7. Die metris
hen R�aume R, R2 und R3 sind vollst�andig.Dieser Satz kann und sollte intuitiv akzeptiert werden; ihn zu begr�undengreift tief in die Grundlagen der reellen Zahlen.3. Der Bana
hs
he FixpunktsatzWir haben jetzt alle Begri�e beisammen, um diesen Satz formulieren zuk�onnen. (Beim ersten Lesen denke man an ein abges
hlossenes Quadrat derEbene R2 , wenn man einige der abstrakten Terme umgehen m�o
hte.)Theorem 3.1. (Bana
hs
her Fixpunktsatz)Es seien (M;d) ein vollst�andiger metris
her Raum, A �M eine abges
hlos-sene ni
ht leere Teilmenge und F : A! A eine Kontraktion. Dann besitzt Feinen eindeutig bestimmten Fixpunkt.Beweis. Wir beweisen zuerst die Existenz eines Fixpunkts. Dazu sei p0 2 Abeliebig. Wir de�nieren eine Folge (pn) in A iterativ dur
hp1 = F (p0); p2 = F (p1); p3 = F (p2); : : : ;also allgemein pn+1 = F (pn):Diese Konstruktion kann man dur
hf�uhren, da F die Menge A in si
h �uber-f�uhrt. Wir werden jetzt drei Dinge zeigen: (1) (pn) ist eine Cau
hyfolge;(2) ihr Grenzwert liegt in A und ist (3) ein Fixpunkt von F .Zu (1). F�ur jeden Index k ist, wenn q eine Kontraktionskonstante gem�a�De�nition 2.4 bezei
hnet,d(pk; pk+1) = d(F (pk�1); F (pk))� q d(pk�1; pk)= q d(F (pk�2); F (pk�1))� q2 d(pk�2; pk�1)� : : : � qk d(p0; p1):Dur
h wiederholte Anwendung der "Dreie
ksunglei
hung\ (
) einer Metrikerhalten wir f�ur Indizes m � nd(pn; pm) � d(pn; pn+1) + d(pn+1; pn+2) + � � �+ d(pm�1; pm);also na
h der obigen �Uberlegungd(pn; pm) � qn d(p0; p1) + qn+1 d(p0; p1) + � � �+ qm�1 d(p0; p1)= qn(1 + q + � � �+ qm�n�1)d(p0; p1):Na
h (2.4) in Beispiel (
) in Abs
hnitt 2 bleibt der Ausdru
k in der Klammerunterhalb von 1=(1� q), da q < 1 ist. Es folgtd(pn; pm) � qn1� qd(p0; p1) f�ur m � n: (3.1)



6 DIRK WERNERNun gilt qn ! 0 (siehe Beispiel (b) in Abs
hnitt 2); also strebt f�ur n ! 1die re
hte Seite in (3.1) gegen 0 und wird daher � " f�ur n � N . Damit istgezeigt: F�ur alle " > 0 existiert ein N 2 N mitd(pn; pm) � " f�ur m � n � N:Da man in der letzten Zeile wegen der Symmetrie von d die Rollen von mund n vertaus
hen kann, ist (pn) eine Cau
hyfolge.Zu (2). WeilM als vollst�andig vorausgesetzt ist, existiert p̂ = limn!1 pn.Da pn stets in A liegt und A abges
hlossen ist, liegt au
h p̂ in A.Zu (3). Aus pn ! p̂ folgt F (pn)! F (p̂), dennd(F (pn); F (p̂)) � q d(pn; p̂)! 0:Andererseits ist F (pn) = pn+1, also konvergiert (F (pn)) ebenfalls gegen p̂.Nun ist der Grenzwert einer Folge in einem metris
hen Raum eindeutigbestimmt, wie im Ans
hluss an De�nition 2.2 beoba
htet wurde; also mussF (p̂) = p̂ sein: p̂ ist ein Fixpunkt von F .Es bleibt, die Eindeutigkeit des Fixpunkts zu begr�unden. Ist ~p ebenfallsFixpunkt von F , so giltd(p̂; ~p) = d(F (p̂); F (~p)) � q d(p̂; ~p):W�are p̂ 6= ~p, folgte der Widerspru
h 1 � q; also ist p̂ = ~p, was die behaupteteEindeutigkeit zeigt. 2Wie bereits bemerkt, ist der Satz insbesondere f�ur abges
hlossene Teil-mengen des R2 wie Quadrate, Kreise, Dreie
ke, Kreisringe, Halbebenen, Sek-toren et
. g�ultig und nat�urli
h au
h f�ur abges
hlossene Intervalle [a; b℄ � R.F�ur die zeitgen�ossis
he Mathematik ist die Bemerkung wesentli
h, dass derBana
hs
he Fixpunktsatz au
h f�ur "unendli
hdimensionale\ R�aume (Funk-tionenr�aume) eingesetzt werden kann und z.B. in der Theorie der Di�eren-tialglei
hungen Anwendung �ndet.Der Beweis des Satzes hat ni
ht nur die blo�e Existenz eines Fixpunktsnebst Eindeutigkeit gezeigt, sondern au
h ein Konstruktionsverfahren gelie-fert: F�ur jeden Startwert p0 konvergiert die Folge der Iterationen pn+1 =F (pn) gegen den Fixpunkt p̂, und wir besitzen sogar eine explizite Abs
h�at-zung, wie gut die Approximation im n-ten S
hritt mindestens ist. Aus (3.1)folgt n�amli
h mit m!1d(pn; p̂) � qn1� qd(p0; p1): (3.2)Deswegen ist der Bana
hs
he Fixpunktsatz au
h in der numeris
hen Mathe-matik von gro�er Bedeutung.Wir wollen abs
hlie�end ein einfa
hes Beispiel betra
hten. Zu l�osen ist dieGlei
hung x = 
os x+ sinx4 : (3.3)Setzt man F : R ! R; F (x) = 
os x+ sinx4 ;



FIXPUNKTS�ATZE 7so ergibt si
h f�ur x; x0 2 RjF (x)� F (x0)j = 14 j
os x+ sinx� 
os x0 � sinx0j� 14�j
os x� 
os x0j+ jsinx� sinx0j�:Nun ist sinx� sinx0 = 2 
os x+ x02 sin x� x02 ;
os x� 
os x0 = �2 sin x+ x02 sin x� x02 ;und stets ist (Skizze!)jsinuj � juj; jsinuj � 1; j
os uj � 1:Daraus ergibt si
hjF (x)� F (x0)j � 14�j
os x� 
os x0j+ jsinx� sinx0j� � 12 jx� x0j:[Das h�atte man au
h mittels der Ableitung s
hlie�en k�onnen, vgl. Bemer-kung auf Seite 4.℄Also ist F eine Kontraktion, und na
h dem Bana
hs
hen Fixpunktsatzhat (3.3) genau eine L�osung, die als Grenzwert der Folge xn+1 = F (xn)gewonnen werden kann. Startet man bei x0 = 0, lauten die ersten Gliederdieser Folge auf 5 Stellen0; 0:25; 0:30407; 0:31338; 0:31489; 0:31513; 0:31517; 0:31518; 0:31518:4. Einige kombinatoris
he und analytis
he Hilfsss�atzeZum Beweis des Brouwers
hen Fixpunktsatzes, den wir im n�a
hsten Ab-s
hnitt behandeln, sind unter anderem einige kombinatoris
he Vorbereitun-gen n�otig.Wir beginnen mit einem eindimensionalen "F�arbungsproblem\. Wir be-tra
hten ein Intervall [a; b℄ und zerlegen es dur
h Teilpunkte a = x0 < x1 <: : : < xn = b in Teilintervalle [xk; xk+1℄. Jeder Teilpunkt wird nun mit einerder Farben rot oder gr�un gef�arbt. Hier steht nur fest, dass a rot und b gr�unist; �uber die F�arbung der anderen Punkte wissen wir ni
hts weiter. Wir nen-nen ein Teilintervall [xk; xk+1℄ zweifarbig, wenn xk und xk+1 unters
hiedli
heFarben haben. Dann gilt folgende Aussage.Lemma 4.1. Es gibt ein zweifarbiges Teilintervall; in der Tat ist die Anzahlder zweifarbigen Teilintervalle ungerade.Beweis. Wir dur
hwandern das Intervall [a; b℄ von links na
h re
hts undz�ahlen, wie oft eine Farb�anderung auftritt. Das ges
hieht mindestens einmal,da wir bei rot beginnen und bei gr�un aufh�oren. Bei der Wanderung ist dieerste �Anderung von rot na
h gr�un und die letzte au
h. Auf jede rot!gr�un-�Anderung folgt eine gr�un!rot-�Anderung und umgekehrt. Sind deren Anzah-len nr!g bzw. ng!r, so haben wir gerade nr!g = ng!r + 1 begr�undet. DieGesamtzahl der zweifarbigen Intervalle betr�agt also nr!g+ng!r = 2ng!r+1und ist ungerade. 2



8 DIRK WERNERIn unserem n�a
hsten Lemma bes
h�aftigen wir uns mit einem Haus, dasna
h folgenden Regeln gebaut ist. Jedes Zimmer hat h�o
hstens 2 T�uren; einZimmer mit 2 T�uren hei�t Dur
hgangszimmer, eines mit einer T�ur Endzim-mer und eines ohne T�uren Geheimzimmer. Es gibt Innen- und Au�ent�uren(letztere f�uhren von au�en ins Haus bzw. umgekehrt), zwis
hen je zwei Zim-mern ist h�o
hstens eine T�ur, und jedes Zimmer hat h�o
hstens eine Au�ent�ur(vgl. Skizze unten). Dann gilt:Lemma 4.2. Die Anzahl der Au�ent�uren und die Anzahl der Endzimmersind entweder beide gerade oder beide ungerade.Beweis. Wir z�ahlen, auf wie viele Weisen man dur
h das Haus laufen kann,wenn man jedes Zimmer (au�er den Geheimzimmern) genau einmal besu
ht,z.B.
Es gibt Wege von einer Au�ent�ur zu einer anderen (deren Anzahl sei k),Wege von einem Endzimmer zu einem anderen (deren Anzahl sei l) undWegevon einer Au�ent�ur zu einem Endzimmer bzw. umgekehrt (deren Anzahlsei m). Dann ist die Anzahl der Au�ent�uren 2k + m und die Anzahl derEndzimmer 2l+m; also sind diese Anzahlen beide gerade (n�amli
h wenn mgerade ist) oder beide ungerade (n�amli
h wenn m ungerade ist). 2Wir kommen jetzt zum ents
heidenden Lemma, das na
h seinem Urhe-ber Sperners
hes Lemma genannt wird. Wir betra
hten ein Quadrat, dasdur
h waagere
hte und senkre
hte Linien in n2 Teilquadrate aufgeteilt ist.Inklusive der Au�enseiten gibt es also je n+ 1 waagere
hte und senkre
hteLinien. Die S
hnittpunkte je zweier Linien hei�en Gitterpunkte. Die Git-terpunkte werden nun na
h folgenden Regeln mit einer der "Farben\ 1, 2,3, 4 gef�arbt: Der E
kpunkt links unten bekommt 1 zugewiesen, der E
k-punkt re
hts unten 2, der E
kpunkt re
hts oben 3 und der E
kpunkt linksoben 4. Die Gitterpunkte auf einer Au�enseite d�urfen nur mit den Farbender zugeh�origen E
kpunkte gef�arbt werden, z.B. k�onnen auf der unteren Au-�enseite nur 1 oder 2 auftau
hen. Wenn ein Teilquadrat mit mindestens dreiFarben versehen ist, nennen wir es dreifarbig.



FIXPUNKTS�ATZE 9Dann gilt:Lemma 4.3. (Sperners
hes Lemma)Es gibt mindestens ein dreifarbiges Teilquadrat.Beweis. Wir teilen jedes Teilquadrat dur
h eine Diagonale von links untenna
h re
hts oben in zwei Teildreie
ke:

Wir wollen nun Lemma 4.2 anwenden und ma
hen folgende �Ubersetzung:Das gro�e Quadrat ist das Haus, die kleinen Dreie
ke sind die Zimmer, undeine mit 1 und 2 gef�arbte Seite eines Dreie
ks ist eine T�ur. Endzimmer sinddann Dreie
ke, die mit 1, 2, 3 oder 1, 2, 4 gef�arbt sind, Dur
hgangszimmersol
he mit der F�arbung 1, 1, 2 oder 1, 2, 2 und Geheimzimmer alle �ubrigenDreie
ke. Da wegen der F�arbungsbedingung f�ur den Rand des Quadratsnur auf dem unteren Rand Au�ent�uren liegen k�onnen, hat jedes Zimmerh�o
hstens eine Au�ent�ur und im �ubrigen h�o
hstens zwei T�uren insgesamt.Die Voraussetzungen f�ur Lemma 4.2 sind daher erf�ullt.Wegen Lemma 4.1 ist die Anzahl der Au�ent�uren ungerade, und wegenLemma 4.2 ist die Anzahl der Endzimmer ebenfalls ungerade. Es gibt alsomindestens ein Endzimmer! Dieses ist Teil eines dreifarbigen Quadrats. 2Nun zu den analytis
hen Vorbereitungen. Wir betra
hten im n�a
hstenAbs
hnitt stetige Abbildungen eines Quadrats Q � R2 in si
h, F : Q ! Q.Wir diskutieren zuerst einen Stetigkeitsbegri�, der in der mathematis
henLiteratur als Lips
hitz-Stetigkeit bekannt ist.De�nition 4.4. Seien (M;d) ein metris
her Raum und F : M ! M eineAbbildung. F hei�t Lips
hitz-stetig, wenn es eine Zahl L mitd(F (p); F (p0)) � Ld(p; p0) f�ur p; p0 2M (4.1)gibt. Sol
h ein L hei�t Lips
hitz-Konstante von F .Kontraktionen sind Lips
hitz-stetig, und eine Lips
hitz-stetige Abbildungmit Lips
hitz-Konstante < 1 ist eine Kontraktion.Die Lips
hitz-Stetigkeit hat folgende geometris
he Konsequenz. Wir set-zen B"(p) = fp0 2M : d(p0; p) � "gund nennen B"(p) die Kugel um p mit Radius ", ni
ht nur im Fall dereuklidis
hen Metrik (im Zweidimensionalen w�are es ein Kreis).



10 DIRK WERNERLemma 4.5. Sei " > 0, und sei F : M ! M Lips
hitz-stetig mit (4.1).Sei Æ = "=L. Dann bildet F die Kugel BÆ(p) in die Kugel B"(F (p)) ab:F �BÆ(p)� � B"(F (p)).Beweis. Sei p0 2 BÆ(p), also d(p0; p) � Æ. Wegen (4.1) istd(F (p0); F (p)) � Ld(p0; p) � LÆ = ";d.h. F (p0) 2 B"(F (p)). 2Von hier ist es ein kleiner S
hritt zur eigentli
hen De�nition der Stetigkeit.Wer ihn ni
ht gehen m�o
hte, ersetze im folgenden Stetigkeit dur
h Lips
hitz-Stetigkeit.De�nition 4.6. Eine Abbildung F : M ! M auf einem metris
hen Raumhei�t stetig, wenn es zu jedem p 2 M und jedem " > 0 eine Zahl Æ > 0 mitF �BÆ(p)� � B"(F (p)) gibt.Explizit hei�t diese Inklusion:d(p0; p) � Æ ) d(F (p0); F (p)) � ";F bildet also Punkte, die "hinrei
hend nahe\ bei p liegen, auf Punkte ab,die "nahe\ bei F (p) liegen. Im Gegensatz zur Lips
hitz-Stetigkeit gestattetDe�nition 4.6, dass das Æ von p abh�angt; selbst wenn Æ unabh�angig von pzu w�ahlen ist, brau
ht die Abh�angigkeit von " ni
ht linear zu sein wie inLemma 4.5.In den euklidis
hen R�aumen R, R2 et
. sind alle Abbildungen, die dur
heine explizite Formel gegeben sind, stetig; das soll hier aber weder pr�azisiertno
h best�atigt werden. Hingegen ist die Wurzelfunktion x 7! px auf [0;1)oder [0; 1℄ zwar stetig, aber ni
ht Lips
hitz-stetig.Nun fehlt nur no
h eine Vorbereitung. Eine Folge reeller Zahlen brau
htnat�urli
h ni
ht zu konvergieren; betra
hte z.B. xn = (�1)n. Aber hier kon-vergiert die Teilfolge, die man erh�alt, wenn man nur die geraden Indizesbetra
htet, x2n = 1. Sol
he Teilfolgen gibt es stets bei bes
hr�ankten Folgen.Satz 4.7. (Satz von Bolzano-Weierstra�)Jede Folge in einem abges
hlossenen bes
hr�ankten Intervall [a; b℄ besitzt einekonvergente Teilfolge mit Grenzwert in [a; b℄.Beweis. Sei (xn) � [a; b℄. Wir setzen m = 12(a + b) und betra
hten dieTeilintervalle [a;m℄ und [m; b℄. In mindestens einem davon liegen unendli
hviele Folgenglieder, sagen wir in [a;m℄. Dieses Intervall bezei
hnen wir nunmit [a1; b1℄, und den kleinsten Index eines Folgenglieds in [a1; b1℄ nennen wirn1.Jetzt wiederholen wir diese �Uberlegung mit dem Intervall [a1; b1℄. Set-ze m1 = 12(a1 + b1) und betra
hte die Teilintervalle [a1;m1℄ und [m1; b1℄.Mindestens eines davon enth�alt unendli
h viele Folgenglieder; wir nennen es[a2; b2℄, und den kleinsten Index eines Folgenglieds in [a2; b2℄, der gr�o�er alsn1 ist, nennen wir n2. Usw.Auf diese Weise erhalten wir eine Teilfolge unserer urspr�ungli
hen Folge.Vom r-ten S
hritt ab liegt diese Teilfolge in einem Intervall [ar; br℄ der L�ange(b�a)=2r . Wegen limr!1(b�a)=2r = 0 ist (xnk) eine Cau
hyfolge, und weil



FIXPUNKTS�ATZE 11R vollst�andig ist (Satz 2.7), konvergiert (xnk). Es ist klar, dass der Grenzwertin [a; b℄ liegen muss. 2Wir ben�otigen die zweidimensionale Version dieses Satzes.Satz 4.8. Jede Folge in einem abges
hlossenen Quadrat Q = [a; b℄ � [a; b℄besitzt eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in Q.Beweis. Wir f�uhren die Aussage mit Lemma 2.3 auf den vorherigen Satzzur�u
k. Sei also (pn) = (xn; yn) eine Folge in Q. Dann ist (xn) eine Folgein [a; b℄. Na
h Satz 4.7 existiert eine konvergente Teilfolge xnk ! x 2 [a; b℄.Betra
hte jetzt die Folge (ynk) � [a; b℄. Au
h diese besitzt eine konvergenteTeilfolge, sagen wir ynkl ! y 2 [a; b℄. Da na
h wie vor xnkl ! x gilt, folgtwegen Lemma 2.3 pnkl ! p = (x; y) 2 Q. 2Man nennt eine Teilmenge A eines metris
hen Raums kompakt, wenn jedeFolge in A eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in A besitzt. In dieserSpra
he besagt Satz 4.8, dass abges
hlossene Quadrate kompakt sind.5. Der Brouwers
he FixpunktsatzWir betra
hten diesen Satz im Detail f�ur Abbildungen auf einem Quadrat.Theorem 5.1. (Brouwers
her Fixpunktsatz f�ur ein Quadrat)Sei Q � R2 ein Quadrat, und sei F : Q ! Q stetig. Dann besitzt F einenFixpunkt.Beweis. Falls F keinen Fixpunkt bes�a�e, w�are der Vektor v(p) = F (p) � pvon p na
h F (p) stets 6= 0, und der Winkel �(p), den er mit der positivenhorizontalen A
hse (x-A
hse) bildet, ist wohlde�niert im Intervall [0; 2�).Jedem Punkt p 2 Q wird nun auf folgende Weise eine Farbe 2 f1; 2; 3; 4gzugeordnet. Winkel Farbe0 < �(p) < �2 1�2 < �(p) < � 2� < �(p) < 32� 332� < �(p) < 2� 4�(p) = 0 4 oder 1�(p) = �2 1 oder 2�(p) = � 2 oder 3�(p) = 32� 3 oder 4In den letzten 4 F�allen ist die Wahl einer der beiden Farben frei mit folgenderAusnahme. F�ur die 4 E
kpunkte legen wir de�nitiv fest: links unten 1, re
htsunten 2, re
hts oben 3, links oben 4; und f�ur die �au�eren Kanten fordernwir, dass nur die Farben der E
kpunkte verwendet werden d�urfen. [Ist p zumBeispiel auf der unteren Kante, so ist 0 � �(p) � �, da F (p) 2 Q. Im Fall0 < �(p) < � ist die Wahl der Farbe 1 oder 2 zwingend, im Fall �(p) = 0bzw. = � fordern wir, dass die Wahl 1 bzw. 2 zu tre�en ist.℄



12 DIRK WERNERNun betra
hten wir zu n 2 N eine Zerlegung des Quadrats in n2 Teilqua-drate. F�ur die Gitterpunkte haben wir dann oben eine f�ur das Sperners
heLemma (Lemma 4.3) zul�assige F�arbung de�niert. Dieses Lemma liefert dieExistenz eines dreifarbigen Teilquadrats Qn, dessen linker unterer E
kpunktpn sei.Da Q kompakt ist (Satz 4.8), existiert eine konvergente Teilfolge pnk !p 2 Q. Na
h unserer Annahme ist p kein Fixpunkt (F hat ja angebli
h garkeine), und wir werden das zu einem Widerspru
h f�uhren.Weil also F (p) 6= p ist, haben p und F (p) mindestens eine unters
hiedli
heKoordinate, sagen wir, die y-Koordinate ist unters
hiedli
h, und F (p) liegtoberhalb von p. (Die �ubrigen F�alle sind analog zu behandeln.) Wir "trennen\p und F (p) dur
h eine horizontale Gerade. Es sei " kleiner als der Abstandvon F (p) zu dieser Geraden; dann liegt B"(F (p)) oberhalb der Geraden.Nun w�ahlen wir zu p und " ein Æ > 0 gem�a� der De�nition der Stetigkeit,also so, dass F (BÆ(p)) � B"(F (p)): (5.1)Da man ohne S
haden bei Bedarf zu einem kleineren Æ �ubergehen kann,d�urfen wir annehmen, dass BÆ(p) ganz unterhalb der trennenden Geradenliegt. [Wer statt der Stetigkeit von F die Lips
hitz-Stetigkeit voraussetzenm�o
hte, muss an dieser Stelle Lemma 4.5 anwenden.℄Da (pnk) gegen p konvergiert und die �ubrigen E
ken des dreifarbigen Qua-drats Qnk von pnk den Abstand 1=nk bzw. p2=nk haben, gilt Qnk � BÆ(p)f�ur gro�e k. Aber mindestens eine E
ke von Qnk hat die Farbe 3 oder 4. Esgibt also einen Punkt p� 2 BÆ(p) mit �(p�) 2 [�; 2�)[f0g. Das widerspri
ht(5.1), wel
hes n�amli
h �(p�) 2 (0; �) impliziert.Die Annahme, dass F keinen Fixpunkt hat, ist zum Widerspru
h gef�uhrt.Damit ist die Existenz eines Fixpunkts bewiesen. 2Der Brouwers
he Fixpunktsatz gilt au
h f�ur abges
hlossene Dreie
ke oderKreise und deren h�oherdimensionale Analoga, ni
ht aber f�ur einen Kreisring.In der Dimension 1, also f�ur stetige Abbildungen f : [a; b℄ ! [a; b℄, ist derSatz �ubrigens ans
hauli
h sofort zu erfassen:

Mathematikstudenten lernen im 1. Semester, diese Version rigoros mit demso genannten Zwis
henwertsatz zu begr�unden.Im Unters
hied zum Bana
hs
hen Fixpunktsatz ma
ht der Brouwers
hekeine Eindeutigkeitsaussage (die w�urde au
h gar ni
ht stimmen), und der



FIXPUNKTS�ATZE 13Beweis ist ein reiner Existenzbeweis, der keine Konstruktionsm�ogli
hkeiteines Fixpunkts aufzeigt.Als erste Anwendung des Brouwers
hen Fixpunktsatzes sehen wir sofort,dass das Glei
hungsssystemx = sin(10y + 
os x)y = 
os(xy)eine L�osung besitzt. Die AbbildungF : (x; y) 7! (sin(10y + 
os x); 
os(xy))ist n�amli
h stetig1 und bildet das Quadrat Q = [�1; 1℄ � [�1; 1℄ in si
h ab,denn Sinus und Kosinus nehmen nur Werte zwis
hen �1 und 1 an. Na
hdem Brouwers
hen Fixpunktsatz hat F einen Fixpunkt in Q; also hat unserGlei
hungssystem eine L�osung. (�Ubrigens ist der Bana
hs
he Fixpunktsatzni
ht auf unser Problem anwendbar, da F keine Kontraktion ist.)Hier ist eine weitere Anwendung. Wir betra
hten ein a
hsenparallelesRe
hte
k R � R2 und nennen den Mittelpunkt der linken Seite A, den derre
hten Seite B, den der unteren Seite C und den der oberen Seite D. Wirverbinden A und B sowie C und D jeweils mittels einer in R verlaufendenstetigen Kurve. Dann besitzen die beiden Kurven einen S
hnittpunkt.So ans
hauli
h evident diese Aussage sein mag, so s
hwierig ist sie rigoroszu beweisen. In der Tat geht es mit dem Brouwers
hen Fixpunktsatz. Zuerstm�ussen wir pr�azisieren, was mit den "stetigen Kurven\ gemeint ist, n�amli
hzwei stetige Abbildungen�: [�1; 1℄! R; 	: [�1; 1℄! Rmit �(�1) = A; �(1) = B; 	(�1) = C; 	(1) = D:(Statt des Parameterintervalls [�1; 1℄ h�atte man jedes andere Intervall [a; b℄nehmen k�onnen, die Wahl [�1; 1℄ erweist si
h jedo
h als besonders prak-tis
h.)Wir s
hreiben�(s) = ('1(s); '2(s)); 	(t) = ( 1(t);  2(t)):Setze Q = [�1; 1℄ � [�1; 1℄ und de�niere eine stetige (!) AbbildungG: Q! R2 ; G(s; t) = ( 1(t)� '1(s); '2(s)�  2(t)):W�urden si
h die Kurven nie s
hneiden, w�urde G nie den Wert (0; 0) anneh-men. Setzen wir f�ur p = (x; y) 2 R2N(p) = maxfjxj; jyjg;k�onnten wir dann die stetige (!) AbbildungF : Q! R2 ; F (s; t) = G(s; t)N(G(s; t))bilden. Diese bildet na
h Konstruktion das Quadrat Q in si
h ab, genauerbildet sie Q in seinen Rand ab (warum?). Sei nun p ein Fixpunkt von F ,der na
h dem Brouwers
hen Fixpunktsatz ja existiert. Dann liegt p = F (p)1Das soll hier ni
ht veri�ziert werden; i
h verweise nur auf die auf Seite 10 wiederge-gebene Philosophie, wona
h explizit dur
h Formeln de�nierte Abbildungen stetig sind.



14 DIRK WERNERauf dem Rand von Q, und mindestens eine Koordinate von p ist 1 oder�1. Nehmen wir an, p hat die Form (1; �) (die �ubrigen F�alle sind analog zubehandeln). Dann ist F (1; �) = (1; �), und das impliziert 1(�)� '1(1) = N(G(1; �)) = maxfj 1(�)� '1(1)j; j'2(1) �  2(�)jg � 0:Aber andererseits ist  1(�)� '1(1) � 0;da 	(�) 2 R und �(1) = B, was auf dem re
hten Rand von R liegt. Darausfolgt N(G(1; �)) = 0 im Widerspru
h dazu, dass G na
h unserer Annahmenie den Wert (0; 0) annimmt.Die Annahme, dass si
h die beiden Kurven ni
ht s
hneiden, ist zum Wi-derspru
h gef�uhrt, und die Existenz eines S
hnittpunkts ist bewiesen.6. AufgabenAufgabe 6.1. Wer war Bana
h? Wer war Brouwer?Aufgabe 6.2. Finden Sie Beispiele f�ur Abbildungen F : [0; 1℄ ! [0; 1℄ bzw.F : [0; 1℄ � [0; 1℄ ! [0; 1℄ � [0; 1℄ ohne Fixpunkte.Aufgabe 6.3. Sei f : [0; 1℄! [0; 1℄ eine Abbildung. Was sind die Fixpunkteder dur
h F : [0; 1℄ � [0; 1℄! [0; 1℄ � [0; 1℄; F (x; y) = (x; f(x))de�nierten Abbildung?Aufgabe 6.4. Zeigen Sie, dassd0(x; y) = � 1 f�ur x 6= y;0 f�ur x = y;eine Metrik auf R de�niert.Aufgabe 6.5. Zeigen Sie, dassd1(p; p0) = jx� x0j+ jy � y0jeine Metrik auf R2 de�niert. (Hier ist p = (x; y), p0 = (x0; y0).) Sie wirdman
hmal Manhattan-Metrik genannt. Warum wohl?Aufgabe 6.6. Zeigen Sie die im Beweis von Lemma 2.3 verwendete Unglei-
hung d(pn; p) � jxn � xj+ jyn � yj:Aufgabe 6.7. Sei Fa: [0; a℄ ! R, Fa(x) = x2, wobei a > 0 ist. Bestim-men Sie diejenigen a, f�ur die Fa eine Kontraktion ist, und bestimmen Siediejenigen a, f�ur die Fa das Intervall [0; a℄ in si
h abbildet.Aufgabe 6.8. Ist die Kosinusfunktion als Funktion von R na
h R eineKontraktion? Und als Funktion von [�1; 1℄ na
h [�1; 1℄?Aufgabe 6.9. Geben Sie Beispiele f�ur Abbildungen F : R ! R, diejF (x)� F (x0)j � jx� x0j f�ur x; x0 2 Rerf�ullen und keine bzw. unendli
h viele Fixpunkte haben.



FIXPUNKTS�ATZE 15Aufgabe 6.10. Um p2 zu approximieren, rate man eine N�aherung x0.Wenn x0 zu gro� (bzw. zu klein) war, ist 2=x0 zu klein (bzw. zu gro�).Daher hat x1 = x0 + 2=x02gute Chan
en, eine bessere N�aherung f�ur p2 zu sein als x0. Diese Idee legtes nahe, die Funktion F (x) = x+ 2=x2zu iterieren. Zeigen Sie:(a) F bildet [1;1) in si
h ab und ist dort eine Kontraktion.(b) p2 ist der eindeutig bestimmte Fixpunkt von F in diesem Intervall.(
) Bere
hnen Sie ausgehend von x0 = 1 die ersten Glieder der Iterati-onsfolge xn+1 = F (xn), und verglei
hen Sie die tats�a
hli
he Genau-igkeit der Approximation mit der dur
h (3.2) garantierten.Aufgabe 6.11. Betra
hten Sie die FunktionF (x) = x+ 2=x2aus der vorherigen Aufgabe, aber mit De�nitionsberei
h A = [1;1) \ Q(�M = Q). Benutzen Sie dieses Beispiel, um zu zeigen, dass der Bana
hs
heFixpunktsatz ni
ht zu gelten brau
ht, wenn der metris
he Raum M ni
htals vollst�andig vorausgesetzt ist.Aufgabe 6.12. (Sperners
hes Lemma f�ur ein Dreie
k)Gegeben sei ein Dreie
k, dessen E
kpunkte mit den Farben 1, 2 und 3 gef�arbtsind. Das Dreie
k wird in Teildreie
ke zerlegt, so dass je zwei Teildreie
keentweder keinen Punkt gemeinsam haben, je einen E
kpunkt gemeinsamhaben oder je eine Seite gemeinsam haben. Alle E
kpunkte der Teildreie
kewerden nun mit einer der drei Farben gef�arbt, und zwar so, dass auf den Au-�enseiten nur die Farben der entspre
henden E
kpunkte des gro�en Dreie
ksauftau
hen.
Zeigen Sie, dass es mindestens ein dreifarbiges Teildreie
k gibt.Aufgabe 6.13. Die Funktion x 7! px mit De�nitionsberei
h [0;1) iststetig, aber ni
ht Lips
hitz-stetig.Aufgabe 6.14. Zeigen Sie, dass es keine stetige Abbildung r von einemQuadrat Q auf seinen Rand �Q mit r(p) = p auf �Q gibt. [Tipp: Falls do
h,konstruieren Sie eine �xpunktfreie Abbildung auf Q.℄



16 DIRK WERNERAufgabe 6.15. Eine Teilmenge A � Rn hat die Fixpunkteigens
haft, wennjede stetige Abbildung F : A ! A einen Fixpunkt besitzt. Zeigen Sie, dassein Kreisring ni
ht die Fixpunkteigens
haft hat.Aufgabe 6.16. Sei B � A � Rn ; dann hei�t B ein Retrakt von A, wennes eine stetige Abbildung r: A ! B mit r(p) = p auf B gibt. Zeigen Sie:Wenn A die Fixpunkteigens
haft (siehe die vorherige Aufgabe) hat und Bein Retrakt von A ist, hat au
h B die Fixpunkteigens
haft.Aufgabe 6.17. Zeigen Sie, dass das Glei
hungssystemx = e�xyy = x2 + y22eine L�osung besitzt.Aufgabe 6.18. F�uhren Sie die �ubrigen F�alle im Beweis auf Seite 14 aus;d.h. falls der Fixpunkt p die Form (�1; �), (�; 1) oder (�;�1) hat.LiteraturZwei s
hlanke B�u
her (auf englis
h), die zu dieser Vorlesungsreihe passen,sind:Yu. A. Shashkin: Fixed Points. Ameri
an Mathemati
al So
iety 1991.N. Ya. Vilenkin: Method of Su

essive Approximations. Mir Publishers Mos
ow1979.Dem Bu
h von Shashkin sind die Skizzen im Text entnommen.FB Mathematik, Freie Universit�at Berlin, Arnimallee 6, D-14 195 Berline-mail : werner�math.fu-berlin.de


