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Vorbemerkung

Dies ist das Skript zu den Analysis-Vorlesungen, die ich an der FU Berlin in
den letzten Jahren héufiger gehalten habe. Es handelt sich um den Analysis-
Zyklus, der hauptséchlich von Lehramtskandidaten besucht wird, und vielleicht
mochten etwaige Leserinnen und Leser gern wissen, was an diesem Text das
Lehramtsspezifische ist.

Da der Stoff der Analysis I weitgehend kanonisiert ist, sind die Abweichungen
zu anderen Texten tatséchlich recht gering. Etwas ausfiihrlicher als in manchen
Biichern werden hier ein paar schulrelevante Themen wie die Dezimalbruchent-
wicklung und einseitige Grenzwerte besprochen; andererseits werden schwierige-
re Beweise wie der iiber die Aquivalenz von absoluter und unbedingter Konver-
genz unendlicher Reihen weggelassen. Der Zusammenhang zur Schulmathematik
wurde in den Tutorien weiter thematisiert.

Ein Spezifikum des Lehramtsstudiums an der FU ist, dass manche Studie-
rende — je nach Facherschwerpunkt — die Analysis II erst im 7. Semester horen
konnen. Daher ist es zwingend, eine Einfithrung in die Integralrechnung, die
iiblicherweise in der Analysis IT im Detail vorgestellt wird, bereits im 1. Seme-
ster zu bringen. Dies zu gewéhrleisten war, zusammen mit dem Wunsch, meine
Lieblingsbeispiele vorzustellen, eine der Motivationen, das (n + 1)-te Skript zur
Analysis zusammenzustellen.

Fachleute werden erkennen (und vielleicht monieren), dass der fiir die Ma-
thematik typische deduktive Aufbau gelegentlich durchbrochen wird; so werden
Wurzeln und Dezimalbruchentwicklung benutzt, bevor deren Existenz wasser-
dicht bewiesen wird. Auflerdem habe ich die Diskussion der Grundlagen der
reellen Zahlen bewusst niedrig gehédngt, da diese Dinge in den ersten beiden
Wochen des Studiums nur von den allerwenigsten Erstsemestern verstanden
werden.

Noch etwas: Fehlermeldungen aller Art an werner@math.fu-berlin.de sind
sehr willkommen!

Dirk Werner
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Bevor es losgeht

Wenn nach dem Diktum zweier bedeutender Denker des 19. Jahrhunderts alle
Geschichte die Geschichte von Klassenkdmpfen ist, so kann man alle Analysis
als Analysis von Grenzprozessen beschreiben. Es ist das Verdienst verschiedener
anderer Denker des 19. Jahrhunderts, unter ihnen Cauchy, Dirichlet, Riemann
und Weierstrafl, den dahinterstehenden Grenzwertbegriff prizise gefasst und
damit die moderne Mathematik erst moglich gemacht zu haben.

Der Grenzwertbegriff ist aus der Schulmathematik inzwischen leider ver-
bannt worden. Dort sind Sie bei der Einfiihrung der Ableitung moglicherweise
so vorgegangen. Sie betrachten eine reelle Funktion f: R — R und eine Stel-
le zg € R. Dann berechnen Sie die Sekantensteigung zwischen den Punkten
(z, f(x)) und (=g, f(x0)) auf dem Graphen von f, ndmlich

f(x) — f(zo)

x—x9

und lassen den Abstand zwischen = und xg ,,immer kleiner” werden. Als ,, Grenz-
wert“ erhalten Sie
x)— f(x
f/(m()): hm f( ) f( 0)’
T—x0 xr — X
was als Steigung der Tangente bei (z, f(x)) interpretiert wird. Haufig betrach-
tet man an dieser Stelle auch die einseitigen Grenzwerte
x)— f(x xz)— f(x
b F@ = F@0) @) fa)
mﬁwg r — o T—T T — To

wo die herangezogenen Vergleichspunkte stets > zy bzw. = < xq erfiillen.

In der Schulmathematik werden, wie gesagt, die Symbole lim,_,,,, lim__, -+

)
14)1130

lim, , - in der Regel nicht mit mathematischem Inhalt gefiillt, sondern eher

ghnlich der gefiihlten Temperatur im Wetterbericht wahrgenommen. Das wird
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2 Bevor es losgeht

in dieser Vorlesung nachgeholt, in der verschiedene Ausprigungen des Grenz-
wertbegriffs mit einer landlaufig mathematisch genannten Prézision eingefiihrt
werden.

Ein anderes Beispiel eines gefiihlten Grenzwerts in der Schulmathematik ist
das bestimmte Integral. Ausgangspunkt ist die Aufgabe, den Flicheninhalt unter
dem Graphen einer Funktion f: [a,b] — R (der Einfachheit halber mit positi-
ven Werten) zu bestimmen. Genauso wie die Sekanten beim Tangentenproblem
Néiherungslosungen sind, so entwickelt man auch hier Approximationen: Man
teilt das Intervall [a,b] in gleichlange Teilintervalle, sagen wir n Stiick: [z, z1],
[1,22], ..., [®p_1, 2] mit ; = a —l—jb_T“ fiir j = 0,...,n. Anschliefend er-
richtet man iiber dem j-ten Intervall das Rechteck mit der Hohe f(z;), das den

Flécheninhalt f(z;)%=% hat, und summiert diese Rechtecksflichen:

" b—a " b—a\b—a
;f(xn - :;f(aﬂ )=

Und nun lésst man n ,immer gréfler” werden, und als ,, Grenzwert“ entsteht das

Integral
b n
. b—a\b—a
/af(x)da::nh_)n;ojg_lf<a+J - ) —

Genau wie beim Ableitungsbegriff ist auch hier zu kliren, was mit lim,, .
eigentlich gemeint ist und fiir welche Funktionen der Grenzprozess wirklich zu
einem endlichen Wert, dem Integral der Funktion, fiihrt.

Fundamental zur Losung dieser Probleme ist es, Grenzwerte von Folgen von
Zahlen zu studieren. Nicht nur ist dies die einfachste Facette des Grenzwert-
begriffs, alle anderen Varianten (unendliche Reihen, Grenzwerte bei Funktio-
nen, spater gleichméfige Konvergenz bei Funktionenfolgen) lassen sich auf diese
zurtickfithren.

Wenn man die Folge

betrachtet und dort n ,,immer gréfler werden lésst, wird man intuitiv erwarten,
dass hier der ,,Grenzwert“ 0 vorliegt. Genauso erahnt man durch Probieren (oder
mit Hilfe der Summenformel fiir endliche geometrische Reihen, wenn Thnen diese
bereits bekannt ist), dass sich bei

1 1—1—1 1+1+1 1—1—1-1-1—1—1 1+1+1+1+ !
’ 2’ 2 4 2 4 8§ 2 4 8 167
der ,,Grenzwert® 2 einstellt.
Aber nicht immer erscheinen solche Dinge derart offensichtlich. Nehmen wir
an, eine Bank bietet Thnen pro Jahr 100% Zinsen auf Thre Einlagen. (Natiirlich
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Bevor es losgeht 3

gibt es eine solche Bank nicht, aber als Veranschaulichung sollten Sie sich auf
dieses Gedankenspiel einlassen.) Nach einem Jahr werden aus 1 Euro dann 1 +
1 = 2 Euro. Die Nachbarbank bietet dhnliche Konditionen mit einem winzigen
Unterschied: Statt nach 12 Monaten 100% Zinsen zu zahlen, erhalten Sie nach je
6 Monaten 50%. Aus Ihrem Euro werden also nach 6 Monaten 1+ % = 1.5 Euro
und nach weiteren 6 Monaten (141)-1.5 = (1+ 3)? = 2.25 Euro, was mehr ist.
Wie sieht es bei der dritten Bank aus, die alle 4 Monate 33%% verspricht? Hier
werden aus Threm Euro (1 + %)3 Euro; und rechnen wir das fiir die n-te Bank
(alle 12 Monate 122% Zinsen) aus, so vervielfacht sich die Einlage um (1 + 1)
Werden Sie unendlich reich, wenn n ,immer gréfler wird, oder gibt es einen
endlichen ,,Grenzwert“? Wir wollen also wissen, ob

1\
lim (1+-)
n—oo n
existiert und, wenn ja, welchen Wert dieser Limes hat. Wie diese Fragen zu
beantworten sind, werden Sie in dieser Vorlesung lernen; aber bevor wir zur
Beantwortung kommen, lautet das gedankliche Problem, das Symbol lim,, ..,
prézise mathematisch zu fassen.

Um hier eine befriedigende Theorie aufbauen zu kénnen, miissen wir iiber
der Menge R der reellen Zahlen rechnen; die rationalen Zahlen (= Briiche) aus
der Unterstufe sind dafiir nicht angemessen. Betrachten Sie etwa den Graphen
der durch f(x) = 22 — 2 definierten Funktion. , Offensichtlich schneidet dieser
die xz-Achse, und f hat eine Nullstelle. Aber Achtung: In der 9. Klasse haben
Sie gelernt (und vermutlich sogar bewiesen), dass v/2 nicht rational ist. Daher
ist die ,,offensichtliche“ Tatsache falsch, wenn man nur rationale Zahlen kennt.
Und wie steht es mit g(x) = 2° +  — 3, wo man ebenfalls eine Nullstelle zu
sehen meint, fiir die man im Gegensatz zu /2 aber keine Formel hat?

Deshalb miissen wir uns zunéchst mit dem System der reellen Zahlen aus-
einandersetzen, damit wir schliellich die scheinbar offensichtlichen Schlussfolge-
rungen auch wirklich begriinden kénnen. Auch diese Begriindungen fulen auf

dem Grenzwertbegriff.
Also ans Werk.
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Kapitel I

Die reellen Zahlen

I.1 Die natiirlichen Zahlen

»Im Anfang war die Zahl* — so hétte Doktor Faust die Analysisvorlesung begon-
nen, und heute soll es nicht anders geschehen. Wir nehmen den Standpunkt ein,
dass wir die Menge R der reellen Zahlen kennen; dazu mehr im néchsten Ab-
schnitt, wo der Unterschied zur Menge Q der rationalen Zahlen deutlich gemacht
werden soll.

Zuerst soll jedoch das System N der natiirlichen Zahlen etwas néher betrach-
tet werden. In dieser Vorlesung ist

N={1,2,...}

und
No={0,1,2,...}.
(Es sei darauf hingewiesen, dass fiir einige Autoren auch 0 eine natiirliche Zahl
ist.)
Wir beginnen mit dem unmittelbar einleuchtenden (?) Induktionsprinzip.

Prinzip der vollstindigen Induktion. Fir jedes n € N sei A(n) eine Aus-
sage tber die natiirlich Zahl n. Es gelte der ,Induktionsanfang® A(1) sowie fiir
jedes n € N der ,Induktionsschluss“

Wenn A(n) gilt, dann gilt auch A(n + 1).

Dann trifft die Aussage A(n) fiir jede natiirliche Zahln zu.

Beim Induktionsschluss nennt man A(n) die Induktionsvoraussetzung und
A(n + 1) die Induktionsbehauptung.
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6 I. Die reellen Zahlen

Als Beispiel betrachten wir die Aussage
1)
A(n): Z g — L (L11)

die wir durch vollstindige Induktion beweisen wollen. Dass der Induktionsanfang
stimmt, sieht man, indem man auf beiden Seiten n = 1 einsetzt. Nehmen wir
nun an, wir wiissten, dass die Formel fiir ein beliebiges, aber festes n richtig ist,
und wir wollen sie dann fiir n + 1 beweisen. Das machen wir in der folgenden
Gleichungskette:

n+1

Z’“Z’H (n+1) (n+1)+(n+1):w;
k=1

im vorletzten Schritt wurde die Induktionsvoraussetzung benutzt.
Es folgen weitere Beispiele, die fiir diese Vorlesung wichtig sind.

Satz I.1.1 (Bernoullische Ungleichung)
Fiir jede reelle Zahl x > —1 und jede natirliche Zahl n gilt

(14+2)" > 1+nax. (1.1.2)

Beweis. Die Aussage A(n), die fiir jede natiirliche Zahl n durch Induktion zu
beweisen ist, lautet hier: ,Fiir jede reelle Zahl x > —1 gilt (I.1.2).* Der Indukti-
onsanfang gilt, da fiir n = 1 auf jeder Seite der Ungleichung 1+ x steht. Nehmen
wir nun an, wir wiissten, dass die Ungleichung fiir ein beliebiges, aber festes n
fiir alle z > —1 richtig ist, und wir wollen sie fiir n+ 1 zeigen. Dazu rechnen wir
fiir z > —1 folgendermaflen:

(1+z)"" = (1+2)"(14+2) > 1+nz)(1+z) = 1+(n+1)z+nz® > 1+ (n+1)z

Im zweiten Schritt wurde die Induktionsvoraussetzung benutzt; beachte, dass
1+ 2 > 0 ist und sich deswegen das Ungleichheitszeichen nicht umkehrt. O

Fiir den néchsten Satz bendtigen wir die Binomialkoeffizienten. Der Bino-
mialkoeffizient (Z) (lies ,,n iiber k*; engl. “n choose k") gibt an, auf wie viele
Weisen man aus n Objekten k Stiick auswéhlen kann, ohne die Reihenfolge zu
beachten. Mit anderen Worten ist (2) die Anzahl der k-elementigen Teilmen-
gen von {1,...,n}. Diese Anzahl kann explizit mit Hilfe der Fakultiten n! (lies
»n Fakultédt; engl. “n factorial”) bestimmt werden. Man setzt fiir n € N

nl:=1-2-3---n

sowie

0!:=1.
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I.1 Die natiirlichen Zahlen 7

Man beachte, dass n! die Anzahl der Anordnungen einer n-elementigen Menge
angibt (warum?).
Zuriick zu den Binomialkoeffizienten; es gilt nun fiir n, k € Ny, k < n,

ny n-(n-1)-(n—-2)---(n—k+1) n!
(k)_ 1-2-3--k okl (n—k)

die erste Formel gilt sogar fiir k& > n. Zur Begriindung beachten wir, dass es
n Moglichkeiten gibt, das erste Element einer k-elementigen Teilmenge aus-
zuwéhlen, dass es danach noch n — 1 Moglichkeiten gibt, das zweite Element
auszuwéhlen, dass es danach noch n — 2 Moglichkeiten gibt, das dritte Element
auszuwéhlen usw., bis man noch n — k + 1 Moglichkeiten fiir das k-te Element
hat. Das sind insgesamt n-(n—1)-(n—2) - - - (n—k+1) Moglichkeiten. Damit ha-
ben wir aber Auswahlen, die sich nur in der Reihenfolge unterscheiden, separat
gezihlt; also ist diese Anzahl noch durch k! zu teilen. Die zweite Gleichung folgt
durch einfaches Einsetzen der Fakultéten. (Machen Sie sich klar, dass die Formel
auch in den Grenzfillen £ = 0 oder n = 0 stimmt, wo das verbale Argument
etwas hinkt.)

Satz I.1.2 (Binomischer Satz)
Fiir reelle Zahlen x und y und jede natirliche Zahl n gilt

(x+y)" = kzn:_o (k> akyn k. (L1.3)

Beweis. Wir verwenden vollstédndige Induktion iiber n. Der Induktionsanfang
stimmt, da (I.1.3) dann ja  + y = z 4+ y lautet. Nun zum Schluss von n auf
n + 1. Wir rechnen mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung:

(49" = (@+y)" (@ +y)

B (e
S

In der ersten Summe wird als néchstes ,,umsummiert“: Statt von 0 bis n soll
der Summationsindex von 1 bis n + 1 laufen; um das zu erreichen, muss in der
Summe {iberall k£ — 1 statt k geschrieben werden, also

n n n+1 n
k+1 n—k — k, n+1— k
> ()= ()t
k=0 k=1
Der Gewinn dieser Operation ist, dass jetzt in beiden Summen z und y mit den

jeweils gleichen Potenzen auftauchen und zusammengefasst werden kénnen; man
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8 I. Die reellen Zahlen

muss nur beachten, dass in der (neuen) ersten Summe k = n+1 kein Gegenstiick
in der zweiten Summe hat, fiir die das gleiche iiber £ = 0 gilt. Diese Terme
werden also abgespalten:

(e e

k=1

~ () G (e

Die beiden dufleren Binomialkoeffizienten sind jeweils 1, und fiir die Binomial-
koeffizienten in der Summe gilt

)= (-3

dies kann man mit Hilfe der Fakultiiten nachrechnen (tun Sie’s!) oder sich mit
Hilfe der kombinatorischen Bedeutung der Binomialkoeffizienten klarmachen
(tun Sie’s!). Daher vereinfachen sich die zuletzt berechneten Terme zu

n+1
Z n+1 gtk
k

k=0

und das war zu zeigen. O

Es ist klar, dass die Variante des Induktionsprinzips, in der der Induktions-
anfang fiir eine Zahl N € Ny und der Induktionsschluss fiir ein beliebiges n > N
durchgefithrt wird, die Giiltigkeit der Aussage A(n) fiir alle n > N zeigt.

Manchmal ist die folgende Spielart der Induktion niitzlich, in der man den
Induktionsschluss durch

Wenn A(k) fiir alle k < n gilt, dann gilt auch A(n + 1).

ersetzt. Zum Beispiel kann man damit leicht die Existenz der Primfaktorzerle-
gung jeder natiirlichen Zahl n > 2 begriinden: Sei A(n) die Aussage ,,n kann als
Produkt von Primzahlen geschrieben werden®. (Dabei wird auch ein Produkt
mit genau einem Faktor zugelassen.) Hier ist A(2) offenbar richtig, denn 2 ist ja
eine Primzahl'. Nehmen wir nun an, dass fiir eine gegebene Zahl n alle natiirli-
chen Zahlen 2,...,n in Primfaktoren zerlegt werden kénnen; wir miissen das
auch fiir n+ 1 begriinden. Wir unterscheiden zwei Falle: n+ 1 ist eine Primzahl

1In der Zahlentheorie ist 1 definitionsgem&B keine Primzahl.
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1.2 Die Vollstandigkeit von R 9

oder nicht. Im ersten Fall steht die Primfaktorzerlegung (mit einem einzigen
Faktor) schon da. Im zweiten Fall kann man n + 1 als Produkt zweier Zahlen
schreiben, die weder 1 noch n + 1 sind: n + 1 = kiks. Also sind k; und ko
zwischen 2 und n, und nach Induktionsvoraussetzung kénnen k; und ks beide
als Primzahlprodukte geschrieben werden. Daher trifft das auch fiir ihr Produkt
n+ 1 zu.

I.2 Die Vollstindigkeit von R

Wie gesagt, nehmen wir die reellen Zahlen und ihre Rechengesetze als gegeben
an. Der Vollstdndigkeit halber sollen diese noch einmal aufgezihlt werden; im
Folgenden sind x, y, z reelle Zahlen:

(z+y)+z=2+(y+2)

rt+y=y+zx
O4+z =2
x+(—z) =0
(z-y)-z=x-(y-2)
rTYy=y-x
l-z =2
1 .
r-—=1 firz#0
x
z-(y+z)=xz-y+ax-z

Hier findet man in der 1. und 5. Zeile das Assoziativgesetz der Addition bzw.
Multiplikation, in der 2. und 6. Zeile das Kommutativgesetz der Addition bzw.
Multiplikation, die 3. und 7. Zeile beschreiben die Sonderrolle der 0 bzw. 1 als
neutrale Elemente der Addition bzw. Multiplikation, die 4. bzw. 8. Zeile regelt
die Existenz des additiv bzw. multiplikativ inversen Elements, und schlief3lich
steht in der letzten Zeile das Distributivgesetz. Die Existenz des Inversen sollte
ausfithrlicher so formuliert werden: Zu jeder reellen Zahl = existiert genau eine,
mit —z bezeichnete, reelle Zahl, so dass x 4+ (—x) = 0 gilt; und zu jeder reellen
Zahl x # 0 existiert genau eine, mit % bezeichnete, reelle Zahl, so dass x - % =1
gilt. In der Linearen Algebra lernt man, dass durch diese 9 Gesetze ein Kdrper
definiert wird?.

Zusétzlich konnen reelle Zahlen der Groflie nach verglichen werden; fiir je
zwei reelle Zahlen x und y gilt genau eine der Beziehungen = < y, x = y oder
x >y, und die Relation ist transitiv:

T>Y, Yy>z = IT>z.

2Bei der abstrakten Definition eines Kérpers kommt noch die Forderung hinzu, dass 0 # 1
ist.
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10 I. Die reellen Zahlen

Die Ordnungsrelation wechselwirkt mit den algebraischen Operationen:
z>0,y>0 = z+y>0undzx-y>0.

Man spricht von einem angeordneten Korper.

Diese primitiven Gesetze sollen hier nicht weiter problematisiert werden, und
im Abschnitt I.1 haben wir ja auch schon ausgiebig davon Gebrauch gemacht.
Alle weiteren Rechengesetze wie (z+y)? = 2%+ 22y +y? oder ,,minus mal minus
ergibt plus® lassen sich aus diesen Grundgesetzen herleiten.

Auch Q ist ein angeordneter Korper. In der Vorstellung auf der Zahlenge-
raden besitzt Q gewisse ,Locher, z.B. v/2 (siche unten), R hat jedoch keine
Locher und ist ,,vollstédndig®. Das soll jetzt prézisiert werden. Zunéchst halten
wir fest:

Satz 1.2.1 2 ¢ Q; genauer: Es gibt keine rationale Zahl x mit 2% = 2.

Beweis. Wir fithren einen Beweis durch Widerspruch. Nehmen wir also an, dass

es doch eine rationale Zahl z mit 2> = 2 gibt. Wegen 2?> = (—z)? [warum
eigentlich?] diirfen wir dann auch z > 0 annehmen, und die positive rationale
Zahl x kann als gekiirzter (!) Bruch x = 2 mit p,q € N geschrieben werden.

q
Dann folgt (g)2 = 2 und deshalb p? = 2¢?; p? ist also gerade. Dann ist auch p
gerade: Wire nimlich p = 2m — 1 ungerade, wire auch p? = 2(2m? — 2m) + 1
ungerade. Schreiben wir also p = 2r; es folgt 2¢> = p? = 472, und auch ¢? = 2r2
ist gerade. Wie soeben gezeigt, muss g ebenfalls gerade sein. Damit haben wir
einen Widerspruch gefunden: p und ¢ haben beide den Teiler 2, obwohl sie
teilerfremd waren. O

Hier haben wir einen Widerspruchsbeweis gefiihrt; formal sieht das so aus:
Um die Implikation zweier Aussagen, also A = B, zu zeigen, nimmt man an,
dass A gilt, aber B nicht. In (meist) mehreren Schritten (die beliebig kompliziert
werden konnen) versucht man dann, einen Widerspruch zu einer bekannten
Aussage abzuleiten; in Kurzfassung

A und nicht B = 0=1.

Davon zu unterscheiden ist der Beweis durch Kontraposition; hier zeigt man
statt A = B
nicht B = nicht A.

Der Unterschied zum Widerspruchsbeweis ist, dass man die Voraussetzung A
gar nicht benutzt. (Im Beweis von Satz 1.2.1 haben wir diese Argumentati-
onsstrategie in der Mitte verwandt; dort war A ,p? ist gerade“ und B ,,p ist
gerade®.)

Zuriick zu den nicht vorhandenen ,,Lochern® von R. Um dies genauer zu fas-
sen, gehen wir von der Vorstellung aus, dass sich zwischen zwei Teilmengen von
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1.2 Die Vollstdndigkeit von R 11

R, von denen eine links von der anderen liegt, immer eine reelle Zahl befindet.
(Beachte, dass in Q wegen Satz 1.2.1 zwischen A = {a € Q: a > 0, a? < 2}
und B = {b € Q: b > 0, b> > 2} die Liicke v/2 klafft.) Wir prizisieren diese
Vorstellung so:

Liickenlosigkeit von R. Seien A und B nichtleere Teilmengen von R. Es gelte
a <b fir allea € A, b € B. Dann existiert eine reelle Zahl s mit

a<s<b firalea€c A, be B.

Auf dieses fundamentale Prinzip werden sich alle Existenzsétze der Analysis
(wie z.B. diese Sorte Gleichung hat eine Lésung, diese Sorte Funktion nimmt
ihr Maximum an, etc.) im Endeffekt zuriickfiithren lassen.

Als erste Anwendung des Prinzips der Liickenlosigkeit zeigen wir die Ord-
nungsvollstindigkeit von R. Dazu brauchen wir einige Vokabeln. Eine Teilmen-
ge3 M C R heifit nach oben beschrinkt, wenn es ein K € R gibt mit

< K firallez € M.

Jede solche Zahl K heifit obere Schranke von M. Wenn K eine obere Schranke
ist, ist klarerweise auch jedes K’ > K eine obere Schranke von M. Die klein-
ste obere Schranke (wenn es sie denn gibt, was a priori nicht klar ist*) heifit
Supremum von M und wird mit sup M bezeichnet. (Es ist klar, dass die klein-
ste obere Schranke eindeutig bestimmt ist — zeigen Sie’s!) Analog heifit eine
Teilmenge M C R nach unten beschrdinkt, wenn es ein k € R gibt mit

x>k firallex € M.

Jede solche Zahl k heifit untere Schranke von M. Wenn k eine untere Schranke
ist, ist klarerweise auch jedes k' < k eine untere Schranke von M. Die grofite
untere Schranke (wenn es sie denn gibt) heifit Infimum von M und wird mit
inf M bezeichnet. Eine Teilmenge von R heifit beschrdnkt, wenn sie nach oben
und unten beschrankt ist.

Als einfaches Beispiel betrachte M = {z € R: 0 < z < 1}. Hier ist 0 eine
untere Schranke und 1 eine obere Schranke. Tatséchlich gilt sogar 0 = inf M
und 1 = sup M. Ersteres ist klar, da ja 0 € M. Nun zum Supremum; es ist zu
argumentieren, dass keine Zahl s < 1 eine obere Schranke von M ist, so dass 1
wirklich die kleinste obere Schranke ist. In der Tat ist fiir s < 0 die Zahl z =0
ein Element von M, das grofier als s ist, und fiir 0 < s < 1 ist z = =1 solch
eine Zahl.

Die fundamentale Eigenschaft der reellen Zahlen, die sie von den rationalen
unterscheidet, kann nun so ausgesprochen werden:

31In dieser Vorlesung bedeutet das Symbol C das Enthaltensein unter Einschluss der Gleich-
heit, z.B. R C R. Um die echte Inklusion anzudeuten, wird das Symbol C verwandt.

4Konnen Sie entscheiden, ob die Menge {1,1 + %, 1+ é + 2%, 1+ % + 2% + 6—14, ...} eine
kleinste obere Schranke besitzt?
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12 I. Die reellen Zahlen

Satz I.2.2 (Ordnungsvollstéindigkeit von R) Jede nichtleere nach oben be-
schrinkte Teilmenge von R hat ein Supremum, und jede nichtleere nach unten
beschrinkte Teilmenge von R hat ein Infimum.

Beachte, dass nicht behauptet ist, dass Supremum oder Infimum zur be-
trachteten Menge gehoren.

Beweis. Wir beweisen die Existenz des Supremums; fithren Sie zur Ubung den
analogen Beweis fiir die Existenz des Infimums.

Sei A eine nichtleere nach oben beschriankte Teilmenge von R. Sei B die
Menge aller oberen Schranken von A; da A nach oben beschrinkt ist, ist B # ().
Ferner gilt nach Definition einer oberen Schranke a < b fiir alle a € A, b € B.
Das Prinzip der Liickenlosigkeit ist also auf A und B anwendbar, und es liefert
eine reelle Zahl s mit

a<s<b firalleae A, be B.

Hier zeigt die erste Ungleichung, dass s eine obere Schranke von A ist, und die
zweite Ungleichung zeigt, dass es sich um die kleinste obere Schranke handelt.
Daher ist s = sup A. O

Das Prinzip der Liickenlosigkeit bzw. die Ordnungsvollstdndigkeit garantie-
ren, dass alle Zahlen, die , existieren sollten®, auch wirklich existieren. (Natiirlich
kann man nicht erwarten, dass eine Zahl, die x + 1 = = — 1 erfiillt, existiert.)
Zeigen wir das am Beispiel von /2.

Satz 1.2.3 Es gibt genau eine positive reelle Zahl x mit z = 2.

Der Beweis dieser fiir Auflenstehende selbstverstandlichen Tatsache aus dem
Prinzip der Ordnungsvollstéindigkeit ist erstaunlich komplex®; spiter (Satz I11.2.3)
wird uns das Resultat auf andere Weise in den Schof} fallen. Man sollte den Satz
jedoch nicht auf die leichte Schulter nehmen, denn was ist mit /7, Y/e, V2

etc.: Existieren diese reellen Zahlen wirklich? Und was ist 7V2 iiberhaupt?

Beweis. Wir benutzen fortwahrend den Schluss
a>b>0 = a®>0b% (I.2.1)

denn a? > ab > b2.
Setze

A={acRa>0 a><2}, B={becR:b>0, b? >2}.

5Das Problem ist, an dieser Stelle einen Beweis zu fiithren, ohne das Wort ,, Wurzelfunktion“
in den Mund zu nehmen.
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1.2 Die Vollstdndigkeit von R 13

Wir beobachten, dass A und B nicht leer sind (z.B.ist 1 € A, 2 € B), und A ist
nach oben und B nach unten beschrinkt; aus (1.2.1) folgt ndmlich (wie?) a < b

fiir alle a € A, b € B. Deshalb existieren die reellen Zahlen
a:=supA, p[:=infB,

und es gilt 0 < a < . Um das einzusehen, bemerke, dass jedes b € B eine obere
Schranke von A ist; fiir die kleinste obere Schranke o = sup A gilt also o < b
fiir alle b € B. Das wiederum bedeutet, dass « eine untere Schranke von B ist,
und fiir die grofite untere Schranke 5 = inf B folgt also a < 3.
Unser Ziel ist es nun,
a?=p2=2

zu beweisen. Wir zeigen zuerst, dass o? > 2 ist. Wire nimlich o < 2, so kénnte
man mit folgendem Argument eine reelle Zahl § > 0 finden, so dass (a+4)? < 2
ist: Setze e =2 —a? > 0. Es ist (o + §)? < 2 genau dann, wenn 2ad + 62 < ¢,
und ist 0 < 6 < min{1, £}, so ist diese Ungleichung wegen 200 +0%2 < 4d+5<¢e
erfiillt (im ersten Schritt haben wir & < 8 < 2 nebst 0 < § < 1 und im zweiten
§ < £ benutzt®). Mit dieser Wahl von 4 ist also (o +6)? < 2, dh. a+6 € A,
was der Eigenschaft von a, obere Schranke von A zu sein, widerspricht.

Also ist a? > 2, und ein analoges Argument zeigt 2 < 2 (fithren Sie es
aus!). Wegen 0 < o < 8 folgt insgesamt

2<a®<p?<2,

wie gewiinscht.
SchlieBlich zeigt eine Anwendung von (1.2.1), dass es hochstens eine positive
Zahl gibt, deren Quadrat 2 ist, und Satz 1.2.3 ist vollstdndig bewiesen. O

Das obige Argument kann zu der Aussage ausgebaut werden, dass jede po-
sitive reelle Zahl ¢ eine eindeutig bestimmte positive n-te Wurzel {/c besitzt.
Nun etwas zur Lage von Q in R.

Satz 1.2.4 Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen liegt sowohl eine ra-
tionale als auch eine irrationale Zahl.

Beweis. Seien xz,y € R, x < y. Ist z < 0 < y, liegt die rationale Zahl 0 und
fiir hinreichend grofles n € N die irrationale Zahl % zwischen z und y, ndmlich
wenn n > % ist. Ist 0 <z < y, setze d = y — x und wéhle m € N mit m > %

Ist dann n = max{v € No: £ < z}, so liegt die rationale Zahl “t! zwischen
und y: Nach Konstruktion ist ja 7= <z, aber "T'H > T sowie

n+1

1
<z+—<zx+d=y.
m

Die Minimumbildung ist eigentlich iiberfliissig, da ja ¢ = 2 — a? < 2 und deswegen £ < 1
ist. Es hatte also gereicht, 0 < § < £ zu schreiben.

Version vom 1. Januar 2025



14 I. Die reellen Zahlen

Analog gilt fiir n’ = max{v € Ny: s < x}, dass die irrationale (!) Zahl :;—"’\/%
zwischen z und y liegt (Beweis?). Ist schliefilich < y < 0, so wissen wir bereits,
dass sowohl eine rationale Zahl r als auch eine irrationale Zahl s zwischen —y
und —z liegen. Die rationale Zahl —r bzw. die irrationale Zahl —s liegt dann
zwischen x und y. O

Man driickt den Sachverhalt von Satz 1.2.4 so aus, dass sowohl Q als auch
sein Komplement R\ Q = {z € R: = ¢ Q} dicht in R liegen.

Aus Satz 1.2.4 konnte man den fehlerhaften (!) Schluss ziehen, dass es gleich
viele rationale wie irrationale Zahlen gibt. Das stimmt aber nicht! Um das zu
préazisieren, brauchen wir wieder ein paar Vokabeln.

Seien A und B Mengen und f: A — B eine Funktion. Dann heifit f

o injektiv, wenn aus f(x) = f(y) stets z = y folgt,

e surjektiv, wenn zu jedem z € B mindestens ein z € A mit f(z) = 2
existiert,

e bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Mit anderen Worten ist f bijektiv, wenn zu jedem z € B genau ein z € A
mit f(x) = z existiert. Eine bijektive Funktion f: A — B identifiziert also
die Elemente von A mit den Elementen von B; es gibt daher ,,genauso viele“
Elemente in A wie in B.

Eine Menge A heif3t abzihlbar unendlich, wenn es eine bijektive Funktion f:
N — A gibt; die Elemente von A kénnen also aufgezidhlt werden:

A={f(1),£(2), /@), }.

Eine unendliche Menge, die nicht abzdhlbar unendlich ist, heif3t dberabzdihlbar.
Zum Beispiel ist die Menge Z der ganzen Zahlen abzéhlbar unendlich, da

Z={0,1,—-1,2,-2,3,-3,... };
es ist nicht schwer, explizit eine bijektive Funktion f: N — Z hinzuschreiben

(tun Sie’s!).
Uberraschender ist der folgende Satz von Cantor.

Satz 1.2.5 Q ist abzdhlbar unendlich.

Beweis. Zuerst zihlen wir Q = {z € Q: > 0} ab. Dazu schreiben wir die Ele-
mente von QT, also die Zahlen % mit p,q € N, in ein unendliches quadratisches
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1.2 Die Vollstdndigkeit von R 15

Schema:
1234
1111
1234
2222
1234
3333

Dieses Schema durchlaufen wir entlang der Nebendiagonalen:

121321432154321E¢6
1717271727371727374’1'273°4’571"°
Streicht man Zahlen, die in dieser Liste mehrfach vorkommen, entsteht die Folge

1 1 321 1
1,2,-,3,-,4,—, =, —=,5,-,6,...
) 7273’37 ,27374’5’576’ b
woraus sich eine bijektive Funktion f: N — QT ergibt; z.B. ist f(3) = 1,

f(8) =2 etc.

Daher ist auch Q= = {z € Q: < 0} abzihlbar unendlich; denn ist f:
N — Q™ bijektiv, so auch g: N = Q~, g(n) = —f(n).

Schliellich ist dann auch Q = Q™ U {0} U Q™ abzihlbar unendlich, denn

Q= {0, £(1),9(1), f(2),9(2),--- },
vgl. die Abzihlung von Z = NU {0} U (—N). O
Hingegen gilt folgender Satz iiber R, der ebenfalls von Cantor stammt.
Satz 1.2.6 R ist dberabzdihlbar.

Beweis. Wir fiihren einen Widerspruchsbeweis und nehmen an, R wére abzéhl-
bar unendlich. Dann wire auch das Intervall I = {x € R: 0 < z < 1} abzihlbar
unendlich. Das bedeutet, dass die Elemente von [ in einer Liste aufgezéhlt wer-
den koénnen:

I = {xl,xg,mg, cen }

Wir schreiben jedes zy € I als Dezimalbruch (Dezimalbriiche werden wir in
Abschnitt I1.5 genauer ansehen):

Tr1 = 0.&11&120,13 ‘e

To = 0.a21a22a23 .

Tr3 = O.a31a32a33 .
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16 I. Die reellen Zahlen

Wir bilden jetzt die reelle Zahl y € I mit der Dezimalbruchentwicklung
Yy = O.b1b2b3 e

mit by = 3, wenn agr > 5, und by = 7, wenn ayxr < 5. Die k-te Ziffer von y
ist also von der k-ten Ziffer von zj verschieden; daraus mochten wir y # g
schlieffen. Nun ist die Dezimalbruchentwicklung einer reellen Zahl nicht immer
eindeutig; ein abbrechender Dezimalbruch wie 0.25 kann auch als 0.249999. ..
geschrieben werden. Dies ist jedoch die einzige Mehrdeutigkeit, wie in Satz 11.5.2
gezeigt wird. Deshalb ist wirklich y # xj, fiir alle k.

Die Zahl y kann also in der obigen Liste nicht vorkommen, und wir ha-
ben gezeigt, dass es keine bijektive Funktion von N auf I gibt. Deswegen ist
iiberabzéhlbar. O

Abschlieflend noch eine Bemerkung zu den Grundlagen der reellen und natiir-
lichen Zahlen. Wir haben schon mehrfach einen Schluss von der Preislage ,, Wéhle
eine natiirliche Zahl n mit ny > v/2“ gemacht (siche den Beweis von Satz 1.2.4).
Dass das geht, ist in unserer naiven Vorstellung der reellen Zahlen klar. Es ist
jedoch der Definition eines angeordneten Koérpers nicht in die Wiege gelegt; ent-
sprechende Gegenbeispiele von ,,seltsamen® angeordneten Korpern lernt man in
der Algebra kennen. Mit der Ordnungsvollsténdigkeit von R lisst sich dieser
Schluss jedoch wasserdicht begriinden.

Satz 1.2.7 Sind reelle Zahlen x,y > 0 gegeben, so existiert eine natiirliche Zahl
n mit ny > x.

Beweis. Wenn es so ein n nicht giibe, wire die Menge M = {my: m € N} nach
oben durch z beschrinkt. Wegen der Ordnungsvollstdndigkeit von R existiert
dann s = sup M. Wir werden zeigen, dass auch s —y eine obere Schranke von M
ist: Ist m € N, so ist (m+ 1)y € M und deshalb (m+ 1)y < s, d.h. my <s—y.
Da m beliebig war, ist s — y eine obere Schranke von M. Das ist aber ein
Widerspruch dazu, dass s die kleinste obere Schranke war. O

Die in Satz 1.2.7 beschriebene Eigenschaft driickt man so aus, dass R archi-
medisch angeordnet ist.

Man stellt sich eine reelle Zahl fast immer als Dezimalbruch vor (wie im
Beweis von Satz 1.2.6) — das werden wir jedoch erst spiter genau begriinden
(Satz I1.5.1). Der Witz bei Satz 1.2.7 ist, dass der Beweis eben nicht von einer
Darstellung der reellen Zahlen ausgeht, sondern nur ganz grundlegende Dinge
benutzt.

Bei den rationalen Zahlen hat man definitionsgeméfl eine Darstellung, ndm-
lich %; was R angeht, haben wir aber gar nicht genau gesagt, was eine reelle Zahl
ist, sondern nur, was man mit ihr macht (addieren, multiplizieren, vergleichen).
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Kapitel II

Konvergenz

II.1 Konvergente Folgen

Der Begriff des Grenzwerts ist der zentrale Begriff der Analysis iberhaupt. Be-

vor wir ihn systematisch entwickeln, werfen wir einen Blick in die formalen

Rechenmethoden des 18. Jahrhunderts, die zwar auf zum Teil atemberaubende

Weise korrekte Resultate, aber auch nicht haltbare Schliisse produziert haben.
Sei ¢ € R. Um den Wert der Summe

s=1+q+q¢* +--
zu bestimmen, kénnte man zuerst
gs=q+q* +q’+--
betrachten und anschlieflend
s—qs=(1+q++ ) -+ +P+-)=1

rechnen. Es ist also i
l—q

wenn ¢ # 1 ist. Setzen wir jetzt ¢ = %, so wird 1 + % + % + -+ = 2: das sieht
verniinftig aus, wenn man mit der endlichen Summe 1+ 35 + .-+ 2% =2 2%
(Beweis durch vollstéindige Induktion!) vergleicht. Setzt man jedoch ¢ = —1, so
erhélt man die merkwiirdige Formel 1 + (—1) + 14 (1) + --- = 1; vollends
seltsam wird es, wenn man ¢ = 2 einsetzt, dann behauptet die Formel (IL.1.1)
ndmlich 1 +24+44+8+..- = —1.

Welchen dieser Berechnungen kann man nun trauen? Das lédsst sich nur be-
antworten, wenn man einen Begriff der Dinge hat; man muss zunichst einem

Symbol wie 1+ ¢+ ¢?+--- eine inhaltliche Bedeutung zuweisen. (Das Problem
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18 II. Konvergenz

besteht natiirlich in den Piinktchen.) Das geschieht mit dem mathematischen
Grenzwertbegriff; auf dieser Grundlage werden wir erkliaren, was die linke Seite
in (IL.1.1) bedeutet und dass man in der Tat nur Werte von ¢ zwischen —1 und
1 zulassen darf (vgl. Satz 11.3.2).

Wir beginnen den Aufbau der Grenzwerttheorie mit konvergenten Folgen.
Eine Folge von Zahlen schreiben wir als

(an)nEN = (an) = (a17a27a37 cee );

genau genommen ist eine Zahlenfolge nichts anderes als eine Funktion f: N — R,
nur schreiben wir a,, statt f(n). Zum Beispiel sind (+) und (2") Folgen reeller

Zahlen. Manchmal kann es auch praktisch sein, eine Folge bei einem anderen

Startindex N € Ny beginnen zu lassen, z.B. (ﬁ)nzg.

Weitere Beispiele fiir Folgen, von denen wir einige demnéchst untersuchen
werden, sind:

e (a,) =(c,¢0cc,...), eine konstante Folge. Das ist zwar ein sehr einfa-
ches (im Jargon ,triviales) Beispiel, aber gerade deswegen wichtig.

* (an)=((-1)")=(-1,1,-1,1,...).
e (a,) = ((1+1/n)"), siche das Vorspiel zur Vorlesung.

e a, = Nachkommaanteil von nv/2, also a; = 0.41421 ..., as = 0.82842. ..
a3 = 0.24264 ..., ay = 0.65685..., ....

e Hier ist ein Beispiel einer rekursiv definierten Folge: ag = 2, a, =
L(an—1+2/an_1) fiir n > 1.
Hier kommt die wichtigste Definition der gesamten Vorlesung.

Definition II.1.1 Eine Folge (a,) reeller Zahlen heifit konvergent mit Grenz-
wert a, wenn gilt:

Ve >0 dng € NVn > ng lan, —al < e. (I1.1.2)

In diesem Fall schreibt man a,, — a. Eine Folge mit Grenzwert 0 heifit Nullfolge.
Eine Folge, die nicht konvergiert, heifit divergent.

Wir haben hier die Symbolschreibweise mit den Quantoren V (,,fiir alle®)
und 3 (,,es existiert*) benutzt. Ferner sei an den Betrag |z| einer reellen Zahl x
erinnert; es ist

|| =« fiir x >0, |x] = —x fiir x <O0.
Wichtig ist (und sténdig benutzt werden wird) die Dreiecksungleichung

|z +yl < 2| + [yl
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II.1  Konvergente Folgen 19

(Beweis?) sowie die Multiplikativitét

|zy| = |zlly]

(Beweis?), jeweils fiir alle z,y € R. Auch die umgekehrte Dreiecksungleichung

| = yl| < |z —y]

ist von Belang. Um sie einzusehen, verwenden wir die Dreiecksungleichung mit
x —y statt x und erhalten |z| = |(x—y)+y| < |z —y|+|y|, was |z| — |y| < |z —y)|
impliziert. Durch Vertauschen der Rollen von x und y ergibt sich die analoge
Ungleichung |y| — |z| < |z — y| und damit die umgekehrte Dreiecksungleichung.
Die Zahl |z — y| kann als Abstand von z und y aufgefasst werden.
Statt der Ungleichung |a, — a| < ¢ in (II.1.2) kann man auch

Ve >0 dng € NVn > ng —e<a,—a<e

schreiben; {ibersetzen wir dies in natiirliche Sprache, lautet die Zeile so: ,,Fiir
alle ¢ > 0 existiert eine natiirliche Zahl ng, so dass fiir alle Indices n > ng die
Ungleichung —e < a, — a < € gilt.“ (Man merkt vielleicht, dass die Quanto-
renschreibweise deutlich iibersichtlicher ist, aber bei Novizen kénnte eine solche
Ubersetzung hilfreich sein.)

Es ist unabdingbar, dass Sie die intuitive Bedeutung von Definition II.1.1
erfassen; eine Version ist: ,, Wenn man lange genug wartet, kommt a,, dem Wert
a sehr nahe — so nahe, wie man mdochte.* Definition I1.1.1 prézisiert, was ,,sehr
nahe“ und ,lange genug®“ bedeuten. Es ist andererseits unabdingbar, dass Sie in
der Lage sind, ein intuitives Vorverstindnis in prizise mathematische Begriffe
und Schliisse zu iibersetzen! Diese werden Sie in diesem Kapitel kennen lernen.

Statt a,, — a schreibt man auch

lim a,, = a.

n—oo
Dazu muss man sich aber iiberlegen, dass eine konvergente Folge nicht zwei
verschiedene Grenzwerte haben kann. Was wére, wenn a # b beides Grenzwerte
von (ay,,) wiren? Dann iiberpriifen wir Definition II.1.1 sowohl fiir a als auch fiir
b, und zwar mit € = |a—b| > 0. Einerseits existiert dann ein ny mit |a, —a| < &
fiir n > ng, andererseits ein ny mit |a,, —b| < € fiir n > ny. Ist nun n die gréBere
der beiden Zahlen ng und ng, so gelten beide Ungleichungen fiir dieses n. Daraus
folgt

la —bl = |(a —an) + (an —b)| < la—ap| + |a, — b <e+e=la—Db|
also |a — b| < |a — b|, was ein Widerspruch ist.

Beispiele I1.1.2 (o) Unser nulltes Beispiel ist die konstante Folge (ay) =
(¢,c,c,...). Dann ist lim, oo a, = ¢. (Denn in (II.1.2) kann man fir jedes
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20 II. Konvergenz

€ > 0 den Index ng = 1 wéhlen. Jedes andere ng wiirde es in diesem Beispiel
auch tun!)

(a) lim — = 0. Dazu ist zu zeigen:
n—oo n

1 1
Ve >0 dng € NVn >ng ‘f‘:f<5,
n n

und das klappt, wenn man ng so wéahlt, dass nge > 1, also ng > % ist. (Vgl.
dazu Satz 1.2.7.)
2
(b) lim

n—oo n3 —+

= 0. Dazu ist zu zeigen:

n2

Ve >03dny € NVn > — <
3 o n -~ no ’/l3+1

€.

Nun kann man beobachten, dass stets
n? < 1
nd+1 n
gilt. Das heifit, dass jedes ng, das in Beispiel (a) funktioniert, auch hier klappt.
(c) Sei |q| < 1; dann gilt lim ¢" = 0. Wir schreiben némlich I%I (>1) als
n—roo

1+ 2 mit £ > 0 und schétzen mit der Bernoullischen Ungleichung, Satz 1.1.1,

ab:
" =gl = —— < 1<
=14 C (I+2) T 1+nzr ~ nx

Daraus liest man ab, dass die Zielungleichung |¢|™ < ¢ aus (II.1.2) garantiert
dann erfiillt ist, wenn n—lz < e ist. Wenn also zu € > 0 eine natiirliche Zahl ng >
L gew#hlt wird, gilt [¢"] < ¢ fiir n > ng. (Dass |¢"| < ¢ méglicherweise auch
noch fiir andere n erfiillt ist, tut nichts zur Sache — man muss nur sicherstellen,
dass die Ungleichung ab einem gewissen ng gilt, aber man braucht nicht das
kleinste ng zu finden.)

Im Fall |g| > 1 ist (¢") keine Nullfolge. In Beispiel (g) besprechen wir den
Fall ¢ = —1, und im Fall ¢ = 1 ist lim,,_,o, ¢" = 1 nach (o). Im Fall |g| > 1 liegt
Divergenz vor, wie aus Satz I1.1.3 unten folgt.

(d) nh%rrolo ng" = 0, falls |¢| < 1. Wir definieren > 0 durch ﬁ =1+ 2 wie
in Beispiel (c¢); diesmal ist die Abschéitzung mit Hilfe der Bernoullischen Un-
gleichung aber nicht stark genug (versuchen Sie’s selbst!). Stattdessen benutzen
wir fiir n > 2 den binomischen Satz 1.2.3:

n_ N (M) n\ o nn=1) ,
(1+2) —kZ_O(k)x >1+nx—|—<2)x > =
(Beachte, dass alle Summanden positiv sind.) Daher ist

n < 2
1+x)" = (n—1)a?

Ing"| =
(
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II.1  Konvergente Folgen 21

fiir n > 2 und deshalb |ng"| < € garantiert dann fiir ein gegebenes € > 0 richtig,

wenn
2

(n—1)a?
ist. Daraus ldsst sich sofort bestimmen, dass ein

<e und n>2

2
ng > maX{Z, — + 1}
€T

den Bedingungen von Definition I1.1.1 geniigt.
(e) Sei a > 0; dann gilt lim /a = 1. Der Fall a = 1 ist klar (siche Bei-
n— oo

spiel (0)). Wir behandeln jetzt den Fall a > 1; iiberlegen Sie den Fall 0 < a < 1
in Analogie dazu selbst. Sei also a > 1 (so dass auch /a > 1); bei gegebenem
€ > 0 miissen wir die Ungleichung

Va—1]<e (I1.1.3)
untersuchen. Diese ist dquivalent zu
a< 1+,

und nach der Bernoullischen Ungleichung ist diese Ungleichung garantiert erfiillt,
wenn a < ne ist, da ja stets ne < 1+ne < (14¢)" gilt. Ist also ng > ¢ gewéhlt
und n > ng, so ist (I1.1.3) erfiillt. Das zeigt {/a — 1.

(f) Wir wollen jetzt ({/n) auf Konvergenz gegen 1 untersuchen. Analog zu
(e) ist hierfiir bei gegebenem & > 0 die Ungleichung

n<(l4+e)" (11.1.4)

zu studieren. Diesmal reicht es aber nicht aus, die Bernoullische Ungleichung
anzuwenden (versuchen Sie es trotzdem, um zu sehen, warum nicht), und man
muss einen Schritt weiter gehen. Dieser besteht wie bei (d) darin, im binomischen
Satz bis zum quadratischen Term zu summieren:

n

(4o =3 (Z)gk ey M=) 5 1)

2 2
k=0
fir n > 2, da & > 0. Daher ist (II.1.4) garantiert erfiillt, wenn n > 2 und
n < @52 ist, also garantiert fir n > ng > max{Zs% + 1}. Das zeigt
lim /n=1.
n— o0

(g) Hier nun das Standardbeispiel einer divergenten Folge, nédmlich (a,) =
((=1)™). Um die Divergenz zu begriinden, ist zu zeigen, dass kein a € R die
Bedingung von (II.1.2) erfiillt. Da diese Bedingung mit ,Ve“ beginnt, ist also
fiir jedes a € R ein , Versager-¢“ zu produzieren (das von a abhingen kann).
Wir werden einsehen, dass ¢ = 1 fiir jedes a solch ein Versager-¢ ist: Egal wie
grof} a ist, es konnen nicht beide Ungleichungen |1 —a| < 1 und |(—1) —a| < 1
erfilllt sein; die Ungleichung |a,, — a| < 1 ist daher unendlich oft verletzt und
kann nicht ab einem gewissen ng gelten.
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Im Zusammenhang mit dem letzten Beispiel ist es sinnvoll, sich die Aussage
»(ay) ist divergent“ in Quantorenschreibweise zu notieren, ndmlich

Va € R e > 0Vng € Ndn>ng lan, —a|] > e.

Es folgen einige Grenzwertsitze. Eine Folge (a,,) heifit beschrinkt, wenn die
Menge ihrer Folgenwerte {a,: n € N} beschrinkt ist, wenn also ein K € R
existiert mit

lan| < K fiir alle n € N.

Analog wird erklirt, was es bedeutet, dass (a,) nach oben bzw. nach unten
beschrankt ist.
Beschréanktheit ist eine notwendige Bedingung fiir Konvergenz.

Satz I1.1.3 FEine konvergente Folge ist beschrinkt.

Beweis. Sei (a,) eine konvergente Folge. Wir verwenden (II.1.2) fiir e = 1 und
erhalten ein ng mit |a, — a| < 1 fiir alle n > ng. Fiir diese n ist dann

lan| = [(an —a) +a| < lan —a| + |a| <1+ al.
Daher gilt
lan| < K :=max{|a1|,...,|an,-1], 1+ |a|}
fiir alle n € N. O

Die Aussage von Satz I1.1.3 darf nicht mit ihrer (falschen!) Umkehrung ,Fine

besehrinkte Folge-ist-konvergent” verwechselt werden; die Folge ((—1)") ist ein
Gegenbeispiel hierfiir.

Nun zu Summen und Differenzen konvergenter Folgen.

Satz I1.1.4 Seien (ay) und (b,) konvergente Folgen mit a, — a, b, — b. Dann
sind auch (an + by) und (a, — by) konvergent, und es gilt

lim (a, £ b,) =a+d.

n—oo

Beweis. Sei € > 0. Nach Voraussetzung existieren ni,ny € N mit

lan, —a| < e fiir n > nq,
|b, —b] < € fiir n > ny.

Sei ng die grofere der beiden Zahlen n; und nsy, dann gelten diese beiden Un-
gleichungen simultan fiir n > ng, und es folgt fiir n > nyg

l(an +bn) — (a+b)] =|(an —a) + (b = 0)| < |an —al + b, — b <e+e = 2e.
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II.1  Konvergente Folgen 23

Vergleicht man mit (II.1.2), muss man feststellen, dass man das zu erreichen-
de Ziel um den Faktor 2 verfehlt hat. Daher muss man eine Nuance anders
argumentieren.

Hier also der millimetergenaue Beweis. Sei € > 0. Wir wenden die Voraus-
setzung, dass a, — a und b,, — b strebt, geméf (I1.1.2) an, aber nicht auf das
gegebene ¢, sondern auf $ (beachte den V-Quantor in (I1.1.2)). Dann existieren
n1,no € N mit

lan, —al < fiir n > ngq,

|bn, — b] < fiir n > no.

NN M

Sei ng die grofere der beiden Zahlen n; und ns, dann gelten diese beiden Un-
gleichungen simultan fiir n > ng, und es folgt fiir n > nyg

(@ +bn) = (@+ )] = (an = @) + (b = ) < lan — al + [ —b] < S+ 5 =&,

quod erat demonstrandum. )
Der Fall der Folge (a,, — b,) geht genauso; es ist eine gute Ubung, sich die
Details aufzuschreiben. O

Da die ,,2e-Pleite“, die uns im letzten Beweis begegnet ist, noch héufiger auf-
taucht, soll ein systematischer Ausweg angegeben werden. Sei r > 0. Informell
soll jetzt eine Folge (a,) r-konvergent gegen a € R genannt werden, wenn

Ve’ >0 3ny € NVn > ng la, —a| <re

gilt. In unseren Uberlegungen werden wir gelegentlich auf solche Folgen gefiihrt;
z.B. zeigte der urspriingliche Beweisansatz von Satz I1.1.4, dass (a, + by)
2-konvergent ist. Dass man den Begriff der r-Konvergenz in keinem Lehrbuch
findet, liegt an folgendem Lemma.

Lemma I1.1.5 Sei r > 0. Fine Folge ist genau dann r-konvergent gegen a,
wenn sie konvergent gegen a ist.

Beweis. Sei (a,,) zundchst r-konvergent gegen a; wir miissen (I1.1.2) verifizieren.
Sei dazu € > 0. Wir wenden die Definition der 7-Konvergenz mit ¢’ = £ an und
erhalten ein entsprechendes ng. Fiir n > n{ gilt dann

£
|an—a|<r€’:r;:5,

also klappt (in selbsterkldrender Notation) ng(e) = ng(%).
Die Umkehrung (Konvergenz impliziert r-Konvergenz) wird genauso bewie-
sen (tun Sie’s!). O

Mit Hilfe dieses Lemmas wird der Beweis des folgenden Konvergenzsatzes
iibersichtlicher.
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Satz I1.1.6 Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a,, — a, b, — b.
(a) Dann ist auch (apby,) konvergent mit

lim a,b, = ab.
n— o0

Insbesondere gilt fir A € R

lim Aa,, = Aa.
n—oo

(b) Ist b # 0 und sind alle b, # 0, so ist auch (§*) konvergent mit

Beweis. (a) Wir miissen |a,b, — ab| abschitzen; dabei hilft der Trick, den ge-
mischten Term a,,b abzuziehen und wieder zu addieren (,,aktive Null“):
|anby, — ab| = |apby, — anb + anb — ab|
< lanb, — anb| + |anb — ab)
= |an||bn, — b + |a, — al|b].

Sei nun € > 0. Wie im Beweis von Satz I1.1.4 findet man ein ny € N, so dass fiir
n > ng die beiden Ungleichungen

lan, —al <e, |b,—bl<e

erfiillt sind (wie ndmlich?). Weiter hilft es zu wissen, dass nach Satz I1.1.3 die
Folge (a,,) beschréankt ist, also ist fiir ein geeignetes K > 0

lan,| < K fiir alle n > 1.
Insgesamt erkennen wir nach diesen Vorarbeiten fiir n > ng
|anby, — ab| < Kb, — b| + |b|lan, — a| < (K + |b|)e,

und Lemma I1.1.5 zeigt, dass a,b,, — ab.

Fiir den Zusatz betrachte nur die Folge (b,,), b, = A fiir alle n.

(b) Da man (3*) = anb% schreiben kann, reicht es, die Folge (bi) auf Kon-
vergenz zu untersuchen. Zunéchst ist

i_l‘ |bn_b|
bo b1 [b][bn]

fir n > 1.

Wendet man (I1.1.2) fiir die Folge (b,) und € = $|b| an, erhélt man ein N € N
mit 1
|bn, — b] < §|b\ fiir n > N,
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also

1
|by| > §|b| fiir n > N.

Sei nun € > 0 beliebig. Es existiert ng mit
|by, — b <& fiir n > ny.
Setzt man n( = max{ng, N}, so gilt fiir n > n|

— b 5 2

1 1‘ _ b, - _
by bl [Blbal B2 T BT

und Lemma II.1.5 zeigt bi — %. O

Wie das Argument von (b) zeigt, hdtte man gar nicht voraussetzen miissen,
dass alle b, # 0 sind; denn man erhélt b, # 0 fiir n > N automatisch. Damit
ist die Folge (§*) zumindest fiir n > N definiert.

Als Beispiel betrachte

4nd — 2?2 41

p = —5——.
2n3+n+5

Die Konvergenz dieser Folge kann mit den bisherigen Grenzwertsidtzen nachge-
wiesen werden; man benotigt allerdings den Trick, den Bruch durch die hochste
Nennerpotenz von n zu kiirzen. Dann sieht man

4—24+45 4-0+40
= 1,5 =

245+ :3 2+0+4+0

Qp

Satz I1.1.7 Seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a,, — a und b, — b.
Es gelte a, < by, fir alle n. Dann ist auch a < b.

Beweis. Nehmen wir an, es wére a > b; setze dann g9 = 3(a—b). Wie im Beweis
von Satz I1.1.4 findet man ein ng, so dass fiir n > ngy die beiden Ungleichungen

\an—a| < €0, |bn—b‘ < €p
gelten. Insbesondere folgt fiir diese n

b b
ot bn<b+50:i7

an > a— &g = 5 5

also b, < a,, im Widerspruch zur Voraussetzung. Deshalb muss a < b sein. O
Selbst wenn alle a,, < b,, sind, braucht nicht a < b zu gelten; ein Gegenbei-
spiel ist a,, = 0 und b,, = %

Der folgende Satz wird auch Sandwichsatz genannt.
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Satz I1.1.8 Seien (a,) und (by,) konvergente Folgen; sei (cy,) eine weitere Folge.
Es gelte ap, < ¢, < by fir alle n und lim,, o ap, = limy,_,o b, =: a. Dann ist
auch (¢p,) konvergent mit lim,_, o ¢, = a.

Beachten Sie, dass die Konvergenz von (¢,) Teil der Behauptung und keine
Voraussetzung ist! Wiisste man, dass (¢,) konvergiert, wiirde lim,, o ¢, = a
sofort aus Satz I1.1.7 folgen.

Beweis. Sei € > 0. Es existiert ng, so dass fiir n > ng die beiden Ungleichungen
lan, —al <e, |bp—a|l<e
gelten. Insbesondere ist fiir diese n
a—e<a,<c,<b,<a-+e,

also
len, —al < e fir n > no.

Das zeigt, dass (¢,,) gegen a konvergiert. O

Fiir Anwendungen dieser Sétze ist eine kleine Ausdehnung hilfreich; es reicht
némlich, dass die vorausgesetzten Ungleichungen in Satz II.1.7 und I1.1.8 nur
ab einem gewissen N € N gelten (warum?).

I1.2 Konvergenzkriterien

Wenn man die Konvergenz einer gegebenen Folge nachweisen will, muss man
bereits wissen, was der Grenzwert ist. Manchmal kennt man den Grenzwert
im Vorhinein aber gar nicht, z.B. bei der durch a, = (1 + %)” definierten
Folge. Daher ist es wiinschenswert, Kriterien an der Hand zu haben, die die
Konvergenz einer Folge sichern, ohne dass man ihren Grenzwert explizit kennt.
(Dieses Vorgehen werden wir in Beispiel I1.2.2 auf ((1 4+ 1)") anwenden.)

Das erste solche Konvergenzkriterium beruht auf der Monotonie einer Folge.

Eine Folge (ay,) heifit monoton wachsend, wenn
Opt1 > an flirn>1
gilt; sie heifit streng monoton wachsend, wenn
Apt1 > an firn>1
gilt; sie heifit monoton fallend bzw. streng monoton fallend, wenn
nt1 < a, firn>1 bzw. a1 <a, firn>1

gilt. Eine monotone Folge ist eine Folge, die monoton wachsend oder monoton
fallend ist. Einfaches Beispiel: (1) ist streng monoton fallend, aber (%) ist
nicht monoton.
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Satz I1.2.1 Jede monotone und beschrinkte Folge ist konvergent.

Beweis. Wir betrachten den Fall einer monoton wachsenden Folge (a,,). Da (a,)
nach oben beschrinkt ist, existiert die Zahl

§ := sup a,, := sup{ay, ag, ... }.
neN
Wir zeigen a,, — s. Da s eine obere Schranke der a, ist, gilt stets a,, < s. Sei
nun € > 0 gegeben. Weil s die kleinste obere Schranke der a,, ist, ist s — ¢ keine
obere Schranke; es existiert also ng € N mit a,, > s — . Weil (a,,) monoton
wiachst, gilt also sogar a,, > s — ¢ fur alle n > ng, das heifit s — a,, < ¢ fiir
n > ng. Da wie gesagt stets s — a,, > 0 ist, folgt insgesamt

la, —s| < e fiir n > ng,

und das beweist a,, — s.

Bei einer monoton fallenden Folge kann man analog mit Hilfe des Infimums
argumentieren (tun Sie’s!), oder man betrachtet zu einer beschrinkten, monoton
fallenden Folge (a,,) die Folge (—a,), die monoton wichst und beschrénkt ist und
die nach dem eben Bewiesenen konvergiert. Wegen a,, = (—1)(—a,,) konvergiert
auch (ay,). O

Beispiel I1.2.2 Wir betrachten die durch a, = (1+ )" definierte Folge und
zeigen, dass sie streng monoton wachsend und beschrankt ist. Zum Beweis der

Monotonie werden wir “2“ > 1 nachrechnen:
"

n+ 2\nt+l
an+1_<n+1) _n+2(n(n+2)>"_n+2( 1 "
)2

an, <n+1>" Cn+l\(n+12/)  n+l (n+1
n
Auf den letzten Term wenden wir die Bernoullische Ungleichung aus Satz 1.1.1
an (mit x = —ﬁ > —1); es folgt fiir alle n > 1

an+1>n+2 _n (n+2)(n®>+n+1) n®+3n?+3n+2
an n+1 (

n+1)2 (n+1)3 n3+3n?+3n+1

Zum Nachweis der Beschrinktheit (nach oben, beachte a,, > 0) benutzen
wir den binomischen Satz 1.1.2:

1IN = (n)\ 1
1 f) _ -
( ta Z (k) nk
Der k-te Summand ist

1nn-1)---(n—k+1)
k! Mo n k! — 2k-1
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fir K > 0 (denn k! > k-1, warum?). Deshalb ist fiir n > 1

n n n—1
1\" 1 1 1 1
(1+y) sl sy g =2+  gr=t-gy =t
k=0 k=0 k=0

(Die verwandte Formel fiir die Zweierpotenzen wurde schon eingangs des Kapi-
tels erwiihnt, siehe (I1.3.1) fiir die allgemeine geometrische Reihe.)

Nach Satz I1.2.1 ist ((1++)™) konvergent; allerdings ist der Grenzwert keine
Zahl der Grundschulmathematik. Man definiert

es ist e = 2.7182818. ... Ubrigens ist das ein schones Beispiel dafiir, dass die
zeitgendssische Mathematik die historische Reihenfolge oft umkehrt. In der hi-
storischen Entwicklung traten nédmlich zuerst die Logarithmen auf, und Euler
definierte e als die Zahl, deren natiirlicher Logarithmus 1 ist: Ine = 1. (Zu die-
sen Dingen siehe etwa E. Hairer, G. Wanner, Analysis By Its History, Springer
1995.)

Natiirlich ist nicht jede beschrinkte Folge konvergent (Beispiel?); es gilt aber
das folgende Teilfolgenprinzip. Ist (ng)x eine streng monoton wachsende Folge
natiirlicher Zahlen, so nennt man (a,, ) eine Teilfolge von (ay,),. Offensichtliche
Beispiele fiir Teilfolgen von (ay,), sind

(a) (a2,a4,as,...), also ng = 2k;

(b) (a1,a4,a9,...), also ny = k?;

(¢) (ag,as,as,ar,aq1,...), also ny = k-te Primzahl.

Hier ein etwas raffinierteres Beispiel: Im néchsten Abschnitt werden wir sehen,
dass die Folge (s,) mit s, = 1+ 3 4+ --- + 1 unbeschréinkt ist. Wir kénnen
daher fiir jedes k € N die kleinste natiirliche Zahl ng mit s,, > k bestimmen;
also ny =1, ng = 4, ng = 11 etc. Fiir jede Folge (ay )y ist (an, )r eine Teilfolge
(warum ist (ny) streng monoton wachsend?).

Satz I1.2.3 (Satz von Bolzano-Weierstraf)
Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Sei (ay,) eine beschriinkte Folge, sagen wir Ay < a,, < By fiir alle n. Im
Folgenden wird es praktisch sein, die Bezeichnung

[A,B]={z € R: A<z < B}

fiir ein abgeschlossenes Intervall zu verwenden.

Wir verwenden die ,, Teile-und-herrsche-Methode®. Sei My = % der Mit-
telpunkt des Intervalls Iy = [Ag, Bg]. Wir betrachten die beiden Hilften [Ag, M|
und [My, Bo| (,,teile“); [Ag, Mo] oder [My, By] enthilt dann unendlich viele Fol-
genelemente. Im ersten Fall setzen wir Ay = Ag, By = My; wenn [Ag, My]
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nur endlich viele Folgenglieder enthélt, setzen wir A; = My, By = By (,,herr-
sche“). In jedem Fall haben wir ein Intervall Iy = [Ay, B1] C Iy definiert, fiir
das Ny = {n € N: a,, € I} unendlich ist; setze ny = min N;.

Sei My = # der Mittelpunkt des Intervalls I;. Dann enthilt [Ay, M]
oder [M7, B1] unendlich viele Folgenelemente, da ja N7 unendlich ist. Im ersten
Fall setzen wir Ay = Ay, By = My; wenn [A, M;] nur endlich viele Folgenglieder
enthilt, setzen wir Ay = My, By = Bji. In jedem Fall haben wir ein Intervall
I, = [Ay, Bs] C I; definiert, fiir das Ny = {n € Ni: a, € I3, n > ny} unendlich
ist; setze ng = min Ny (> ny).

So fortfahrend, erhilt man Intervalle I, = [Ag, Bx| und unendliche Teilmen-
gen N D Ny D Ny D ... mit folgenden Eigenschaften:

(a) Ag < A; <Ay <--- < By;

(b) Bo>Bi > DBy >---> Ap;

(¢) Bi— Ay = 5r(Bo — Ag);

(d) fiir ng = min Ny, gilt Ap < ap, < B und ng < ngy1.

(Machen Sie sich klar, wie man Iy und Ngy; aus I und Ny erhilt.) Wir
werden jetzt zeigen, dass limy_,oc an, existiert.

Wegen (a) ist (Ax) monoton und beschrankt, also (Satz I1.2.1) existiert o :=
limg_s 00 Ag. Aus dem gleichen Grund zeigt (b), dass 8 = limy_,o By existiert.
Nach Satz I1.1.4 gilt By — Ar, — S—«; andererseits zeigt (c) By, — A — 0. Wegen
der Eindeutigkeit des Grenzwerts muss o = 8 sein. Nun liefert (d) mit Hilfe des
Sandwichsatzes 11.1.8, dass die Teilfolge (an, ) ebenfalls gegen o konvergiert. O

Ein weiteres wichtiges Konvergenzkriterium benutzt den Begriff der Cauchy-
folge, der jetzt erkléart wird.

Definition I1.2.4 Eine Folge (a,) heifit Cauchyfolge, wenn gilt:
Ve > 0 dng € NVm,n > ng |am — an| < e.

Bei Bedarf kann man hier natiirlich annehmen, dass m > n ist. Wenn die
intuitive Bedeutung der Konvergenz ist, dass die Folgenglieder einer gewissen
Zahl nahe kommen, so ist die intuitive Bedeutung der Cauchy-Bedingung, dass
die Folgenglieder einander nahe kommen.

Beispiel I1.2.5 Ein nicht ganz offensichtliches Beispiel einer Cauchyfolge ist
die durch a,, = > ,_,; k—lz definierte Folge. (Die wahre Heimat dieses Beispiels
liegt bei den unendlichen Reihen im nichsten Abschnitt.) Sei m > n, dann ist!

m

|am — an| = Z %

k=n-+1

1Man setzt generell ZQ/I:N ar =0, wenn M < N ist (,leere Summe*).
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Um das abzuschétzen, verwendet man den Trick, dass fiir k& > 2

1 1 1 1

B Rk—1) k=1 &

ist. Damit erhalt man

m m

1 1 1
< X (1%1_%)
k=n+1 k=n+1
~( o) ) e )
" \n n+1 n+l n+2 m—1 m
1 1 1

n m n

Dass von der Summe nur der erste und letzte Term iibrig bleiben und sich der
Rest weghebt, beschreibt man durch das Wort Teleskopsumme.

Jetzt ist es leicht, (a,,) als Cauchyfolge zu erkennen. Zu £ > 0 wiihle ndmlich
ng > %; dann gilt fiir m > n > ng nach den obigen Voriiberlegungen

1
lam — an] < — < e.
n

Die folgenden Eigenschaften einer Cauchyfolge sind leicht zu zeigen.

Satz 11.2.6
(a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge.
(b) Jede Cauchyfolge ist beschrinkt.

Beweis. (a) Gelte a,, — a, und sei ¢ > 0. Wendet man (I1.1.2) aus Definiti-
on IL1.1 fiir § an, erhélt man ein ng € N mit |a, — a| < § fiir n > ng. Daher
gilt fiir m,n > ng

€ €
|am—an|:|(am—a)+(a—an)|§|am—a|—|—|an—a|<§—|—§:€.

(b) Das geht ganz dhnlich wie bei Satz I1.1.3. Zunichst wird die Definition
einer Cauchyfolge fiir ¢ = 1 angewandt; das liefert ein ng mit |a,, — a,| < 1 fiir
m,n > ng. Insbesondere ist fiir n > ng (setze m = ng)

|an| = [(an — ang) + ang| < |an = ang| + lany| < 1+ [an,]|.

Deshalb ist
lan| < K :=max{|a1],...,|ang—1], 1 + |an,|}

fir alle n > 1. O

Die Pointe ist nun, dass man die Konvergenz einer Folge beweisen kann,
ohne vorher ihren Grenzwert zu kennen:
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Satz I1.2.7 (Cauchy-Kriterium)
Jede Cauchyfolge konvergiert.

Beweis. Sei (ay,) eine Cauchyfolge. Nach Satz I1.2.6(b) und dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl (Satz I1.2.3) existiert eine konvergente Teilfolge, sagen wir a,, — a.
Wir zeigen jetzt, dass (a,) selbst gegen a konvergiert; dazu benutzen wir die
Cauchy-Bedingung.
Dazu sei € > 0. Dann existiert ky € N mit
lan, —al <e fir k> ko,
und es existiert ng € N mit

|am — an] < e fir m,n > ng.

Wihle nun k' > kg so grof}, dass nys > ng ist; man darf dann in der vorigen
Ungleichung m = ny setzen. Zusammen ergibt sich fiir n > nyg

lan —a| = [(an — an,,) + (an,, — a)| < |an = an,, |+ |an,, —a] <e+e=2e,

und Lemma II.1.5 schliefit den Beweis ab. O

Satz I1.2.7 liefert nun, dass die Folge aus Beispiel I1.2.5 konvergiert; wogegen
sie konvergiert, verrit er uns nicht. Das steht auch auf einem ganz anderen Blatt;
2
man kann mit tieferliegenden Mitteln zeigen, dass der Grenzwert 7 ist.

II.3 Unendliche Reihen

Wir haben jetzt alle Mittel bereit gestellt, um die eingangs des Kapitels beob-
achteten Phinomene iiber die Summe 14 ¢+ ¢ +-- - einzuordnen. Hier geht es
ja darum, séamtliche Glieder einer Folge aufzusummieren. Der folgende Begriff
prézisiert das.

Definition I1.3.1 Sei (a,) eine Folge, und sei (s,,) die zugehorige Folge der

Partialsummen
n
Sp = E Q.
k=1

Man sagt, die unendliche Reihe 2;11 ay, konvergiert, wenn die Folge der Par-
tialsummen (s, ) konvergiert. Man setzt dann

o0

E ar = lim s,.
n—oo

k=1
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Natiirlich darf eine unendliche Reihe auch von einem anderen Index N € Ny
ab summiert werden: Y ,- \ ay.

Die gewiss wichtigste unendliche Reihe ist die bereits erwéhnte geometrische
Reihe Y -, ¢". Wir untersuchen, fiir welche ¢ € R Konvergenz vorliegt. Dazu
bestimmen wir die Partialsummen der Reihe explizit, und das geht mit dem
Trick vom Anfang des Kapitels — allerdings im sicheren Fahrwasser endlicher
Summen angewandt: Es ist

sn=1l4q+--+4",
gsn = q+q*+- -+ g
und deshalb

(1—=q)sp=1-¢"*"
sowie
1 _ anrl
Sn =y fiir ¢ # 1; (I1.3.1)
—q

ferner zeigt direktes Einsetzen
sp,=n+1 firqg=1.

Daraus ergibt sich: (s,) konvergiert fiir |¢| < 1 mit Grenzwert %_q (vgl. Bei-
spiel 11.1.2(c)); (sp) ist unbeschrinkt fiir |¢| > 1, da dann (|g|™) unbeschrénkt
ist (verwende die Bernoullische Ungleichung); (s,) ist ebenfalls unbeschrinkt
fiir ¢ = 1 (siehe oben); (sy) ist beschrankt, aber divergent fir ¢ = —1 (vgl.
Beispiel 11.1.2(g)). Zusammengefasst haben wir gezeigt:

Satz I1.3.2 Die geometrische Reihe Z;“;o q"* ist genau dann konvergent, wenn
lg| <1 ist. In diesem Fall gilt

> 1
kL

Aus Abschnitt I1.2 kennen wir bereits ein weiteres Beispiel einer konvergen-
ten Reihe, némlich Y7 | 75 (vgl. Beispiel IL2.5 und Satz I1.2.7). Den Wert
dieser Reihe zu bestimmen, ist aber eine ganz andere (und fiir diese Vorlesung
zu schwierige) Aufgabe. Das ist typisch fiir die Reihenrechnung; wir werden viele
Kriterien kennen lernen, die es gestatten, die Konvergenz einer Reihe zu zeigen,
ohne ihren Wert anzugeben. Wie schon gesagt ist das Ergebnis jedenfalls

e 2

™

1 _n
k2 6

k=1

Es sind sehr unterschiedliche Beweise dafiir bekannt?. Ein faszinierendes phy-
sikalische Argument stammt von J. Wéstlund; siehe Summing inverse squares

2Der erste Beweis stammt von Euler; vorher hatten sich die Bernoullis vergeblich um einen
Beweis bemiiht. Da sowohl Euler als auch die Bernoullis aus Basel stammen, ist das Problem,
>k 1/k? zu berechnen, als Basler Problem bekannt geworden.
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by FEuclidean geometry (http://www.math.chalmers.se/~wastlund/Cosmic.
pdf) und das zugehérige YouTube-Video (https://www.youtube.com/watch?
v=d-03eB9sfls).

Wir kommen jetzt zu einfachen Rechenregeln fiir konvergente Reihen.

Satz I1.3.3 Seien Y, ar und Y ;- by konvergente Reihen, und sei c € R.
Dann sind auch Y5 (ar £ by) und >3-, cay konvergent mit

o0 o0 oo
Zakibk :Z“kizb’“
k=1 k=1 k=1
o0
ank = cZak.
k=1 k=1

Beweis. Wir behandeln die Summe. Setze s, = > p_; ak, tn = Y p_q biy Un =
> py(ag + by). Dann gilt u,, = s, + t,,, und nach Satz I1.1. 4 ist

lim u, = lim s, + hm tn,
n—oo n— o0

d.h.

Z(ak +by) = Zak + Zbk-
k=1 k=1 k=1

Die iibrigen Behauptungen des Satzes zeigt man genauso (tun Sie’s!). O

Es gibt keine so einfache Aussage iiber das Produkt von Reihen, siehe dazu
Satz 11.4.3.
Es folgt ein einfaches notwendiges Kriterium fiir Konvergenz.

Satz I1.3.4 Wenn die Reihe Y po, ai, konvergiert, ist (a,) eine Nullfolge.

Beweis. Ist s der Wert der Reihe und s,, die n-te Partialsumme, so gilt ja s,, — s
und natiirlich auch s,_1 — s. (Warum eigentlich?) Es folgt

Ap = Spn — Sp—1 > Ss—8=0,

wie behauptet. O
Dass (a,,) eine Nullfolge ist, ist jedoch keine hinreichende Bedingung fiir die
Konvergenz der Reihe; das klassische Gegenbeispiel ist die harmonische Reihe

IR S U
23 4

Version vom 1. Januar 2025



34 II. Konvergenz

Wir zeigen, dass die Partialsummenfolge unbeschriankt ist, indem wir speziell
Partialsummen mit 2 Gliedern betrachten und geschickt klammern:

Sl ) (e )
—k 2 \3 4 5 8 2m-1 41 2m

I =

1 1 1 -
>14:4+2 ~+4d -+ 42m7L

= 2 4 8 om
—1+1+1+1+ +1
o 2 2 2 2
m
=14+ —.
T3

Das erste abstrakte Konvergenzkriterium ist das Analogon zum Cauchy-
Kriterium fiir Folgen (Satz I1.2.7, beachte noch Satz I1.2.6(a)).

Satz I1.3.5 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
Die Reihe 21211 ar konvergiert genau dann, wenn

Ve >0 dng e NVm >n > ng ‘Zak‘<£. (I1.3.2)
k=n

Beweis. (I1.3.2) bedeutet nichts anderes, als dass die Folge der Partialsummen
eine Cauchyfolge bildet. O

Setzt man iibrigens m = n in (I1.3.2), erhélt man erneut Satz I1.3.4.

Mit vielen der folgenden Kriterien kann man nicht nur die Konvergenz von
Y peq ar nachweisen, sondern sogar die von Y .-, |ax|. Wenn letztere Reihe
konvergiert, sagt man, Y-, ay konvergiert absolut. Halten wir als erstes fest:

Satz I1.3.6 Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beweis. Wenn ZZ’;I ay, absolut konvergiert, existiert nach dem Cauchy-Kriterium
zu jedem € > 0 ein ng mit

m
Z|0,k|<e’:‘ fiir m > n > nyg.
k=n

Aber nach der Dreiecksungleichung® gilt stets
m m
PRSI
k=n k=n

daher ist (IL.3.2) fiir die Reihe Y .-, ay, erfiillt. O

3Die Dreiecksungleichung fiir endlich viele Summanden folgt aus der mit zwei Summanden
durch vollstdndige Induktion.
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Satz I1.3.7 (Majorantenkriterium)
Seien (an) und (c,) zwei Folgen mit

lan| < ¢, fiirn>1.

Wenn Zzozl ¢, konvergiert, konvergiert auch Z;il ar, und zwar absolut. Das
gilt auch noch, wenn die Abschitzung |a,| < ¢, nur firn > N erfillt ist.

Beweis. Wir zeigen das Cauchy-Kriterium fiir die Reihe Y 7, |ag|, und wir
benutzen das Cauchy-Kriterium fiir die Reihe Y 72 | cj.
Sei € > 0. Dann existiert ng € N mit

m
ch<5 fir m > n > nyg.
k=n

Wegen der Voraussetzung gilt dann auch

m

Z|ak|<5 fir m > n > nyg.
k=n

Unter der schwicheren Voraussetzung des Zusatzes hat man diese Abschitzung
nur fir m > n > max{ng, N}. In jedem Fall erfiillt Y ;- |ajx| das Cauchy-
Kriterium. O

Man nennt in Satz I1.3.7 3"~ | ¢k eine konvergente Majorante fiir > - | a.
Beispiel: Fiir p > 2 konvergiert > ,-, k%, da > po k% eine konvergente Majo-
rante ist. Umgekehrt sieht man, dass ) -, ﬁ divergiert, da diese Reihe eine
Majorante der harmonischen Reihe ist (,die harmonische Reihe ist eine diver-
gente Minorante*).

Die schlagkriftigsten Kriterien erhélt man, wenn man versucht, eine geome-
trische Reihe als Majorante zu gewinnen.

Satz I1.3.8 (Quotientenkriterium)
Sei (an) eine Folge.
(a) Falls N e Nund0<q <1 mita, #0 firn>N und

‘ anJrl

|<q firnzN
Qnp

existieren, konvergiert >, ay absolut.
(b) Falls N € N mit a,, # 0 firn > N und

’ Ap+1

‘21 firn >N
an

existiert, divergiert y oo | aj.
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Beweis. (a) Die Voraussetzung impliziert
lanyi| < lan|g' fiir 1 >0

bzw.

lax| < @qk fiir k > N.
q

Da die geometrische Reihe Z;OZO q* konvergiert, folgt die Behauptung aus dem
Majorantenkriterium.
(b) Diesmal liefert die Voraussetzung

lag] > lan] >0 fiir k> N.
(an) ist also keine Nullfolge, und Y - | ai, ist wegen Satz I1.3.4 divergent. O

Satz I1.3.9 (Wurzelkriterium)
Sei (ay,) eine Folge.
(a) Falls NeNund0<q<1mit

V| <q firn>N

existieren, konvergiert Y - | ay, absolut.
(b) Falls
Vlan| =1 fiir unendlich viele n

gilt, divergiert Y ;- | ay.

Beweis. In (a) ist |a,| < ¢™ fiir n > N und deshalb die geometrische Reihe eine
konvergente Majorante, und in (b) ist |a,| > 1 fiir unendlich viele n und deshalb
(an) keine Nullfolge. O

Die harmonische Reihe zeigt, dass es nicht ausreicht, in Teil (a) des Quotienten-
oder Wurzelkriteriums die Bedingung [...] < g durch [...] < 1 zu ersetzen.

Von beiden Kriterien gibt es vereinfachte Versionen, wenn die Grenzwerte
der entsprechenden Groflen existieren.

Korollar I1.3.10 (Vereinfachtes Quotientenkriterium)
Sei (an,) eine Folge, fir die

p:= lim

n—oo

Ap41 ‘
Qp,

existiert.
(a) Wenn p <1 ist, konvergiert Y ;- | ai absolut.
(b) Wenn p > 1 ist, divergiert Y po | ay.
(c) Wenn p =1 ist, kann man keine allgemeine Aussage treffen.
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Beweis. (a) Setze ¢ = %1 < 1lund € = g— p > 0. Nach Voraussetzung existiert

ng mit

Ap41
an

—,0’<5 fiir n > no,

d.h. insbesondere
‘an+1

‘<p+€:q fiir n > ng.
an,

(b) Diesmal folgt wie oben, mit e =p—1> 0,

an+1
an

‘>p*€:1 fir n > ng.

(c) Fiir die konvergente Reihe >~ | % und die divergente Reihe Y77 | + ist
jeweils p = 1. O

Korollar I1.3.11 (Vereinfachtes Wurzelkriterium)
Sei (an,) eine Folge, fir die

w:= lim {/|an,|

n—r oo

existiert.
(a) Wennw < 1 ist, konvergiert Y p- , aj absolut.
(b) Wenn w > 1 ist, divergiert y .- | aj.
(¢) Wenn w =1 ist, kann man keine allgemeine Aussage treffen.

Beweis. Der Beweis geht genauso wie bei Korollar 11.3.10; fiir (¢) muss man
¥/n — 1 wissen (Beispiel I11.1.2(f)). O

Beispiel I1.3.12 (Die Exponentialreihe)
Wir betrachten zu x € R die Reihe

k

> i
> (I1.3.3)
k!

und fragen nach der Konvergenz. Um das (vereinfachte) Quotientenkriterium
anzuwenden, beachte man nur

xn+1
|
(1| el
- n+1
n!

also konvergiert (I1.3.3) fiir jedes = € R. Dies wird sich als Basis fiir die Definition
der e-Funktion erweisen (siehe Definition II1.3.4).
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Vorbereitend zeigen wir

oo

n/ - k!
k=0
gezeigt, so dass
oo
<y L
=2
k=0

folgt. Fiir die umgekehrte Abschéitzung halte zunéichst v € N fest; fiir n > v ist
dann

() = (w2 al -0 -0

=0 k=0

Lésst man jetzt n — oo streben, ergibt sich (beachte, dass rechts eine Summe
mit endlich vielen Summanden steht und diese Anzahl von n unabhéngig ist)

"1
ezzﬁ fiir alle v € N.
k=0

Ein zweiter Grenziibergang, ndmlich v — oo, liefert
1
k=0

Die beiden Darstellungen fiir e sind zwar qualitativ gleichwertig, aber die
Konvergenz der e-Reihe ist viel schneller als die von (1 + 1)"; z.B. ist

10 1 1 10
>3 2 — 27182818, .. (1 7) —92.593....
€= k; il 10

Links hat man bereits 7 korrekte Nachkommastellen und rechts keine einzige.

Das letzte Konvergenzkriterium dieses Abschnitts ist kein Kriterium fiir ab-
solute Konvergenz, sondern lebt von den Vorzeichenwechseln der Summanden.

Satz I1.3.13 (Leibniz-Kriterium)
Sei (ay,) eine monoton fallende Nullfolge; insbesondere sei stets a, > 0. Dann
konvergiert die Reihe

oo

a; — az + as +-.-= Z(—l)k+1ak.
k=1
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Beweis. Sei s, = >, _,(—=1)**ta,. Fiir gerade n gilt

und fiir ungerade

der Grund ist jeweils, dass stets ami1 < G, ist (2.B. Sopyo = Sop + Gony1 —
Aopt2 > Soy,). Ferner ist fiir alle n

S2n é Son—1-

Insbesondere ist ($2,) monoton wachsend und durch s; nach oben beschrinkt,
und (s2,—1) ist monoton fallend und durch s, nach unten beschrinkt. Nach
Satz I1.2.1 existieren s = lim,, oo S2, und s’ = lim,, oo S2,—1, und es gilt

$9< 84 <. <89, <5< < < sgp1 <L <sg <osy.

Es ist aber so,,—1 — $2,, = a2, — 0 und deshalb s’ = s. Es folgt (wie?), dass (s,,)
konvergiert mit Grenzwert s. g

Im Beweis wurde die wichtige EinschlieBung
son < Y (=1 ag < 5901 (I1.3.4)
k=1

mitbewiesen.
Ein Beispiel ist die alternierende harmonische Reihe

i (—1)k+t 11 1

S/ e
k 2+3 4 '
k=1

das Leibniz-Kriterium verrédt uns, dass die Reihe konvergiert, aber nicht, wo-
gegen (der Grenzwert ist iibrigens log 2, siehe Satz IV.3.6(c)). Insbesondere ist
die alternierende harmonische Reihe ein Beispiel einer konvergenten, aber nicht
absolut konvergenten Reihe.

I1.4 Absolute Konvergenz

Im letzten Abschnitt haben Sie Kriterien kennen gelernt, die die absolute Kon-
vergenz einer Reihe sicherstellen. In diesem Abschnitt sollen einige Aussagen
vorgestellt werden, die nur unter Voraussetzung der absoluten Konvergenz giiltig
sind. Die Beweise dieser Aussagen sind technisch erheblich aufwéindiger als an-
dere Beweise dieser Vorlesung und sollen daher nicht durchgefiithrt werden; man
findet sie jedoch in fast jedem Lehrbuch.
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Beginnen wir mit dem Kommutativgesetz fiir unendliche Reihen. Als Beispiel
betrachten wir die alternierende harmonische Reihe
11 1 1

R T H
5 37175 ’

deren Glieder nun in anderer Reihenfolge aufgeschrieben werden sollen:

(auf einen positiven Term folgen zwei negative). Wir werden jetzt zeigen, dass
die untere Reihe einen anderen Grenzwert hat als die obere, so dass das Kom-
mutativgesetz fiir unendliche Reihen nicht ohne weiteres gilt.

Wir setzen
Z (*1)]€ Zn (*1)]@_
5= ko’ n = — ko

k=1

analog bezeichne s/, die n-te Partialsumme der umgeordneten Reihe. Wegen der
Einschlieffung (II.3.4) ist klar, dass 1—72 = s4 < s ist. Nun betrachten wir die
Partialsummen s 3, genauer, die wir so klammern:

, 1 1+( 1+1 1>+( 1+1 1)+ +( 1+ 1 1 )
S = ]l—— —_— _—— —_— —_—— JEE— — .
2+3m 2 43 6 85 10 4m  2m+1 4m+2

Die p-te Klammer ist

1 1 1 1 1

_ _ — _ <
4u+2u+1 dp+2 4p+2  4p

)

also ist garantiert

, 1 1

Falls die umgeordnete Reihe konvergiert, gilt demnach

i . ! 3 I
s = Ilim s = lim s <=-<s
n—oo m—00 2+3m = 2 ’

wie behauptet.
Wenn man etwas genauer hinschaut, erkennt man tatsdchlich die Existenz
des Grenzwerts s’; es ist namlich

1 = 1 1 1 i 1 1 1
bon =155 () =3+ St~ 5)) = 3o
S243m 2+#§::1 P R 3 +MZ::1 1 2 5 5213

daher existiert lim,,_ oo s’2+3m und ist = %s Dass auch lim,,_, s/, existiert

(mit demselben Grenzwert %s) kann man jetzt aus der Konvergenz der Teilfolge
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($243m) und der Tatsache, dass die Glieder eine Nullfolge bilden, schlieBen. (Wie
némlich?)
Bei absoluter Konvergenz kann so etwas nicht passieren, wie der néichste Satz

lehrt. Wenn 7: N — N bijektiv ist, nennt man >, ar(ky eine Umordnung der
Reihe Y07 ay.

Satz I1.4.1 Wenn Y ;- aj absolut konvergiert, so konvergiert auch jede Um-
ordnung und hat denselben Wert.

Die Umkehrung dieses Satzes ist ebenfalls richtig, und zwar in einer sehr
starken Form.

Satz I1.4.2 Wenn Y ;- | aj konvergiert, aber nicht absolut konvergiert, gibt es
zu jedem o € R eine Umordnung, die gegen o konvergiert. Ferner gibt es eine
Umordnung, die divergiert.

Bei der Reihenmultiplikation ist die absolute Konvergenz ebenfalls eine wich-
tige Voraussetzung. Wenn man zwei konvergente Reihen Y - ay und Y 7o by
formal ausmultipliziert, erhélt man die Summanden a;b;, k,1 = 0,1,2,.... Diese
Summanden fassen wir nach der Indexsumme zusammen und setzen

n
Cpn = E arbp_k.
k=0

Satz I1.4.3 Sind Y ;- ar und Y pe by absolut konvergent und definiert man
die ¢,, wie oben, so konvergiert die Reihe Y ;- ci ebenfalls absolut, und es gilt

S = (Sa) (50)

Wir greifen jetzt Beispiel 11.3.12 wieder auf und setzen fiir z € R

exp(z Z R

In Beispiel 11.3.12 wurde die absolute Konvergenz dieser Reihe gezeigt; daher
konnen wir solche Reihen mit Hilfe von Satz I1.4.3 multiplizieren. Wir setzen

k k . .
%, b, = % und miissen die entsprechenden c¢,, bestimmen:

CFif( ”.—mz() =

letzteres wegen des binomischen Satzes. Aus Satz 11.4.3 folgt daher:

also ay, =

Satz I1.4.4 (Funktionalgleichung der exp-Funktion)
Fir x,y € R gilt
exp(z +y) = exp(z) exp(y).
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I1.5 Dezimalbruchentwicklung reeller Zahlen

Eine (nichtnegative) reelle Zahl als Dezimalbruch zu schreiben bedeutet, sie in
der Form

x = N.ayaqas . .. (I1.5.1)

mit ganzen Zahlen N € Ny und ay, € {0,...,9} anzugeben. Die Bedeutung von
(I1.5.1) ist

o0
A
k=1
Mit dem Majorantenkriterium sieht man sofort, dass diese Reihe konvergiert,
dajad o, % eine konvergente Majorante ist. Um zu einer reellen Zahl x > 0
eine Dezimalbruchentwicklung zu konstruieren, definieren wir als erstes

N =max{n € Ng: n < z},

den ganzzahligen Anteil von z, und betrachten dann z; = x — N; beachte
0<z; <1 da N <x< N+ 1. Als nichstes definiere

n
a; = max{n €Ny — < xl}.

10
Wegen
ay a1 + 1
— <
0-"" "1
und 2y < 1ist a; < 10, also a; € {0,...,9}, und weiterhin gilt fiir 2o = 1 — 7§
1
0< —.
S22 < 10

Dann betrachtet man

{netos 555 < 2
= a. s —
a9 = max{n 0 100_I27
so dass

2 az +1
100 =2 T100

und folglich erfiillt x3 = x5 — 1

0<z3 < —.
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So fortfahrend, erhilt man eine Folge von ganzen Zahlen a, € {0,...,9} , so
dass
Ty = Tp_q — Ap—1
]_Onfl
= Ty — Ap—2 _ An—1
10n72 ]_Onfl
B ar  ap Un—1
TR TR SR A i

n—1
a
(N 7>
r ( + Z 10k
k=1
und die Abschétzung

0< 2, < ——o
=7 <10n71

erfiillt sind. Das heif3t aber

o)
x:N—F;f&c:N.alagag....

Damit ist gezeigt:
Satz I1.5.1 Jede reelle Zahl x > 0 besitzt eine Dezimalbruchentwicklung.

Wie sieht es mit der Eindeutigkeit aus? Im Jahr 2003 schickte die Sechst-
klasslerin Lina folgende Anfrage an mathematik.de, die Internetseite der Deut-
schen Mathematikervereinigung:

Liebe MathematikerInnen,
ich bin in der 6. Klasse und wir haben gerade periodische Dezimalbriiche
durchgenommen. Wir haben gelernt: 1/9 = 0.111...,3/9 = 0.333... usw.
Was aber ist dann 0.999...7 Unsere Lehrerin hat gesagt, das wire 9/9.
Das kann aber doch nicht sein. Das wire doch 1 und 0.999... ist ein
Unendlichstel kleiner als 1. Gibt es 0.999... iiberhaupt? Aber eine Zahl,
die ich mir ausdenken kann, muss es doch geben. Wie kommt man an
0.999...7
Ich wiirde mich iiber eine Antwort freuen.

Lina

Wie wiirden Sie Linas Frage beantworten?
Wenn man beachtet, was 0.999... bedeutet, rechnet man schnell

=9 9 = 1 9 1
0999... =y — ="V -~ __ - _

Zlok 10210k 101 — L

k=1 k=0 10

Version vom 1. Januar 2025



44 II. Konvergenz

Genauso sieht man z.B.
0.24999 .. = i = 0.25000...;

es gibt also Zahlen mit nicht eindeutiger Dezimalbruchentwicklung. (Welche
Entwicklung produziert das Argument von Satz I1.5.1 fiir x = i?)

Satz I1.5.2 Eine reelle Zahl x > 0 hat eine eindeutig bestimmte Dezimalbruch-

entwicklung genau dann, wenn sie nicht von der Form N.ajas...a,000... mit
an # 0 ist; wenn doch, ist N.ajas ... (a, —1)999... die einzige weitere Dezi-
malbruchentwicklung.

Beweis. Dass N.ajas...a,000... und N.ajas...(a, —1)999... dieselbe Zahl
darstellen, rechnet man mit der geometrischen Reihe wie oben nach.
Nun sei z > 0 eine reelle Zahl mit den Dezimalbruchentwicklungen

N.alagag... und M.blbgbg...,

die verschieden sind. Indem man z durch eine geeignete Zehnerpotenz teilt,
kann man ohne Einschrankung N = M = 0 annehmen. Ferner sei n der kleinste
Index, wo sich die Darstellungen unterscheiden:

a; =by, ag="ba, ..., an_1="0by_1, ay 75 by

Wiederum ohne Einschréinkung sei a,, > b,. Nun ist einerseits

<9 b b+l
_ bn I Tk n
r= Z 10k — Z 10k 10n Z 10k Z 10k + 10m ’
k=n+1 k=1
denn
=9 1 1
Z 108 0n+1 Z 10k: - 0n+1 1- L ~ 10
k=n+1 0
Andererseits ist .
= A bk an
= — > _—
T=D 197 2 2 15F T Tov
k=1 k=1

Daraus folgt a,, < b, +1, zusammen mit b, < a, also a,, = b, +1, und fir k > n
folgt by = 9 and ap = 0. Damit ist gezeigt, dass die einzige Mehrdeutigkeit die
im Satz genannte ist. O

Was hier iiber die Dezimalbruchentwicklung gesagt wurde, also iiber die Zif-
fernentwicklung zur Basis ¢ = 10, kann genauso fiir g-adische Entwicklungen
e % zu einer Basis g > 2, g € N, gezeigt werden. (Die Rolle der 9 iiber-
nimmt dann g — 1.) In der Informatik sind ¢ = 2 und g = 16 wichtig, in der
reinen Mathematik auch g = 3: Die berithmte Cantormenge, eine fraktale Menge
mit erstaunlichen Eigenschaften, besteht aus den Zahlen aus dem Intervall [0, 1],
die im Dreiersystem ohne die Ziffer 1 geschrieben werden koénnen, z.B. % mit
der Dreierentwicklung 0.0222... und % mit der Dreierentwicklung 0.2000.. ..
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I1.6 Ha&aufungspunkte; Divergenz gegen oo

Dieser Abschnitt enthélt einige Ergénzungen zum Konvergenzbegriff.

Konvergenz einer Folge (a,) gegen a bedeutet definitionsgemifl, dass fiir
jedes € > 0 die Ungleichung |a,,—a| < ¢ fiir hochstens endlich viele n nicht erfiillt
ist. Das ist aber nicht dasselbe wie die Aussage, dass sie fiir unendlich viele n
erfiillt ist; wenn letzteres gilt, kann die Ungleichung trotzdem fiir unendlich viele
n verletzt sein. Daher definiert man:

Definition I1.6.1 Sei (a,) eine Folge. Dann ist a € R ein Haufungspunkt von
(an), wenn fiir jedes € > 0 die Ungleichung

la, —a| < e
fiir unendlich viele n gilt.

Klar ist, dass der Grenzwert einer konvergenten Folge ein Haufungspunkt
ist (und zwar der einzige), und fiir a,, = (—1)" sind 1 und —1 H#ufungspunkte.
Folgendes Kriterium ist nicht schwer einzusehen:

Satz I1.6.2 Genau dann ist a € R ein Héiufungspunkt von (ay), wenn es eine
Teilfolge (an, ) gibt, die gegen a konvergiert.

Beweis. Sei a ein Hiufungspunkt von (ay,). Als erstes wihlen wir ny € N so, dass
lan, — a| <1 gilt. Dann betrachten wir die Umgebung (a — 3,a + 3) von a, die
unendlich viele Folgenglieder enthélt. Also kénnen wir ny > ny mit |a,, —al < %
wiihlen. Da auch die Umgebung (a — §,a + %) unendlich viele Folgenglieder
enthélt, kénnen wir ng > ny mit |a,, — a| < & wihlen. So fortfahrend, erhalten
wir eine Teilfolge (a,, ) mit |a,, —a| < % fiir alle k. Es folgt a,,, — a nach dem
Sandwichsatz I1.1.8.

Umgekehrt sei (ay, ) eine Teilfolge mit a,, — a, und sei ¢ > 0. Dann gibt es
ein ko mit |a,, —a| < e fir k > ko, also gilt die Ungleichung |a,, — a| < ¢ fiir
unendlich viele n. O

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl (Satz 11.2.3) kann also auch so formuliert
werden.

Satz I1.6.3 Jede beschrinkte Folge hat einen Hdufungspunkt.
Es gilt sogar mehr.

Satz I1.6.4 Jede beschrinkte Folge (ay,) hat einen kleinsten und einen grifiten
Hiufungspunkt, bezeichnet mit liminf a,, (,limes inferior®) bzw. limsup a,, (,,li-

n—oo n—oo
mes superior®). Es gilt
liminf a,, = sup(inf ak>, limsup a,, = inf (sup ak).
n—00 n>1 \k>n n—00 n>1\g>n
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Beweis. Sei A, = infy>,, ax; dann ist (A4,) eine monoton wachsende beschrénkte
Folge, und daher existiert

A= Slrle A, = sup(inf ak>.

n>1 k>n

Wir zeigen jetzt, dass A ein Hiufungspunkt von (a,,) ist, dass aber keine Zahl
A’ < A ein Haufungspunkt von (a,,) ist. Das beweist dann A = liminf,, o0 ay,.

Sei € > 0. Nach Definition eines Supremums existiert ng mit A,, > A — ¢,
deshalb ist ai > A —e¢ fiir alle £ > ng nach Definition eines Infimums. Betrachte
nun A + e. Gébe es nur endlich viele k£ mit ap < A + ¢, so sei ny das grofite
davon. Es wére dann a > A+e¢ fiir kK > ny und deshalb A,, > A+« fiir n > n;,
also A =sup,, A, > A, +1 > A+ e (Widerspruch!). Daher gilt die Ungleichung
ar < A+ e unendlich oft, insbesondere gibt es unendlich viele k& > ng mit
A—e<ap <A+e, und A ist ein Hiufungspunkt der Folge (ay,).

Sei nun A’ < A; dann ist A’ keine obere Schranke der Folge (A,), und es
existiert ny mit A,, > A’. Insbesondere ist a,, > A,, > A’ fiir n > ny, und
fir &’ = A,,, — A’ enthilt das Intervall (A" — &', A’ + £’) hochstens endlich viele
Glieder der Folge (a,) (ndmlich hochstens diejenigen mit 1 < n < ny). Daher
ist A’ kein Haufungspunkt von (a,,).

Die Aussage iiber den limes superior wird analog bewiesen. O

In dieser Sprache lautet die hinreichende Bedingung im Quotientenkriterium
(Satz I1.3.8)
Ap+1
an

lim sup
n—oo

<1
Ein anderes Thema: das Symbol co. Es gibt keine Zahl oo, mit der man in
der iiblichen Weise rechnen kann. Trotzdem ist es manchmal praktisch, dieses
Symbol zur Hand zu haben. Zum Beispiel setzt man fiir eine nicht nach oben
beschrinkte Teilmenge A # @) von R
sup A = oo
und fiir eine nicht nach unten beschrinkte Teilmenge A # () von R
inf A = —oc.
Ferner definiert man:
Definition I1.6.5 Eine Folge (a,,) divergiert gegen oo, wenn

VK € R dng € N Vn > nyg an > K;

in Zeichen a,, — oo oder lim,,_oo @, = 0.

Version vom 1. Januar 2025



I1.6  H&aufungspunkte; Divergenz gegen oo 47

Analog wird Divergenz gegen —oo erklirt (tun Sie’s!). Fir a,, = n gilt a,, —
00, aber a, = (—1)"n definiert eine divergente Folge, die weder gegen oo noch
gegen —oo divergiert.

Die Grenzwertséitze I1.1.4 und I1.1.6 kénnen jetzt iibertragen werden; fithren
Sie den Beweis zur Ubung.

Satz I1.6.6 Gelte a,, — o0, b, — b mit b € R oder b = 0o, und sei A > 0.
(a) FEs gilt ap, + b, — oo.
(b) Es gilt anb, — 0o, wenn b > 0 oder b = co.
(¢) Es gilt Ma, — oo.

Im Fall b = 0 kann man in (b) keine allgemeine Aussage treffen; vergleiche
etwa a, = n und b, = = bzw. b, = ﬁ
Analog zu Definition I1.6.5 kann auch der uneigentliche Haufungspunkt oo

erklidrt werden (wie ndmlich?).
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Kapitel III

Stetige Funktionen

III.1 Grenzwerte bei Funktionen; Stetigkeit

Wir beginnen jetzt das systematische Studium von Funktionen einer reellen
Verdnderlichen. Eine Funktion f: D — W hat einen Definitionsbereich D, einen
Wertebereich W (auch Wertevorrat genannt) und eine Abbildungsvorschrift
x +— f(z). Bitte gewohnen Sie sich von Anfang an an, die Funktion f und ihren
Funktionswert f(z) an der Stelle z zu unterscheiden! Beachten Sie, dass Funk-
tionen mit derselben Abbildungsvorschrift, aber unterschiedlichem Definitions-
oder Wertebereich verschieden sind! Zum Beispiel sind

ffR=R, f(z) =2 und g¢:[0,1] = R, g(x) =22

verschiedene Funktionen, die ja auch unterschiedliche Eigenschaften haben: g
ist injektiv, f aber nicht.

In dieser Vorlesung wird der Wertebereich in der Regel R und der Definiti-
onsbereich ein Intervall oder eine Vereinigung von Intervallen sein. Man unter-
scheidet folgende Typen von Intervallen (im Folgenden sind a,b € R):

[a,b] = {xr €R:a <ax <b}
[a,00) = {x €R:a <z}
(—00,b] = {x € R: x < b}

sind abgeschlossene Intervalle, wovon das oberste beschrinkt ist und die anderen
beiden unbeschrankt sind;

(a,0) = {zr eR:a<z<b}
(a,00) = {r €eR:a <z}
(—00,b0) = {z €eR: z < b}
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sind offene Intervalle, wovon das oberste beschrinkt ist und die anderen beiden
unbeschrinkt sind;

(a,b] ={zeRia<z<b}
[a,b) = {z eR:a <z <b}

sind halboffene Intervalle. Beachten Sie (a,a) = (a,a] = [a,a) = @ und [a,b] = 0
fiir b < a. Auch R, das symbolisch als (—oo, 00) geschrieben werden kann, ist ein
offenes Intervall. In den obigen Definitionen nennt man a und b Randpunkte des
jeweiligen Intervalls I und die iibrigen Elemente von I innere Punkte. Beachten
Sie, dass die Randpunkte nicht zum Intervall zu gehéren brauchen.

Wir wollen einen Grenzwertbegriff lim,_,,, f(z) fiir Funktionen einfiihren,
wobei, wie zum Beispiel bei lim,_, Sigm, die Stelle x( nicht im Definitionsbereich
von f: D — R zu liegen braucht. Es reicht, dass z¢ im Abschluss von D liegt,
d.h. es existiert eine Folge (z,,) in D mit x,, — xo; wir schreiben 2o € D. Jedes
xzo € D liegt also erst recht im Abschluss von D (wihle ndmlich z,, = z¢ fiir
alle n).

Definition ITI.1.1 Sei f: D — R eine Funktion, und z( liege im Abschluss
von D. Dann bedeutet

lim f(z) = yo,

T—xTo
dass fiir jede Folge (z,) in D mit , — xo auch f(z,) — yo gilt.
Beispiel II1.1.2 Es gilt

sinx

lim =1.

r—0 X
Um das einzusehen, benutzen wir einige Eigenschaften der trigonometrischen
Funktionen aus der Schulmathematik. Zunéchst gilt sin(—z) = —sinz fiir alle «

sowie fiir 0 < |z| < 5 (Skizze!)

) sin ||
sin |z| < |z| < tan|z| = .
cos ||
Daraus folgt fiir diese x
sin|z| sinzx
cos |z| < = <1.

E
Ferner ist fiir |z| <1

cos |z| = y/1 —sin? x| > /1 — |22 > 1 — |z];

die letzte Ungleichung sieht man durch die fiir |z| < 1 dquivalente Umformung
Vi—|z2>1—|z| & 1—|z*> 01— |z)? & 22| > 2z
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Insgesamt hat man jetzt fiir 0 < |z| < 1 die Abschitzung

1- o) < 28 <1 (IIL.1.1)
Ist nun (z,,) eine Folge in R\ {0} mit z,, — 0, so existiert N € Nmit 0 < |z,| <1
fiir n > N; fur diese z,, gilt also (III.1.1). Der Sandwichsatz II.1.8 impliziert
lim,, 0o % =1, was zu zeigen war.

Noch eine Bemerkung zu Definition III.1.1. Sei f: D — R eine Funktion;
xo liege im Abschluss von D. Fiir jede Folge (x,) in D mit x,, — x existiere
lim;,, 00 f(z). Dann hingt der Grenzwert nicht von der Wahl der Folge ab: Ist
namlich z,, — z¢ und y, — xo fiir zwei Folgen in D, so bilde die neue Fol-
ge (zn) = (x1,y1,%2,Y2,23,Y3, . - . ). Dann konvergiert auch (z,) gegen xp, und
die drei Grenzwerte lim,, o f(2y), lim,— 00 f(yn) und lim,, o f(z,) existieren
nach Voraussetzung. Aber (f(z,)) und (f(y,)) sind Teilfolgen von (f(zy)); des-
halb stimmen lim,, o f(2,) und lim,, o f(y») beide mit lim,, o f(z,) iiberein
und sind deshalb gleich.

Die folgende Definition ist von zentraler Bedeutung.

Definition II1.1.3 Eine Funktion f: D — R (oder f: D — W C R) heiflt
stetig bei xg € D, wenn lim,_,,, f(x) = f(xo). Sie heifit stetig auf D, wenn sie
an jeder Stelle stetig ist.

Explizit bedeutet Stetigkeit bei ¢y € D also
Tn €D, xp > xg = flzn) — f(xo).

Eine intuitive Umschreibung wiire: ,Wenn x nahe bei z¢ ist, liegt auch f(x)
nahe bei f(xg).“ Die Definition priizisiert, was ,nahe bei“ bedeutet; dazu siehe
auch den Kommentar im Anschluss an Beispiel IT1.1.8.

Es ist auBlerdem zu beachten, dass die Stetigkeit einer Funktion an einer
Stelle 2y nur an Stellen des Definitionsbereichs erklért ist; daher ist die Aussage
,Die durch f(z) = % definierte Funktion ist bei xp = 0 unstetig” sinnlos, denn
0 liegt nicht im Definitionsbereich von f.

Die ersten Beispiele stetiger Funktionen erhélt man sofort mittels des néchsten
Satzes.

Satz II1.1.4 Seien f,g: D — R an der Stelle xy € D stetig. Dann sind die
folgenden Funktionen auch bei xq stetig:
(a) hi=f+g, dh hi: D= R, hi(z) = f(z) + g(x);
(b) ha =Af fir N € R, d.h. ha: D — R, ho(x) = \f(x);
(¢) hs=fg, d.-h. hs: D = R, hs(z) = f(z)g(z);
(d) @m Fall g(xzo) # 0 auch hy = f/g mit dem Definitionsbereich D' =
{z € D: g(z) # 0}.
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Beweis. Dies ist eine unmittelbare Konsequenz aus den Konvergenzsétzen 11.1.4
und II.1.6. O

In der Sprache der linearen Algebra besagen die Teile (a) und (b), dass die
Funktionen von D nach R, die bei x( stetig sind, einen Vektorraum bilden;
speziell ist die Menge C(D) aller stetigen Funktionen auf D ein Vektorraum.

Beispiele II1.1.5 (a) Da die identische Funktion z — 2 und die konstante
Funktion z — ag klarerweise auf R stetig sind, folgt aus Satz I11.1.4, dass jede
Polynomfunktion

P:R— R, P(z Zakx

auf R stetig ist. Ferner ist jede rationale Funktion, d.h. eine Funktion, die als
Quotient zweier Polynomfunktionen P und @) darstellbar ist,

P(x)
Q(z)’

auf dem (maximalen) Definitionsbereich D = {z € R: Q(x) # 0} stetig.
(b) In Beispiel I1.3.12 und Abschnitt I1.4 wurde die Funktion

R: D >R, R(z) =

exp: R = R, exp(x Z%
k=0

eingefiihrt. Ze1gen wir, dass exp auf R stetig ist. Gelte also x,, — x¢. Da fiir alle
k

k € Ny auch = o k, gilt, kénnte man versucht sein, Satz IT1.1.4(a) quasi un-
endlich oft anzuwenden, um exp(z,) — exp(zg) zu schlieBen. Dieses Argument
ist aber nicht schliissig, da Satz III.1.4(a) nur fiir zwei und ergo fiir endlich viele
Summanden gilt, aber nicht unbedingt fiir unendlich viele. Stattdessen muss
man anders argumentieren: Setze y, = x, — xg, so dass y, — 0; insbesondere
existiert N € N mit |y,| < 1 fiir n > N. Nun ist® fiir diese n

— |yn|*
<> -
k=1

Es folgt exp(y,) — exp(0) = 1. Mit Hilfe der Funktionalgleichung aus Satz 11.4.4
erhélt man jetzt

0 k

Yn

exp(yn) — exp(0)] = |3 42
k=1

|Z o = (e~ Dlya|. (IL12)

exp(zn) = exp(yn + o) = exp(yn) exp(zo) — exp(zo),

und das zeigt die Stetigkeit von exp.

IDie folgende Rechnung benutzt die Dreiecksungleichung fiir unendliche Reihen (Aufgabe!):
oo oo
[ 20521 anl < 22021 lakl-
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(c¢) Fiir jeden mathematischen Begriff gilt, dass man ihn nur dann richtig
durchdringt, wenn man auch einige auf den ersten Blick abstruse Beispiele und
Gegenbeispiele kennen lernt. Das folgende Beispiel ist die Dirichletsche Sprung-
funktion:

1 fiir x € Q,

f:R =R, f(x):{ofurx¢<@~

Diese Funktion ist an keiner Stelle stetig. Ist ndmlich xzg € Q, so findet man mit
Hilfe von Satz 1.2.4 eine Folge irrationaler Zahlen, die gegen xq konvergiert, aber
natiirlich konvergiert dann (f(z,)) nicht gegen f(z¢). [Zur Konstruktion solch
einer Folge wiihle einfach irgendeine irrationale Zahl im Intervall (zo, zo + 1).]
Analog argumentiert man fiir 2o ¢ Q (tun Sie’s!).

(d) Eine Variante der Dirichletschen Sprungfunktion ist die folgende Funk-
tion:

1 fiir z = 0,
g: [0,1] = R, g(x) = % fir x = % € Q als gekiirzter Bruch,
0 fiir x ¢ Q.

Dass g an rationalen Stellen unstetig ist, sicht man wie bei (c¢). Sei nun zg €
[0,1], zo ¢ Q. Wir untersuchen, wie weit g(x) fiir x € [0, 1] von g(xo) entfernt
sein kann, genauer, fiir welche x € [0, 1] bei gegebenem ¢ > 0 die Ungleichung

lg(z) — g(zo)| > €

gilt. Das kann nur bei rationalen & vorkommen, und zwar genau bei solchen, bei
denen in der gekiirzten Darstellung = = % der Nenner ¢ < % ist. Das sind nur
endlich viele ¢, und wegen 0 < z = % < 1 gehoren dazu auch nur endlich viele
p. Daher ist
F={z€l0,1]: [g(z) — g(xo)| = ¢}

eine endliche Menge, und wir setzen 6 = min{|z — xo|: © € F} > 0. Sei nun
g > 0 gegeben, und sei § > 0 wie oben gewihlt. Sei (x,,) eine Folge in [0, 1] mit
T, — xo; dann existiert ein ng € N mit

|z, — 20| <& fiir n > ng.
Konstruktionsgeméaf kann ein solches x,, nicht in F' liegen, also gilt
lg(xn) — g(xo)| < e fiir n > nyg.

Das zeigt g(z,) — g(xo) und daher die Stetigkeit von g bei .

(e) Wenngleich die uns interessierenden Definitionsbereiche Intervalle oder
(endliche) Vereinigungen von Intervallen sind, ist in der Definition der Stetigkeit
solch eine Einschrankung nicht vorgegeben; wir konnen also auch Funktionen
auf N auf Stetigkeit untersuchen, zum Beispiel

o: N— R, o(n) = Anzahl der Teiler von n.

Version vom 1. Januar 2025



54 III.  Stetige Funktionen

Es ist fiir Novizen oft kontraintuitiv, aber trotzdem richtig, dass jede Funktion
f: N — R stetig ist. Ist ndmlich ¢ € N und (z,,) eine Folge in N mit x,, — z,
so muss () von einem gewissen ng ab konstant = x sein; das sieht man sofort,
wenn man die Definition der Konvergenz fiir ¢ = % anwendet. Daher ist auch

(f(zy)) schlieBlich konstant = f(z), und insbesondere gilt f(x,) — f(xo).

Eine weitere Permanenzaussage iiber stetige Funktionen gilt fiir Kompositio-
nen. Sei allgemein f: D — W eine Funktion, dann ist das Bild einer Teilmenge
AcCD

f(A) :={y € W: es existiert € A mit f(z) =y};
z.B. gilt fiir die Dirichletsche Sprungfunktion aus Beispiel I11.1.5(c) f([0,1]) =

(
{0,1}, f(Q) = {1}. Nun sei g: D’ — W’ eine weitere Funktion mit f(D) C D'
Dann ist die Komposition von f und g die wohldefinierte Funktion

gof:D—=W' (gof)(z)=g(f(x)).

Satz I11.1.6 Sei f: D — R stetig bei o € D, und setze yo = f(xg). Sei g:
D’ — R eine Funktion mit f(D) C D’, und g sei stetig bei yo. Dann ist go f:
D — R stetig bei xg.

Beweis. Sei (x,,) eine Folge in D mit x,, — . Nach Voraussetzung gilt dann
f(xn) — yo. Da g stetig bei yo ist und (f(z,)) eine Folge in D’ ist, folgt
9(f(zn)) = 9(yo), d-h. (g o f)(zn) = (g0 f)(x0)- O

Wir kommen zu einer wichtigen Umschreibung des Grenzwert- bzw. Stetig-
keitsbegriffs.

Satz ITI.1.7 (e-0-Kriterium)
Sei f: D — R eine Funktion.
(a) Seixg € D. Dann gilt lim,_,,, f(x) = yo genau dann, wenn

Ve>030>0Vz eD |x—x9|<d = |f(z) —wo| <e. (IIL1.3)
(b) Seixzg € D. Dann ist f genau dann bei xg stetig, wenn
Ve>030>0VzeD |z—mo| <d = |f(z)— f(zo)] <e. (IIL.1.4)

Beweis. Da (b) aus (a) folgt, ist nur (a) zu beweisen. Es sind zwei Dinge zu
zeigen (,genau dann, wenn*): Aus (II1.1.3) folgt die Grenzwertbeziehung, und
aus der Grenzwertbeziehung folgt (III1.1.3).

Ersteres ist einfacher, und wir beginnen damit. Sei (x,,) eine Folge in D mit
Xy — Tg; es ist f(x,) — yo zu zeigen. Dazu sei e > 0 gegeben. Wihle § > 0
geméf (I11.1.3). Wegen x,, — x existiert ng € N mit

|z, — 20| <& fiir n > ng.
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Fiir diese n gilt nach (II1.1.3) |f(zn) — yo| < €, d.h.
|f(zn) —yo| <e fiir n > no.

Das war zu zeigen.

Nun zur schwierigeren Umkehrung. Wir fithren einen Beweis per Kontrapo-
sition und nehmen an, dass (III.1.3) nicht gilt. Letzteres bedeutet in Quanto-
renschreibweise:

>0V >03x €D |x—xo| <0, |f(z)—1yo| >e.

Speziell kénnen wir fiir das ,, Versager“-e die §-Werte % ansetzen, die sich erge-
benden x-Werte sollen x,, heiflen, da sie ja von n bzw. % abhéngen. Also:

1
Je>0vVneNdz, €D |asnfx0|<ﬁ, |f(xn) —yol > e.

Daraus ergibt sich einerseits ,, — x¢, aber andererseits f(x,) 7 yo. Daher gilt
nicht limg ., f(2) = yo. O

Beispiele II1.1.8 (a) Wir wissen bereits, dass f: R — R, f(z) = 22, bei 29 = 2
stetig ist. Das soll nun auch mit dem e-J-Kriterium verifiziert werden. Zu gege-
benem £ > 0 ist also ein § > 0 gesucht mit

v -2/ <d = |2 —4]<e.

Nun ist 22 — 4 = (z — 2)(x + 2), und wenn |z — 2| < 1 ist, ist 1 < z < 3, also
3 < ax+2 <5 Ist also |z — 2| < § fiir ein einstweilen hypothetisches § < 1
erfiillt, gilt auch |2 — 4| < 50. Nun ist klar, welches § zu wihlen ist, ndmlich
6 = min{1, £} klappt: Fiir dieses ¢ folgt ja aus |z —2| < 4, dass |22 —4| < 5 < e.
(b) In Beispiel II1.1.5(b) wurde gezeigt, dass die exp-Funktion bei o = 0
stetig ist, und daraus wurde die Stetigkeit an jeder anderen Stelle abgeleitet.
Versuchen wir, die Stetigkeit bei g = 0 mit dem e-J-Kriterium einzusehen. Die
Vorarbeiten dazu wurden bereits in (II1.1.2) erledigt, denn dort wurde

lexp(z) — 1] < (e — 1)]x| fiir |z| <1

gezeigt. Also ist bei zg = 0 das e-d-Kriterium mit § = min{1, =5} erfiillt.
(c) Wenn man jetzt Beispiel IT1.1.5(d) noch einmal ansieht, stellt man fest,
dass der Beweisgang dort primér das e-§-Kriterium verifiziert.

Das e-d-Kriterium gibt die der Stetigkeit zugrundeliegende Intuition (,, Wenn
x nahe bei zg ist, liegt auch f(z) nahe bei f(z).“) quantitativ prizise wieder.

Ob es bei Stetigkeitsaussagen vorteilhafter ist, die Folgenversion oder das
e-0-Kriterium anzuwenden, ist im Einzelfall zu entscheiden; In Beispiel II1.1.8
ist bei (a) die Folgendefinition einfacher und bei (b) und (c) das e-§-Kriterium.
Daher ist es wichtig, {iber beide Varianten zu verfiigen.

Der folgende Satz wire mit der Folgendefinition schwieriger zu zeigen; ver-
suchen Sie’s trotzdem!
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Satz I11.1.9 Sei f: D — R stetig bei xg € D; es gelte f(xo) > 0. Dann exi-
stieren ein n > 0 und eine ,0-Umgebung® Us(xo) = (xo — 9,20 + 0) mit einem
6 >0, so dass

f(x) >n firaxe Us(xog) ND.

Beuweis. Setze € =  f(z9) > 0 und bestimme ¢ > 0 geméf (IIL.1.4). Fiir z €
Us(xo) N D gilt dann

F(a) = () — F(xo) + f(z0) > — + f{awo) = 3 F(wo).

Die Behauptung stimmt also fiir n = 1 f (o). O

Im Hinblick auf die Relevanz fiir die Schulmathematik betrachten wir jetzt
noch einseitige Grenzwerte und Unstetigkeitsstellen. Seien f: D — R eine Funk-
tion und zy € R so, dass ein geeignetes Intervall (xg,b) Teilmenge von D ist.
Dann sagt man, dass der rechtsseitige Grenzwert

lim x

existiert, wenn fiir alle Folgen () in (x,b) der Grenzwert lim,,_, o f(z,) exi-
stiert. Wie vor Definition III.1.3 ausgefiihrt, héingt der Wert dieses Grenzwerts
nicht von der Folge (x,) ab; lautet er yg, schreibt man

lim+ f(x) =yo.
fl:_>f170

Analog fithrt man den linksseitigen Grenzwert lim_, oy f(z) ein.
Als Beispiel betrachte die Vorzeichenfunktion

z/|lx| fiirx£0
sgn: R — R, sgn(w)2{0/| | ﬁirxio-

Dann gelten

lim sgn(x) =1, lim sgn(z) = -1, sgn(0)=0.

z—0t z—0~

Der Zusammenhang zum Stetigkeitsbegriff ist so (der Einfachheit halber
betrachten wir Funktionen auf Intervallen):

Satz I11.1.10 Sei I ein Intervall, und sei xg ein innerer Punkt von I. Dann
ist eine Funktion f: I — R genau dann stetig bei xg, wenn

lim f(x) = lim f(2) = f(ao).

T, T
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Beweis. Wenn f bei xg stetig ist, gilt fiir alle Folgen in I mit x,, — zg, dass
f(xn) = f(xo), also erst recht fiir solche, die stets > xy oder stets < z sind.

Umgekehrt seien beide einseitigen Grenzwerte = f(x(), und sei (x,) eine
Folge in I mit z,, — z¢. Setze

r, firz, > xg, rg fir z, > xg,
yn = f.. Zn = ..
xo fir z, < xg. x, firz, < xg.

Aus der Voraussetzung iiber die einseitigen Grenzwerte folgt f(y,) — f(xo),
f(zn) = f(xo); beachten Sie, dass stets y,, > zo (aber moglicherweise nicht
Yn > To, dann ist aber sowieso f(y,) = f(xp)). Daher ist

|f(yn) - f(x0)| fir z,, > zo,
|f(l‘n) _f($0)| = 0 fiir Tp = 20,
|f(zn) — f(zo)| fiir z,, < xo.

Auf jeden Fall existiert zu € > 0 ein ng € N mit
[f(zn) = f(wo)| <& fiir n > np,

was zu zeigen war. O

Genauso gilt:

Satz I11.1.11 Die Funktion [ sei auf (o, z0) U (zo, ) erklirt. Dann existiert
limg 4, f(z) genau dann, wenn lim,, .+ f(z) und lim,, f(x) existieren und
tbereinstimmen.

Jetzt konnen wir Unstetigkeitsstellen einer Funktion klassifizieren.

Definition IT1.1.12 Es sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall, und
sei xg ein innerer Punkt von I.

(a) Wenn beide einseitigen Grenzwerte lim rat S () und lim, rvag S (x) exi-
stieren und gleich, aber von f(z) verschieden sind, also lim _, ot f (x) =
lim,,_, f(z) # f(xo), heit xg eine hebbare Unstetigkeitsstelle.

(b) Wenn beide einseitigen Grenzwerte lm, f(z) und lim,,_, f(z) exi-
stieren und verschieden sind, also lim,_, + f(x) # lim, o f(x), heifit
xo eine Unstetigkeitsstelle 1. Art oder Sprungstelle.

(c) Wenn einer der einseitigen Grenzwerte lim vat S () und lim_ ey S (x)
nicht existiert, heifit xy eine Unstetigkeitsstelle 2. Art.

Es ist in der Literatur nicht ganz einheitlich, ob in (b) der Wert co bzw. —oo
als Grenzwert zugelassen ist. Ist f auf I'\ {zo} definiert und gilt lim , . flz) =

oo oder lim,_, + f(x) = —oo sowie lim f(z) = oo oder lim,,_, - flz) =

—T
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—00, nennt man g auch eine Polstelle von f (obwohl f bei zg gar nicht definiert
ist); Beispiel: ] =R und f(x) =1/x.

Ein Beispiel fiir (a) ist f: R — R, f(0) = 1 und f(z) = 2? fiir  # 0.
Die Unstetigkeitsstelle £y = 0 ist insofern hebbar, als die bei zy umdefinierte
Funktion f: R — R, f(0) = 0 und f(z) = 22 fiir z # 0 stetig bei zg ist. (Das
Problem der Unstetigkeit von f bei zq war, dass f dort gewissermaflen ,falsch*
definiert war.)

Ein Beispiel fiir (b) ist die Vorzeichenfunktion von Seite 56.

Ein Beispiel fiir (c) ist f: R > R, f(0) =0 und f(z) =sin L fiir z # 0. Hier
existieren die einseitigen Grenzwerte bei 0 nicht; z.B. f(52-) = 0, f(ﬁ) =1
Wie sieht der Graph von f aus? — Ein weiteres Beispiel fiir (c¢) ist die Dirichlet-
sche Sprungfunktion aus Beispiel II1.1.5(c); hier ist jedes z¢ € R eine Unstetig-
keitsstelle 2. Art.

Zum Schluss noch zu den Grenzwerten lim, o f(z) und lim, o f(2);
diese sind in Analogie zu Definition III.1.1 mit Hilfe der Divergenz gegen +oo
(Definition I1.6.5) erklért. Zum Beispiel bedeutet

lim f(z) = yo,
Tr—r00
dass
T, =00 = f(xn) = yo;

hier ist vorausgesetzt, dass f (mindestens) auf einem Intervall (a, 0o) erklért ist.
(Das schliefit den Fall yo = oo oder yg = —oo ein.) Beispiel: lim, ;o % =0.

II1.2 Sitze iiber stetige Funktionen

In diesem Abschnitt werden die drei Hauptsitze fiir stetige Funktionen auf In-
tervallen bewiesen. Diese Aussagen hat man vor der strengen Begriindung der
Analysis durch Cauchy, Dirichlet, Weierstrafl und andere als selbstverstéindlich
angenommen; heute halten wir es fiir selbstverstédndlich, solche Aussagen zu
beweisen.

Beginnen wir mit dem Zwischenwertsatz.

Satz IT1.2.1 (Zwischenwertsatz)

Seien I ein Intervall, f: I — R eine stetige Funktion und a,b € I, a < b,
fla) # f(b). Sei ¢ eine Zahl zwischen f(a) und f(b). Dann existiert £ € (a,b)
mit (&) = c.

Dass ¢ ,zwischen f(a) und f(b)“ liegt, bedeutet ¢ € (f(a), f(b)), falls f(a) <
f(b), und ¢ € (f(b), f(a)), falls f(a) > f(b). Es ist also behauptet, dass eine

stetige Funktion jeden ,,Zwischenwert“ annimmt.

Beweis. Wir benutzen die ,, Teile-und-herrsche-Methode“ (vgl. Satz I1.2.3). Ohne
Einschréankung gelte f(a) < f(b), also f(a) < ¢ < f(b).
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Wir setzen zuerst ag = a, by = b, mg = %(ao +bo). Falls f(mp) = ¢, sind wir
fertig und setzen & = mg. Andernfalls ist f(mg) < ¢ oder f(mg) > ¢. Im ersten
Fall setzen wir a; = mg, by = bp und im zweiten a; = ag, by = myg. In jedem
Fall haben wir ein Teilintervall [aq,b1] C [ag, bo] der Lénge by — a; = %(b —a)
mit f(a1) < ¢ < f(b1) gefunden.

Nun wiederholen wir dieses Argument, ausgehend vom Intervall [aq, b1]. Wir
setzen my = 1(ay + by); sollte f(my) = c sein, sind wir wieder fertig. Im Fall
f(m1) < ¢ setzen wir az = my, ba = by, und im Fall f(m1) > ¢ setzen wir
az = ay, ba = my. In jedem Fall haben wir ein Teilintervall [ag, ba] C [a1,b1] der
Lénge by — ag = (b —a) mit f(as) < ¢ < f(b2) gefunden.

1
So fortfahrend definieren wir Zahlen mg, my, mo, ... sowie ag, a1, asg, ... und
bo, b1, ba, . ... Sollte man auf ein my mit f(mg) = c stolen, setzt man & = my,.

Andernfalls hat man zwei Folgen (a,) und (b,) mit folgenden Eigenschaften
definiert: (a,,) ist monoton wachsend, (b,) ist monoton fallend, und es ist stets
an < bn, flan) < ¢ < f(by) sowie b, — a, = 5=(b — a). Wegen Satz 11.2.1
sind (ay) und (b,) konvergent, und wegen b,, — a,, — 0 haben sie den gleichen
Grenzwert. Wir setzen

&= lim a, = lim b,;
n— o0 n—oo

nun wollen wir f(§) = ¢ zeigen.

Wegen a < a, <bist £ € [a,b], und f(&) ist definiert. Da f stetig bei & ist,
folgt f(an) — f(&) und f(bn) — f(§). Wegen f(a,) < ¢ muss fiir den Grenzwert
f(€) < c folgen, und wegen f(b,) > ¢ muss fiir den Grenzwert f(£) > ¢ folgen
(vgl. Satz I1.1.7). Insgesamt ist f(£) = ¢ gezeigt. O

Eine etwas sorgfiltigere Redaktion dieses Beweises hétte eine explizite Kon-
struktion der Folgen (a,), (b,) und (m,) durch Induktion angegeben, statt ,,so
fortfahrend ... “ zu schreiben. Lesen Sie diese prézise Darstellung in der Litera-
tur nach (z.B. Forster, § 11)!

Wegen der Bedeutung des Zwischenwertsatzes soll noch eine zweite Beweis-
methode skizziert werden. Wieder gehen wir von f(a) < ¢ < f(b) aus. Diesmal
definiert man

Z ={z €la,b]: f(z)<c}

und setzt £ = sup Z. Beachte, dass Z nach oben beschréinkt ist (durch b) und
nicht leer ist (a € Z). Dann ist £ € [a, b], und man zeigt mit Hilfe von Satz IT1.1.9,
dass weder f(£) < ¢ noch f(£) > ¢ gilt. (Tun Sie’s!) Es bleibt also nur f(£) = ¢
iibrig.

Wenn man beide Beweismethoden vergleicht, stellt man fest, dass der erste
Beweis konstruktiv ist, der zweite aber nicht. Im ersten Beweis haben wir einen
Algorithmus, der eine c-Stelle nach n Schritten bis auf einen Fehler von 2%(1)—@)
approximiert; im zweiten Beweis haben wir so etwas nicht. Dafiir liefert der
zweite Beweis die Existenz der grofiten c-Stelle. (Wie miisste man den Beweis
modifizieren, um die kleinste c-Stelle zu erhalten?)

Den Zwischenwertsatz kann man griffig so umschreiben (Begriindung?):
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e Fine stetige Funktion bildet Intervalle auf Intervalle ab.

Hier ist ein wichtiger Spezialfall des Zwischenwertsatzes.

Korollar I11.2.2 (Nullstellensatz)

Seien I ein Intervall, f: T — R eine stetige Funktion und a,b € I, a < b. f(a)
und f(b) sollen unterschiedliche Vorzeichen haben; eine dieser beiden Zahlen
sei also positiv und die andere negativ. Dann besitzt f zwischen a und b eine

Nullstelle.

Dies ist natiirlich der Spezialfall ¢ = 0 des Zwischenwertsatzes. Umgekehrt
kann man iibrigens den Zwischenwertsatz aus dem Nullstellensatz ableiten: Sind
namlich f und ¢ wie im Zwischenwertsatz, braucht man den Nullstellensatz nur
auf die Funktion f = f — ¢ anzuwenden.

Nun kénnen wir ein in Kapitel I gemachtes Versprechen einl6sen.

Satz I11.2.3 Ist ¢ > 0 und n € N, so existiert genau eine Zahl & > 0 mit
&" = ¢; Bezeichnung § = {/c.

Beweis. Zuerst zur Existenz von £. Die Fiélle ¢ = 0 oder ¢ = 1 bzw. n = 1 sind
klar; seien also n > 2, 0 < ¢ < 1 oder ¢ > 1. Wir betrachten die stetige Funktion
f:]0,00) = R, f(z) =a™ Ist ¢ < 1, so ist 1™ > ¢; ist ¢ > 1, so ist ¢™ > ¢. Also
ist fiir b=1 bzw. b=—c¢

J(0) < ¢ < f(b),

und der Zwischenwertsatz garantiert die Existenz einer Stelle £ mit ™ = c.
Die Eindeutigkeit folgt aus der Implikation (,, Monotonie“)

r1 < T2 = f(xl) < f(l‘g) O

Eine Funktion f: D — R heifit nach oben beschrinkt, wenn ihr Bild f(D)
nach oben beschrénkt ist; sie heifit nach unten beschrinkt, wenn ihr Bild f(D)
nach unten beschrinkt ist; und sie heifit beschrdinkt, wenn sie nach oben und
nach unten beschrankt ist.

Der néchste Satz wird auch Satz vom Mazimum und Minimum genannt.

Satz I11.2.4 Sei I = [a,b] ein abgeschlossenes, beschrinktes Intervall, und sei
f: I — R stetig. Dann ist f beschrdinkt, und das Supremum und das Infimum
von f(I) werden angenommen; mit anderen Worten existieren &, und & in [a, b]
mit

f(&) < f(z) < f(&)  fir alle x € [a,b].

Es ist also
f(&) =min{f(x): a <z <b}, f(&)=max{f(x): a <x <b}.
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Beweis. Zeigen wir, dass f nach oben beschrinkt ist und dass sup f(I) ange-
nommen wird. Wére f nicht nach oben beschrinkt, giibe es Elemente x,, € [a, ]
mit f(z,) — oo. Als beschriinkte Folge besitzt (z,,) nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl (Satz I1.2.3) eine konvergente Teilfolge; sagen wir x,, — xo. Wegen
a < zp, <bist auch a <zy <D, also ¢ € I. Nun ist f nach Voraussetzung bei
xo stetig, und es folgt f(zn,) — f(zo) € R; andererseits gilt nach Konstruktion
auch fiir die Teilfolge f(z,,) — oo. Dieser Widerspruch beweist, dass f nach
oben beschrankt ist.

Um zu zeigen, dass sup f(I) angenommen wird, argumentiert man ganz dhn-
lich. Es existiert zuniichst eine Folge von Zahlen y,, € [a, b] mit f(y,) — sup f(I).
Wieder gibt es eine konvergente Teilfolge mit Grenzwert in [a, b], etwa Yn, — &2
Wegen der Stetigkeit von f folgt f(yn;) — f(€2), und die Eindeutigkeit des
Grenzwerts liefert f(&2) = sup f(I).

Die Aussage iiber das Infimum wird analog bewiesen (tun Sie’s!). Alternativ
kann man auch den ersten Teil auf — f anwenden; auch das sollten Sie nachvoll-
ziehen! O

Machen Sie sich durch Beispiele klar, dass die Aussagen von Satz 111.2.4 nicht
zu gelten brauchen, wenn das Intervall abgeschlossen, aber nicht beschrankt oder
beschrénkt, aber nicht abgeschlossen ist.

Der dritte Hauptsatz betrifft die Umkehrfunktion. Beginnen wir mit dem
allgemeinen Begriff. Ist f: D — W eine bijektive Funktion, so existiert zu jedem
x € W genau ein ' € D mit f(z') = . Daher ist die Funktion

g: W — D, g(z) = dasjenige 2’ € D mit f(z') ==

wohldefiniert; wer’s lieber mit Formeln schreibt, beachte

/

g(z)=2" & f@@) ==
Die Funktion g ist die Umkehrfunktion zu f; es gilt
(go f)(x) =z firallex € D, (fog)(x)=x fir alle x € W.

Wir benétigen den Begriff der monotonen Funktion. Es sei D C R und f:
D — R eine Funktion. Dann heifit f streng monoton wachsend, wenn

21,82 €D, 11 <z = f(x1) < fx2);
f heifit monoton wachsend, wenn

21,82 €D, 1 <y = f(a1) < fx);
f heilit streng monoton fallend, wenn

r,22 €D, 1 <z2 = f(x1) > fz2);
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und f heifit monoton fallend, wenn
21,22 €D, vy <x9 = f(x1) > f(x2).

Eine monotone Folge ist also nichts anderes als eine monotone Funktion mit
Definitionsbereich N.

Wie schon im Beweis von Satz I11.2.3 beobachtet, ist f: [0,00) = R, f(z) =
a™ (wobei n € N), ein Beispiel einer streng monoton wachsenden Funktion.

Aus der Definition folgt unmittelbar, dass eine streng monotone Funktion
injektiv ist; daher existiert fiir eine solche Funktion f die Umkehrfunktion g mit
Definitionsbereich f(D). Wir werden sowohl f als auch g als Funktionen mit
Wertevorrat R auffassen: f: D — R, g: f(D) — R; das Bild f(D) bzw. g(f(D))
braucht natiirlich nicht ganz R zu sein.

Satz IT1.2.5 (Satz von der Umkehrfunktion)

Sei I ein Intervall und f: I — R stetig und streng monoton. Dann ist J := f(I)
ein Intervall, die Umkehrfunktion g: J — R existiert, und g ist stetig und im
selben Sinn streng monoton wie f.

Beweis. Das einzige, was noch nicht begriindet ist, ist die Stetigkeit und die
strenge Monotonie von g; dass J ein Intervall ist, folgt ja aus dem Zwischen-
wertsatz (vgl. Seite 60).

Ohne Einschréankung sei f streng monoton wachsend; der andere Fall wird
analog behandelt oder durch Betrachten von — f auf diesen zuriickgefiihrt. (Tun
Sie’s!) Sei zp € J, und sei (x,) eine Folge in J mit z, — zo. Es existieren
dann eindeutig bestimmte Elemente z/, € I (n € Ny) mit f(z}) = z,, also
g(xy) = z!,. Es ist z], — x{, zu zeigen.

Wiire dies falsch, gébe es ein &’ > 0, so dass |z}, —x(| > &’ fiir unendlich viele
n gilt; deshalb ist mindestens eine der Mengen N7 = {n: x|, — z{ > €'} bzw.
Ny = {n: z, — z{, < —¢’} unendlich. Ohne Einschrdnkung soll N; unendlich
sein; es gibt dann eine Teilfolge (z;,, ) mit 7, > x( +¢’ fiir alle k. Dann ist aber

T, = f(ah,) = fap +€') > f(ag) = xo,
wobei die >-Relation aus der strengen Monotonie folgt. Das liefert
T, —To > €:= f(zi+€)— flay) >0 fiir alle k

im Widerspruch zu z,, — x¢. (Warum ist 2:(+¢’ im Definitionsbereich I von f?)

Wenn f streng monoton wichst, so auch g¢: Seien namlich z,,z5 € J,
x1 < x9. Setze x) = g(x1), 25 = g(xa). Ware 2} > b, folgte aus der Mono-
tonie von f, dass f(z}) > f(z5), d.h. 21 > 25 im Widerspruch zur Wahl von z;
und zs. O

Wo ging eigentlich die Stetigkeit von f in diesem Beweis ein?
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In Satz I11.2.3 hatten wir fiir n € N die Existenz n-ter Wurzeln bewiesen.
Die Funktion f: [0,00) — [0,00), f(x) = z™, ist nach Satz I11.2.3 surjektiv;
auBerdem ist sie streng monoton wachsend, und ihre Umkehrfunktion ist x —
{/x. Daher liefert Satz I11.2.5 insbesondere:

Korollar II1.2.6 Die Funktion g: [0,00) — R, g(z) = {/x, ist stetig und streng
monoton wachsend.

I11.3 Die Exponentialfunktion

Wir haben schon in Beispiel ITI1.1.5(b) die Stetigkeit der exp-Funktion nachge-
wiesen. Wir wollen jetzt die Umkehrbarkeit untersuchen und stellen folgende
Eigenschaften zusammen.
Satz I11.3.1

(a) exp(0) =1.

exp(—z) =

) ! fir alle z € R.

exp(z)

(¢) exp(z) >0 fir alle x € R.

(d) exp ist streng monoton wachsend und stetig.
) LILH;O exp(x) = oo, xgrpoo exp(z) = 0.

) Das Bild von exp ist exp(R) = (0,00).

Beweis. (a) folgt durch Einsetzen von 2 = 0 in die exp definierende Reihe.
(b) Aus der Funktionalgleichung, Satz 11.4.4, folgt

1 = exp(0) = exp(z + (—x)) = exp(x) exp(—z).

(c) Aus der Definition von exp ist klar, dass exp(z) > 0 fiir alle > 0 (sogar
(x) > 1); wegen (b) gilt exp(x) > 0 auch fiir z < 0.

d) Die Stetigkeit wurde bereits in Beispiel II1.1.5(b) bewiesen. Dass exp
oton wichst, sieht man so: Wenn z1 < x5 ist, ist

&+

exp(z2) = exp(21 + (z2 — 21)) = exp(z1) exp(z2 — 1) > exp(z1);

im letzten Schritt wurden (c) und exp(z) > 1 fiir 2 > 0 benutzt.

(e) Fir @, > 0 ist exp(z,) = 1+ @n + D pey ‘%TL > x,; also folgt aus
Z, — 00 auch exp(z,) — oco. Gilt =, — —o0, so gilt —x,, — oo und deshalb
exp(—x,) — oo. Teil (b) zeigt exp(x,) — 0. (Schreiben Sie die Details des
Arguments auf!)

(f) Das folgt aus (¢) und (e) mit Hilfe des Zwischenwertsatzes (wie ndmlich?).

O

Aus Satz I11.3.1 und Satz I11.2.5 folgt die Existenz der Umkehrfunktion von
exp; dies ist die Logarithmusfunktion log (manchmal auch mit In bezeichnet).
Sie hat folgende Eigenschaften.
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Definitionsgeméf ist logz = y genau dann, wenn exp(y) = z ist, sowie
log(exp(x)) =  fiir alle z € R und exp(log x) = z fiir alle z > 0.

Satz I11.3.2
(a) log: (0,00) = R ist streng monoton wachsend, stetig und surjektiv.

(b) logl=0,logz >0 firxz>1,logx <0 fird<az<l.
(¢) lim logz = o0, lim logz = —o0.

T—>00 r—0+
(d) log(zy) =logx + logy fir alle z,y > 0.

Beweis. (a) folgt aus Satz II1.2.5.

(b) logl = 0, da exp(0) = 1. Die iibrigen Behauptungen ergeben sich aus
der strengen Monotonie von log.

(c) folgt wiederum aus der strengen Monotonie und daraus, dass das Bild
von log der Definitionsbereich von exp ist.

(d) Setze ' =logx und y' = logy. Dann ist

exp(¢’ +y') = exp(a’) exp(y’) = 2y = exp(log(zy)),
also wegen der Injektivitdt von exp
' +y = log(zy).
Das war zu zeigen. O

Die Funktionalgleichung von exp

exp(z + y) = exp(x) exp(y)
erinnert an das Potenzgesetz

a®* Y = a®aY.

Im deduktiven Aufbau der Analysis ist zwar a? erklirt (das ist a-a), aber nicht
allgemein a” (was ist 2\/57). Das kénnen wir jetzt mit Hilfe der exp-Funktion
nachholen.

Fiir a > 0 und z € R setze

exp,(z) = exp(xzloga).

Satz I11.3.3 Seia > 0.
(a) exp, ist stetig und streng monoton wachsend fiir a > 1, aber stetig und
streng monoton fallend fir 0 < a < 1.
(b) exp,(z+y) = exp,(x) exp,(y) fir alle z,y € R.
() exp,(0) = 1.

(d) Fiir n € N ist exp,(n) = a™ und exp,(—n) = -

am™
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(e) Firzx= g €Q (mitp € Z und q € N) ist exp,(z) = ¥aP.

Beweis. (a)—(c) folgen sofort aus den entsprechenden Aussagen iiber exp.

(d) Da exp, (1) = exp(loga) = a und wegen (b) exp,(—1) = 1 ist, folgt die
Behauptung leicht durch vollstandige Induktion. (Wie ndmlich?)

(e) Nach (b) ist [exp,(£)]? = exp,(p) = a?, d.h. exp, (&) = Va. O

Nun kommt die Pointe des Ganzen.

Definition II1.3.4 Fiir a > 0 und z € R setze

a® ;= exp,(x) = exp(xloga).
Speziell ist
&% = expla),

denn loge = 1, da ja exp(1) = e, siehe Beispiel I1.3.12.

Mit Hilfe der Funktionen exp, log und exp, ist es also gelungen, die ,,naive®
Definition von a” fiir z € Q aus der Schulmathematik neu zu fassen und auf
beliebige reelle Exponenten auszudehnen, und dadurch ist es z.B. moglich zu
sagen, was (v/2)™ eigentlich ist (vorausgesetzt, man weif, was 7 ist...). Wir
beobachten noch

loga® = xloga,

da log a® = logexp(zloga) = xloga.

Ubrigens wirft das ein neues Licht auf Beispiel I1.1.2(e), d.h. {/a — 1; wegen
{/a = exp, (L) folgt das nun aus der Stetigkeit von exp,,.

Fiir a # 1 ist exp, streng monoton, und zwar wachsend fiir a > 1 und fallend
fir0<a<l1.

Die Umkehrfunktion von exp, (fir a # 1) wird mit log, bezeichnet; tra-
ditionell ist a = 10 wichtig (,,dekadischer Logarithmus“; man schreibt lg statt
log,) und in der diskreten Mathematik und Informatik a = 2 (,,dyadischer
Logarithmus*).

Beachten Sie, dass Satz I11.3.3 die Potenzgesetze

_ 1
=1, otV =da"aY, a "t =—, ab/l = ap
a

kodiert.
Halten wir noch ein weiteres Potenzgesetz fest.

Satz ITI1.3.5 Seien a > 0 und x,y € R. Dann ist
(a®)¥ = a™.
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Beweis. (a®)¥ = exp(yloga®) = exp(yxloga) = a®¥. O

Der Satz impliziert noch
't = (Yay,

denn fiir b = /a ist (b?)4 = bP? = (b9)P = aP und deshalb (/a)P = bP = YaP =
aP/9, was zu zeigen war.

Bisher haben wir a® als Funktion von x betrachtet; wir konnen den Spief3
auch umdrehen.

Satz IT11.3.6 Fir a € R ist x — z* eine stetige Funktion auf (0,00). Sie ist
streng monoton wachsend fir a > 0 und streng monoton fallend fiir a < 0. Es
gilt
lim 2% = o0 fira >0, lim 2% =0 fira<20.
T—r00

T—00

Beweis. Das folgt aus der Darstellung 2% = exp(alog x); verwende Satz II1.1.6.
O

b

Seien ¢ > 1 und b > 0. Dann gilt sowohl ¢* — oo als auch 2° — oo fiir

x — 00. Was wichst schneller?

Satz II1.3.7 Fira > 1 und b >0 gilt

x
— — 0o firz — oco.
T

Kurz: Jede Exponentialfunktion wdchst schneller als jede Potenz.
Beweis. Sei n € N, n > b. Dann ist fiir x > 0 wegen loga > 0

oo k n+1
- xloga xloga "
a” = exp(xloga) = E ( 5 ) > ( (n+i)' = ca" !
P ! !

mit einer von x unabhéngigen Konstanten ¢ > 0, sowie fiir x > 1
2 = exp(blog z) < exp(nlogz) = z".

Also ist fiir z > 1

anJrl

a{l/'
—bZ — = cx — oo fiir x — oo. O
T T
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III.4 Die trigonometrischen Funktionen

Im letzten Abschnitt haben Sie die moderne Einfiihrung der e-Funktion mittels
der Exponentialreihe kennen gelernt. Jetzt wollen wir uns der Sinus- und Kosi-
nusfunktion widmen. Auch diese Funktionen werden heute — ahistorisch — durch
unendliche Reihen definiert, ndmlich

sinx = i ﬂx%ﬂ cosx = i (_1)kx2k (I11.4.1)
= (2k+1)! ’ = (2k)! ' o

Diesen Weg wollen wir in der Analysis II gehen.

In einigen Beispielen haben wir sin und cos auf der Basis von schulma-
thematischem Vorwissen schon benutzt. Ausgehend davon formulieren wir drei
Grundeigenschaften von sin und cos, die unsere Basis sind; alle anderen Ei-
genschaften sollen daraus abgeleitet werden. Es sei betont, dass man bei den
trigonometrischen Funktionen immer im Bogenmafl rechnet, nie im Gradmaf
(mit der moglichen Ausnahme der elementaren Dreieckstrigonometrie).

Grundeigenschaften von Sinus und Kosinus. Es gibt zwei Funktionen sin:
R — R und cos: R — R, die folgende Bedingungen erfiillen.

(a) cosO =1, und es gibt eine kleinste positive Zahl o mit cosp = 0. Die
Zahl © wird als das Doppelte dieser Zahl ¢ definiert, also cos 5 = 0.
(b) Es gelten die Additionstheoreme
sin(z £ y) = sinz cosy £ cos zsiny,

cos(x £ y) = cosxcosy Fsinzsiny.
(¢) Fir0 <z <mw/2 gelten die Ungleichungen

. sinx
O<sinz<z<

. 111.4.2
cos T ( )

Beachten Sie, dass (II1.4.2) in Beispiel II1.1.2 verwendet wurde.

In der Analysis IT werden wir zeigen, dass die in (I11.4.1) definierten Funk-
tionen diesen Grundannahmen geniigen; insbesondere enthélt (a) die Definition
der Zahl 7.

Wir wollen jetzt erste Konsequenzen aus den Grundannahmen ziehen.

Satz I11.4.1
(a) sin0=0,sinf = 1.
(b) sin(—z) = —sinz, cos(—x) = cosx fir alle x € R.

(¢) sin®z 4 cos?x =1 fir alle x € R. Insbesondere ist stets —1 < sinz < 1
und —1 < cosx < 1.
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Man driickt (b) auch dadurch aus, dass sin eine ungerade und cos eine gerade

Funktion ist. In (c) ist sin® 2 die iibliche Abkiirzung fiir (sin x)?.

Beweis. (a) Im Additionstheorem fiir cos(z + y) setze x =y = 0. Mit cos0 =1
folgt dann sin0 = 0. Den Beweis fiir sin Z = 1 miissen wir noch einen Moment

2
aufschieben.
(b) Nach dem Additionstheorem gilt
sin(—z) = sin(0 — ) =sinOcosz — cosOsinz =0-cosx — 1 -sinx = —sinx

sowie
cos(—x) = cos(0 — x) = cosOcosz +sinOsinx = 1-cosxz + 0 - sinx = cos .

(c) erhélt man, wenn man cos(x — x) mit Hilfe des Additionstheorems be-
rechnet.

(a), Fortsetzung: zuriick zu sin 5. Aus (c) und cos § = 0 erhilt man [sin 5| = 1.
Aber als Spezialfall des Additionstheorems (z = y) ist stets

sin 2x = 2sinx cos x.

Wendet man dies fiir = 7/4 an und beriicksichtigt man, dass wegen (111.4.2)
O

sowohl sinz als auch cosz fiir 0 < x < § positiv sind, erhilt man sin § = 1.

Der folgende Satz ist unter anderem fiir den Beweis der Stetigkeit von sin
und cos niitzlich.

Satz I11.4.2 Fir xz,y € R gelten

+y . r—y
Sin
2

+ysinx_y
5 -

. . X
sinx —siny = 2cos

. T
cosT —cosy = —2sin

Beweis. Ersetze in den Additionstheoremen x durch ’ = %(m +y) und y durch

y' = i(z —y). Dannist 2’ + ¥ = z und 2’ — ¥’ = y und deshalb

sinz —siny = sin(z’ +y') — sin(2’ — y')
= [sina’ cosy’ + cos 2’ siny'] — [sin 2’ cosy’ — cos x’ siny']
y . z-—y
sin :

2 2

) x
= 2cosz’siny’ = 2cos
Die zweite Gleichung zeigt man genauso (tun Sie’s!). O

Satz II1.4.3 Die Funktionen sin und cos sind auf R stetig; sin ist auf [~7, 7]
streng monoton wachsend, und cos ist auf [0, 7] streng monoton fallend.
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Beweis. Zum Beweis der Stetigkeit verwenden wir das e-0-Kriterium sowie die
Abschétzung

[sinz| < |z| fir |z| < g,

die aus (II1.4.2) und Satz I11.4.1(b) folgt.
Seien z,y € R. Dann ist wegen Satz I11.4.2 und Satz I11.4.1(c)

T+y
2

r—y
2

r—y
2

|sin$—siny\:2‘cos Hsin ‘ §2‘ ‘ = |z —y|,

solange |x — y| < 7. Das zeigt fiir die Sinusfunktion, dass zu gegebenem & > 0
das e-¢-Kriterium an einer Stelle zp € R mit 6 = min{r, e} erfiillt ist.

Fiir die Kosinusfunktion argumentiert man genauso (tun Sie’s!).
Seien nun x1, 22 € [~F, 5], 21 < x2; wir wollen sinz; < sinzy zeigen. Es ist
0 < 29 —z1 <, und Satz I11.4.2 und (II1.4.2) liefern
T1+ T2 . T2 — X1
n

>0.
2 ST

sinxy — sinx; = 2cos

Genauso ist fiir 1,29 € [0, 7], 1 < x2, ebenfalls 0 < x5 —z1; < 7 und

T +x2 . X2 —T1
sin

0. O
2 2 °

COSToy — COSx] = —28In

Mit Hilfe der Additionstheoreme kénnen wir weitere spezielle Werte von sin
und cos berechnen:

. . (7T 4 7r) . T 7r L si s m 0
sinm = sin{ — + — ) =sin — cos — + sin — cos — =
2 2 2 2 2 2 ’
™ T ™ T . T, T
cosm = COS(* + 7) = C0S — CcOs — — sin —sin — = —1,
2 2 2 2 2 2

.3 .
sin 577 = sm(7r+ ) = -1,

3
cos 577 = CO0S (77 +

sin 27 = sin(w

+m
cos2m = cos(m + ) =

Aus diesen Werten erhélt man mit dem Additionstheorem folgende Periodi-
zitdtsbeziehungen.

Satz I11.4.4 FEs gilt fiir alle x € R:
(a) sin(x 4 27) = sinx, cos(z + 27) = cosz,
(b) sin(x + 7) = —sinz, cos(x + 7) = —cos x,

(c) sin(x+ §) = cosx, cos(x + §) = —sinz.
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Man driickt (a) auch so aus, dass sin und cos jeweils 27-periodische Funk-
tionen sind.

Uber das Vorzeichen und die Nullstellen der Sinusfunktion ldsst sich nun
Folgendes sagen. sin ist positiv auf (0, 7) nach Grundannahme (c), negativ auf
(—47,0) nach Satz I11.4.1(b), positiv auf (17, 7) und negativ auf (7, 37) nach
Satz I11.4.4(b) und schlieflich negativ auf (37, 2m) nach Satz II1.4.4(a). Daher
sind 0, 7 und 27 die einzigen Nullstellen von sin in [0, 27]. Genauso sieht man,
dass 7 und 37 die einzigen Nullstellen von cos in [0, 27] sind. Zusammen mit
der 27-Periodizitat ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar IT1.4.5 Fir die Nullstellen von sin und cos gilt:

{z €R: sinz =0} = {km: k € Z},
{r €R: cosz =0} = {Fm+km: k € Z}.

Wegen des in Satz I11.4.3 ausgesprochenen Monotonieverhaltens bildet die
Sinusfunktion das Intervall [—1m, 27] bijektiv auf das Intervall [—1,1] ab. Die
Umkehrfunktion ist die Arcussinusfunktion

arcsin: [—1,1] = R, arcsinz = y < siny = z.

Sie ist nach Satz I11.2.5 stetig, streng monoton wachsend und bildet das Intervall
[—1,1] bijektiv auf das Intervall [-3m, 17] ab.

Genauso ist die Kosinusfunktion auf [0, 7] umkehrbar. Thre Umkehrfunktion,
die Arcuscosinusfunktion arccos, ist stetig, streng monoton fallend und bildet
[—1, 1] bijektiv auf [0, 7] ab.

Kommen wir abschliefend zur Tangensfunktion, die durch

sinx
tanx =

COsS T

definiert ist, solange cosx # 0. Ihr maximaler Definitionsbereich ist also nach
Korollar I11.4.5 Dy, = R\ {27 + km: k € Z}. Sie hat folgende Eigenschaften.

Satz II1.4.6
(a) Es gilt tan(—z) = —tanx fir alle v € Dyian.

(b) Es gilt tan(z + 7) = tanz fir alle x € Dyay; tan ist also w-periodisch.
(¢) tan ist stetig auf Dyay.
(d) tan ist auf (=5, %) streng monoton wachsend.
(e) lim tanz =00, lim tanz = —o0.
z—(m/2)~ r—(—7/2)*

Beweis. (a) folgt aus Satz II1.4.1(b), (b) folgt aus Satz II1.4.4(b) und (c) aus
Satz I11.4.3. Derselbe Satz ist die Basis von (d). Zum Beweis von (d) seien
r1,T2 € (—%,%), v1 < x2; wir wollen tanz; < tanzp zeigen. Im Fall —F <
1 <0 < wg < 7 ist das wegen tanz; < 0 < tan s klar (beachte die Vorzeichen

Version vom 1. Januar 2025



II1.4 Die trigonometrischen Funktionen 71

von sin und cos). Im Fall 0 < 21 < 23 < 5 sind sin und cos bei z; und o
positiv, daher folgt tanx; < tanzs aus der Monotonie von sin und cos. Der
fehlende Fall =% < 21 < x5 < 0 wird mit (a) auf den vorigen zuriickgefiihrt.
(e) Die zweite Grenzwertbeziehung folgt wegen (a) aus der ersten; fiir diese
reicht es, sinz — 1 und cosx — 0 fiir x — (5)~ zu beobachten (warum ist das
so?) und die Positivitét von cos auf (—7, 5) zu benutzen. O

Aus Satz I11.4.6 folgt (wie?), dass die Tangensfunktion das Intervall (=%, )
bijektiv auf R abbildet. Dieser ,,Zweig* der Tangensfunktion ist also umkehrbar;

die Umkehrfunktion ist die Arcustangensfunktion

T
arctan: R — <—§, 5), arctanx = y < tany = .
Sie ist stetig und streng monoton wachsend.
In unserem axiomatischen Ansatz wurde die Zahl 7 als das Doppelte der
kleinsten Nullstelle der Kosinusfunktion definiert; iiber die Grofle von 7 (=
3.14159...) haben wir jedoch noch keinerlei Aufschluss; das miissen wir noch

ein wenig verschieben, vgl. (IV.3.2) auf Seite 98.

Version vom 1. Januar 2025



Version vom 1. Januar 2025



Kapitel IV

Differenzierbare Funktionen

IV.1 Der Begriff der Ableitung

Wenn ein Zusammenhang zwischen zwei Grofien mittels einer Funktion f: D —
R gegeben ist, also y = f(x), so wird damit ausgedriickt, wie grof} der y-Wert
bei Vorliegen des ax-Werts z ist, ndmlich f(z(). Physikalisch denke man zum
Beispiel an ein Weg-Zeit-Gesetz, das einem sagt, wo sich ein Objekt zu einem
gewissen Zeitpunkt befindet. Um die Anderung dieser GroBen zu beschreiben,
benétigt man die Ableitung dieser Funktion, die jetzt definiert werden soll.

Definition IV.1.1 Sei f: D — R eine Funktion, und sei zg € D. Es existiere
mindestens eine Folge in D\ {x}, die gegen ¢ konvergiert. Wenn der Grenzwert

F(wo) = lim L&) = F(@0)

T—T0 r — X

(IV.1.1)

existiert, heiflt f bei xg differenzierbar mit Ableitung f'(z¢). Ist f an jeder
Stelle des Definitionsbereichs differenzierbar, so heifit f auf D differenzierbar
mit Ableitung (genauer Ableitungsfunktion) f': D — R.

Beim Grenzwert in (IV.1.1) ist stillschweigend gemeint, dass x € D\ {xo}
ist. Um den Schulterschluss mit Definition III.1.1 zu vollziehen, betrachten wir
Ap D\ {mo} 5 R, Ag(x) = LT =S @0),

Tr — X
nach Voraussetzung von Definition IV.1.1 ist z im Abschluss von D\ {z¢}, und
es ist
f'(z0) = lim Ay(z)

T—T0

im Sinn von Definition III.1.1.
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Die Grofle %ﬂ]x@) wird Differenzenquotient genannt; geometrisch gibt er
die Sekantensteigung zu den Punkten (xq, f(zo)) und (z, f(x)) des Graphen von
f wieder, und physikalisch hat er die Bedeutung einer Durchschnittsgeschwin-
digkeit. Der Grenzwert f’(z() kann entsprechend als Tangentensteigung bzw.
Momentangeschwindigleit interpretiert werden; in der Tat ist die Tangenten-
steigung so definiert: Ist f bei x( differenzierbar, so ist die Tangente an den
Graphen von f bei xg definitionsgeméafl durch die Gleichung

Ty (z) = f'(zo)(x — xo) + f(o) (IV.1.2)

gegeben.

Der geometrische Zugang zum Begriff der Ableitung ist der von Leibniz und
der physikalische der von Newton.

Eine alternative Beschreibung des Differenzenquotienten und der Ableitung

ist
- +h) — f(@o)
/ =1 f(xO
fi(xo) = lim W ;
wobei stillschweigend nur solche h # 0 betrachtet werden, fiir die zg + h € D
ist.
Kommen wir zu einigen Beispielen.

(IV.1.3)

Beispiele IV.1.2 (a) Fiir die Funktion f: R — R, f(x) = mz +1b, gilt an jeder
Stelle f'(xo9) = m, wie man sofort durch Einsetzen in (IV.1.1) nachrechnet.
Insbesondere haben konstante Funktionen die Ableitung 0.
(b) Das niichstschwierigere Beispiel ist f: R — R, f(r) = 2. Einsetzen in
(IV.1.3) liefert
f(zo+h) — fzo) _ (w0 +h)* —af

mit h — 0; f ist daher {iberall differenzierbar mit f: R — R, f'(z) = 2.
(c) Betrachte nun f: R — R, f(z) = z", wobei n € N ist. Mit Hilfe des
binomischen Satzes 1.1.2 schreibe

f(zo+h) = f(zo)

1< (n n7 n
n h{z(k>x5h k%}

= naf "t + P(h),

wobei P(h) fiir den zweiten Summanden in der vorletzten Zeile steht. Das ist ein
Polynom in h ohne konstantes Glied, daher gilt limy_,o P(h) = 0 und deshalb

f(zo) = mcg*l.
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(d) Fiir D =R\ {0} sei f: D — R, f(z) = 1/z. Um die Ableitung zu finden,
rechnet man

flao+h)—fle) 1r 1 1 -1 1
) _

1
E{xo—i—hiﬂ?o (o + h)xo H79’77(2).

(e) Als néchstes untersuchen wir die Wurzelfunktion f: [0,00) = R, f(x) =
vz, auf Differenzierbarkeit. Wieder betrachten wir

f(zo+h) - _ . (xo+h)—w0 1
h Vo ey = h\/xoT+r Vi ¥R+ v

wobei der Trick im vorletzten Schritt war, mit /o + h+ /2 zu erweitern. Fiir
xo = 0 sieht man jetzt, dass wegen

f(h)—f(0) _ 1

h Vh

der Grenzwert in (IV.1.3) nicht existiert (z.B. h, = 1/n?); also ist f bei 0 nicht
differenzierbar. Fiir zg > 0 gilt jedoch

f(xo +h) — f(xo) _ 1 N 1
h Vio T h+ i | 24T

fiir h — 0, weil die Wurzelfunktion stetig ist (Korollar 111.2.6). Ergebnis f ist
differenzierbar auf (0, c0) mit Ableitung f": (0,00) = R, f'(z) = 2f Beachten

Sie, dass das formal dem Fall n = 1 in Beispiel (c) entspricht (und (d) dem Fall

n = —1), aber der Beweis von (c¢) funktioniert nur fir n € N.
(f) Was ist die Ableitung der Exponentialfunktion? Es ist

exp(zo + h) — exp(zo)
h

exp(h) — 1
h

= exp(zo)

wegen der Funktionalgleichung der exp-Funktion; um den Grenzwert fiir h —
0 zu bestimmen, braucht man also nur den Grenzwert von M (der die
Ableitung von exp bei 0 angibt) zu untersuchen. Hierzu beachte

und deshalb .
exp(h) — 1 gy L
i 2 7 A |
7 T2
k=2

Was passiert mit dieser Summe fiir » — 07 Jeder Summand strebt gegen 0, aber
es gibt unendlich viele davon. Um Genaueres zu erfahren, machen wir fiir |h| <1
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eine dhnliche Abschitzung wie im Beweis der Stetigkeit der Exponentialfunktion
in Beispiel I11.1.5:

0 hE—1 e |h‘k72 e 1
>t <Y < Y o = e —2).
k=2 k=2 k=2

Das zeigt
. exp(xo + h) — exp(xo) . exp(h)—1
1 = lim —~2 = :
S h Lo iy = = o)

die Ableitung der Exponentialfunktion ist wieder die Exponentialfunktion: exp’ =
exp.

(¢) Um die Ableitung von Sinus und Kosinus zu bestimmen, benutzen wir
Satz I111.4.2:

h

+h> . h ( +h)Sin§ .
€T — | SIn — = COS| X - COS T
0ot 5 5 0t 5 )k 0

sin(zg + h) —sinzg 2 (
= — cos

h h

wegen der Stetigkeit von cos und wegen Beispiel I11.1.2. Genauso ist

cos(zg + h) — cos xg . h\ sin % )
= —sin|(xg + = 5~ —SInXg.
h 2 2
2
Daher sind sin und cos differenzierbar mit sin’ = cos und cos’ = — sin.

(h) Das Standardbeispiel einer nicht differenzierbaren, aber stetigen Funkti-
on ist die Betragsfunktion f: R — R, f(z) = |z|, die bei 2o = 0 nicht differen-
zierbar ist; fiir h,, = (—1)"/n existiert ndmlich der Grenzwert lim, oo (f(hy) —
£(0))/hy, nicht.

(i) Zum Schluss noch ein etwas seltsames Beispiel, das zeigt, dass Funktionen
an genau einer Stelle differenzierbar sein kénnen. Sei

22 fir x € Q,

F:R=R, f(x)_{o fiir z ¢ Q.

Dass f an einer Stelle zg # 0 nicht differenzierbar ist, sieht man am schnellsten
mit Hilfe des folgenden Satzes IV.1.3, denn dort ist f nicht stetig (Beweis?).
Fiir ¢y = 0 gilt jedoch

flooth) = Jlao)) | FB)| B2y

so dass f bei 0 differenzierbar ist mit Ableitung f/(0) = 0.

Bevor wir zu Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen kommen, halten
wir eine notwendige Bedingung fest.
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Satz IV.1.3 Wenn f: D — R bei xg € D differenzierbar ist, ist f bei x¢ auch
stetig.

Beweis. Fir ¢ € D, x # xg, gilt

(o) ~ fla) = TS @0)

T — 70 (x —20) = f'(20)-0=0
fir x — xo. O

Das Beispiel der Betragsfunktion, f(z) = |z|, zeigt, dass die Umkehrung
nicht gilt.

Es folgen die aus der Schulmathematik bereits bekannten Summen-, Produkt-
und Quotientenregeln.

Satz IV.1.4 Es seien f,g: D — R differenzierbar bei xqg € D, und sei A € R.
(a) Dann sind auch f £ g: D — R und A\f: D — R differenzierbar bei xq,
und es gilt

(f £9) (x0) = f'(z0) £9'(x0), (Af)(z0) = Af'(w0).
(b) Auch f-g: D — R ist differenzierbar bei xog mit

(f9)'(xo) = f'(w0)g(wo) + f(20)g (o).

(¢) Im Fall g(xg) # 0 ist f/g mit dem Definitionsbereich D' = {x € D:
g(x) # 0} differenzierbar bei xo mit

I, f'(wo)g(wo) — f(z0)g' (20)

- (1'0) = > .
(9(z0))

Beweis. (a) beweist sich von allein, indem man in (IV.1.1) oder (IV.1.3) einsetzt

und die Grenzwertsitze iiber Summen und skalare Vielfache benutzt.
(b) Durch Einschieben einer ,aktiven Null* erkennt man

(f9) (@) = (fg)(@o) _ f(x)g(x) = fwo)g(x) + f(zo)g(x) — f(z0)g(x0)

T — X T — Zo
= L0 o (4) 4 gy LU= 20)
— f'(x0)g(x0) + f(x0)g (o)

mit © — xp, denn ¢ ist stetig bei xy (Satz IV.1.3).

(¢) Wir behandeln zunéchst 1/g. Da g insbesondere bei ¢ stetig ist, folgt
aus Satz I11.1.9 die Existenz einer §-Umgebung Us = (xg — 0, kg + ) von xg, SO
dass fiir z € Us N D auch g(x) # 0 gilt'. Fiir solche  hat man

9@ ~ 9o _ _ 9o)—g(®) -1 g(x)—g(xo)
T —Zo 9(@)g(z0)(z —x0)  g(x)9(x0) T—T0

IDiese Uberlegung zeigt, dass ©o im Abschluss von D’ \ {xo} liegt, was bei der Definition
der Differenzierbarkeit notwendig ist.
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so dass

GV -t

Die allgemeine Quotientenregel ergibt sich daraus mit Hilfe der auf f - % ange-
wandten Produktregel. O

Die Kettenregel ist etwas heikler zu beweisen.

Satz IV.1.5 (Kettenregel)

Sei f: D — R differenzierbar bei xg € D, und setze yo = f(xg). Sei g: D' - R
eine Funktion mit f(D) C D', und g sei differenzierbar bei yo. Dann ist g o f:
D — R differenzierbar bei xo mit

(go f)/(xo) = gl(f(xo))f/($0)~

Unvollstindiger Beweis. Wir versuchen, den kanonischen Ansatz zu verfolgen.
Sei (z,,) eine Folge in D \ {xg} mit x,, — xo; wir miissen

b 9 @) = 907 (@0)

n—00 T, — To

=g'(f(20))f' (20) (IV.1.4)

zeigen. Man erweitert den Differenzenquotienten mit f(z,) — f(xo) und erhilt

9(f(@n)) = 9(f(x0)) _ 9(f(zn)) = 9(f(x0)) flzn) = f(0)

Tn — Zo B f(xn) - f(CUo) Tn — o

Da f stetig bei zg ist, gilt f(z,) — f(zo), daher strebt der erste Faktor gegen
9’ (f(x0)) und der zweite gegen f'(xz¢). Das beweist (IV.1.4). (0)

Das Problem bei diesem Argument ist, dass es nur funktioniert, wenn stets
f(xn) # f(xo) ist; also zum Beispiel, wenn f in einer Umgebung von xz( streng
monoton ist oder allgemeiner wenn f auf Intervallen (z¢ — 6, z¢) und (zo, zo +
d) jeweils streng monoton ist. (Geben Sie ein Beispiel einer nicht konstanten
Funktion, die diese Voraussetzung nicht erfiillt!) Einstweilen belassen wir es bei
diesem Argument, das fiir sehr viele Funktionen klappt. Ein vollstindiger Beweis
der Kettenregel wird im Anschluss an Satz IV.1.8 gegeben.

Als letzte Rechenregel diskutieren wir die Differenzierbarkeit der Umkehr-
funktion.

Satz IV.1.6 Seien I ein Intervall, f: I — R stetig, streng monoton und bei
xg € I differenzierbar, yo = f(x0), J = f(I) und g: J — R die Umkehrfunktion
von f. Wenn f'(xg) # 0 ist, ist g differenzierbar bei yo mit
1 1
/
9 Yo) = = .
W)= Pl ~ Flalw)
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Beweis. Seien y,, € J, yn # Yo, mit y, — yo. Dann existieren eindeutig bestimm-
te x, € I mit f(z,) = yn, ndmlich z, = g(y,); wegen der strengen Monotonie
ist auch x,, # zg. Es gilt =,, = = wg. Satz I11.2.5 und daher

9yn) —9(wo) _ _ wn—w0  _ 1 I
Yn — Yo f(@n) = flzo)  f@n) = flzo) — f'(xo)  f'(9(y0))’
Ty — X0
wie behauptet. O

Wenn man schon wiisste, dass g differenzierbar ist, konnte man ¢’(yo) einfach
bestimmen, indem man die Kettenregel auf g o f = id anwendet (tun Sie’s!);
aber die Differenzierbarkeit von ¢ ist eine Behauptung von Satz IV.1.6, keine
Voraussetzung.

Es folgen ein paar Beispiele zu diesen Sétzen.

Beispiele IV.1.7 (a) Wir suchen die Ableitung der Tangensfunktion auf (-7, 7).

Dies ist ein Fall fiir die Quotientenregel, da tan = 2

cos "’

sin’ z cosx — sinx cos’ x cos? x + sin’ z

A _
tan' x = 3 = 3 ,
COs= T CcOSs* T

was man wahlweise als

tan’ x = oder tan’z =1+ tan’x

cos? x
darstellen kann.
(b) Da log die Umkehrfunktion von exp ist, gilt fiir x > 0
1 1 1

log' z = = S
08 exp’(logz) exp(logz) =«

nach Satz IV.1.6.
(¢) Genauso berechnet sich fiir x € R die Ableitung des Arcustangens als
1 1 1

arctan’ x = = = :
tan’(arctanz) 1+ tan?(arctanz) 14 22

(d) Betrachten wir f(z) = a® auf R, wo a > 0 ist. Nach Definition ist
f(x) = e*!°8¢ und die Kettenregel liefert

f'(x) = e*1°8%oga = a® loga.

(e) Betrachten wir f(x) = 2" auf (0,00), wo r € R ist. Nach Definition ist
f(z) = e '°8% und deshalb gilt
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das umfasst die Beispiele IV.1.2(c), (d) und (e).
(f) Hier ein Beispiel einer iiberall differenzierbaren Funktion, deren Ableitung
nicht tiberall stetig ist. Setze

1
x?sin — fiir 2 # 0,

[T R—R, f(z){ x
0 fiir x = 0.

Diese Funktion ist an Stellen z # 0 nach der Produkt- bzw. Kettenregel diffe-
renzierbar mit Ableitung
1

1
f'(x) = 2zsin — — cos —;
T T

und bei zg = 0 hat man

/ S - fO) ]
FOP= = ey =
da ja die Sinusfunktion beschrénkt ist. Daher ist f iiberall differenzierbar, aber
/' ist nicht stetig bei 0, da lim,_,q cos% nicht existiert, dhnlich wie im Beispiel
zu Definition II1.1.12(c).
Ubrigens kann man zeigen, dass eine unstetige Ableitung keine Sprungstellen
haben kann, sondern nur Unstetigkeitsstellen 2. Art.

Die Definition der Ableitung als Grenzwert von Differenzenquotienten ist der
iibliche Weg, aber man kann und sollte die Ableitung auch aus einem anderen
Blickwinkel betrachten. Das soll jetzt besprochen werden; iibrigens wird so in der
Analysis II die Ableitung bei Funktionen mehrerer Verénderlicher eingefiihrt.

Es geht um die Approximation einer gegebenen Funktion durch eine lineare;
fiir die Zwecke dieser Diskussion soll, wie in der Schulmathematik, eine Funktion
der Bauart x — max + b linear genannt werden, wenngleich sie im Sinn der
linearen Algebra nur im Fall b = 0 linear ist.

Dass die Tangente an den Graphen einer in zy differenzierbaren Funkti-
on diesen beriihrt, heifit doch, dass der Unterschied ¢(z) = f(z) — (f(zo) +
f'(zo)(x — x0)) klein ist, in der Tat ist nach Definition der Ableitung

f(@) = f(wo)

Tr — X9

lim

lim M’ ~ lim ~ fzo)| = 0.

Tr — X

Tr—xo

Das heifit: Approximiert man in der Nidhe von xy die Funktion f durch die
lineare Funktion Ty: « — f(xo) + f'(zo)(x — o), deren Graph die Tangente
an den Graphen von f bei zq ist, so macht man einen Fehler, nimlich ¢(x),
der von kleinerer Ordnung als linear in = — xg ist. Das ist sogar dquivalent zur
Differenzierbarkeit:

Satz IV.1.8 Seien f: D — R eine Funktion und xo € D. Dann sind folgende
Aussagen dquivalent:
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(i) f ist differenzierbar bei x.
(ii) FEs existieren m € R und eine Funktion ¢: D — R mit

f(x) = f(zo) + m(x — x9) + p(x) firx €D (IV.1.5)
und
lim | 2@) ‘ —0. (IV.1.6)
T—=xol T — X

In diesem Fall ist m = f'(x¢).

Beweis. (i) = (ii) haben wir schon begriindet.
(ii) = (i): Durch Umstellen folgt aus (IV.1.5)

lim
T—T0 xr — Z‘O T—To

m+ =
r — X

fla) = flao) _ ( p(2) ) —m,

so dass f bei zg differenzierbar ist mit f’(z¢) = m. O

Satz IV.1.8 macht deutlich, wie man die Ableitung f’(x() verstehen sollte,
nimlich als Anderungsrate der Funktion bei z9. Wihrend f (zo) die Frage ,, Wel-
chen Wert hat f bei z¢?“ (also ,,Was ist?“) beantwortet, kann man mit Hilfe
von f’(zg) die Frage , Wie &ndert sich f in einer Umgebung von x47¢ (also ,, Was
wird?*) beantworten.

Mit Satz IV.1.8 kénnen wir jetzt einen vollstdndigen Beweis der Kettenregel
(Satz IV.1.5) geben. Mit den dortigen Bezeichnungen kénnen wir schreiben

f@) = f(zo) + f(xo)(x — m0) + ()
g

9(y) = 9(yo) + 9'(y0) (¥ — yo) + ¥(y)
mit

im 28 o m 2O

T—=T0 T — T Y=Y Y — Yo

Setzt man y = f(z) und yo = f(x0) ein, folgt

9(f(x)) = g(f(z0)) + ¢'(f (20))(f (z) = f(z0)) + ¢ (f(2))
f/

(f(20)) + ¢'(f (o)) f' (o) (& — w0) + x()

g Zo
g Zo

mit
x(z) = g'(f(@o0))p(x) +9(f(2)).

Im Hinblick auf Satz IV.1.8 ist nur noch zu zeigen, dass

lim =0, dh. lim M

T—=x0 T — X T—=To T — X0

x(x) —0.
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Wenn wir auf den letzten Grenzwert das e-d-Kriterium anwenden, ist also zu
zeigen:

Ve>036>0Ve e D\ {xo} |x—a0l<d = [¥(f(x))] <elr— ol

Zum Beweis hierfiir machen wir eine Voriiberlegung, fiir die ¢’ > 0 vorgegeben
sei. Nach Voraussetzung iiber ¢ existiert ein 1 > 0 mit

0<|y—wol<n = [Vl <ely—yol

bzw.
ly—wol <n = [¥(y)] <e'ly —yol-

Nun ist f bei zq stetig; also existiert d; > 0 mit
|z —zo| < b1 = [f(x) = flzo| <,
so dass fiir diese x gilt
[W(f (@) < €'[f(@) = flzo)| = €'lf (xo)| |z — wo| + &'|e0(2)].
Ferner existiert do > 0 mit
0<|z—mo| <2 = o) <|z— 0],
also erfiillen alle z € D \ {zo} mit |x — x| < ¢ := min{d1, 2}

[W(f (@) <e'(If'(zo) + 1)|z — zol.

Um unsere urspriingliche Implikation zu zeigen, ist diese Voriiberlegung also nur
auf ¢’ = ¢/(|f'(x0)| + 1) anzuwenden. O

Leibniz hat fiir die Ableitung die Differentiale ersonnen. Er schreibt fiir ei-
ne Funktion y = y(x), betrachtet den Differenzenquotienten % und ldsst Ax
gegen 0 streben. Dann werden in seiner Diktion Zahler und Nenner ,, unendlich
klein, ohne 0 zu sein“: Er schreibt daher %. Diese seltsamen unendlich kleinen
Groflen sind heute aus der Analysis verschwunden und haben der Weierstraf3-
schen Epsilontik Platz gemacht; es gibt die Differentiale dy und dz schlichtweg
nicht. Trotzdem ist die Leibniz-Symbolik % zumindest als Eselsbriicke wert-
voll; man liest ,,dy nach dz“. Die Kettenregel fiir zusammengesetzte Funktionen
z = z(y) und y = y(z) kann man sich dann merken, indem man die , Differen-
tialquotienten®“ wie gewohnliche Briiche manipuliert:

dz dz dy

dr ~ dy dx
Das ist natiirlich kein Beweis! Auch in der Integralrechnung wird uns die Leibniz-
Notation noch gute (memotechnische) Dienste erweisen.
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Ein weiteres Einsatzgebiet der Leibniz-Symbolik ist die kompakte Notation
von Beispielen. Nehmen wir einmal an, es solle die Ableitung der durch f(z) =
322 + 4z definierten Funktion angegeben werden; dann kann man abkiirzend
4 (32%+4x) = 6x+4 schreiben. Und im (parameterabhéingigen) Beispiel f(z) =
3ax? + 4z sagt uns - (3ax? + 4z) = 6ax + 4 auerdem, dass nach z und nicht
nach a abgeleitet wird; vgl. 4L (3aa? + 4z) = 322

Wie schon bei den Grenzwerten zieht es die Schulmathematik vor, rechts-
und linksseitige Ableitungen separat zu untersuchen. Die rechtsseitige bzw.
linksseitige Ableitung von f bei xg ist

f(z) = f(xo)

lim M bzw. lim —————=.

z—zd T — o Ty T —Xo
Aus Satz I11.1.11 folgt sofort:

Satz IV.1.9 Ist f bei xg rechts- und linksseitig differenzierbar und stimmen die
beiden einseitigen Ableitungen tiberein, so ist f bei xo differenzierbar.

Damit sieht man erneut, dass f: R — R, f(z) = |z|, bei 0 nicht differenzier-
bar ist, denn die linksseitige Ableitung ist —1 und die rechtsseitige +1.

Ist f: D — R eine differenzierbare Funktion, so kann man untersuchen, ob
bzw. wo die Ableitung f’: D — R differenzierbar ist. Ist dies bei z¢ der Fall,
sagt man, f sei bei xg zweimal differenzierbar. Diese 2. Ableitung wird mit
f"(zo) (bzw. %(9:0) in Leibniz’ Welt) bezeichnet. Zum Beispiel ist f: R — R,
f(z) = z|x|, an allen Stellen z¢ # 0 zweimal differenzierbar, bei zy = 0 aber nur
einmal (warum?). Zur Bedeutung der 2. Ableitung wird spéter mehr gesagt.

Allgemein definiert man héhere Ableitungen induktiv:

Definition IV.1.10 Ist f: D — R n-mal auf D differenzierbar mit n-ter Ablei-
tung £ und existiert die Ableitung (f(™)’(x), so heifit f bei 2o (n 4 1)-mal
differenzierbar.

Es wird sich in Abschnitt IV.3 als praktisch erweisen, die Funktion f als ihre
nullte Ableitung aufzufassen; daher setzen wir f(© := f.

Der ehemalige amerikanische Prisident Nixon hat einmal gesagt: ,,Die Stei-
gerung der Inflationsrate hat sich verlangsamt.“ Von welcher Ableitung spricht
er?

IV.2 Der Mittelwertsatz

Der Mittelwertsatz ist die folgende Aussage.
Satz IV.2.1 (Mittelwertsatz)
Sei f: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert eine Stelle

¢ € (a,b) mit
£(6) - fla)

r& ===
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Wenn man eine Skizze macht, ist diese Aussage unmittelbar einleuchtend;
trotzdem bedarf sie natiirlich eines Beweises! Um diesen zu fithren, betrachtet
man zunichst den Spezielfall f(a) = f(b) in Satz IV.2.1, der als Satz von Rolle
bekannt ist.

Satz IV.2.2 (Satz von Rolle)
Sei f: [a,b] = R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Es gelte f(a) = f(b). Dann
existiert eine Stelle & € (a,b) mit f'(§) = 0.

Beweis. Fiir konstantes f ist die Aussage klar; also nehmen wir an, dass f
nicht konstant ist. Dann existiert xo € (a,b) mit f(zg) > f(a) oder f(xo) <
f(a). O.B.d.A. soll der erste Fall zutreffen. (Uberlegen Sie die Modifikationen
im zweiten Fall selbst!) Als stetige Funktion auf einem abgeschlossenen und
beschrénkten Intervall nimmt f sein Supremum an (Satz II1.2.4), und zwar
wegen f(xzg) > f(a) = f(b) nicht bei a oder b. Also existiert & € (a,b) mit

f(z) < f(&) fir alle x € [a,b].

Zeigen wir, dass fiir eine solche Stelle ¢ die Ableitung verschwindet. Da
¢ € (a,b), also im Innern des Intervalls liegt, sind sowohl die rechtsseitige als
auch die linksseitige Ableitung erklirt, und sie stimmen iiberein. Ferner ist fiir

a<x<E
F@) =16
x—¢& =7
da Zéhler und Nenner < 0 sind. Es folgt
b L@ 1E
rz—E~ xr — f

(Die Existenz des Grenzwerts ist ja vorausgesetzt.) Analog gilt fiir ¢ <z <b
f@) = £6)
x—¢& -
da der Zidhler < 0, der Nenner aber positiv ist. Es folgt

Da bei einer differenzierbaren Funktion die linksseitige Ableitung mit der rechts-
seitigen tibereinstimmt, muss also f/(£) > 0 und f/(£) < 0 sein, daher ist in der
Tat f/(¢) = 0, wie behauptet. O

Beweis des Mittelwertsatzes. Um den Mittelwertsatz zu beweisen, werden wir zu
einer Funktion wie in Satz IV.2.1 eine weitere Funktion g: [a, b] — R assoziieren,

auf die der Satz von Rolle anwendbar ist, némlich g(z) = f(z) — m(z — a), wo
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m so einzurichten ist, dass g(a) = g(b) wird; eine kurze Rechnung zeigt, dass

m = M funktioniert. (Machen Sie sich auch geometrisch klar, dass das

—a

das m der Wahl ist.) Nach dem Satz von Rolle existiert ein £ € (a,b) mit
g'(§) = 0. (Warum erfiillt g alle Voraussetzungen des Satzes von Rolle?) Aber

g'(&) = f'(§) —m, und es folgt

wie gewiinscht. O

Der Mittelwertsatz ist die Quelle fiir viele Ungleichungen; der folgende Satz
liefert das Grundmuster.

Satz IV.2.3 Sei I ein Intervall, und f: I — R sei stetig und an allen Stellen
mit maéglicher Ausnahme der Randpunkte von I differenzierbar. Es gelte

m < f'(z) < M fiir alle Differenzierbarkeitsstellen x.
Dann folgt
m(z—y) < flz)— fly) <Mz —y) firalezyecl, z>uy.

Ist f auf einem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall differenzierbar
mit stetiger Ableitung (man sagt, dass f stetig differenzierbar ist), so existieren
solche m und M nach Satz 111.2.4.

Beweis. Seien x,y € I, x > y. Nach dem Mittelwertsatz existiert £ € (y, x) mit

J@) = f(5)

e ="==

Aber nach Voraussetzung ist m < f/(§) < M. Daraus folgt sofort die Behaup-
tung. O

Zur Veranschaulichung betrachten wir die Sinusfunktion auf R. Hier gilt
—1<sinz=cosz <1 fiir alle z € R,
also liefert Satz IV.2.3 (wie?)
[sinz —siny| < |z —y| fiir alle z,y € R.

Als weiteres Beispiel betrachten wir die Wurzelfunktion auf [0, 00); diese ist
am Randpunkt 0 nicht differenzierbar. Satz IV.2.3 ist trotzdem anwendbar und
zeigt

f—\/gjz% fiir alle 0 <y < x,
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denn fiir jedes £ € (y, z) gilt ﬁé > ﬁ (Koénnen Sie die obige Unleichung auch
elementar, also ohne Verwendung des Mittelwertsatzes, beweisen?)

Wir kommen zu einer immens wichtigen Folgerung fiir die Integralrechnung.
Ist f eine konstante Funktion, gilt trivialerweise f* = 0. Stimmt auch die Um-
kehrung? Der Mittelwertsatz (und billiger geht’s nicht) liefert die Antwort.

Korollar IV.2.4 Ist f eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall mit
f'=0, so ist f konstant.

Beweis. Man kann Satz IV.2.3 mit m = M = 0 anwenden und erhilt f(z) = f(y)
fiir alle z,y. Das heifit, dass f konstant ist. O

Im n#chsten Abschnitt werden wir den Mittelwertsatz zum Satz von Taylor
ausbauen, zu dessen Beweis wir den auch sonst niitzlichen wverallgemeinerten
Mittelwertsatz bendtigen. Zuerst besprechen wir einen Spezialfall.

Satz IV.2.5 Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Es gelte
f(a) = g(a) und f(b) = g(b). Dann ezistiert & € (a,b) mit f'(§) = g¢'(§).

Wieder macht eine Skizze die Aussage augenfillig, wenn auch nicht ganz so
offensichtlich wie beim Mittelwertsatz.

Beweis. Die Funktion h = f — g erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von
Rolle, also existiert £ € (a,b) mit h'(§) = 0. Solch ein £ haben wir gesucht. O

Nun formulieren wir den verallgemeinerten Mittelwertsatz, der Satz IV.2.5
als Spezialfall enthélt, im Gegensatz zu diesem aber keine anschauliche Inter-
pretation erlaubt.

Satz IV.2.6 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz)
Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar. Dann existiert £ €
(a,b) mit
(9(b) — g(a)) f'(€) = (£(b) — f(a))g'(§).
Hat g’ keine Nullstelle, erfiillt & also
7€) _ f0) - f(a)
g gb)—gla)

Beweis. Diesmal betrachten wir die Hilfsfunktion

h: @ = h(x) = (9(b) — 9(a))(f(x) = f(a)) = (f(b) = f(a))(g(x) — g(a)).

Es ist h(a) = h(b) = 0, und der Satz von Rolle liefert ein £ € (a,b) mit h'(€) = 0.
Solch ein ¢ haben wir gesucht.
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Hat ¢’ keine Nullstelle, so muss g(a) # g(b) sein (sonst lieferte der Satz
von Rolle ja eine Nullstelle von ¢'), und man darf wirklich durch g(b) — g(a)
dividieren. O

Eine klassische Anwendung des (verallgemeinerten) Mittelwertsatzes sind die
de I’Hospitalschen? Regeln, die sich mit Grenzwerten beschiftigen, die formal
auf einen Quotienten % oder 2 hinauslaufen. Die erste dieser Regeln lautet so:

Satz IV.2.7 Seien f,g: [a,b] — R stetig und auf (a,b) differenzierbar; dort

gelte g'(x) # 0. Es gelte f(a) = g(a) = 0. Wenn lim,_, .+ % existiert, dann

existiert auch lim,_, ,+ %, und es gilt

f@)_ o f @

z—at g(w)  zsat g’(x) ’

Beweis. Als erstes bemerken wir, dass auf (a,b] auch g(z) # 0 ist, denn sonst
wiire g(a) = g(z1) = 0 fiir ein z; > a, und ¢’ hitte nach dem Satz von Rolle
eine Nullstelle.

Nun zum eigentlichen Beweis. Sei (x,,) eine Folge in (a, b]; wir miissen den

f(zn)
g(zn)

flan) _ flan) = fla) _ f'(&0)

Grenzwert lim,,_, untersuchen. Wegen f(a) = g(a) = 0 ist

9(zn) — glzn) —gla) — g'(&)

fiir geeignete &, € (a,x,) nach dem verallgemeinerten Mittelwertsatz IV.2.6.
Mit x,, — a gilt auch &, — a, und nach Voraussetzung existiert lim,,_, %;
g g”g und stimmt mit dem davor genannten Grenz-

wert {iberein. Das war zu zeigen. O

also existiert auch lim,,_,

Ubrigens stimmt diese de 'Hospitalsche Regel auch, wenn der Grenzwert im
Sinn der Divergenz gegen +oo existiert (Definition I1.6.5); dies hat der obige
Beweis gleich mitgezeigt. Eine analoge Version gilt natiirlich fiir Grenzwerte
x—b".

Die zweite de 'Hospitalsche Regel behandelt den Fall x — oo.

Satz IV.2.8 Seien f,g: [a,00) — R differenzierbar, dort sei stets g'(z) # 0.
f'(x)

; existiert, dann
g'(z)

Es gelte lim, o f(2) = limg; 00 g(z) = 0. Wenn lim,_,

existiert auch lim,_, o M, und es gilt

g(x)
o f@) L f()
i g(x) . 7()

Wie oben darf der Grenzwert in R U {£o0} liegen.

20der de I’'Hépitalschen.
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Beweis. Ohne Einschrankung ist a > 0. Betrachte die Hilfsfunktionen

F:[0,1/a] = R, F(z)= f(1/x) fur x #0, F(0) =0,
G:[0,1/a] = R, G(z)=g(1/x) fir z #0, G(0) = 0.
F und G sind dann auf [0, 1/a] stetig und auf (0,1/a) differenzierbar. Ferner ist
fir x > 0 1 N
/ (AN ’ _ ()
Flw) = f(x)xQ’ (=) g(m)xQ'
Des weiteren ist ) )
lim F(z) = lim [()
z—0t+ G'(z)  a—oo ¢'(x)

und die erste de I’'Hospitalsche Regel ist auf F' und G anwendbar. Wegen
i F@) _ (@)

o0+ Gx)  amvoo g(x)

liefert sie die Behauptung von Satz IV.2.8. O

Analoge Regeln gelten, wenn die Voraussetzungen ,, f(a) = g(a) = 0“ bzw.
»f(x) = 0 und g(x) — 0 fiir £ — oo* ersetzt werden durch ,, f(z) — oo und
g(z) = oo fiir x — a™ bzw. z — co*. Aus Zeitgriinden sollen diese dritte und
vierte de I’Hospitalsche Regel nicht bewiesen werden.

Beispiele IV.2.9 (a) Es gilt fiir A > 0 nach der vierten de I"'Hospitalschen
Regel
e e

lim — = lim
r—o0 I Tr—r0o0

= 0o0;

daraus ergibt sich erneut fiir > 1 und b > 0 (vgl. Satz I11.3.7)
) a® ) ez(loga)/b b
lim — = lim (7) = 00.
T—00 I T—00 T

(b) Terme der Form ,0 - co“ kann man auch mit den de I’'Hospitalschen
Regeln behandeln, z.B.

1 1
lim zlogz = lim 8% _ lim A:, lim x =0.
0+ z—0+ 1/x  a—ot —1/22 0+

arum war die dritte de ospitalsche Regel anwendbar?
W die dritte de I’Hospitalsche Regel dbar?
(c) Versucht man, die erste de ’'Hospitalsche Regel auf *25=% anzuwenden,
landet man bei
. sinx—=x . cosr—1
lim ——— = lim ———
z—0+ a3 z—0+ 322
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und ist so schlau wie zuvor. Um die Existenz des rechten Grenzwerts einzusehen,
kann man aber die de I’'Hospitalsche Regel erneut anwenden und erhélt
cosx — 1 . —sinx 1 . sinzx 1

lim —as = lim = —— lim = ——
z—0t 3z z—0t+ 6x 6 z—0+ x 6

nach Beispiel I11.1.2. (Den letzten Grenzwert mit de ’'Hospital zu bestimmen
liefe iibrigens auf einen Zirkelschluss hinaus: Um die Ableitung der Sinusfunktion
zu finden, benétigt man ja diesen Grenzwert, vgl. Beispiel 1V.1.2(g).)
(d) Eine blinde Anwendung der de 'Hospitalschen Regeln fiihrt im néchsten
Beispiel zu
. x ? . 1
lim ——— = lim —
z—0+t £ +cosx  z—0t 1 —sinzx
warum ist das falsch, und wie lautet der Grenzwert wirklich?

b

Die de 'Hospitalsche Regel gestattet einen neuen Blick auf die 2. Ableitung.
Wir wissen bereits, dass eine Funktion f in einer Umgebung einer Differenzier-
barkeitsstelle xg durch eine lineare Funktion, ndmlich die Tangentenfunktion T}
(vgl. (IV.1.2)), gut approximiert werden kann, und zwar mit einem Fehler, der
von kleinerer Ordnung als linear in x — x¢ ist (vgl. Satz IV.1.8). Wir werden se-
hen, dass zweimalige Differenzierbarkeit zu einer besseren Approximation fiihrt,
namlich durch eine quadratische Funktion mit einem Fehler, der von kleinerer
Ordnung als quadratisch in x — z ist.

Satz IV.2.10 Sei f: D — R differenzierbar und bei xo € D zweimal differen-
zierbar. Dann existiert ein quadratisches Polynom

To(x) = ag + ay(x — x0) + az(x — x0)?,

so dass

o f@) =)
“’1520 (x—x0)? v

und zwar ist

Ty(x) = Flao) + £/ (a0)(x — z0) + T 2 a2

Beweis. Nach der de ’Hospitalschen Regel ist fiir T1(x) = f(zo) + f/(x0)(x —x0)
@) T f@-T@) 1 f) - fla) )

I — -1
xggzlo (x — x0)? zozo  2(x — x0) 2 zlﬁnilo T — To 2 7

letzteres nach Definition der 2. Ableitung. (Warum war die de I'Hospitalsche
Regel anwendbar?) Das zeigt die Behauptung. O

Im Unterschied zu Satz IV.1.8 ist die Eigenschaft von Satz IV.2.10 nicht
dquivalent zur zweimaligen Differenzierbarkeit, wie das Beispiel

1
fla) = 23 sin e fiir z # 0,
0 firx=0
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90 IV. Differenzierbare Funktionen

zeigt. Wie in Beispiel IV.1.7(f) sieht man, dass f iiberall differenzierbar ist, aber
1’ bei 0 nicht stetig ist, so dass f”(0) nicht existiert. Es gilt trotzdem

lim /()

z—0 2

das quadratische Polynom?® 0 approximiert f bei 0 also wie in Satz IV.2.10
beschrieben.

Wie geht es weiter mit den héheren Ableitungen? Ist f: D — R zweimal
differenzierbar und bei z¢ dreimal differenzierbar, so vergleiche f(x) — To(x)
mit (z — z0)3. Eine mehrfache Anwendung der de I'Hospitalschen Regel liefert

f(z) = T(x) f'(x) = Ty(x)

lim A& —Tale)
Tgra}o (x — x0)3 Tinrlo 3(x — xp)?

f"(x) = Ty/(x)
z—=zo  6(z — x0)

f//(x) _ f‘l/(xo) _ fl//(mo)
6

6 z—zo T — X0

b

letzteres nach Definition der 3. Ableitung. Es folgt

L @) = (Flao) + f/(w0) (2 = 20) + TG (0 — 20)? + T (@ — 20)?)

=0.
T (x — xo)3

Der allgemeinen Aussage schicken wir eine Definition voraus.

Definition IV.2.11 Ist f: D — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion
und existiert f(™(zg), so heifit

n ) (g
1) = 3 Tt 0y
k=0

das n-te Taylor-Polynom zu f bei xg.

Satz IV.2.12 Ist f: D — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion und
existiert f(™ (xq), so gilt

- T,
lim L@ =Tn(@) _
z—zo  (x — x0)"
man kann also [ in einer Umgebung von xo so durch ein Polynom hdchstens
n-ten Grades approzimieren, dass man einen Fehler von kleinerer Ordnung als
(xz — )™ macht.

3Genauer: Polynom vom Grad < 2.
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Beweis. Es gilt T, (z0) = f%¥)(x0) fiir k = 0, ..., n. (Bitte nachrechnen!) Daher
zeigt eine (n — 1)-fache Anwendung der de 'Hospitalschen Regel

f@) T (@) - T (@)
:rlggo (x —xzo)m mlggo n(x — xo)" 1

O (@) - T8 (@)

= 1.
A nl(x — xg)
_ 1 S - O a)
n! z—zo T — X
7 £ (20)
n!
Daraus folgt die Behauptung. O

IV.3 Der Satz von Taylor

Ist f: I — R bei z( stetig, so wissen wir, dass f(z) ,ungefdhr® f(zg) ist,
wenn z ,ungefahr® xy ist — das ist die intuitive Bedeutung der Stetigkeit. Dies
ist jedoch ein rein qualitatives Ergebnis (prézise: lim, ., f(z) = f(z0)), das
keine quantitative Information enthélt. Die bekommt man unter stringenteren
Voraussetzungen, ndmlich, wenn f differenzierbar ist. Der Mittelwertsatz sagt
dann ja, dass man die Differenz f(z) — f(zo) fiir ein geeignetes & zwischen z
und z als f/(§)(x — zg) darstellen kann. Satz IV.2.3 hat das ausgenutzt, um mit
Hilfe von oberen und unteren Schranken von f’ diese Differenz abzuschitzen.

Ein Beispiel: Wir betrachten f(x) = log(1+x) fiir > 0. Die Stetigkeit von f
bei 0 sagt uns, dass f(z) = 0 ist, wenn x = 0 ist. Mit dem Schrankensatz IV.2.3
erhélt man die genauere Information 0 < log(1 + z) < z fiir z > 0, denn wegen
f’(:lc):p%mSlfﬁrmZOistdorthl.

Gehen wir einen Schritt weiter. Satz IV.1.8 enthélt qualitative Informationen
iiber die Approximation einer differenzierbaren Funktion durch eine lineare,
namlich das erste Taylorpolynom 77:

f(x) =Ti(x) + Ra(x) = f(xo) + f'(w0)(z — z0) + Ra (),
wobei der Fehlerterm R;(x) kleiner als linear in z — zg ist:

T 1 CO N

T—=To T — T

In unserem Beispiel f(z) =log(1l + z), 9 = 0 lautet diese Approximation

R
log(1+ ) =2z + Ri(z) mit lim Bal) =0.
z—0 x
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92 IV. Differenzierbare Funktionen

Das liefert die gegeniiber der Stetigkeit genauere qualitative Information, dass
log(1l + z) = z fiir x ~ 0 ist. Um quantitative Abschétzungen fiir den Fehler zu
erhalten, den man dabei macht, ben6tigt man die 2. Ableitung.

Das soll jetzt allgemein formuliert werden. Was im folgenden Satz ,,zwischen*
bedeutet, wurde im Zusammenhang mit dem Zwischenwertsatz I11.2.1 erldutert.

Satz IV.3.1 Seien I ein Intervall, f: I — R zweimal differenzierbar und x, xq €
I. Dann gibt es ein & zwischen xg und x mit

£(&) = Flao) + (w)a — 0) + Lo 2 — o).

Man hat daher die Darstellung

f@)=Ti(z)+ Ri(x) mit Ry(z) = f/;(f) (z — x0)%

Beweis. Betrachte die Hilfsfunktion h = f — T3; beachte h(z¢) = 0. Nach dem
verallgemeinerten Mittelwertsatz mit der Zahlerfunktion A und der Nennerfunk-
tion x — (z — m0)2 existiert eine Stelle £&; zwischen xy und = mit

W(&) @)~ hizo)

2061 —x0)  (z—x0)?

Nun ist aber auch h'(zg) = 0, und wir kénnen den verallgemeinerten Mittel-
wertsatz erneut im Teilintervall zwischen zg und £; anwenden, um eine Stelle &
zwischen zp und & (und daher zwischen zy und ) mit

h'(€) _ W(&) — W' (o)
2 2(& — o)

zu finden. Beachtet man noch h” = f”, so folgt aus diesen Gleichungen

/() h(z) _ fl@) -Ti(z)

2 (z — 20)? (x — x0)?

Das war zu zeigen. O

Wenden wir Satz IV.3.1 auf unser Beispiel f(x) = log(1 + z), o0 = 0 und
2 > 0 an, erhiilt man ein £ € (0, ) mit

1 2
log(l4+2)=a — Ww =2+ Ry(z).
Das Restglied R;(x) erfiillt daher
2
-5 < Ri@) <0,
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denn egal wo £ in (0, z) liegt, es ist (1+&)? > 1. Wenn man also z.B. log 1.1 durch
0.1 approximiert, weifl man, dass dieser Wert zu grof3 ist, aber um hochstens
0.005 falsch liegt.

Satz IV.2.12 legt nahe, dass man eine bessere Approximationsgiite mit Hilfe
von hoheren Taylorpolynomen (siehe Definition IV.2.11) erhilt. Der folgende
Satz von Taylor kann als quantitative Version von Satz IV.2.12 angesehen wer-
den; die untenstehende Formel (IV.3.1) wird Taylorsche Formel genannt.

Satz IV.3.2 Seien I ein Intervall, f: I — R eine (n + 1)-mal differenzierbare
Funktion und x,xzg € I. Dann ezistiert ein & zwischen xo und r mit

(n) (n+1)
@) = fla0)+ F o) —a0) 4o L o g LD e,
(Iv.3.1)
Man hat daher die Darstellung
f@)=T,(z) + Ry(x) mit R,(x) = w(az — )"

(n+1)!

diese Darstellung des Restglieds R,, heifit Lagrangesches Restglied. (In der Li-
teratur finden sich auch andere Darstellungen, die fiir unsere Zwecke nicht so
niitzlich sind.) Hier ist unbedingt zu beachten, dass £ von x und n abhéingt und
keine Konstante ist!

Alternativ lasst sich die Taylorsche Formel in der Form

m g n
flao+h) =S f k;('xo)hk N 0D (2 + 9h) et

= (n+1)!

notieren, wobei g + h € I und ¥ = 9(h,n) eine geeignete Zahl in (0,1) ist.

Beweis. Wir wenden dieselbe Strategie wie im Beweis von Satz IV.3.1 an,
nur fter. Schon im Beweis von Satz IV.2.12 wurde T,\*) (z0) = f®)(z0) fiir
k = 0,...,n beobachtet. Wir betrachten die Hilfsfunktion h = f — T, fir die
also h(¥) (x9) =0 fiir k =0,...,n ist. Durch sukzessive Anwendung des verall-
gemeinerten Mittelwertsatzes findet man &; zwischen zg und x, & zwischen xg
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und &1, ..., &1 zwischen zp und &, mit
ME) B —h() )
(n+1)(& —=z0)”  (z—x)""  (z—zo)"H!
h" (&) _ W(&) =W (o) W (&)
(n+Dn(& —z)"t — (n+1)(& —z)”  (n+1)(& —z0)"
h"(&s) _ W(&) —h(mo) h"(&2)

(n+Dn(n—1)(& —z)"=2 — (n+Dn(fa —xo)"~ 1 (n+ 1)n(&e — )"

MO () AO(E) A ) h(E
D T 0 D —w0) (DG — 20’

Setzt man & = &,41 und beachtet man A"t = f(»+1) 5o ergibt sich aus den
obigen Gleichungen

FrE) k@) f@) = Tale)

(n+1)!  (z—x0)"*t (2 —xo)n T’

das war zu zeigen. O

Beispiele IV.3.3 (a) Seien f = exp und z¢o = 0. Da alle Ableitungen mit f
iibereinstimmen, hat man f()(0) = 1 fiir alle k und daher

~ 1 exp(§)
T, (x)=Y —zF d R,(x)= ntl,
(x) 2 L% un R, (x) et 1)!30

Die n-te Taylorapproximation stimmt daher mit der n-ten Partialsumme der
exp definierenden Reihe (I1.3.3) iiberein; der Reihenrest wird durch R,,(z) dar-
gestellt.

(b) Seien f = cos und xg = 0. Die 1., 2., 3. etc. Ableitung von f sind — sin,

— cos, sin, cos und da capo. Bei 0 hat man f(0) = f*(0) = f®0) =-.- =1,
f7(0) = fO©) = fA9(0) = --- = -1, £(0) = f®0) = fO0) = --- = 0.
Daher sieht die Taylorapproximation so aus:
_ Lo 1y (=D" an
Ton(z) = Topt1(z) =1 — o + Tk -+ 2n)! x

mit .
(_1)n+ cos§ 2n+2

Ronia(z) = (2n + 2)!

4Das Taylorpolynom T;, bezieht sich auf eine gegebene Funktion f und einen gegebenen
Entwicklungspunkt zo; daher miisste man préziser T/:’xo statt Th, schreiben. Es sollte jedoch
aus dem Kontext immer klar sein, zu welcher Funktion und welchem Entwicklungspunkt das
Taylorpolynom gebildet wird.
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(¢) Analoge Uberlegungen fiir die Sinusfunktion liefern

T () =T ($)1I71z3+lx5i...+ﬂx2n71
2n—1 2n 3! 5! (2n — 1)!

mit
(—1)"cos£m2n+1
(2n+1)! '
(d) Als letztes Beispiel betrachte f: (—1,00) — R, f(z) = log(1l + z) mit

o = 0. Fiir die Ableitungen gilt f®*)(z) = (=1)*"1(k — 1)!/(1 + x)*, also
f®(0) = (=1)*1(k — 1)!. Deshalb ist

Rgn(x) =

n (k) no _
k=0 k=1

mit

— (71)71 1 anrl

S on+1 (L4t

Fiir > 0 hat man also wegen 1 4+ ¢ > 1

R, (x)

n+1
log(1 + &) — Ty (2)] < —

— n + 17
um log 1.1 auf n Dezimalstellen zu approximieren, braucht man also nur 7,1 (0.1)
zu berechnen.

Aus diesem Beispiel kénnen wir eine erste Konsequenz iiber die Grofle von
7 ziehen, iiber die wir ja noch gar nichts wissen. (Zur Erinnerung: In Grund-
eigenschaft (a) der trigonometrischen Funktionen in Abschnitt I1I1.4 wurde 7/2
als kleinste positive Nullstelle der Kosinusfunktion definiert.) Jetzt kénnen wir
Folgendes sagen.

Korollar IV.3.4 Die Kosinusfunktion besitzt im Intervall (0,2) genau eine
Nullstelle. Daher ist 0 < m < 4.

Beweis. Wir benutzen zuerst die Darstellung
cosx = T3(x) + Rg(x) = Ta(x) + Rs(x)

fir . = 2. Esist T5(2) = 1— % = —1 und R3(2) = %24 fiir ein £ € (0, 2), also
insbesondere |R3(2)| < %1 = 2. Daraus folgt cos2 < —1. Da die Kosinusfunktion
stetig ist, besitzt sie wegen cos0 = 1 nach dem Zwischenwertsatz mindestens

eine Nullstelle im Intervall (0, 2).

22
2
2
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Jetzt zeigen wir die Eindeutigkeit dieser Nullstelle, indem wir zeigen, dass
cos in [0, 2] streng monoton fillt. Wie im Beweis von Satz I11.4.3 ist fiir z1, 25 €
[072]7 T < T2,

1+ T2 R
2 2

COSTo — COSx1 = —28in

und sowohl % als auch #25%L liegen in (0,2). Daher bleibt zu begriinden,
warum sinu > 0 fiir 0 < w < 2 ist. Hierbei hilft die Taylorentwicklung der
Sinusfunktion mit n = 4. Es ist

sinu = Ty(u) + Ry(u) = T5(u) + Ry(u)

mit

lcosg| 5 uP
= u —
5! — 5l

fiir ein geeignetes £ € (0, u). Daher ist fiir 0 < u < 2

| Ra(u)]

u? b

. u?
smu:u—g—l—]ﬁ(u)zu—g—a
u? ut 22 24 1
1—7—7) (1—7—7):7 :
u ¢ 120/ U6 1) =540

Genauere Informationen iiber 7 werden wir in (IV.3.2) erzielen.

Wenn f beliebig hiufig differenzierbar ist, d.h. wenn die hoheren Ableitungen
) fiir alle n € N existieren, liegt die Versuchung nahe, in der Taylorschen
Formel n — oo streben zu lassen. Das fiihrt formal auf die Taylorreihe

(z — xo)*

o M (o)
2
k=0
einer solchen Funktion. Hier kénnen zwei Pleiten passieren:
1) Die Taylorreihe konvergiert fiir kein x # zg.
2) Die Taylorreihe konvergiert, aber nicht gegen f(x).
(Beispiele fiir diese Phénomene sind allerdings nicht leicht zu finden.)
Der folgende Satz gibt ein notwendiges und hinreichendes Kriterium fiir die
Konvergenz der Taylorreihe gegen f(z) an.

Satz IV.3.5 Seien I ein Intervall, f: I — R beliebig hdufig differenzierbar und
x,x9 € I. Dann konvergiert die Taylorreihe von f genau dann bei x gegen f(x),
wenn Ry (x) — 0.

Beweis. Das ist klar, da f(z) = T,,(z) + Rn(x). O

Untersuchen wir die Funktionen aus Beispiel IV.3.3. Der Entwicklungspunkt
ist wie dort ¢ = 0.
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Satz IV.3.6
(a) cosz = Z ((Zki' 2% fiir alle x € R.
k=0 ’
R N G A T
(b) sinz Z (2k+1)'x fir alle z € R.
k=0 '
=t
(c) log(1+z) = Txk fir =5 < & < 1. Insbesondere ist
k=1
1 1 1
log2=1—= 4+~ —+-...
o8 27371

Beweis. In jedem Fall ist nach Satz IV.3.5 zu zeigen, dass das Restglied R,,(z)
in der Taylorformel gegen 0 strebt. Wir schreiben fiir das in R,, auftauchende &
lieber &,, da es ja von n abhéingt.

(a) Hier ist
(_1)n+1 COos §2n+1 2n+2 < |x|2n+2

B —
Cn+2)l 1= 2t 2)

|Ron ()| = [Rant1(z)| =

fiir alle z € R, denn Y7 %,c konvergiert fiir jedes u € R, also bilden die Glieder
der Reihe eine Nullfolge.
(b) Hier ist

(=1)"sinéon 911 [>T
Ban 1@ = R = | CL I s o P
Ban—1(@)] = [Ren(@)] = |5 =75 = (2n+ 1)
fir alle z € R, Begriindung siehe oben.
(c) Hier ist
JONES [ Lt N SR [ L
n+1 (1+&,)"H n+111+¢,

fiir alle x € R. Im Fall 0 <« < 1ist 1+&, > 1 und deshalb |R,(z)| < n%rl — 0.

Im Fall —% <z <0ist1+¢&, > % und deshalb |1f§n| < 1. Wieder folgt

IR, (2)| < r%i—l — 0. 0

Die obige Taylorentwicklung des Logarithmus ist sogar fir —1 < z < 1
giiltig, aber unser Beweis hat das nicht gezeigt. Das Argument dafiir wird am
Ende von Abschnitt VII.2 nachgeliefert.

Warum taucht die Exponentialfunktion in diesem Satz nicht auf? Ganz ein-
fach: Die Taylorentwicklung

exp(z) = Z o

k=0
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98 IV. Differenzierbare Funktionen

war ja die Definition der Exponentialfunktion! Trotzdem ist es eine gute Ubung

zu verifizieren, dass auch hier stets R,,(z) — 0 gilt: Es ist ja R,,(z) = e(};pﬁ’;!) zntl

mit &, zwischen 0 und z; fiir > 0 hat man also |R,(z)| < exp(x)% — 0, und
fiir 2 < 0 hat man |R, (z)| < 2I° — 0.

]

Fiir Sinus und Kosinus ze?gt Satz IV.3.6, dass man ausgehend von den
Grundeigenschaften aus Abschnitt ITI.4 notwendig bei den in (II1.4.1) genannten
Funktionen landet, womit sich der Kreis schliefit.

Zuriick zu m. Wir wissen bereits, dass 7/2 zwischen 0 und 2 liegt und dass
cos dort streng monoton fillt. Die Kosinusreihe ist eine alternierende Reihe, und
fir 0 < < 2 bilden die Betrige der Terme (mit Ausnahme des nullten) eine

monoton fallende Nullfolge, da ja fiir n > 1

x2n+2

2n + 2)! 2 4

DI S 4
" (2n+1)(2n+2) — 3-4
(2n)!

fir 0 < z < 2. Man kann also 1 — cosx als alternierende Reihe mit einer
monoton fallenden Nullfolge darstellen. Die EinschlieBungsabschiitzung (11.3.4)
des Leibniz-Kriteriums zeigt daher

P esp g D
5—1_ —COb$_§7
so dass ) ) .
x T T .
1f§§cosz§175+z fir 0 <z <2.

Deshalb liegt die kleinste Nullstelle des Kosinus zwischen v/2 und der kleinsten
positiven Nullstelle von 1 — % + g—i; diese ist /6 — 2v/3 (warum?). Also muss

2828... =2V2< 7w <2\/6—-2V/3=3184... (IV.3.2)

sein.

Im Buch von O. Forster wird gezeigt, wie man mit Hilfe der Taylorschen
Formel fiir die Kosinusfunktion die Zahl 7/2 auf viele Stellen genau berechnen
kann; in der 1. Auflage verwendet er das Taylorpolynom 77,4 auf einem Taschen-
rechner und erhalt 9 Nachkommastellen, in neueren Auflagen benutzt er seine
Software Aribas, um 15 Stellen mit 75y zu berechnen.

IV.4 Monotonie, Konvexitit
und Extremwertaufgaben

Wir wollen studieren, was man mit Hilfe der 1. und 2. Ableitung einer Funktion
iiber diese schlussfolgern kann. Diese Aufgabenstellung wird in der Schulmathe-
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IV.4 Monotonie, Konvexitit und Extremwertaufgaben 99

matik Kurvendiskussion genannt; sie spielt auch sonst in der Mathematik eine
wichtige Rolle.
Der folgende Satz beschreibt die Rolle der 1. Ableitung.

Satz IV.4.1 FEs sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem Inter-
vall.
(a) f ist genau dann monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(x) > 0
(bzw. f'(x) <0) fir alle x € I gilt.
(b) f ist streng monoton wachsend (bzw. fallend), wenn f'(z) > 0 (bzw.
f'(z) <0) fir alle x € I gilt, aber die Umkehrung ist falsch.

Beweis. (a) Sei f monoton wachsend und z € I. Dann gilt f(x 4+ h) > f(x) fiir
alle h > 0, fiir die  + h in I liegt. Fiir diese h ist +(f(z + h) — f(x)) > 0, und
es folgt f/(z) > 0.

Es gelte nun f’(x) > 0 fiir alle z € I. Seien x5 > z in I. Dann ist nach dem
Mittelwertsatz fiir ein £ € (21, z2)

T2 — X1

= f'(§) > 0.

Es folgt f(x2) > f(x1), und f ist monoton wachsend.

Der Fall, dass f monoton fillt bzw. f’ < 0 ist, wird analog bewiesen oder
durch Betrachten von —f auf den bewiesenen Fall zuriickgefiihrt. (Fithren Sie
beide Argumente aus!)

(b) Die erste Behauptung wird wie unter (a) bewiesen. Das Beispiel f:
R — R, f(z) = 23, ist ein Gegenbeispiel zur Umkehrung: f ist streng monoton
wachsend, aber f’ ist nicht {iberall > 0. O

Als einfaches Beispiel betrachte f(z) = 22 —sinz fir z € R. Wegen f/(z) =
2 —cosx > 1 ist f streng monoton wachsend.

Die 2. Ableitung einer Funktion ist mit dem Kriimmungsverhalten des Gra-
phen verkniipft. Um das zu prézisieren, nennen wir eine Funktion f: I — R auf
einem Intervall konvezx, wenn

1,30 €1, 21 <22, 0<7r <1 = fray+ (1 —r)zs) <rf(zr)+ (1—r)f(z2);
sie heiflt strikt konver, wenn

r1,29 €1, 11 <, 0<r <1 = flrag+ (1 —r)wz) <rf(z1) + (1 —7)f(22);
sie heifit konkav, wenn

21,29 €I, 11 <9, 0<r <1 = flrax+ (1 —r)ze) >rf(x1) + (1 —7)f(z2);
und sie heifit strikt konkav, wenn

1,20 €1, 21 <2, 0<r <1 = flrax+ (1 —r)z2) >rf(z1)+ (1 —7)f(z2).
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100 IV. Differenzierbare Funktionen

Diese Bedingungen konnen so interpretiert werden: f ist strikt konvex, wenn
fiir je zwei verschiedene Punkte x1, 29 € I das Sekantensegment, das die Punkte
(1, f(x1)) und (2, f(x2)) verbindet, oberhalb des Graphen von f verlduft; ist
f nur konvex, darf der Graph von f auch Strecken enthalten. (Beachten Sie
dazu, dass [x1,22] = {re1 + (1 —r)ze: 0 <r < 1}.)

Eine Skizze suggeriert, dass der Graph einer (strikt) konvexen Funktion
ynach links“ gekriimmt ist und der Graph einer (strikt) konkaven Funktion
,nach rechts“ gekriimmt ist. Der Begriff der Kriimmung wird quantitativ in der
Analysis II gefasst.

Im folgenden beschéftigen wir uns mit konvexen Funktionen; die entspre-
chenden Aussagen iiber konkave Funktionen sind analog zu formulieren und
beweisen.

Lemma IV.4.2 Fine Funktion f: I — R auf einem Intervall ist genau dann
konvex (bzw. strikt konvex), wenn fir alle a < b < c in I gilt:

F0) ~ f@) _ fle) ~ fa) _ f(e) ~ FD)

b—a - c—a - c—b

(IV.4.1)

(bzw. strikte Ungleichungen).

Beweis. Wir beginnen mit einer Voriiberlegung. Seien a < b < ¢ Elemente
von I. Sei g: R — R, g(z) = f(a) + %ﬁ(@(x — a), die lineare Funktion,
die die Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) beschreibt. Die erste in (IV.4.1)
behauptete Ungleichung ist dann zu g(c) < f(c¢) dquivalent, wie man durch
Umstellen erkennt.

Sei nun f konvex; seien a < b < ¢ wie oben. Schreibe b = ra + (1 — r)c mit
0<r<1;r= <L tut’s. Um mit den obigen Bezeichnungen g(c) < f(c) zu
beweisen, beobachten wir einerseits

f(0) = g(b) = g(ra+ (1 —r)e) = rg(a) + (1 = r)g(c) = rf(a) + (1 —r)g(c)

und andererseits wegen der Konvexitéit von f

f) <rfla) + (1 —=r)f(c).

Dal—1r >0, folgt g(c) < f(c). Die zweite Ungleichung in (IV.4.1) wird ausge-
hend von der Sekante durch (b, f(b)) und (¢, f(c)) genauso bewiesen (tun Sie’s!).

Nun sei (IV.4.1) vorausgesetzt. Seien a < ¢ Elemente von I und 0 < r < 1;
setze b = ra+(1—r)c. Ist g wie oben, so ist jetzt g(c) < f(c) nach Voraussetzung
(IV.4.1); die Rechnung oben zeigt hier

f0) =rfla)+ (1 —r)g(c) <rfla) + (1 —r)f(c).

Also ist f konvex?®.

5Der Beweis zeigt, dass bereits die erste Ungleichung in (IV.4.1) die Konvexitdt von f
impliziert.
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Der strikte Fall wird genauso bewiesen. O

Es geht ein bisschen besser.

Satz IV.4.3 Fine Funktion f: I — R auf einem Intervall ist genau dann kon-
vex (bzw. strikt konvex), wenn fir alle a < b < ¢ in I gilt:

(IV.4.2)

(bzw. strikte Ungleichung).

Beweis. Es ist nur zu zeigen, dass (IV.4.2) die Ungleichungen (IV.4.1) impliziert.
Dazu schreibe

fQ) = f@) _ e=b (0~ fb)  bafb) - f(a)

c—a c—a c—b c—a b-a
_ QIO 10 1)

mit 0 < 7 = <=2 < 1. Deshalb liegt der mittlere Term in (IV.4.1) zwischen den

c—a

beiden #uBeren. O

Jetzt konnen wir folgendes Konvexitatskriterium beweisen; fiir konkave Funk-
tionen drehen sich die Ungleichungen natiirlich um.

Satz IV.4.4 Sei f: I — R eine zweimal differenzierbare Funktion auf einem
Intervall.
(a) f ist genau dann konvez, wenn f"(x) > 0 fir alle x € T ist.
(b) f ist strikt konvex, wenn f"(x) > 0 fir alle x € I ist; die Umkehrung
gilt nicht.

Beweis. (a) Es gelte f(x) > 0 auf I; zeigen wir (IV.4.2). Nach dem Mittelwert-
satz existieren fiir a < b < ¢ in I Stellen & € (a,b) und & € (b, ¢) mit

e IO =@ e fQ =
Fle)==—r [&)=———"—
Es ist & < & und nach Satz IV.4.1 f/'(&) < f'(&), da f” > 0 ist. Das zeigt
(1V.4.2).

Umgekehrt sei f konvex. Nach Satz IV.4.1 ist zu zeigen, dass f’/ monoton
wéchst. Seien dazu 1 < x5 in I. Wéhle ferner zf, x5 mit 1 < 2} < 2 < 2.
Da f konvex ist, folgt nach Satz IV.4.3 (der zweimal angewendet wird)

flxy) = fle) _ fa5) = (&) _ flx2) — flah)

/ § / / § /
Ty — a1 T4 — T To — T4
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102 IV. Differenzierbare Funktionen

Geht man jetzt zu den Grenzwerten xj — x1 und z§ — x5 iiber, erhilt man
f'(z1) < f'(22), und f’ ist monoton wachsend.

(b) Die erste Behauptung wird wie unter (a) bewiesen, und f: R — R,
f(x) = z#, ist ein Gegenbeispiel fiir die Umkehrung. O

Tatséichlich hat der Beweis von Satz 1V.4.4 sogar Folgendes gezeigt; jetzt
haben wir auch in Teil (b) eine Aquivalenz.

Satz IV.4.5 Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall.
(a) f ist genau dann konvex, wenn f' monoton wachsend ist.

(b) f ist genau dann strikt konvex, wenn f' strikt monoton wachsend ist.

Beweis. Das einzige, das noch nicht im obigen Beweis abgedeckt ist, ist die
Riickrichtung in (b). Sei also f strikt konvex; dann wissen wir bereits, dass f’
monoton wichst. Wire f’ nicht strikt wachsend, wire f’ auf einem Teilintervall
J C I konstant. Es folgt, dass f auf J die Gestalt f(x) = ma + S hat und
deshalb nicht strikt konvex ist. O

Auch die Konvexitit oder Konkavitit einer Funktion kann genutzt werden,
um Ungleichungen zu beweisen. Betrachte zum Beispiel die Logarithmusfunk-
tion. Thre 2. Ableitung ist x — —1/2% < 0 auf (0,00), also ist die Logarith-
musfunktion nach (dem Gegenstiick von) Satz IV.4.4 konkav (sogar strikt). Das
bedeutet fiir 0 < z,y und 0 <r <1

log(ra + (1 —r)y) > rlogaz + (1 —7)logy = log(z"y' "),

und das liefert
"yt <rx 4 (1 —1)y.

Speziell ist fir r = %

r+y

Vry < 5

Diese Ungleichung kann zur Ungleichung vom geometrischen und arithme-
tischen Mittel ausgebaut werden. Wir schicken eine allgemeine Beobachtung
voraus.

Satz IV.4.6 (Jensensche Ungleichung)
Sei f: I — R eine konvexe Funktion auf einem Intervall, seien x1,...,x, € 1
und ri,...,rn >0 mit Y p_, i, = 1. Dann gilt

f(é Tk$k> < ;ka(xk)-
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Beweis. Das sieht man mit vollstdndiger Induktion ein. Der Fall n = 1 ist
trivial, und der Fall n = 2 ist die Definition der Konvexitit. Nun wollen wir
den Induktionsschluss von n auf n+ 1 durchfithren. Seien also z1,...,x,4+1 € I,
T1yeeoyTpt1 > 0 mit 22211 r, = 1. Setze r = Zzzl re =1 —rpp1 und 2 =
ko1 ey, (Der Fall r = 0 ist trivial und darf ausgeschlossen werden.) Beachte,
dass z in I liegt und 22;1 rrxy = rx + (1 — r)z,41. Daher ist nach Definition
der Konvexitéit bzw. nach Induktionsvoraussetzung

n+1

f(; Tkxk)

flra+ (1 =7)zni)

< rf(@) + (A —=7r)f(wnt1)
< vy fn) + rnen f(n)
ey
= Z rkf(xk)7
k=1
was zu zeigen war. O

Diesen Satz (bzw. sein Gegenstiick) wenden wir auf die konkave Logarith-
musfunktion an.

Satz IV.4.7 (Ungleichung vom geometrischen und arithmetischen Mittel)

Seien x1,...,x, > 0. Dann gilt

x + e + x
ry < AT,
n
das geometrische Mittel dieser Zahlen ist also hdchstens so grof wie das arith-
metische.

Beweis. Die zu zeigende Ungleichung ist dquivalent zur Ungleichung

1 <+ logx, ot
0gT1 0BT _ W...xnglog<u);
n n
das ist aber ein Spezialfall der Jensenschen Ungleichung mit 7y = -+ =r, = L,
angewandt auf die konvexe Funktion —log. O

Das letzte Thema des Abschnitts sind Extremwerte.

Definition IV.4.8 Sei f: D — R eine Funktion. Bei xg € D liegt ein lokales
Mazximum vor, wenn es ein § > 0 gibt mit

|t —zo| <0, x€eD = f(z) < f(zo).
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Es liegt ein striktes lokales Maximum vor, wenn es ein § > 0 gibt mit
O0<|z—=m| <8, z€D = f(z)< f(xo).

Analog erklirt man (strikte) lokale Minima. Ein (striktes) lokales Extremum ist
ein (striktes) lokales Minimum oder Maximum.

Beachten Sie, dass fiir eine konstante Funktion jede Stelle eine lokale Mini-
mum- und Maximumstelle ist, die natiirlich nicht strikt ist.

Die Differentialrechnung liefert einfache Kriterien zum Auffinden lokaler Ex-
tremalstellen. Beginnen wir mit einer notwendigen Bedingung.

Satz IV.4.9 Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall.
Ist kg ein innerer Punkt von I und liegt dort ein lokales Extremum von f vor,
so gilt f'(x0) = 0.

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir den Fall eines lokalen Maximums an.
Dann existiert ein Intervall I’ = (zg — d, 29 + ) C I mit

zel = f(x) < f(x).
Dasselbe Argument wie im Satz von Rolle (Satz IV.2.2) liefert f'(xo) =0. O

Natiirlich stimmt die Aussage dieses Satzes nicht, wenn xg ein Randpunkt
von [ ist (Beispiel?).

Wie aus der Schulmathematik bekannt, erhdlt man hinreichende Bedingun-
gen mit Hilfe der 2. Ableitung.

Satz IV.4.10 Sei f: I — R eine differenzierbare Funktion auf einem Intervall,
die an der Stelle xg € I zweimal differenzierbar ist. Es gelte f'(xo) = 0; hier
darf o auch ein Randpunkt von I sein.
(a) Wenn f"(x0) > 0 ist, liegt bei xqo ein striktes lokales Minimum vor.
(b) Wenn f"(x¢) < 0 ist, liegt bei xo ein striktes lokales Mazimum vor.
(¢) Wenn f"(xq) =0 ist, ist keine Aussage maglich.

Beweis. Wir verwenden Satz 1V.2.10. Das zweite Taylorpolynom von f im
Entwicklungspunkt zo ist To(z) = f(z0) + 5" (z0)(z — z0)?, da f'(zo) = 0.
Satz IV.2.10 impliziert unter Voraussetzung (a)
. f(z) = f(xo) 1.,

lim ——————~ = — > 0.

) 5" (@o)
Wire x( keine strikte lokale Minimalstelle, gidbe es eine Folge in I mit x,, — xg
und f(z,) < f(xo), und es wire

lim 3
n—oo xn —_ xo)
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Damit ist (a) bewiesen, und (b) geht genauso.

Fiir (c) betrachte f1(x) = 2%, fo(z) = —2* und f3(z) = 2° jeweils bei g = 0.
Es ist f7.(0) = f//(0) = 0 fiir k = 1,2,3; aber f; hat bei 0 ein striktes lokales
Minimum, f; hat bei 0 ein striktes lokales Maximum, und f3 hat tiberhaupt
kein lokales Extremum auf R. O

Wir wollen noch zwei weitere Argumente fiir diesen fiir die Schulmathema-
tik (und nicht nur sie!) zentralen Satz angeben, allerdings unter der zusdtzlichen
Voraussetzung, dass f” auf ganz I existiert und bei zg stetig ist. (Diese Voraus-
setzung ist in Anwendungen praktisch immer erfiillt, und man mag die obige
schwiichere Voraussetzung, dass f differenzierbar ist und blo f”(xg) existiert,
fiir akademisch halten.)

Dann kénnen wir fiir (a) auch so argumentieren: Nach Satz ITI1.1.9 existiert
ein ¢ > 0 mit f”(x) > 0 fiir xg—0 < & < xg+0 (iiberlegen Sie die Modifikationen
fiir einen Randpunkt selbst!). Nach Satz IV.4.1 ist f" auf (zg — 6, zg + §) streng
monoton wachsend; insbesondere ist wegen f’(xo) = 0 die Ableitung negativ
auf (zg — 0,x0) und positiv auf (zg,zo + ¢). Das impliziert (wiederum nach
Satz IV.4.1), dass f auf (z¢ — d,x0) streng monoton féllt und auf (xg,z¢ + J)
streng monoton wichst. Da f bei xg stetig ist, liegt bei x( ein striktes lokales
Minimum vor.

Ein alternatives Argument unter der obigen Zusatzvoraussetzung benutzt
den Satz von Taylor. Wieder existiert ein § > 0 wie oben; in der Taylorschen
Formel ist T1(z) = f(zo) wegen f'(z¢) = 0 und Ry(z) = 1 f"(£)(z — 20)*> > 0
fiir 0 < |x — x| < 0. Daher ist f(z) = Ti(x) + Ri(x) > f(zo) fiir diese x.

Tatséchlich ist Teil (c) in Satz IV.4.10 nicht das letzte Wort.

Satz IV.4.11 Sei f: I — R eine (n — 1)-mal differenzierbare Funktion auf ei-
nem Intervall, fir die an einer Stelle xo € I die n-te Ableitung f™) (x¢) existiert.
Es gelte f'(x9) = -~ = f" VD (x) = 0 und f(xq) # 0.
(a) Wenn n gerade und f™ (o) > 0 ist, liegt bei xo ein striktes lokales
Minimum vor.
(b) Wenn n gerade und f)(xq) < 0 ist, liegt bei xo ein striktes lokales
Mazimum vor.
(¢c) Wenn n ungerade und xq ein innerer Punkt von I ist, liegt bei xq keine
lokale Extremalstelle vor.

Beweis. (a) und (b) zeigt man genauso wie Satz IV.4.10, wenn man jetzt von
Satz IV.2.12 ausgeht.
(c) Satz IV.2.12 liefert nun

i L@ = Fao) _ f a0
z—zo  (z— xo)™ n!

Nehmen wir ohne Einschrankung o > 0 an. Wenden wir das e-6-Kriterium auf
1

den obigen Grenzwert mit ¢ = 5« an, erhélt man ein J, das so klein gewihlt
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werden kann, dass I’ := (zg — 6,20 + 0) C I ist (zo ist ja ein innerer Punkt
von I), mit
ey o @) e
(z — o)™ 2

Also ist fiir x € I’
f@) = flw) _a
(x — zo)™ 2
Da n ungerade ist, hat der Nenner dasselbe Vorzeichen wie x — xg; daher ist
f(x) > f(xo) fiir > 2o, z € I', und f(x) < f(x0) fir x < 29, x € I'. Es liegt
demnach bei xg keine lokale Extremalstelle vor. O

In der Schulmathematik werden extensiv Extremwertaufgaben fiir quadra-
tische Polynome behandelt. Dalfiir ist die Differentialrechnung jedoch nicht ent-
wickelt worden, denn solche Extremalprobleme kénnen elementar durch qua-
dratische Ergédnzung geltst werden, da ja

b\2 b?
2?2 +br+c= (m—l—f) +c——.
2 4
(Wir sind ohne Einschrinkung von einem quadratischen Polynom mit dem
fithrenden Koeffizienten 1 ausgegangen.) Diese Darstellung impliziert sofort,
dass bei zg = —% ein globales Minimum der Funktion vorliegt.

Mit etwas mehr Aufwand lassen sich auch kubische Extremalprobleme ele-
mentar 16sen. Wir suchen die lokalen Extremalstellen eines kubischen Polynoms,
dessen Leitkoeffizient wieder 1 sei: 23 4+ ba? + cx + d. Der erste Trick ist, die
Koordinatentransformation t = x + g vorzunehmen; driickt man das Polynom

durch ¢ statt x aus, erhdlt man

b\3 b\2 b
t=2) +b(t—2) +e(t—2)+d
( 3) F 3) Tl73) T
Beim Ausmultiplizieren fillt der quadratische Term weg, und man erhilt ein
Polynom der Form t3 + pt + ¢, das zu optimieren ist. Das ist diquivalent dazu,
t3 4 pt zu optimieren. Fiir p > 0 ist t — > + pt streng monoton wachsend auf
R, und es gibt keine lokalen Extrema. Fiir p < 0 schreibe p = —r? fiir ein » > 0,

7"3

und die Koordinatentransformation s = @t iiberfiihrt ¢3+pt in 3\/§(53 —3s). Es

bleibt daher, die lokalen Extrema von f(s) = s® — 3s zu untersuchen. Da diese
Funktion ungerade ist, reicht es, sich auf das Intervall [0, 00) zu beschriinken.
Wir untersuchen f auf Monotonie (natiirlich ohne die Ableitung zu verwenden):
Es ist fiir 0 < 51 < 39

f(s2) = f(s1) = (55— s7) = 3(s2 — 51) = (s2 — 51)(5 + s152 + 57 — 3).

Daraus folgt: f ist auf [0, 1] streng monoton fallend, denn fiir 0 < s; < s < 1
ist die letzte Klammer < 0, und auf [1, c0) ist f streng monoton wachsend, denn
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fir 1 < s1 < s ist die letzte Klammer > 0. Deshalb besitzt f bei g = 1 ein
striktes lokales Minimum und bei 2y = —1 ein striktes lokales Maximum, und
das sind die einzigen Extremalstellen. Wenn man alle Koordinatentransforma-
tionen riickgédngig macht, erhélt man die Extremalstellen des urspriinglichen
Polynoms.

Natiirlich ist es viel einfacher (und fast narrensicher), kubische Extremal-
probleme mit Satz IV.4.10 zu l6sen.
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Kapitel V

Integralrechnung

V.1 Das Integral fiir stetige Funktionen

Der Entwicklung der Integralrechnung liegt das Problem zugrunde, den Fléchen-
inhalt krummliniger Bereiche zu berechnen, sagen wir den Inhalt der Fléche un-
ter dem Graphen einer (positiven) Funktion iiber dem Intervall [a, b]. Ein strikter
Integralbegriff wurde aber erst im 19. Jahrhundert entworfen, und dieses Rie-
mannsche Integral wird in der Regel in der Analysis IT im Detail vorgestellt,
was aber coronabedingt dieses Jahr ausfillt. Hier wollen wir nur eine Kurzver-
sion besprechen, die es gestattet, stetige Funktionen zu integrieren, was fiir die
Schulmathematik und viele Anwendungen ausreicht.

Um den Fliicheninhalt unter einem (krummlinigen) Graphen zu approxi-
mieren, liegt es nahe, diesen durch horizontale Stiicke zu ersetzen. Diesen Weg
werden wir versuchen zu gehen; leider sind unterwegs ein paar spitzfindige Be-
merkungen zu machen, wenn wir auf selbstverstdndlich erscheinende Aussagen
treffen, die aber doch einer (linglichen) Begriindung bediirfen.

Die oben erwéhnten horizontalen Stiicke werden sich als Graphen ganz ein-
facher Funktionen erweisen, die wir jetzt definieren.

Definition V.1.1 Eine Funktion ¢: [a,b] — R heiit Treppenfunktion, wenn
es Zahlen ¢ = xp < 1 < ... < z, = b gibt, so dass ¢ auf jedem Teilinter-
vall (z—1, ) konstant ist; an die Werte () wird keine spezielle Forderung
gestellt. Die Menge der Treppenfunktionen auf [a, b] wird mit T'[a, b] bezeichnet.

Die erste wichtige Beobachtung an dieser Stelle ist, dass die Zerlegungspunkte
x, einer Treppenfunktion ¢ nicht eindeutig bestimmt sind; zum Beispiel kann die
konstante Funktion ¢ = 1 auf [0, 1] sowohl durch die offensichtliche Zerlegung
0 = z9g < 1 = 1, aber auch mit Hilfe von 0 = yg < 11 :%<y2:1als
Treppenfunktion dargestellt werden.
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110 V. Integralrechnung

Ist ¢: [a,b] — R eine Treppenfunktion mit den Zerlegungspunkten a = zg <
1 < ... < xp, = b, so ist ein naheliegender Kandidat fiir den Flidcheninhalt
unter dem Graphen durch die Summe

> enlak — wp-1) (V.1.1)
k=1

gegeben, wenn ¢ der Wert von ¢ im Intervall (zp_1, zx) ist.

Wir wollen begriinden, dass die Zahl in (V.1.1) tatséchlich nur von ¢ und
nicht von der betrachteten Zerlegung abhéngt — dies ist eine der angekiindig-
ten spitzfindigen Bemerkungen. Zur Abkiirzung schreiben wir I(¢p, X) fiir die
Summe in (V.1.1), wobei X = {zg,...,x,} ist. Als erstes iiberlegen wir, was
passiert, wenn man zur Darstellung von ¢ einen weiteren Punkt y hinzunimmt.
Da y nicht in X liegen soll, gibt es ein offenes Teilintervall, das y enthélt, sagen
wir z;_; <y < x;. Dann hat ¢ die Darstellungen

o) =c¢ firap <z <ap, k=1,...,n
und
p(r) = ¢ firapy <z <mzy, k=1,...,n, k#j,
p(x) =¢ firz; <z<y,
pl) =¢ firy<az<ua;.
Dann ist .
I(p, X) =Y cx(ax —wx1)
k=1
und
j—1
I, X U{y}) = > crlar — zr-1) + ¢ (y — 25-1) + ¢j(x; — y)
k=1

+ Z k(@K — Th—1)

k—j+1
j-1 n

= cx(zr — xp—1) +¢j(x; —xj_1) + Z ek (T — xp—1)
k=1 k=j+1

= I(p, X).

Daraus folgt, dass sich I(p, X) nicht éindert, wenn man (kiinstlich) endlich viele
Punkte zu X hinzunimmt.

Nun sei ¢ gemif einer weiteren Zerlegung a = 49 < y1 < ... < Y = b
dargestellt; setze Y = {40, ..., Ym - Geht man zur ,gemeinsamen Verfeinerung*
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7Z = X UY iiber, so zeigt die obige Uberlegung, dass sowohl (¢, X) = I(y, Z)
als auch I(¢,Y) = I(p, Z) ist. Daher ist I(p, X) = I(¢,Y), und die Summe in
(V.1.1) ist in der Tat unabhéngig von der verwendeten Darstellung von ¢. Das
gestattet es, die folgende Definition auszusprechen.

Definition V.1.2 Ist ¢: [a,b] — R eine Treppenfunktion, so setze
I(p) = ch(fﬂk — T-1),
k=1

wenn p(x) = ¢ fiir 251 < z < .

Das ist eine Billigversion des Integrals, das durch I fiir ganz einfache Funk-
tionen erklirt ist. Es hat folgende Eigenschaften.

Satz V.1.3 Seien p,: [a,b] — R Treppenfunktionen, und sei A € R.
(a) Auch ¢ + ¥ und \p sind Treppenfunktionen.
(b) Es gilt
I +v)=I1(p) + 1Y), I(Ap)=A(p).
(c) Ist o < (d.h. o(x) <(z) fir alle x € [a,b]), so gilt

I(p) < I(¥).

Beweis. (a) Wie oben argumentiert, kénnen wir mittels der gemeinsamen Verfei-
nerung ¢ und 1 iiber derselben Zerlegung darstellen. Dann ist die Behauptung
aber klar.

(b) Auch das ist jetzt klar, denn in der gemeinsamen Verfeinerung a = zp <
< ... <z =bistjaflir zp_1 <T <2

o(x) = cg, ¥(z) =)y o(x) +P(x) =k + ¢y Ap(T) = Aeg.

Aufsummieren liefert die Behauptung.
(¢) Nach Definition ist I(x) > 0 fiir x > 0. Daraus ergibt sich mit (b) der
allgemeine Fall:

W) =1 —p+p) =1 =)+ 1(p) > I(p). O

In der Sprache der Linearen Algebra besagt dieser Satz, dass die Menge
Ta, b] aller Treppenfunktionen auf [a, b] einen Vektorraum bildet, auf dem I ein
lineares und isotones Funktional ist.

Das néchste Ziel ist es, das elementare Integral I durch Approximation auf
eine groflere Funktionenklasse auszudehnen. Es sei f: [a,b] — R eine beliebige,
aber beschrinkte Funktion. Wir betrachten folgende Mengen von Treppenfunk-
tionen:

Ty = {¢ € Ta,b]: ¢ < f},
T/ = {4 € T[a,b]: v > f}.

Version vom 1. Januar 2025



112 V. Integralrechnung

Zur Erinnerung: ¢ < f bedeutet p(z) < f(z) fir alle « € [a, b].

Diese Mengen sind nicht leer, da fiir —M < f(x) < M fiir alle = die Trep-
penfunktionen —M1 in Ty und M1 in T/ liegen; 1 bezeichnet die konstante
Funktion 1(z) =1 fiir alle . Weiter gilt fiir ¢ € Ty auch ¢ < M1 und deshalb
(Satz V.1.3)

I(p) <I(M1)=MI(1) = M(b—a).

Daher ist die Menge {I(¢): ¢ € Ty} nach oben beschrinkt; wir setzen

L(f) = sup{I(yp): p € Tt}

Genauso sieht man, dass {I(3): 1 € T/} nach unten beschriinkt ist (priifen
Sie’s nach!), und man setzt

I*(f) = inf{I(y): v € T}.

Da fiir ¢ € Ty, ¥ € TV nach Satz V.1.3 I(p) < I(¢) gilt, folgt stets L.(f) <
I (f).

Idealerweise wire I.(f) = I*(f), aber das braucht nicht zu stimmen; fiir die
Dirichletsche Sprungfunktion aus Beispiel III1.1.5(c) ist ndmlich I,(f) = 0 und
I*(f) = 1 (warum?). Daher trifft man folgende Definition.

Definition V.1.4 Sei f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann heifit f
integrierbar (genauer Riemann-integrierbar), wenn L.(f) = I*(f). In diesem
Fall setzt man

b
/ (@) de = L(f) = T* ().

Die Bezeichnung f; f(x)dzx fiir das Integral ist seit iiber 300 Jahren ein-
gefithrt. Das [ ist ein langgestrecktes S, das fiir summa steht; die Differenz
Ax =z, — x;—1 aus (V.1.1) wurde bei Leibniz im Grenziibergang zu dz. Ob-
wohl wir heute wissen, dass es Leibniz’ ,,unendlich kleines“ dx gar nicht gibt,
hat sich diese Integralnotation erhalten, und wie schon bei der Ableitung kann
sie gelegentlich als Eselsbriicke niitzlich sein (z.B. bei der Substitutionsregel,
Satz V.2.7). Man kann natiirlich z durch einen anderen Variablennamen erset-
zen: ff f(t)dt, f; f(a) da ete.

Als weitere spitzfindige Bemerkung halten wir fest, dass jede Treppenfunk-
tion ¢q integrierbar ist mit

b
/ wo(z) dr = (o).

Ist némlich ¢ € Ty, so ist ja ¢ < o, und nach Satz V.1.3 folgt I(p) <
I(pg) und deshalb I, (o) = sup{I(p): ¢ € T,,} < I(vo). Andererseits liegt
die Treppenfunktion ¢q selbst in T, deshalb ist I(po) < I.(po) und somit
I.(v0) = I(po). Genauso sieht man I*(¢g) = I(po).
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Es ist iiblicherweise der Analysis II vorbehalten, die Menge der Riemann-
integrierbaren Funktionen genauer zu studieren; wie gesagt, fillt das dieses Jahr
aus. Hier wollen wir uns nur mit stetigen Funktionen beschéftigen und folgenden
Satz beweisen.

Satz V.1.5 Jede stetige Funktion auf [a,b] ist integrierbar.

Dieser Satz ist alles andere als selbstverstéindlich, und sein Beweis ist erstaun-
lich schwierig. Wir beginnen mit einigen Vorbereitungen. Zuerst ein einfaches
hinreichendes Kriterium fiir die Integrierbarkeit:

Lemma V.1.6 Sei f: [a,b] = R eine beschrinkte Funktion mit folgender Ei-
genschaft: Zu jedem e > 0 existieren Treppenfunktionen pg,.: [a,b] — R mit

pe() < f(z) <tpe(z) und Pe(z) —pe(x) <€ fiir alle .
Dann ist f integrierbar.

Beweis. Es ist

I(pe) < L(f) < I°(f) < 1(¢e) < L) + I(el) < L(f) + (b — a),

da 1. < . + 1. Weil € > 0 beliebig war, muss L.(f) = I*(f) sein. O

Funktionen mit der im Lemma genannten Eigenschaft werden Regelfunktio-
nen genannt; wir werden zeigen, dass jede stetige Funktion eine Regelfunktion
ist.! Dazu sei an das e-6-Kriterium erinnert, das wir fiir eine stetige Funktion
f: [a,b] = R so formulieren:

Vz € [a,b] Ve > 030 >0Va' € [a,b] |2 —z|<d = |f(2)— f(2)] <e.

Insbesondere héngt § nicht nur von e, sondern auch von der betrachteten Stelle
x ab.

Erstaunlicherweise kann man fiir stetige Funktionen auf abgeschlossenen,
beschrankten Intervallen das § im e-J-Kriterium unabhéngig von = wéhlen; diese
Figenschaft nennt man die gleichmdfige Stetigkeit der Funktion.

Lemma V.1.7 Sei f: [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann gilt:

Ve>036>0Ve,2' €la,b] |2/ —z[<d = [f(2)— flz)| <e.

IMan kann sogar zeigen, dass eine Funktion auf [a,b] genau dann eine Regelfunktion ist,

wenn an jeder Stelle zg € [a,b] die beiden einseitigen Grenzwerte lim f(z) und lim f(z)

existieren (bei a natiirlich nur der rechtsseitige und bei b der linksseitige).
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Beweis. Wire das nicht so, gébe es ein € > 0 mit:
V6 > 0 Jas, 25 € [a,b]: |af —xs] <8, |f(zf) — fzs)| > e.

Insbesondere giibe es fiir 6 = % solche z5 und zf, die wir mit z,, und z/, be-
zeichnen:

1
vn €N Hin,iﬂ; € [aab]: |x;1 —ZL’n| < Ea |f(x/n) - f(xn)| > €.

Als Folge in [a, b] besitzt (x,) nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl eine kon-
vergente Teilfolge () mit Grenzwert £ € [a,b]; wegen |2}, — z,| < L gilt
auch x;, — & Nun ist f bei £ stetig; deshalb folgt sowohl f(z,,) — f(§) als
auch f(z7, ) — f(§). Insbesondere muss limy oo | f(27,,) — f(2n, )| = 0 sein im
Widerspruch zu |f(z]) — f(zy,)| > € fir alle n.

Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Jetzt ist es nicht mehr schwer, den Beweis von Satz V.1.5 zu fithren. Sei
also f: [a,b] — R stetig. Wir zeigen das Kriterium von Lemma V.1.6. Dazu sei
e > 0. Wihle § > 0 wie in Lemma V.1.7 und dann n € N mit h := b:—La < 4.
Seien z, = a+ kh, kK = 0,...,n;also a = zg < 21 < ... < x, = b. Setze
my = inf{f(x): zp—1 < z < xp} und My = sup{f(z): 2p_1 < = < z1};
beachten Sie, dass f ja nach Satz II1.2.4 eine beschrinkte Funktion ist und
deshalb —oco < my < M} < oo gilt. SchlieSlich definiere

we(x) = my fir zp <z <mp, k=1,...,n; (b)) = f(b)
Ye(x) = My, fiir 21 <z <, k=1,...,n; ¥(b) = f(b).

Dann gilt . < f < 1. nach Konstruktion. Um die zweite Bedingung aus
Lemma V.1.6 einzusehen, verwende erneut Satz I11.2.4 und schreibe

mi = f(yr), My = f(zx)

fiir geeignete y, 2 € [xgp—1,2k]. Wegen |z, — yi| < xx — 2x—1 = h < 6 ist nach
Wahl von § (siehe Lemma V.1.7) My, — my, = |f(zx) — f(yr)| < €. Das zeigt
e () — e (x) < € fiir alle z.

Das beweist, dass f eine Regelfunktion und deshalb integrierbar ist. O

Daher ist das Integral f: f(z) dx, das manchmal auch bestimmtes Integral
genannt wird, fiir stetige Funktionen definiert.

Der obige Beweis gibt sogar eine (theoretische) Moglichkeit, das Integral
von f zu berechnen; effektive Methoden werden wir erst im nichsten Abschnitt
kennen lernen. Setze ndmlich in der Notation von eben

Su(f) =D flar)(zr — 2xo1); (V.1.2)
=1
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das ist ein Beispiel einer Riemannschen Summe.? Mit der Notation des letzten
Beweises ist

c) = ka(wk —xp—1) < Su(f) < ZMk(Jﬂk —xp_1) = 1(2e)
k=1 k=1

sowie

b
HMSLm:/f@MZFWSH%)

Da I(ve)—1I(pe) < e(b—a), liegen S, (f) und fab f(z) dz beide in einem Intervall
der Lénge < (b — a), sofern n > 252 (siehe oben) ist. Das heit aber

—a

]

Sn(f)—/abf(;v)dm’ <elb—a) firn> b

Wir haben gezeigt:

Satz V.1.8 Ist f: [a,b] — R stetig, so gilt fiir die Riemannschen Summen aus
(V.1.2)

b
lim S, (f) = / F(z) da. (V.13)

Allgemein, d.h. fiir nicht notwendig dquidistante Zerlegungen, nennt man
eine Summe der Form > 7, f(&)(xr —ap—1) mit a =29 <21 < ... <z, =D
und i1 < & < x fiir alle k eine Riemannsche Summe. Satz V.1.8 gilt dann
entsprechend, wenn die Feinheit der Zerlegung, das ist maxi<g<n(Tr — Th—1),
mit n — oo gegen 0 strebt.

In Analogie zu Satz V.1.3 gelten folgende Eigenschaften fiir das Integral
stetiger Funktionen.

Satz V.1.9 Seien f,g: [a,b] — R stetig, und sei A € R.

(a) FEs gilt
fum+g M—/f w+f%>m

//\f x—/\/f
Lﬁmmslﬁmm.

2Hier erkennt man nochmals den Hintergrund der Schreibweise fab f(x) dz: Im Grenziiber-
gang n — oo wird aus der ,richtigen® Summe >, eine ,kontinuierliche Summe [, und
Ax =z}, — 1 wird zu dx.

(b) Im Fall f < g gilt
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x)daﬂ < ]£b|f(x)|dx.

Beweis. Wir verwenden die Riemannschen Summen aus (V.1.2). (a) folgt jetzt
aus (V.1.3), da S, (f + g) = Sn(f) + Sn(g) und S, (Af) = AS,(f) ist (mit
anderen Worten, S,, ist ein lineares Funktional auf dem Vektorraum der stetigen
Funktionen), und fiir (b) beachte S,(f) < Sn(g). Fiir (c) bemerke, dass |f|
ebenfalls stetig, also integrierbar ist, sowie

/abf(x)d:vﬁ/abf(xﬂda:, —/abf(fv)dJCZ/ab(—f(:c))dar:g/ab|f(gg)dx7

denn f < |f] und —f < |fI. 0

(c) Speziell ist

Auch dieser Satz liasst sich kompakt zusammenfassen: f +— ff f(z) dx ist ein
lineares, isotones Funktional auf dem Vektorraum C'fa, b] der stetigen Funktio-
nen auf [a, b].

Wir benétigen noch eine weitere Eigenschaft des Integrals, ndmlich die Ad-
ditivitat bzgl. des zugrundeliegenden Intervalls.

Satz V.1.10 Sei f: [a,b] — R stetig, und sei a < ¢ <b. Dann gilt

/f m—/f m+/f

Beweis. Fiir eine Funktion h: [a, b] — R schreiben wir h! bzw. A" fiir den , linken
bzw. ,rechten® Teil von h, d.h., h': [a,c] — R, hi(z) = h(z), h": [c,b] — R,
h"(z) = h(z). (k! bzw. k" ist die Einschrinkung von h auf [a, c] bzw. [c,b].)

Natiirlich sind f! und f" stetig und deswegen iiber [a, c] bzw. [c, b] integrier-
bar. Sei £ > 0. Dann existiert eine Treppenfunktion ¢ auf [a,b] mit ¢ < f und
fab f(x)dx < I(p)+e; das ist so nach Definition von I, (f). Nun ist ¢! < f! und
" < f" und deshalb

I(4 /f dx—/f Ydx sowie I(p /f

Ferner ist I(¢) = I(¢!) + I(¢"), wie man sofort nachrechnet. Das ergibt zusam-

“

/f(x)dxSl(w)+6=1(sol)+f(tp’“)+€§/Cf(x)dchr/ f(x)d + ¢

und, da € > 0 beliebig war,

/abf(w)dx</:f(x)dwr/cbf(w)dw

Version vom 1. Januar 2025



V.2 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 117

Wendet man diese Ungleichung auf — f statt f an, erhdlt man auch

/:f(:c)da: > /acf(m)d:c—i—/cbf(x)d:c.

Damit ist Satz V.1.10 bewiesen. O

Abschlieflend sei bemerkt, dass sich die Satze V.1.5, V.1.9 und V.1.10 leicht
auf stickweise stetige Funktionen ausdehnen lassen; das sind Funktionen f:
[a,b] — R, fiir die a = xg < 21 < ... < ®, = b existieren, so dass f auf
allen offenen Teilintervallen (xk_1,xy) stetig ist und alle einseitigen Grenzwerte
lim . f(xz) und lim_ Sap f(x) existieren. Eine stiickweise stetige Funktion
kann als Summe einer stetigen Funktion und einer Treppenfunktion geschrieben
werden. Aus Zeitgriinden miissen wir die Details iibergehen.

V.2 Der Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung

Die Riemannschen Summen aus (V.1.2) geben eine theoretische Moglichkeit,
ein Integral zu berechnen; siehe Satz V.1.8. Mehr zur Abschreckung als zur
Eintibung soll jetzt ein Beispiel durchgerechnet werden. Gesucht ist ff 22 dx;
wir setzen dazu die Riemannschen Summen

- E\21 1« 2 — 1 &
k=1 k=1 k=1 k=1

zu der dquidistanten Zerlegung zp = 1 + % an. Die mittlere Summe wurde
in (I.1.1) berechnet; auch fiir die Summe der Quadratzahlen kann man eine
explizite Formel entwickeln und durch vollstdndige Induktion bestétigen, die
> pe1 k2 = tn(n+ 1)(2n + 1) lautet. Setzt man alles ein, erhéilt man

(1 2 n(n+1) in(n+1)(2n+1)) 7

2
2 _ . _ .
/1 z°dx = lim S, = lim En—i_ﬁ 5 3 G 3

n—oo n—oo
Waihrend dieses Berechnungsverfahren fiir dieses Beispiel noch durchfiihrbar ist,
scheitert man bei ff 1 daz.
Beide Beispiele werden jedoch ganz einfach mit Hilfe des Hauptsatzes der
Differential- und Integralrechnung berechnet, den wir jetzt besprechen.
Im Folgenden werden wir auf natiirliche Weise auf Integrale gefiihrt, wo die
obere Grenze kleiner als die untere ist; so etwas muss erstmal definiert werden:

a b a
/ f(z)dx =0, / f(z)dx = —/ f(z)dx fir b < a.
a a b
Wir beobachten zuerst, dass Satz V.1.10 entsprechend gilt.
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Lemma V.2.1 Sei I ein Intervall, und sei f: I — R stetig. Fiir alle a,b,c € 1

gilt \ )
/af(x)dx:/:f(x)dx+/c f(z)dx.

Beweis. Die Aussage ist nach Definition dquivalent zu

/acf(x)dx+/be(x)dx+/baf(x)dx:O,

und diese Gleichung ist invariant unter Permutationen von a, b und c. (Bei zy-
klischen Permutationen &ndert sich nichts, bei den iibrigen &ndert jedes Integral
sein Vorzeichen.) Ist « die kleinste dieser drei Zahlen, also a = min{a,b,c},
die grofite, also f = max{a,b,c}, und ~ die mittlere, also y =a+b+c—a— g,
so ist die letzte Zeile dquivalent zu

/;f(x)da:+Lﬁf(x)dx+/[3af(x)dx:o

bzw.
B Y B
/ f(x)dx:/ f(x)dm—l—/ f(z) dx.
o o vy
Das ist aber klar, falls a = v oder 8 = ~, und Satz V.1.10 zeigt die Behauptung,
falls o < v < . O

Nun zum Hauptsatz.

Satz V.2.2 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 1)
Sei I ein Intervall, sei f: I — R stetig, und sei a € I. Setze fir x € I

Ro) = [ 10

Dann ist die so definierte Funktion Fy: I — R differenzierbar mit F = f.

Beweis. Sei xg € I. Wir miissen

Fo(ZEO + h) — Fo(.’l?o) .
. = f(xo)

zeigen und benutzen dafiir das e-6-Kriterium. Sei also € > 0 gegeben. Da f
stetig bei zq ist, existiert ein § > 0 mit

lim
h—0

lx —xo| <, z€l = |f(z)— f(m)| <e.

Nun ist nach Lemma V.2.1 fiir xg + h € 1

zo+h 0 zo+h
Fo(o + h) — Folro) = / F(tyde — / F(tydt = / f(t)dt

a 0
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(beachten Sie, dass h < 0 oder zp < a sein kann) und deshalb fiir h # 0

) 3 - zo+h
Bola ) = Foan) _ g i @@

xo+h
o R

Jetzt sei zusitzlich |h| < §. Fiir die t zwischen xg und xy + h gilt dann
|f(t) = f(zo)| < €, und mit Satz V.1.9(c) folgt

Fo(zo +h) — Fo(zo) f(flfo)‘ - ‘]_/IoJrh
Sk

h |f(t) = flao)|dt| <e.

0

Das war zu zeigen. O

Satz V.2.2 gilt nicht mehr, wenn f blof} stiickweise stetig ist. Beispiel: f(z) =
sgn(x) (vgl. Seite 56), a = 0; dann ist Fy(z) = |z|.

Um die néchste Version des Hauptsatzes zu formulieren, benotigen wir eine
wichtige Vokabel.

Definition V.2.3 Eine Funktion F: D — R heifit Stammfunktion von f: D —
R, wenn F' = f ist.

Satz V.2.2 besagt also, dass jede stetige Funktion auf einem Intervall (min-
destens) eine Stammfunktion besitzt, ndmlich die dort betrachtete Funktion Fp.
Nicht jede Funktion hat eine Stammfunktion (warum hat zum Beispiel die Vor-
zeichenfunktion sgn keine Stammfunktion auf R?); und eine Stammfunktion ist
nie eindeutig bestimmt, aber die Mehrdeutigkeit lasst sich genau eingrenzen.

Satz V.2.4 Ist I ein Intervall und sind F,G: I — R Stammfunktionen von f:
I —> R, soist F — G eine konstante Funktion.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt (F—G) = F' —G' = f— f =0;alsoist F — G
nach Korollar TV.2.4 konstant. O

Satz V.2.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 2)
Seien I ein Intervall, f: I — R stetig und F' eine Stammfunktion von f. Dann
gilt fir a,be I

/ f(t)dt = F(b) — Fl(a).

Beweis. Sei Fy wie in Satz V.2.2, dann ist definitionsgeméifl

b
/ f(t) dt = F()(b) = F()(b) — F()(a).
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Andererseits ist nach Satz V.2.4 F — Fy eine Konstante; es folgt Fy(b) — Fy(a) =
F(b) — F(a), und der Beweis ist erbracht. O

Diese Version macht klar, dass man jedes Integral berechnen kann, wenn
man eine Stammfunktion des Integranden kennt oder erréit. Daher kann man
das Integrieren als Umkehroperation zum Differenzieren auffassen.

Das einfiithrende Beispiel kann man jetzt im Kopf nachrechnen; fir f(z) =«

definiert néimlich F(z) = $2° eine Stammfunktion, und daher ist

2

2
/x2dx:F(2)—F(1):§—1:Z.
1 3 3 3

Auch das zweite Beispiel fillt uns jetzt in den Schof}, da die Logarithmusfunktion
eine Stammfunktion des Integranden ist:

2
1

/ —dz =log2 —log 1l = log?2.
1 :1:

Ein Katalog von Stammfunktionen ist daher zur Integralberechnung sehr
hilfreich. Man notiert solche Stammfunktionen gern als unbestimmte Integrale:

/f(:v) dx = F(z) (V.2.1)

bedeutet dann einfach, dass F' eine Stammfunktion von f ist. Allerdings darf
man solche Formeln nicht bedenkenlos manipulieren; es ist ja auch F' + 1 ei-
ne Stammfunktion von f, so dass [ f(z)dz = F(x)+ 1 mit demselben Recht
geschrieben werden kann. Subtraktion beider Gleichungen wiirde 0 = 1 liefern.
Das Problem ist, dass wir [ f(z)dz als solches iiberhaupt nicht definiert ha-
ben und daher (V.2.1) als Gleichung zwischen zwei mathematischen Objekten
sinnlos ist. Man darf (V.2.1) nur als Kurzschreibweise fiir F’ = f lesen. Mit die-
ser Vorsichtsmafinahme koénnen wir nun folgende Stammfunktionen aus unserer
Kenntnis von Beispielen fiir Ableitungen angeben.

1
/xr dx g™t (falls r # —1)
/ez dr = e
/sina:dx = —cosx

/coszdx = sinx

1
——dx = arctanx
1+ 22

1
/fdx = logx
x
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Beim letzten Beispiel ist nochmals Vorsicht geboten, da z.B. f:; % dx immer
noch unzugénglich ist, weil ja logz nur fiir x > 0 definiert und deshalb die
Logarithmusfunktion auch nur dort eine Stammfunktion von x — % ist. Gesucht
ist nun eine Stammfunktion von x + 1 auf (—oco,0). Raten hilft:  — log(—x)
tut’s, da nach der Kettenregel

Llog(—a) = —(~1) = .

Man schreibt daher gern
1
/fdx:10g|x| (x #0)
x

und meint damit, dass x — log|z| auf jedem Intervall, das 0 nicht enthilt, eine
Stammfunktion von = % ist.

Wir haben gerade f12 % dz mit Hilfe des Hauptsatzes berechnet, und am An-
fang des Abschnitts haben wir beobachtet, dass der Grenzwert der zugehorigen
Riemannschen Summen nicht elementar bestimmt werden kann. Jetzt kénnen
wir den Spief3 aber umdrehen und diesen Grenzwert, der nicht ganz uninteres-
sant ist, mit Hilfe des Integrals berechnen: In diesem Beispiel ist

n n 2n
1 1 1
S, = i =
Z 1+ L Z n+ k Z k

k=1 n k=n

also ist
U 2
nl;ngo Z 7= /1 o dx = log 2.
k=n-+1

Raffiniertere Integrationsregeln erhélt man durch Riickwértslesen von Diffe-
rentiationsregeln.

Satz V.2.6 (Regel von der partiellen Integration)
Es seien f und g stetig differenzierbare Funktionen® auf einem Intervall I. Dann
gilt fir a,be I

b b
/ f/(x)g(w)dw:(f(b)g(b)*f(a)g(a))*/ f(x)g'

Beweis. Beachten Sie, dass alle Integranden nach Voraussetzung stetig sind. Die
Behauptung ist dquivalent zu

b
/ (f'(2)g(x) + f(2)g'(x)) dz = f(b)g(b) — f(a)g(a),

und das stimmt nach Satz V.2.5, da fg nach der Produktregel eine Stammfunk-
tion von f'g + fg¢’ ist. O

3D.h. f’ und ¢’ existieren und sind stetig.
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Satz V.2.7 (Substitutionsregel)
Seien I und J Intervalle, p: I — J sei eine stetig differenzierbare Funktion, f:
J = R eine stetige Funktion und a,b € I. Dann gilt

b ©(b)
) (z) dx = u) du.
Lﬂﬂ»ﬂ) L@ﬂ)

Beweis. Beachten Sie wieder, dass alle Integranden nach Voraussetzung stetig
sind. Sei F' eine Stammfunktion von f; dann ist nach der Kettenregel F o ¢ eine
Stammfunktion von (f o ¢) - ¢’. Also ist nach Satz V.2.5

@(b)

b
/f@@ﬂ%ﬂwﬂhww4%@w=FW@%ﬂww=/ £(u) du.

v(a) 0

Die Leibnizsche Differential-Symbolik erklart, warum Satz V.2.7 Substituti-
onsregel genannt wird; man substituiert im linken Integral ndmlich v = p(z) und
muss dann aber auch alle anderen Terme durch u ausdriicken. Aus % = ¢'(x)

wird dann ¢'(z)dx = du, und wenn x zwischen a und b lduft, 1auft u zwischen
p(a) und ¢ (b).

Beispiele V.2.8 (a) fol ze® dx berechnet man mit partieller Integration; setze
dort ndmlich f'(z) = e, f(z) = e* sowie g(z) = x, ¢’(x) = 1. Das ergibt mit
der praktischen Notation

sofort

1 1 1 1
zedr = x| — efdr=e—¢e"| =1.
0 0 0 0

Was hitte man eigentlich bekommen, wenn man die Regel von der partiellen
Integration mit f/'(z) = z und g(z) = e” angewandt hétte?

(b) f02 ze”” dz berechnet man mit der Substitutionsregel; setze dort ndmlich
f(u) = e* und ¢(z) = 22. Das ergibt

2 2 4 4
. 1 1 1 |4 -1
/0 ze® da = 5/0 e (z) da = 5/0 e du= ge“ 0 ¢ 5

/4 . . .
(c) Auch [j /* tan z dz berechnet man mit der Substitutionsregel, man muss
nur ein wenig umformen, bevor man u = cos x substituieren kann:

e s Va2 5 log?2
/ tanxdx:/ Smxdx:—/ fdu=10g1—10g£= kg
0 0 Cosx 1 u 2 2
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(d) SchlieBlich ist f12 log x dzx ein Fall fiir die partielle Integration, obwohl es
sich auf den ersten Blick nicht dafiir anbietet. Mit einer ,aktiven 1“ erhélt man
aber

2 2
/ logxdm:/ l-logxdx:xlogx‘
1 1

(e) Fiir die Integration rationaler Funktionen, das sind Funktionen der Bau-
art P/@Q mit Polynomen P und @, gibt es eine spezielle Methode, genannt
Partialbruchzerlegung. Diese soll nun an einem sehr einfachen Beispiel illustriert
werden. Sei () ein quadratisches Polynom mit zwei verschiedenen Nullstellen x;
und x5, dann kann @ gemi Q(z) = a(x — 1) (z — z2) faktorisiert werden. Die
Aufgabe, 1/Q iiber einem Intervall ohne Nullstellen von @ zu integrieren, 15st
man dann, indem man versucht, 1/Q(x) als Linearkombination von 1/(z — 1)
und 1/(xz — x2) zu schreiben, also

2

2
1 4

—/ r—dr =2log2 —1=log—.
1 1T e

Q) a
Hat man A; und A; bestimmt, ist es ein Leichtes, 1/Q zu integrieren. Zur
Bestimmung von A; nimmt man die obige Gleichung mit « — x; mal, wo x # x;
ist. Das fiihrt zu

! —1( A Az ) (x # 21, x # x9).

xr — I Xr — T2

1 r—x
= A1+ Az .

Xr — T9 Xr — To

(x # x1, T # x2).

Der Grenziibergang x — x; zeigt dann A; = 1/(x1 — x2). (Das sieht genauso
aus, als hitte man in der letzten Gleichung x = x1 eingesetzt, was aber nicht
erlaubt ist, da @ = x; in besagter Gleichung ausgeschlossen ist.) Analog findet
man As.

Wir kénnen noch eine dritte Version des Hauptsatzes aussprechen.

Satz V.2.9 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, Version 3)
Sei f: I — R eine stetig differenzierbare Funktion auf einem Intervall I, und
seia € I. Dann gilt

f(z) = f(a) +/$ f(t)dt fiir alle x € 1.

Beuweis. Das folgt sofort aus der 2. Version (Satz V.2.5), da f eine Stammfunk-
tion von f” ist. (Die Stetigkeit der Ableitung wurde vorausgesetzt, um sicherzu-
stellen, dass f’ integrierbar ist.) O

Satz V.2.9 zeigt, wie man eine stetig differenzierbare Funktion aus ihrer
Ableitung zuriickgewinnen kann. Der Satz gestattet zum Beispiel einen neuen
Beweis des Monotoniekriteriums aus Satz IV.4.1 bei stetigen Ableitungen: Ist
f' >0, so gilt fiir zo > 1

f(z2) — f(21) = /m2 f(x)dz > 0.
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V.3 Uneigentliche Integrale

Fiir den Integralbegriff aus Definition V.1.4 ist es notwendig, dass die zu in-
tegrierende Funktion auf einem abgeschlossenen, beschrankten Intervall defi-
niert und dort beschréinkt ist. Es ist jedoch eine Erweiterung auf unbeschriankte
Funktionen oder Intervalle denkbar. Hier ist die entsprechende Definition, die
der Einfachheit halber nur fiir stetige Funktionen formuliert wird, die ja iiber
abgeschlossenen, beschrankten Intervallen integrierbar sind.

Definition V.3.1
(a) Seien a,b € R, und f: (a,b] — R sei stetig. Wenn lim,,_, ,+ f:: f(z)dx
existiert, heifit f iiber (a,b] uneigentlich integrierbar, und man setzt

/abf(x)dx = lim /: f(z) da.

a—a™t

Analog wird der Fall f: [a,b) — R behandelt.
(b) Sei a € R, und f: [a,00) = R sei stetig. Wenn limg_, faﬁ f(z)dx
existiert, heifit f iiber [a, 00) uneigentlich integrierbar, und man setzt

&) B
/ f(z)dx = lim f(z)dx.
a B—=0 Jq
Analog wird der Fall f: (—oo,b] — R behandelt.

Bei Integralen, die an beiden Intervallgrenzen uneigentlich sind, muss man
beide Grenzen separat betrachten; z.B. existiert das Integral [ ix;o f(z) dx genau

dann, wenn sowohl ffoo f(z) dz als auch fooo f(z) dzx existieren. Man darf nicht
den Trugschluss machen, dass ffooo f(x) dz existiert, sobald limg_, f_ﬁﬁ f(z)dx
existiert; f(xz) = x liefert ein schlagendes Gegenbeispiel.

Es folgen die iiblichen Beispiele.

Beispiele V.3.2 (a) Es sei r > 0 und f: (0,1] - R, f(z) = 1/2". Dann ist fiir
r#1
Tl 1

1
—dx =
o Z7 —r+1

1
x_H‘l N = S 1(1 — Ck_r+1).

Daher ist f fiir 0 < r < 1 iiber (0, 1] uneigentlich integrierbar mit

fiir » > 1 ist f nicht uneigentlich integrierbar und fiir » = 1 auch nicht (warum?).
(b) Essei r > 0 und f: [1,00) = R, f(z) = 1/2". Dann ist fiir r # 1

A1 1 s 1
—dx = —7'+1‘ _ —r+1 1).
/1 b * —r—|—1m 1 —r—|—1(5 )
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Dabher ist f fiir 7 > 1 iiber [1, 00) uneigentlich integrierbar mit

<1 1
/ —dz = ;
I r—1

fiir » < 1ist f nicht uneigentlich integrierbar und fiir » = 1 auch nicht (warum?).

(c) Es ist
B B
/ e Pdr=—e"
0

0
o0
/ e “dr=1.
0

(d) Wir wollen [;° e~ dx untersuchen. Leider funktioniert die Technik

x

=1-¢"

und deshalb

der {iibrigen Beispiele hier nicht, da man fiir e~ * keine explizit beschreibbare
Stammfunktion ermitteln kann.* Stattdessen ziehen wir ein wichtiges Kriteri-
um fiir die Existenz uneigentlicher Integrale heran, das als néchstes besprochen
wird.

Satz V.3.3 (Majorantenkriterium)
Seien f, g: [a,00) — R stetige Funktionen, und es gelte |g(x)| < f(z) fir allex €
[a,00). Wenn [ f(x) dx existiert, existieren auch [ g(x) dx und [~ |g(x)| dx,

und es gilt . . N
/a g(fﬂ)dﬂi‘ﬁ/a |g(x)\dm§/a f(z)dz.

Beweis. Aus der Voraussetzung ergibt sich f > 0. Nun setze fiir § € [a, 00)

B B
F@) = [ f@ds, GE)= [ g)dn

Wir zeigen, dass limg_,o, G(f) existiert und weisen dazu zuerst nach, dass fur
jede Folge mit ,, — oo die Folge (G(f,)) eine Cauchy-Folge ist. Das sieht man
so: Fiir zwei Zahlen 8 > « ist

G(8) - Gla)l = | [ " (o) | < /j j9(a) do < /ﬁf(x)dx=F(/8)—F(a);

(03

daher ist stets |G(8,) — G(Bm)| < |F(Bn) — F(Bm)|, woraus die behauptete
Cauchy-Eigenschaft folgt. Es ist ndmlich (F(5,)) nach Voraussetzung konver-
gent und deshalb eine Cauchy-Folge; zu ¢ > 0 existiert daher ein ng € N
mit |F(B,) — F(Bm)| < € fiir m,n > ng. Also gilt fiir diese m und n auch

|G(5n) - G(ﬁm” <e.

4Einen Beweis dieser Unméglichkeit findet man im 2. Band des Analysis-Buchs von E. Beh-

rends. Natiirlich besitzt die stetige Funktion x +— e=*” eine Stammfunktion — sie lisst sich

blof3 nicht mit Hilfe der handelsiiblichen Funktionen ausdriicken.
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Deshalb existiert fiir jede Folge mit 3, — oo der Grenzwert lim,, G(53,,).
Wir miissen noch begriinden, dass dieser Grenzwert nicht von der betrachteten
Folge abhiingt. Dazu nehmen wir zwei solche Folgen (3/) und (8) und die
zugehorigen Grenzwerte 4/ = lim,, G(5,) und 4" = lim,, G(5})). Um v =" zu
schlieflen, definieren wir die ,,Reiflverschlussfolge®

(Bn) = (517 i/vﬂév él7ﬁ{/37"')7

fiir die ja v = lim,, G(B,) ebenfalls existiert. Nun sind (G(8},)) und (G(B)))
jeweils Teilfolgen von (G(f,,)); deshalb ist 4/ = v und 7"/ = ~, also v = +".
Das zeigt, dass das uneigentliche Integral faoo g(x) dx existiert, und da man

das obige Argument genauso auf |g| anwenden kann, existiert auch [ [g(z)| dz.
SchlieBlich ergibt sich die Abschéitzung der Integrale aus

[ s < [(lowiar < [ e

durch den Grenziibergang 8 — oo. O

Offenbar reicht es fiir die Existenz von faoo g(z) dz, dass die Abschitzung
lg(z)] < f(z) nur fir x > A (> a) gilt; die Integralabschiitzung braucht dann
jedoch nicht mehr zu stimmen.

Ein analoges Majorantenkriterium gilt fiir die iibrigen Typen uneigentlicher
Integrale.

Um nun Beispiel V.3.2(d) abzuschlielen, reicht es, e < e fiir x> 1
zu beobachten (also A = 1 im Zusatz) und Beispiel V.3.2(c) anzuwenden. Da-
her existiert das uneigentliche Integral fooo e’ dx, aber wir konnen es nicht
explizit berechnen. Der einfachste Weg dazu fiithrt iiber die mehrdimensionale
Integralrechnung der Analysis III; dort zeigt man

/ e dg = ﬁ
O 2

Dieses Beispiel ist von fundamentaler Bedeutung in der Wahrscheinlichkeits-
theorie, Stichwort Normalverteilung (,Gauflsche Glockenkurve*).

Wir schlagen am Schluss noch eine Briicke von den uneigentlichen Integralen
zu den unendlichen Reihen.

Satz V.3.4 (Integralvergleichskriterium)

Sei f: [1,00) — [0,00) eine monoton fallende stetige Funktion. Genau dann
konvergiert die unendliche Reihe > p-, f(k), wenn das uneigentliche Integral
[5 f(z) dz ezistiert.

Beweis. Da f monoton fillt, gilt fiir alle k&
fk) < flx) < f(k—1) firk—1<z<k.
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Integriert man diese Ungleichung zwischen k£ — 1 und k& (mit den konstanten
Funktionen z — f(k) bzw. z — f(k — 1)), erhilt man

k

flk) < flx)dz < f(k —1).

k—1

Summation dieser Ungleichungen fiithrt zu

SUCEN e dﬂc<Zf -1 :if (V1)
k=2 1 =1

fur alle n € N. Ferner beobachten wir, dass wegen f > 0 die Folge der Par-
tialsummen s, = Y_;_; f(k) und die Funktion F: u ~ [ f(x)dz monoton
wachsen. Daher ist nur die Beschrianktheit der Folge (s,,) bzw. der Funktion F'
zu diskutieren.

Existiert das uneigentliche Integral, so folgt aus (V.3.1)

sn < f(1 /f Ydz < f(1 /f

und (s,,) ist beschriankt. Konvergiert die Summe, so folgt aus (V.3.1)

F(u) < F(m+1) <spm <Y f(k)
k=1
wobei m die grofite natiirliche Zahl bezeichnet, die < w ist; und F ist beschrankt.
Od

Aus diesem Satz erhalten wir erneut mittels Beispiel V.3.2, dass Y o, 1/k
divergiert und >_p-, 1/k* konvergiert. Mehr noch: Die Reihe > 7~ 1/k" kon-
vergiert fiir jedes r > 1, da das uneigentliche Integral floo 1/2" dx fiir diese r
existiert.

AuBerdem erhélt man aus (V.3.1), dass Y_;_, 1/k von der GréBenordnung
logn = | 1” 1/x dz ist. Diese Aussage kann man noch priizisieren.

Satz V.3.5 Die Folge (3;_, + —logn), konvergiert.

Beweis. Wir wissen bereits aus (V.3.1), dass ( Z;ll + — logn) nach unten be-

schrankt ist (und zwar durch 0); also ist auch die hier betrachtete Folge wegen

z":% logn—f—l—zf—logn
k=1

nach unten beschrinkt. Zeigen wir, dass diese Folge monoton fillt. Durch Um-
stellen sieht man sofort, dass die Behauptung

n n+1
Z logn>zf—logn—|—1) fiir allen € N
k=1

??‘\»—l
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dquivalent ist zu
1 1 ;
log(l + 7> > —— fiirallen € N.
n n+1

Durch Taylorentwicklung sieht man

.I‘Q

log(1 + ) = Te(x) + Ra(z) > Ta(z) = = — EL
denn Ry(x) > 0, weil die 3. Ableitung der Logarithmusfunktion positiv ist, vgl.
Beispiel 1V.3.3(d). Daher gilt

1 1 1 2n —1 1
R
n  2n2 2n2 T n+1

1
1og(1 v —) > T2(f
n n
denn die letzte Ungleichung ist zu 2n? < (2n—1)(n+1) = 2n?+n—1 dquivalent,
was fiir alle n € N richtig ist. O

Die Zahl

n

1
v = lim — —logn =0.57721...

n—o00 k
=1

heifit Euler-Mascheronische Konstante; es ist bis heute unbekannt, ob ~ ratio-
nal ist oder nicht. (Vgl. dazu J. Havil, Gamma. Ezploring Euler’s Constant.
Princeton University Press 2009.)
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Kapitel VI

Die komplexen Zahlen

VI.1 Der Korper C

In der Welt der reellen Zahlen existiert keine Wurzel aus —1, da das Quadrat
einer reellen Zahl nichtnegativ ist. Seit mehr als 400 Jahren operiert man jedoch
erfolgreich mit einer ,,imaginéren Zahl“ i = v/—1, die das Quadrat —1 haben soll.
Es ist zunéchst vielleicht einen Kommentar wert, warum solche ,imagindren®
Grofen als niitzlich erachtet wurden.

Im 16. Jahrhundert wurden von italienischen Mathematikern, namentlich
von N. Tartaglia, Methoden entwickelt, um kubische Gleichungen der Form
23 4+ asx® 4+ a1z + ag = 0 zu losen. Die Substitution = = ¢ — az/3 eliminiert
den quadratischen Term und fiihrt zur standardisierten Form ¢3 = 3pt + 2q (mit
gewissen reellen Koeffizienten p und ¢), fiir die Tartaglia die Lésung

</q+ q2—p3+</q—\/q2—p3 (VL.1.1)

angab. Wendet man diese Formel im Beispiel 3 = 15t + 4 an, ergibt sich
{2+ 11V/=1 4 /2 — 11/=1, also eine GriBe, die in der Welt der reellen Zah-
len nicht handhabbar ist. Und doch hat jede kubische Gleichung nach dem
Zwischenwertsatz mindestens eine reelle Losung, in unserem Beispiel ¢ = 4. Das
lasst einen Kalkiil wiinschenswert erscheinen, in dem die Rechenregeln von R
gelten, aber eine ,imaginiire Einheit* i = /—1 existiert, so dass man (VI.1.1)
auswerten kann.

Schreibt man ¢ fiir die hypothetische Wurzel aus —1, kann man Zahlen der
Form z + iy, z,y € R, bilden, und mit ihnen wie iiblich zu rechnen bedeutet,
dass Addition und Multiplikation den aus der Schule bekannten Rechenregeln
geniigen. Wir wollen nun begriinden, dass das wirklich moglich ist.

Auf der Menge der Paare reeller Zahlen fithren wir eine Addition und eine
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Multiplikation ein, ndmlich

(z,y) + (2", y) = (@ + 2",y +9)
(z,y) : (x’,y’) = (fm’/ - yy/, zy’ + m’y)

(Wenn man sich hier (z,y) durch = + iy und (2’,y’) durch a’ + iy’ ersetzt
vorstellt und formal ohne viel Federlesens ausmultipliziert, erhilt man (zz’ —
yy') +i(zy’ + 2'y), was das Paar (xzz’ — yy’, vy’ + 2'y) symbolisiert.) Man kann
nun verifizieren, dass man im R? mit diesen Operationen genauso rechnen kann
wie in der Schulmathematik. Fiir v = (z,y) sei —v = (—z,—y) und v~ =
(x/ (22 + y?), —y/ (2 + y?)), wenn v # (0,0); siehe unten. Im Einzelnen gelten
fiir Paare v, w, z € R?

(v+w)+z=v+ (w+2z)

v+w =w+v
(0,0)+v =vw
v+ (—v) = (0,0)

(v-w)-z=v-(w-2)
(1,0)-v =w
v-v !t = (1,0) fiir v # (0,0)

v-(w+z)=v-w+v-z

(Diese Liste wurde fiir reelle Zahlen am Anfang von Abschnitt 1.2 aufgestellt.)
In der Sprache der Algebra bildet (R?, +,-) einen Kérper®.

Das multiplikativ Inverse zu (x,y) # (0,0) ist (z/(z? + y?), —y/(2? + y?));
informelle Eselsbriicke hierfiir:

1 T — 1y T —1y

z+iy  (ztiy) (e —iy) 2>+y?

Der Kérper R? enthélt via p: r — (r,0) die reellen Zahlen als Teilkorper,
und fiir das Element (0,1) € R? gilt (0,1) - (0,1) = (—1,0); also kann man
(0,1) € R? als Wurzel aus —1 auffassen. Setzt man (1,0) = 1 und (0,1) = 1,
kann man (a,b) € R? als al + bi reprisentieren. (Beachten Sie, dass wir erst
an dieser Stelle i prizise definieren; vorher war i in der Eselsbriicke mehr ein
Wunschtraum als ein mathematisches Objekt.) Da 1 € R? der reellen Zahl 1 via
p entspricht, schreibt man x + iy statt (x,y).

Der hier beschriebene Korper wird der Korper C der komplezen Zahlen ge-
nannt. Ist 2 = 2 + iy € C (x,y € R), nennt man « = Rez den Realteil und
y = Im z den Imagindrteil von z; beachten Sie, dass der Imaginérteil von z eine

1Um die Wortwahl zu verstehen, denke man an Kérperschaft, nicht an Kérper im Sinn von
Leib. Auf Englisch heifit Korper field.
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reelle Zahl ist. Ferner nennt man z = x — iy die zu z konjugiert komplexe Zahl;
es gelten

Re(w+z) =Rew+Rez, Im(w+z)=Imw+Imz

sowie

1 1
Rezzi(z—I—E), Imzz;(z—?), wWFtz=wW+Z, WzZ=TW2.
1

Fiir z = x + iy mit 2,y € R heifit

|2 = Va2 +y?2 =Vzz
der Betrag von z. Der Betrag hat folgende Eigenschaften:

Lemma VI.1.1 Fir w,z € C gelten:
(a) |z| >0 und |z| =0 genau dann, wenn z = 0.

(b) [z = [z], [Rez| < |z], ||II‘IIZ| < |2l.
z 2
= —| = 0).
(©) lewl = lalful, || = o) (w#0)
(d) (Dreiecksungleichung) |z + w| < |z| + |w].
)

(e
Beweis. (a) und (b) sind klar, (c) folgt aus

(Umgekehrte Dreiecksungleichung) |z — w| > ||z| — |w]|.

lzw|? = (2w)(ZW) = 2wZW = |2|*|w|? sowie w - Z = z,
w
und (d) folgt aus
lz+w|® = (z+w)(Z+W) = |2]* + 20 + wZ + |w|?
= |2]* + 2Re 2w + |w|?
< 2 + 202w + fw”
= [2? + 2lzlJw] + [w]* = (|2] + [w])*.

Fiir (e) wende man die Dreiecksungleichung auf |z| = |(z —w)+w| < |z —w|+|w|
an, so dass |z —w| > |z| — |w| folgt. Vertauschen der Rollen von z und w liefert
die Behauptung. O

V1.2 Konvergenz in C

Wir werden jetzt die Begriffe Konvergenz und Stetigkeit auf komplexe Folgen
und Funktionen iibertragen. Das geht fast mechanisch, denn die Definitionen
im Reellen basierten hauptséchlich auf Eigenschaften des Betrags, die fiir den
komplexen Betrag genauso gelten (siehe Lemma VI.1.1).

Beginnen wir mit (vgl. Definition II.1.1):
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Definition VI.2.1 Eine Folge (z,) komplexer Zahlen heiit konvergent mit
Grenzwert z, falls gilt:

Ve > 0 dng € N Vn > ng |z — 2] < e.
Schreibweise: z, — z.

Betrachten wir als einfaches Beispiel z, = n/(n + ") und zeigen wir, dass
(zn) gegen 1 konvergiert. Es ist

Z’n
‘n—ki"

1

|2n — 1| =

n
— Q.

n—n—1i"
n -+ "

n -+ "

Hier ist (a,) eine reelle Zahlenfolge, und wir miissen a,, — 0 zeigen; das ist
eine Aufgabe, die eigentlich nichts mehr mit komplexen Zahlen zu tun hat. Um
sie zu l6sen, muss man aber noch eine komplexe Abschéitzung machen, namlich
(umgekehrte Dreiecksungleichung)

In+i"| > |n—|i"|=n-1;

es folgt fiir n > 2

|Zn_1|:an§m7

so dass in der Tat zu jedem ¢ > 0 ein ng € N wie in Definition VI.2.1 gefordert
angegeben werden kann.
Die folgenden Resultate kénnen wortlich wie im Reellen bewiesen werden.

Satz VI.2.2
(a) Eine konvergente Folge (zy,) ist beschrankt, d.h. sup,, |z,| < 0o.

(b) Fiir z, — z und w,, — w gelten

Zn z
Zn Wy — 2+ W, Zp— Wy — 22— W, Z2pW, — 2ZW, — —F —;
Wy, w

letzteres unter der Voraussetzung, dass w # 0 und alle w, # 0.

Die enge Kopplung reeller und komplexer Konvergenz dokumentiert der fol-
gende Satz.

Satz VI1.2.3 Sei (z,) eine Folge komplexer Zahlen.
(a) Aus z, — z folgt Rez, — Rez und Imz,, — Im z.

(b) Falls (Rezy,) und (Im z,,) konvergieren, etwa Re z, — x und Im z,, — v,
so konvergiert auch (z,), und zwar z, — x + iy.
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Kurz: Eine Folge komplexer Zahlen konvergiert genau dann, wenn die Folgen
der Real- und Imaginérteile konvergieren.

Beweis. (a) folgt aus
|Re z, — Re z| = |[Re(zn, — 2)| < |20 — 2|
und analog fiir den Imaginirteil, und (b) aus

|zn — (x +iy)| = |Re 2z, — ) +i(Im 2z, —y)| < |Rez, — x|+ [Imz, —y|. O

Als Korollar erhalten wir sofort:

Korollar VI1.2.4 Fine konvergente Folge komplexer Zahlen hat genau einen
Grenzwert; d.h. z, — z und z, — 2’ implizieren z = 2'.

Beweis. Schreibe? z = z 44y und 2’ = 2’ +1iy’. Nach Satz VI.2.3 gilt Rez, — z
und Re z, — 2/, also = 2’ und genauso y = ¢/, d.h. z = 2/. O

Alternativ kann man das Korollar auch wortlich wie im Reellen beweisen
(tun Sie’s!). Jedenfalls ist eine Konsequenz des Korollars, dass man statt z, — z
auch lim,, z,, = z schreiben darf.

Ein weiteres Korollar ist der Satz von Bolzano-Weierstrafi fiir komplexe
Folgen.

Korollar VI1.2.5 Jede beschrinkte Folge komplexer Zahlen hat eine konvergen-
te Teilfolge.

Beweis. Sei (zy,) eine beschrénkte Folge komplexer Zahlen. Wegen |Re z,,| < |2y,
und |Im z,| < |z,| sind auch die reellen Folgen (Re z,,) und (Im z,,) beschréinkt.
Nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf}, Satz 11.3.3, hat (Rez,) eine konver-
gente Teilfolge, etwa Rez,, — x. Es gibt zwar keinen Grund, dass (Im z,,)
konvergiert, aber diese Teilfolge besitzt, wiederum nach Bolzano-Weierstraf, ei-
ne konvergente Teilteilfolge, etwa Im Zn,, — Y- Flr diese Teilteilfolge gilt nach
wie vor Re z,,, — x. Satz V1.2.3 liefert z,, — x +iy. O

Auch der Begriff der Cauchyfolge iibertrégt sich.
Definition VI1.2.6 Eine Folge komplexer Zahlen (z,) heifit Cauchyfolge, wenn
gilt:
Ve > 0 dng € NVm,n > ng |2m — 2zn| < e.

Wortlich wie im Reellen (Satz I1.2.7) zeigt man das Cauchy-Kriterium.

2Wann immer z = x + 4y etc. geschrieben wird, ist implizit £ = Re z und y = Im z gemeint!
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Satz VI.2.7 Jede Cauchyfolge komplexer Zahlen konvergiert.
Unendliche Reihen werden im Komplexen wie im Reellen definiert.

Definition VI.2.8 Sei (z,,) eine Folge komplexer Zahlen, und sei (s,) die zu-
gehorige Folge der Partialsummen

n
Sp = E Zk-
k=1

Man sagt, dass die unendliche Reihe >, , z konvergiert, wenn die Folge der
Partialsummen (s,) konvergiert. Man setzt dann

sz = lim s,.
n—oo
k=1
Eine unendliche Reihe heiBt absolut konvergent, wenn > 7~ | |zx| konvergiert.
Wie im Reellen (Satz I1.3.6) folgt aus dem Cauchy-Kriterium:
Satz VI.2.9 Jede absolut konvergente Reihe konvergiert.

Beispiel VI.2.10 (Die komplexe Exponentialreihe)
Der Schnellkurs tiber unendliche Reihen dient hauptséichlich dazu, fiir z € C die
unendliche Reihe

D

k=0

zu diskutieren; vgl. Beispiel 11.3.12. Wir beobachten, dass diese Reihe fiir jedes
z € C absolut konvergiert, denn

Zk _ |Z|k
’H‘_F’

und bekanntlich konvergiert die reelle Reihe Y - |z|*/k!. Mit Satz V1.2.9 exi-
stiert fiir jedes z € C die komplexe Zahl

k

2 2
exp(z) := Z o
k=0

Weiter sei mitgeteilt, dass wie in Satz I1.4.3 fiir absolut konvergente komplexe
Reihen die Multiplikationsformel

oo

ORI IED IS W

k=0 k=0 r=0
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gilt. Wenn wir das auf die Exponentialreihe anwenden, also w; = w”/k! und
2, = 2% /K, zeigt dieselbe Rechnung wie im Reellen (vgl. Beispiel 11.3.12)

(w+ 2)k
k! '

Zur Beachtung: Dort wurde der binomische Satz verwendet. Dessen Beweis wur-
de in Abschnitt 1.2 fiir reelle Zahlen formuliert, aber es wurden nur die iiblichen
Rechenregeln reeller Zahlen verwandt, die in C genauso gelten; daher darf der
binomische Satz hier angewandt werden. (Fiir Freunde der Algebra: Der bino-
mische Satz gilt in jedem Korper, sogar in jedem kommutativen Ring.)

Es folgt:

C =

Satz VI.2.11 (Funktionalgleichung der exp-Funktion)
Fiir w,z € C gilt
exp(w + z) = exp(w) exp(z).

Wie Sie gesehen haben, lisst sich fast die gesamte Konvergenztheorie von R
auf C iibertragen, und zwar entweder durch Betrachtung von Real- und Ima-
giniirteil, oder weil der Betrag iiber C denselben Regeln wie {iber R geniigt (am
wichtigsten: die Dreiecksungleichung). Was sich nicht iibertragen lisst, sind alle
Aussagen, die auf die Ordnung in R Bezug nehmen; es gibt kein komplexes Ana-
logon zu ,,Monotone beschrankte Folgen sind konvergent“, da Monotonie iiber
C nicht definiert (nicht einmal definierbar) ist.

VI.3 Stetige Funktionen auf C

Als néchstes nehmen wir uns den Stetigkeitsbegriff vor. Genauso wie im Reellen
(Definition I11.1.3) definieren wir:

Definition VI.3.1 Sei D C C. Eine Funktion f: D — C (oder f: D — W C C)
heifdt stetig bei zo € D, wenn

ZneD; Zn =7 20 = f(Zn)%f(Zo)
Sie heif}t stetig auf D, wenn sie an jeder Stelle stetig ist.

Man beachte, dass mit W = R der Fall reellwertiger Funktionen eingeschlos-
sen ist.

Die Aussagen aus Abschnitt III.1 iiber stetige Funktionen (Summen, Pro-
dukte, Quotienten, e-6-Kriterium) gelten genauso mit demselben Beweis fiir
komplexe Funktionen. Allerdings ergibt es keinen Sinn, vom Maximum einer
komplexwertigen Funktion zu sprechen; die Sétze aus Abschnitt I11.2 kénnen
im neuen Kontext nicht formuliert werden.

Unser Ziel ist es, die Stetigkeit der in Beispiel VI.2.10 definierten exp-Funktion
zu zeigen. Zuvor beobachten wir:
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Satz VI.3.2 Die folgenden Funktionen sind stetig:
(a) f1: C—C, fi(z) =Rez;

(b) f2: C—=C, fo(z) =Imz;
(C) fg: C— (C, f3(2) = E;
(d) fi: C—=R, fa(z) =]z

Beweis. (a) und (b) folgen aus Satz VI1.2.3, und (c) ergibt sich aus dem Sum-
mensatz und f3 = f; — if2; man kann auch direkt mit

|Zm — Zo| = |2n — 20| = |2n — 20| = 0 fir z, — 29

argumentieren.
(d) Aus z, — zo folgt wegen der umgekehrten Dreiecksungleichung

|1znl = [20]| < |2 — 20| = 0,
was zu zeigen war. Alternativbeweis: fy =/ o (f2+13). O

Satz VI1.3.3 Die Funktion
ok

exp: C—=C, exp(z)= Z o
k=0

15t stetig.

Beweis. (Vgl. Beispiel 111.1.5(b).) Gelte z, — zo. Setze w,, = z, — 2o, so dass
wy, — 0; insbesondere existiert ein N € N mit |w,| < 1 fiir n > N. Nun ist fiir
diese n (wir benutzen die Dreiecksungleichung fiir unendliche Reihen; Aufgabe!)

o0

|wn‘k — 1
<> o §|wn|kZH:|wn|(e—l)—>0.
=1

lexp(wn) — exp(O)] = | 52
k=1 "

Es folgt exp(w,,) — exp(0) = 1. Mit Hilfe der Funktionalgleichung aus Satz V1.2.11
erhélt man jetzt

exp(zn) = exp(wn + 20) = exp(wn) exp(zo) — exp(zo),
und das zeigt die Stetigkeit von exp. O
Wie in der reellen Analysis schreibt man
e = exp(z).

Ausblick. Man kann auch den Begriff der Differenzierbarkeit iibertragen; die
Ableitung einer komplexen Funktion ist dann wie iiblich durch

VICETOES )
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definiert. Allerdings sind die Konsequenzen der komplexen Differenzierbarkeit so
dramatisch von der reellen Theorie verschieden, dass diesem Thema eine eigene
Vorlesung gewidmet ist (,, Funktionentheorie®). Zwei dieser Konsequenzen sind:

o Ist D={z€C:|z— 2| <r} ein Kreis in der komplezen Ebene, so ist
jede differenzierbare Funktion f: D — C beliebig hdufig differenzierbar.

e (Satz von Liouville) Ist f: C — C auf ganz C differenzierbar und be-
schrinkt, so ist f konstant.

Natiirlich sind diese Aussagen im Reellen falsch; f: {z € R: |z] < 1} —» R,
f(z) = x - |z|, ist genau ein Mal differenzierbar, und die Sinusfunktion ist auf
ganz R differenzierbar und beschriankt, aber nicht konstant.

V1.4 Nochmals Sinus und Kosinus

Im Abschnitt II1.4 haben wir uns mit der Sinus- und der Kosinusfunktion
beschéftigt. Wir hatten drei Grundannahmen postuliert (siehe unten), die wir
der elementargeometrischen Anschauung entnommen hatten, und daraus samt-
liche Eigenschaften von sin und cos abgeleitet, insbesondere hatten wir die Rei-
henentwicklungen

sinx = i ﬂx%ﬂ cosx = i (_l)k;v% (VIL4.1)
= (2k +1)! ’ Pt (2k)! o

bestimmt (siehe Satz IV.3.6). Die Schwiche dieses Ansatzes ist es, dass wir a
priori nicht sicher sind, ob es iiberhaupt Funktionen gibt, die den Grundannah-
men geniigen; wir wissen allerdings, dass es nur die Funktionen aus (VI.4.1)
sein konnen. Es soll nun gezeigt werden, dass diese Funktionen wirklich das
Gewiinschte leisten.

Einem bekannten Bonmot zufolge ist hidufig der schnellste Weg, Aussagen
iiber reelle Funktionen zu beweisen, der Umweg iiber das Komplexe?; das ist
hier auch so. Wir definieren jetzt fiir z € R

0k 00 Nk
S(SU) _ kz_: (Z(k ].) !l'2k+1, C((E) _ Z ((21:3' {E2k;

0 + 1) k=0

die Bezeichnung S bzw. C' soll natiirlich an sin bzw. cos erinnern, aber auch
betonen, dass unser Standpunkt ist, an dieser Stelle sin und cos noch nicht zu
kennen. Dass diese Reihen fiir alle x € R konvergieren, kann man sofort mit
dem Quotientenkriterium zeigen.

Unser Ziel ist, Folgendes zu beweisen.

3Ein Buch, das dieser Maxime gewidmet ist, ist P.D. Laz, L. Zalcman, Complex Proofs of
Real Theorems. Amer. Math. Soc. 2012.
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(a) C(0) =1, und es gibt eine kleinste positive Zahl o mit C(p) = 0. Die
Zahl w wird als das Doppelte dieser Zahl o definiert, also C(%) = 0.
(b) Es gelten die Additionstheoreme

S(x+y) = S(x)C(y) = C(2)S(y),
Clr+y) = C(z)C(y) F S(x)S(y).

(¢) Fir0 <z <m/2 gelten die Ungleichungen

S(x)

0<Skx)<z< Ca)

(V1.4.2)

Das wird durch den Umweg iiber das Komplexe gelingen. Die Kernbeobach-
tung ist:

Lemma VI.4.1 Firz e R gilt
S(x) = Ime™, C(z) = Ree™.

Beweis. Fiir jede komplexe Zahl z ist

Imz:ziz, Rez =
21

z2+Zz

Ferner ist fiir z € R

— = ()F K )k s (i)
=3 ! = lim > il = lim > A
k=0 k=0 k=0

da nach Satz V1.3.2(c) die Funktion z +— Z stetig (und additiv) ist, und weiter

(iw)F = ()" = (~ia)".

Es folgt
o0
T (_Zx)k __—ix
"= Z o ¢
k=0
sowie
I ir el 617 eiw _ i
me = =
21 21
1 & Zk _ (_Z)k k i( ) x2l+1
= — "t = .
1 | |
2 £~ k prd (2l+1)

I
“\
=

da i* — (—i)¥ = 0 fiir gerades k und i* — (—i)* = (=1)! - 2i fiir ungerades
k=21+1.
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Das Argument fiir C(z) ist analog. O

Wir entnehmen der obigen Rechnung noch
S(x) = — Clzx)=——. (VIL.4.3)

Da die exp-Funktion stetig ist, erhalten wir aus Lemma VI.4.1 sofort die Ste-
tigkeit von S und C. Ferner folgt:

Lemma VI1.4.2
(a) Es gilt S(x)? 4+ C(z)? =1 fiir alle x € R. Insbesondere ist stets —1 <
S(z)<1lund -1<C(x)<1
(b) C(2) < 0.

Beweis. (a) Es ist

S(x)? + C(z)? = | = e ™ =0 =1,

(b) Es ist
g 2
C(2)—I§:O( 1) Coik

Das ist eine alternierende Reihe; da sie konvergiert, bilden die Glieder eine Null-
folge. Wir werden begriinden, dass die Glieder ab k = 1 betragsméflig monoton
fallen:

22k42 /(2) 4 2)!
= 1 f“ k > 1.
22k /(2%)! QktD(kt2) ~ FE
Damit ist
0 22k
Z Ic+1
k=1

eine alternierende Reihe wie im Leibniz-Kriterium (Satz 11.3.13), und die Ein-
schlieffung (I1.3.4) zeigt mit n =1

Mg

92k 2 2k 4 16 4
k+1 k+1 - = =
2> (-1 3

k:l k=1

daher C(2) < —% < 0. O

w\»—n

Jetzt kénnen wir Grundeigenschaft (a) begriinden. C(0) = 1 ergibt sich
sofort durch Einsetzen. Nach dem Zwischenwertsatz besitzt die stetige Funktion
C' eine Nullstelle im Intervall (0,2), da ja C(2) < 0. Sei nun M die nichtleere
Menge M = {z € [0,2]: C(z) = 0} und p = inf M. Dann ist p eine Nullstelle
von C' (und offensichtlich die kleinste positive): Seien némlich ©, € M, x,, = g;
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da C(z,) = 0 und C stetig ist, ist auch C(p) = 0 (insbesondere ist p > 0).
[Tatséichlich besteht M nur aus einer einzigen Zahl, aber das ist an dieser Stelle
noch nicht begriindet.] (0)

Der Beweis der Grundeigenschaft (b) fillt uns dank der Funktionalglei-
chung der komplexen exp-Funktion fast in den Schof}. Einerseits gilt nach Lem-
ma VI.4.1

@Y = Oz +y) +iS(z +y)

und andererseits

) = ¢t = (O(x) +iS(x))(Cly) +iS(y))
= [C(2)C(y) = S(x)S(y)] +i[S(x)C(y) + C(2)S(y));

Vergleich der Real- und Imaginérteile zeigt das Additionstheorem fiir die Sum-
me. Fiir die Differenz muss man als Konsequenz der Definitionen noch C(—z) =
C(z) und S(—x) = —S(x) heranziehen. (0)

Nun zum Beweis der Grundeigenschaft (c). Es sind drei Ungleichungen fiir
0 < x < /2 zu zeigen; zuerst zu S(x) > 0. Wir zeigen, dass die S definierende
Reihe dem Einschliefungssatz aus dem Leibniz-Kriterium, (I1.3.4) auf Seite 39,
geniigt. Dazu ist fiir 0 < x < 7/2

22k +3 /(2K + 3)!

zu zeigen. Dieser Quotient ist
Q=
T (2k+2)(2k +3)

und daher Q@ < 4 < 1 fiir k> 0 und 0 < = < 2, erst recht fiir 0 < z < 7/2
(denn wir wissen ja bereits 7/2 < 2). Deshalb ist nach (I1.3.4)

73

S(z) zx—F:%(6—x2) >0
fir0<z< \/6; beachte nochmals 7/2 < 2 < V6.
Die néichste Ungleichung, S(z) < z, folgt sofort aus (I1.3.4); das ,,<“-Zeichen
ergibt sich, weil die Folge (z2%1/(2k + 1)!) nach (V1.4.4) streng monoton fillt.
Fiir die dritte Abschétzung beobachten wir, dass C(z) > 0 fiir 0 < x < 7/2,
denn 7/2 ist die kleinste positive Nullstelle von C. Fiir diese z ist also zu zeigen

zC(z) < S(x),
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und wir zeigen diese Ungleichung fiir 0 < « < 2. Einsetzen der Reihen liefert

k 1 1 2k+1
(=1) ((2k+1)!_ (2;:)!)”5 ’

> —2k oy
- Z(_l)k(zm " "

NE

S(x) —2C(z) =

= 2k
_ k+1 2k+1
= .- PRSI

Die Koeffizientenfolge ist eine Nullfolge, da die Reihe konvergiert, und sie ist im
Bereich 0 < < 2 monoton fallend, da

(2k 4 2)a?573 /(2k 4+ 3)! 2k +2 22 x? o4
2kx2k+1/(2k + 1)1 2k(2k+2)(2k+3)"  2k(2k+3) ~ 10
fir k> 1 und 0 < z < 2. Also gilt fiir diese « die EinschlieSung
2
2k 2 4 23
S _ C k—‘,—l 2k+1:_3__5_ 10 — 0
(@) - kz::l 2k 1" 57"~ 1 = g0 - %) >
was zu zeigen war. (O)

Wir haben gezeigt, dass die Funktionen S und C' die Grundeigenschaften
von sin und cos erfiillen, daher kénnen wir schreiben

sinz = Im e'®, cosz = Ree'®,
was zur Fulerschen Formel
e =cosz +isinx
fithrt. Setzt man speziell x = 7 ein, erhilt man ™ = —1 bzw.
e +1=0,

eine Formel, die 5 fundamentale mathematische Gréfien in Beziehung setzt.

Vor der Universitéat in Granada
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V1.5 Die Polardarstellung

Wir kennen komplexe Zahlen geméf ihrer kartesischen Zerlegung in Real- und
Imaginérteil: z = x + iy. Diese Darstellung ist mafigeschneidert, um Additio-
nen durchzufiithren, aber nicht ganz so gut fiir Multiplikationen und Divisionen
geeignet; man denke an die Aufgabe, 273 = (x + iy) ™3 als a + ib darzustellen.
Daher wollen wir jetzt eine weitere Darstellung komplexer Zahlen kennenlernen.

Sei ¢ € R; dann hat ¢ den Betrag 1 (Lemma VI.4.2). Nun sei umgekehrt
z =x+ iy € Cmit |z] =1 gegeben. Dann ist € [—1,1], und es existiert
ein eindeutig bestimmtes ¢ € [0, 7] mit 2 = cos¢, ndmlich ¢ = arccos z; zur
Erinnerung: cos bildet [0, 7] streng monoton fallend auf [—1,1] ab. Es ist 1 =
|z|? = 22 4 y?; also im Fall y > 0

y=11—22=1/1—cos?p=sing,

denn sinp > 0 fiir 0 < ¢ < 7. Im Fall y < 0 ist

y=—-vV1—a22=—/1—cos?p=—sing,
und ersetzt man ¢ durch ¢’ = —¢, erhilt man
r=cosy', y=-siny;

beachte —m < ¢’ < 0, denn x # +1 fir y < 0. AuBlerdem ist ¢’ in diesem
Intervall eindeutig bestimmt, denn sonst wiire ¢ = —¢’ nicht der einzige Winkel
in [0, 7] mit x = cos .

Damit haben wir gezeigt:

Satz VI.5.1 Zu |z| =1 ewistiert ein eindeutig bestimmtes ¢ € (—m,w] mit
z=cosy+ising = e'¥.

Auflerhalb des Intervalls (—m, 7] gibt es natiirlich noch weitere Winkel ¢ mit
e’ = z; wegen der Periodizitit von sin und cos sind solche 1) genau die von
der Form ¢ = ¢ + 2km, k € Z. Der in Satz VI.5.1 bestimmte Winkel heifit das
Argument® von z, in Zeichen ¢ = arg(z).

Nun sei 0 # z € C beliebig. Setze r = |z| > 0 und w = z/r. Dann hat w den
Betrag 1 und daher die Form e?. Das liefert:

Satz VI.5.2 (Polardarstellung)

Jedes z € C kann in der Form z = re'® mitr > 0 und ¢ € R dargestellt werden.
Hier ist v eindeutig bestimmt, und im Fall z # 0 ist auch ¢ im Intervall (—m, 7]
eindeutig bestimmdt.

4Manchmal auch Hauptwert des Arguments genannt.
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Beweis. z = 0 hat die Darstellung 0 - ¢’ mit beliebigem . Ferner ist wegen
|rei?| = r|e’¥| = r die Polardarstellung einer komplexen Zahl nur mit r = |z|
moglich. Die iibrigen Aussagen wurden bereits gezeigt. m

In der Polardarstellung ist die eingangs gestellte Aufgabe, 273 zu bestimmen,

einfach, ndmlich
Z—3 _ (7,614/))—3 _ r—3e—3up.

Hingegen sind Additionen hier komplizierter als in der kartesischen Darstellung.

Version vom 1. Januar 2025



Version vom 1. Januar 2025



Kapitel VII

Funktionenfolgen und -reihen

VII.1 Gleichméaflige Konvergenz

Wir haben bereits Situationen kennengelernt, wo eine Funktion als Grenzwert
von einfacheren Funktionen auftritt. Das Paradebeispiel ist die Exponential-

funktion

exp(z) = Z x—| = lim % (x € R),
! = k!

die als Grenzwert von Polynomen dargestellt ist. Auch die Taylorentwicklun-
gen aus Satz IV.3.6 konnen so interpretiert werden. Das dem zugrundeliegende
Konvergenzkonzept ist das der punktweisen Konvergenz, das wir jetzt formal
definieren.

Definition VII.1.1 Seien f und fi, f2,... reellwertige Funktionen auf einer
Menge X; f, fn: X — R. Man sagt, dass (f,) punktweise gegen f konvergiert,
und schreibt f, — f punktweise, wenn

fu(z) = f(2) fiir alle x € X.

Beispiele VIL.1.2 (a) Fiir s,: R — R, s,(z) = Y7_, 2% /k!, gilt definitions-
geméif s, — exp punktweise.

(b) Seien f,: [0,1] = R, f,(x) = ™. Dann ist stets f,(1) =1 und f,(z) = 0
fiir 0 < < 1. Also konvergiert (f,) punktweise gegen die Funktion

poa-r f@={] g7

Man beachte, dass alle f, stetig sind, f aber nicht.
(c) Seien fn,: R = R, f,(z) = y/2? + 1/n. Dann gilt fiir alle z € R

fulz) = Va2 = ||,

Version vom 1. Januar 2025



146 VII. Funktionenfolgen und -reihen

da die Wurzelfunktion stetig ist. Also konvergiert ( f,,) punktweise gegen die Be-
tragsfunktion. Man beachte, dass alle f,, differenzierbar sind, die Grenzfunktion
aber nicht.
(d) Seien fn: [0,1] = R, fu(z) = n(l — z)z™. Da stets f,(1) = 0 und
fnl(x) = 0 fiir 0 < & < 1, konvergiert (f,,) punktweise gegen die Nullfunktion®.
(e) Wegen der letzten Fufinote konvergiert auch die Folge der g,,: [0,1] — R,
gn(x) = n?(1 — z)z", punktweise gegen die Nullfunktion. Man beachte, dass

1 1
/ gn(z)dx = nz/ (" — 2" ) dx
0 0

2

—nZ( 1 _ 1 )_ n

B n+1 n+2/ (n+1)(n+2)
1

—>17é/ 0dzx.
0

(f) Mit Hilfe der punktweisen Konvergenz kommt man sehr schnell von sehr
reguléren zu sehr irreguldren Funktionen. Als Beispiel betrachten wir die ,,Dop-
pelfolge*

frn: R =R, frun(z) = cos®™(nlrz).

Vorbereitend bemerken wir, dass cos?t = 1 genau dann eintritt, wenn sin®¢ = 0
ist, und das passiert genau dann, wenn t ein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist
(Korollar IT1.4.5). Ist also = ¢ Q, so ist n!lmx kein ganzzahliges Vielfaches von 7
und deshalb 0 < cos?(n!rz) < 1. Fiir diese z folgt

lim cos®™(n!mx) =0
m—» 00
und

lim lim cos®™(nlrz) = 0.
n—o0 mMm—o0

Ist hingegen x = p/q rational (p € Z, g € N), so ist nlz fiir n > ¢ ganzzahlig.
Also folgt fiir n > g und m € N

cos®™(

nlrx) = 1.
Da der Grenzwert lim,,_,, cos®™(n!rz) auch fiir n < ¢ existiert, erhalten wir
fiir rationale x

lim lim cos®™(n!rz) = 1.
n—oo m—roo

Zusammengefasst gilt fiir v € R

lim lim fo,(z) =
n—o0 Mm—o0

1 firzeQ
0 firzgQ’

IDass nz™ — 0 fiir |z| < 1 gilt, haben wir zuerst in Beispiel I1.1.2(d) gesehen; es folgt auch
aus Satz I11.3.7. Allgemeiner zeigt dieser Satz nPx™ — 0 fiir p > 0 und |z| < 1; das kann man
auch daraus folgern, dass Y _po | kPzF wegen des Quotientenkriteriums fiir |z| < 1 konvergiert.
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VIL.1 GleichméBige Konvergenz 147

das ist die Dirichletsche Sprungfunktion aus Beispiel II1.1.5(c). Hier darf die
Reihenfolge bei der Grenzwertbildung nicht vertauscht werden, da fiir irrationale
x der innere Grenzwert in lim,, oo limy,,—, oo frn () nicht existiert (das ist aber
nicht offensichtlich).

Diese Beispiele illustrieren insbesondere, dass die Vertauschung von Grenz-
prozessen problematisch ist: In (b) ist

lim lim f,(x) # lim lim f,(2);

n—oo x—1 r—1n—o0
in (d) ist
1 1
lim [ gn(x)de # /O (lim_ gn(z)) da;

n—oo 0
in (f) wurde schon beobachtet, dass man die Reihenfolge von lim,, und lim,,
nicht vertauschen darf; und (c) schlégt in dieselbe Kerbe.

Positive Resultate kénnen héufig erzielt werden, wenn man einen stérkeren
Konvergenzbegriff als in Definition VII.1.1 zur Verfiigung hat; diesen fiithren
wir in der ndchsten Definition ein. Zur Einordnung wollen wir die punktweise
Konvergenz f, — f in Quantorenschreibweise wiedergeben:

Ve e X Ve >03dng e NVn >nyg |fn(z) — flz)] <e.

Das ng darf hier von € und der betrachteten Stelle x abhidngen. Wenn ng un-
abhéingig von x gewihlt werden kann, spricht man von gleichmdfiger Konver-
genz. Die formale Definition lautet:

Definition VII.1.3 Seien f und fi, fo,... reellwertige Funktionen auf einer
Menge X; f, fn: X — R. Man sagt, dass (f,) gleichmdifig gegen f konvergiert,
und schreibt f, — f gleichméfBig, wenn

Ve >03ng e NVn>ny Ve e X |fn(z) — f(2)] <e. (VIL.1.1)

Wie bei Zahlenfolgen auch, kann man die Ungleichung in (VIL.1.1) durch
[...] <eoder [...] < re fiir eine von x und n unabingige Konstante r ersetzen
(Beweis?). Daher ist (VII.1.1) dquivalent zu

Ve >0 3dng € NVn > ny sup | fn(z) — f(z)] <e (oder <eg). (VIL1.2)
reX

Betrachten wir die obigen Beispiele.

Beispiele VII.1.4 (a) Auf R konvergiert (s,) nicht gleichméfiig gegen exp:
Sonst wiirde zu € = 1 ein ng geméf (VII.1.1) existieren. Da fiir alle n und alle

x>0
xn-{-l

m < exp() — sn(z)
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148 VII. Funktionenfolgen und -reihen

gilt, wiirde insbesondere fiir alle z > 0
.,L.’ﬂ,o-‘rl

— <1

(’I”L() + 1)‘

folgen; das stimmt aber nicht fiir x = ng + 1.
Hingegen liegt auf beschrinkten Mengen gleichméfige Konvergenz vor: Sei
X C R beschrinkt, etwa X C [—r,r]. Dann gilt fiir alle z € X und n € N

sa@) —exp@)| = | 3 H[< > B >
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Der letzte Term strebt gegen 0 mit n — oo, da die Exponentialreihe bei r
konvergiert; zu € > 0 existiert also ng € N mit

®©  k
T .
0< E H<s fiir n > no.
k=n-+1

Also gilt fiir alle z € X
|sn(z) —exp(z)| < e fiir n > ny,

was zu zeigen war. Beachten Sie, dass ng nur von e, nicht aber von x € X
abhéngt!

(b) Wieder liegt keine gleichméBige Konvergenz vor. Sonst kénnte man zu
e =1/2 ein ng mit

" < fir0<z <1, n>ng

1

2

finden; insbesondere wére das fiir n = ng richtig. Es wéire dann
nologz < —log2 fir0 <z <1,

was lim,_,1 logx = 0 widerspricht. Hingegen konvergiert (f,) auf [0,b] gleich-
méBig, wenn 0 < b < 1 ist: Dann hat man fiir z € [0, b]

|fu(x) = fz)] = 2™ <" = 05
zu & > 0 existiert also no € N mit 0" < ¢ fiir n > no. Also gilt fiir alle z € [0, )
[falz) = fx)| <& fiir n > ng,

was zu zeigen war. Beachten Sie, dass ny nur von &, aber nicht von z € [0, ]
abhéingt!

(c) Hier konvergiert (f,) gleichméBig, denn | f, (z)—|z|| < e ist zua?+1/n <
22 + 2¢|x| + 2 dquivalent, und diese Ungleichung gilt garantiert, wenn 1/n < &2
ist. Wihlt man ng > 1/e2, was unabhingig von z ist, ist (VIL.1.2) erfiillt.
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VIL.1 GleichméBige Konvergenz 149

(d) In diesem Beispiel konvergiert (f,) nicht gleichméBig. Bestimmen wir
namlich sup,c(o 1) fa(2); da f,(z) = n(nz™" — (n + 1)z"), liegt die einzige
lokale Maximalstelle bei x,, = n/(n + 1). Daher ist

1 n
SUP fu(®) = Ju(@n) = nan(l=2n) = nj—l (1771—1-1) = (1

1 \ntl 1

IR
n+1

so dass (VII.1.2) nicht erfiillt ist. Hier haben wir

lim (1—3)"=1

n—o0 n (&

verwandt, was man am einfachsten so sieht. Logarithmieren zeigt, dass

. log(1-1)
hm fn

zu bestimmen ist; letzterer Grenzwert ist aber nach Definition der Ableitung
genau — log’(1) = —1 (log’ = Ableitung von log).
(e) Da g, = nf, ist, konvergiert (g,) auch nicht gleichméBig.

Wir untersuchen jetzt den Einfluss der gleichméfiigen Konvergenz bei der
Vertauschung von Grenzprozessen. Zuerst zur Stetigkeit der Grenzfunktion.

Satz VII.1.5 Seien f,: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I. Die
Folge (f,) konvergiere gleichmdfSig gegen eine Grenzfunktion f. Dann ist auch
f stetig.

Beweis. Sei xg € I; wir verifizieren das e-d-Kriterium an der Stelle xg fiir die
Funktion f. Sei e > 0. Da (f,,) gleichméBig gegen f konvergiert, existiert ng € N
mit

|fn(m)—f(x)|<§ fiir alle n > ng, x € 1.

Da f,, bei xg stetig ist, existiert § > 0 mit

[ fro (2) = fro (z0)| < % fir alle € I mit |z — zo| < 0.

Daher gilt fiir diese z
[f(@) = f(zo)l < [f(2) = Fuo (@) + [fno (%) = fno (20)] + [y (x0) — f(0)]

<€ . € n €

T

3 3 3 ’

der erste und der letzte Term konnen wegen der gleichméfBigen Konvergenz
abgeschitzt werden und der mittlere nach Wahl von 4. Das war zu zeigen. O

Der Beweis von Satz VII.1.5 ist ein Beispiel eines ,,¢/3“-Arguments; um zum
Schluss bei € (und nicht 3¢) anzukommen, haben wir die Zwischenschritte auf
/3 statt ¢ angewendet.

Nun zur Konvergenz der bestimmten Integrale.
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150 VII. Funktionenfolgen und -reihen

Satz VIIL.1.6 Seien f,: [a,b] — R stetige Funktionen. Die Folge (f,) konver-
giere gleichmdfig gegen eine Grenzfunktion f. Dann gilt

/ab Ful@) da — /abf(x) da.

Beweis. Nach Satz VII.1.5 ist die Grenzfunktion f stetig und deshalb das In-

tegral f; f(x)dz wohldefiniert (Satz V.1.5). Sei ¢ > 0 gegeben. Wegen der
gleichméfigen Konvergenz existiert ein ng € N mit

3

nle) = f@)] < 5

fiir n > ng, x € [a,b].

Es folgt fiir diese n

/abf"(x)dx_/abf(x)dx‘</ab|fn(x)—f(x)|dx</bbEadng;

a —

das war zu zeigen. Beachten Sie, dass fiir diesen Schluss die gleichmdifige Kon-
vergenz wesentlich war! O

Fiir uneigentliche Integrale reicht die gleichméflige Konvergenz nicht: Fiir

1

RO T

S

konvergiert (f,) gleichméBig gegen 0, aber stets ist

/_Oofn(x)da?—/_oo71+u2 =7

Bei der Differenzierbarkeit scheint die gleichméflige Konvergenz auf den er-
sten Blick nicht zu helfen, siehe Beispiele VII.1.2(c) / VII.1.4(c). Aber es gilt
folgender Satz, in dem die gleichméfiige Konvergenz der Ableitungen eine ent-
scheidende Rolle spielt.

Satz VII.1.7 FEs seien f,: I — R differenzierbare Funktionen auf einem In-
tervall I. Die Folge (f,) sei punktweise gegen eine Grenzfunktion f konvergent,
und die Folge der Ableitungen (f)) sei gleichmifig gegen eine Grenzfunktion g
konvergent. Dann ist f differenzierbar mit Ableitung ' = g.

Beweis. Weil es den Beweis massiv vereinfacht, werden wir die Zusatzannahme
treffen, dass alle f], stetig sind. Sei a € T fest. Dann ist nach dem Hauptsatz (in
der Version von Satz V.2.5) fiir alle x € T

ful) = fula) + / ’ £ () dt.
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Machen wir den Grenziibergang n — oo, so liefert Satz VII.1.6

Wiederum nach dem Hauptsatz (diesmal in der Version von Satz V.2.2) folgt
die Differenzierbarkeit von f mit ' = g. O

Der letzte Satz dieses Abschnitts handelt von einem hinreichenden Kriteri-
um fiir gleichméfBige Konvergenz; er gehort nicht zum Standardrepertoire der
Analysis II.

Satz VII.1.8 (Satz von Dini)
Es seien fp: [a,b] — R stetige Funktionen, die punktweise gegen eine stetige
Funktion f konvergieren. Es gelte

filx) > fa(x) > ... > f(x) fir alle z € [a, b].
Dann ist die Konvergenz gleichmdfig.

Beweis. Indem man von (f,) zu (f, — f) tibergeht, darf man f = 0 annehmen.
Nehmen wir an, die Konvergenz f, — 0 wére nicht gleichm#flig. Dann existieren
ein €9 > 0 und eine Teilfolge (ny) mit sup, fn, () > €o. Da jedes f,, sein Su-
premum auf [a,b] annimmt, existieren z,, € [a,b] mit sup, fn, () = fo, (Tn,)-
Als beschréinkte Folge hat (z,,) eine konvergente Teilfolge, z,,,, — . Um den

Uberblick zu behalten schreiben wir ¢; = fny, und y; =y, ; dann konvergiert
(g91) monoton gegen 0, g;(y;) = sup, gi(z) > €p und y; — & Wegen ¢;(¢) — 0
existiert ein ly mit g;,(§) < €o; desweiteren gibt es ein ¢ > 0 mit

z€lab, [z —¢[<d = g,(@) <eo,
denn g, ist stetig. Wegen der Monotonie der Folge (g;) ist dann
0 <gi(x) <ep fiir alle I > 1y, |z —&| <é.
Da y; — &, gibt es ein Iy > lp mit |y, — &] < §; also
91, (y1,) < €o

im Widerspruch zur Wahl von y;,, die g;, (yi,) > €0 garantiert. O

Es ist zu beachten, dass die Stetigkeit der Grenzfunktion hier eine Vorausset-
zunyg ist; ohne sie stimmt der Satz nicht (siehe Beispiel VII.1.2(b) / VIL.1.4(b)).

Ausblick. Dass mit den in diesem Abschnitt vorgestellten Sitzen das Wissen um
punktweise und gleichméfige Konvergenz lingst nicht erschopft ist, sollen die

folgenden Sétze dokumentieren.

Version vom 1. Januar 2025



152 VII. Funktionenfolgen und -reihen

e (Weierstrafischer Approximationssatz) Zu jeder stetigen Funktion f:
[a,b] — R existiert eine Folge von Polynomfunktionen, die auf [a,b]
gleichmapig gegen f konvergiert.

e (Satz von Baire) Sind f1, fa,... stetige Funktionen auf einem Intervall
I und konvergiert (f,) punktweise gegen die Funktion f, so besitzt f
in jedem michtleeren offenen Teilintervall von I unendlich viele Stetig-
keitsstellen.

e (Satz von Arzela-Osgood) Sind f, f1, fa,... Riemann-integrierbare (zum
Beispiel stetige) Funktionen auf [a,b] mit f, — f punktweise und ist
sup,, sup,, | fn(z)| < 00, so gilt

/ab Ful@) dz — /abf(x) da.

Der Satz von Arzela-Osgood ist in der Riemannschen Integrationstheorie
nur sehr schwerfillig zu beweisen, selbst wenn die Funktionen stetig sind. In der
Lebesgueschen Integrationstheorie, die Gegenstand der Analysis III ist, fillt er
als Spezialfall des Lebesgueschen Konvergenzsatzes ab. Auch der Weierstrafische
Approximationssatz wird {iblicherweise in der Analysis III bewiesen, wihrend
der Satz von Baire héufig in der Funktionalanalysis drankommt.

VII.2 Potenzreihen

Alles, was im letzten Abschnitt iiber Funktionenfolgen gezeigt wurde, ldsst sich
auf Reihen von Funktionen iibertragen, da definitionsgeméfl die Konvergenz
einer Reihe die Konvergenz der Folge der Partialsummen bedeutet. Halten wir
folgende Definition explizit fest.

Definition VII.2.1 Eine Reihe > 77, fx von Funktionen konvergiert punkt-
weise bzw. gleichmdfig, wenn die Folge der Partialsummen punktweise bzw.
gleichmé&Big konvergiert. Sie konvergiert absolut und gleichmdfig, wenn die Rei-
he >0, | fx| gleichméBig konvergiert.

Eine Reihe, die absolut und gleichméflig konvergiert, konvergiert natiirlich
erst recht gleichmiiflig (Beweis?).
Die Reihenversion des Satzes VII.1.5 lautet dann:

o Sind fi1, fa,... stetige Funktionen auf einem Intervall und konvergiert
dort Y po | fi gleichmifig, so ist auch die Summenfunktion f :=> 7~ fx
stetig.

(In der Tat sind die Partialsummen Y ,_, fx stetige Funktionen, die gleich-
mifig gegen f konvergieren.)

Bei Reihen hat man speziell folgendes Kriterium fiir gleichméfige Konver-
genz.
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Satz VII.2.2 Seien f,: X — R Funktionen auf einer Menge X . Seien M, >0
mit

|fn(z)| < M, firallexeX und ZMk < 0.
k=1

Dann konvergiert die Reihe >~ fr absolut und gleichmdfig.

Beweis. Dass die Reihe punktweise absolut konvergiert, ergibt sich sofort aus
dem Majorantenkriterium; also ist f: X — R, f(z) = > ey | fu(2)], wohlde-
finiert. Zur Begriindung der gleichméfiigen Konvergenz dieser Reihe sei ¢ > 0
gegeben. Wihle ng mit leinm—l Mj, < €. Dann gilt fiir alle z € X und n > nyg

Y@= @< Y 1@< Y Mg Y Mi<s
k=1 k=n-+1 k=n+1 k=ng+1
man beachte, dass ng von x unabhéngig ist. Das war zu zeigen. O

Im Rest dieses Abschnitts beschéftigen wir uns mit Reihen einer sehr spezi-
ellen Bauart. Eine (formale?) Reihe der Form

heiBt Potenzreihe mit Entwicklungspunkt c. O.B.d.A. ist im Folgenden stets
c=0.

Beispiele fiir Potenzreihen, die in dieser Vorlesung bereits vorgekommen
sind, sind die Exponentialreihe, die geometrische Reihe und die Taylorreihen
aus Satz IV.3.6.

Die Potenzreihe EZOZO arpx® konvergiert garantiert bei z = 0; wie das Beispiel
a, = k! zeigt, braucht eine solche Reihe an keiner anderen Stelle zu konvergieren.
Im anderen Extrem, z.B. bei ap = 1/k!, konvergiert die Reihe iiberall. Das
Konvergenzverhalten im Allgemeinen beschreibt der folgende Satz.

Satz VII.2.3 Die Potenzreihe > ;- apz® konvergiere an einer Stelle xy # 0.
Dann konvergiert die Reihe an jeder Stelle x mit |z| < |zo| absolut, und fiir
jedes 0 < r < |xg| konvergiert die Reihe absolut und gleichmdflig auf [—r,r].

Beweis. Da > - arzf konvergiert (beachten Sie, dass an der Stelle z nicht die
absolute Konvergenz vorausgesetzt ist), gilt axzk — 0, insbesondere ist (apxf)
beschrinkt, sagen wir |azzk| < C fiir alle k. Wir zeigen zuerst die Behauptung
iiber die gleichméBige Konvergenz. Sei 0 < r < |zg| und ¢ = r/|zo| < 1. Dann
ist

lapr®| < C - ¢~ fiir alle k,

2, Formal“ bedeutet, dass noch nichts iiber die Konvergenz der Reihe gesagt ist; die Reihe
hinzuschreiben beinhaltet umgekehrt den Auftrag, ihre Konvergenz zu untersuchen.
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also ist die geometrische Reihe eine konvergente Majorante fiir Z;’;O arpx® fiir
|| < r. Damit erhalten wir die gleichmiflige Konvergenz auf dem Intervall

[-r,r], da Satz VII.2.2 anwendbar ist, mit X = [—r, 7], fo(x) = apz™, M, =
Cq™.

Wenn man nur die absolute Konvergenz bei x € (—|xol, |zo|) zeigen will,
wende man das obige Argument mit r = |z| an. O

Korollar VII.2.4 Die Potenzreihe Y o, arz® divergiere an einer Stelle .
Dann divergiert die Reihe an jeder Stelle x mit |x| > |xo].

Einer Potenzreihe Y 77, axz” kénnen wir also die Grofie

oo oo
R= sup{\x|: Zakxk konvergiert} = inf{\x|: Zakxk divergiert} € [0, o0
k=0 k=0

zuordnen; dies ist der Konvergenzradius der Reihe (zur Nomenklatur siche un-
ten). Hier bedeutet R = 0, dass die Reihe nur fiir = 0 konvergiert, und R = oo,
dass sie iiberall konvergiert. Das allgemeine Konvergenzverhalten ergibt sich aus
Satz VII.2.3:

Satz VIL.2.5 Sei Y ;- ayx” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Dann
konvergiert die Reihe absolut fiir jedes x mit |x| < R, und sie divergiert fiir
jedes x mit |x| > R. Fir jedes 0 < r < R konvergiert die Reihe auf [—r,7]
gleichmdfig.

Hier ein Beispiel: Sei H, =1+ % 4+ 4 % sowie Hy = 0, und betrachte die
Potenzreihe Y ;2 Hyz"®. Da (Hy) keine Nullfolge ist, divergiert die Reihe fiir
|z| > 1. Andererseits sieht man mit dem (vereinfachten) Quotientenkriterium
sofort, dass sie fiir |z| < 1 konvergiert. Also ist hier R = 1.

Es folgen ein paar Bemerkungen zu diesem Satz.

(1) Es gibt eine geschlossene Formel fiir den Konvergenzradius, ndmlich (Ha-

damardsche Formel)
1

limsup ¥/|an|’

n— oo

in diesem Kontext ist % = oo und é = 0 zu verstehen. Zur Erinnerung: In
Satz I1.6.4 wurde der limes superior einer Folge (b,,) als

limsup b, = inf sup by, € [—00, x]
n— 00 neN k>n

eingefiihrt; wer sich mit diesem Begriff vertraut gemacht hat, kann die Hada-
mardsche Formel leicht mit dem Wurzelkriterium beweisen. In Beispielen ist es
fast immer einfacher, den Konvergenzradius mit Hilfe von Quotienten-, Wurzel-
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und Majorantenkriterium zu bestimmen, als diese Formel anzuwenden (siehe
das obige Beispiel).

(2) Die Reihe braucht auf (—R, R) nicht gleichmé#Big zu konvergieren; Bei-
spiel: Y2,z

(3) Fiir das Verhalten bei |x\ R kann man keine allgemeingfﬂtigen Aussa-
gen treffen; vergleiche 7 | a%, >°77 Lok 3 Lak (es ist jeweils R = 1).

(4) Man kann Potenzreihen auch fiir komplexe ar, und komplexe z statt reelle
x betrachten; Satz VII.2.5 gilt dann entsprechend. Jetzt sieht man den Kreis,
der zur Namensgebung ,Radius® gefiithrt hat, ndmlich {z € C: |z| < R} ist der
Konvergenzkreis der Reihe. In der Tat spielen Potenzreihen iiber C eine viel
grofere Rolle als {iber R; wir bleiben jedoch im Weiteren bei x € R.

Wir kombinieren jetzt die Sétze VII.1.5 und VII.2.5.

Satz VIL.2.6 Sei Y ;- agz” eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist die Funktion f: (—R,R) = R, f(z) =Y o, ara®, stetig.

Beweis. Da die Reihe nicht unbedingt auf (—R, R) gleichmé&Big konvergiert, ist
etwas Vorsicht beim Beweis geboten. Sei 2y € (—R, R); wir miissen zeigen, dass
f bei xg stetig ist. Hierzu wihlen wir ein r mit |zo| < r < R; auf [—r,r] kon-
vergiert die Reihe dann gleichméBig. Ferner sind die Partialsummen Polynome,
also stetig; deshalb ist nach Satz VII.1.5 die Funktion f als Funktion auf [—r,r]
stetig. Aber x( ist ein innerer Punkt von [—r,r]; daher ist zg auch fiir f als
Funktion auf (—R, R) eine Stetigkeitsstelle. O

Nun untersuchen wir die Differenzierbarkeit einer Potenzreihe. Dazu ein
Lemma.

Lemma VIL.2.7 Die Potenzreihe y o apz® konvergiere bei xo # 0. Dann
konvergiert die Reihe Yoo karz® an jeder Stelle x mit |x| < |xo].

Beweis. Wie im Beweis von Satz VII.2.3 beobachten wir, dass (arxf) als Null-
folge beschriinkt ist, sagen wir |axzk| < C fiir alle k. Setze q¢ = |z|/|zo| < 1.
Dann ist

|kagz®| < Ckq" fiir alle &,

und Y72, Ckq" ist eine konvergente (warum?) Majorante der zu betrachtenden
Reihe. 0

Korollar VIL.2.8 Die Reihen Y oo arz® und Y ;7 kapz® haben denselben
Konvergenzradius.

Beweis. Dass folgt aus Lemma VII.2.7 und der Tatsache, dass > -, k|ak||:1:|k
eine Majorante von Zk 1 apzh ist.

Um die Differenzierbarkeit einer Potenzreihe zu untersuchen, benétigen wir
die Reihenversion von Satz VII.1.7. Diese lautet:
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156 VII. Funktionenfolgen und -reihen

Satz VII.2.9 FEs seien f,: I — R differenzierbare Funktionen auf einem In-
tervall I. Die Reihe Y .- o fr konvergiere punktweise gegen eine Grenzfunkti-
on f, und die Reihe der Ableitungen Y .-, fr. konvergiere gleichmifig gegen
eine Grenzfunktion g. Dann ist [ differenzierbar mit Ableitung f' = g.

Das ergibt sich sofort, wenn man Satz VII.1.7 auf die Partialsummen anwen-
det und die Additivitét der Ableitungsoperation (d.h. (37, _o fx) = > n_o f7)
beachtet. Satz VII.2.9 gibt also Bedingungen dafiir an, dass man eine unendliche
Reihe gliedweise differenzieren darf:

(i fk)l = ifl::'
=0 =0

Mochte man das auf eine Potenzreihe, also fi(x) = a2, anwenden, erhilt man
rechter Hand die Reihe >_ -, kagz® ™!, die nach Korollar VII.2.8 denselben Kon-
vergenzradius wie die Ausgangsreihe hat?. Mit denselben Vorsichtsmafinahmen
wie bei Satz VII.2.6 kénnen wir jetzt zeigen:

Satz VIL.2.10 Sei Y .-, arx® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Dann ist die Funktion f: (—R,R) = R, f(z) =Y 1o, axz®, differenzierbar mit
fl(z) =302 kaga* L.

Beweis. Sei zg € (—R, R); wihle r mit |zo| < r < R. Die Reihe Y ;7 kajz~!
konvergiert gleichmifBig auf [—r, r|, da es sich ja ebenfalls um eine Potenzreihe
mit dem Konvergenzradius R handelt. Also ist Satz VII.2.9 anwendbar und zeigt
die Differenzierbarkeit von f bei 2o, wenn wir f als Funktion auf [—r, 7] ansehen.
Aber zg ist ein innerer Punkt von [—r,r]; daher gilt diese Aussage auch fiir f
als Funktion auf (—R, R). O

Wir haben soeben gezeigt, dass Potenzreihen gliedweise differenziert werden

diirfen:
d oo oo
e Z apz® = Z kapzh ! fir |z| < R.
k=0 k=0

Aber wegen Korollar VII.2.8 geniigt die Reihe rechter Hand ebenfalls den Vor-
aussetzungen von Satz VII.2.10, und die urspriingliche Potenzreihe ist sogar
zweimal differenzierbar. Induktiv erhélt man so:

Korollar VII.2.11 FEine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius R > 0 ist auf
(=R, R) beliebig hiufig differenzierbar, und es gilt

v & X 0 n X
dajin E apxr = E %akx .
k=0 k=0

3Der Exponent k — 1 statt k spielt fiir dieses Argument keine Rolle.
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Schreiben wir f(z) = > -, arz® und werten wir Korollar VIL.2.11 bei z = 0
aus, so erhalten wir

F(0)

™) = apn! bzw. a, = '
n!

Daher ist die f definierende Potenzreihe die Taylorreihe von f.
Um das bestimmte Integral einer Potenzreihe zu berechnen, verwenden wir
die Reihenversion von Satz VII.1.6. Sie lautet:

Satz VIL.2.12 Seien f,: [a,b] = R stetige Funktionen, und die Reihe Y 53—, fi
konvergiere gleichmdfig, etwa gegen f. Dann gilt:

b o b
/f(x)dmzz fr(x) de.

k=179

Das ergibt sich sofort, wenn man Satz VII.1.6 auf die Partialsummen anwen-
det und die Additivitat der Integrationsoperation beachtet. Wieder kann man
die Aussage von Satz VII.2.12 so ausdriicken, dass man die Reihe gliedweise
integrieren darf.

Wenn man den Satz auf Potenzreihen anwendet, erhilt man Folgendes.

Satz VII.2.13 Sei Y 2, arz® eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0.
Sei x € (—R, R). Dann gilt

flir —% < z < 1 hergeleitet. Wir werden jetzt zeigen, dass das sogar fiir —1 <
x < 1 gilt. Wir betrachten dazu die geometrische Reihe Y2 (—z)* = 1/(1+2)
fiir |z] < 1. Gliedweise Integration geméfl Satz VII.2.13 liefert fiir diese

log(1 + ) = Z (l<:+)1 ph — Z %xk.
k=0 k=1

(Der Fall z = 1 muss separat diskutiert werden; das haben wir aber in Satz IV.3.6
bereits getan.)
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Kapitel VIII

Metrische Raume

VIII.1 Der Begriff der Metrik

Bei der Diskussion von Konvergenz und Stetigkeit sind immer wieder Ausdriicke
der Form |z —y| aufgetaucht, und zwar sowohl bei reellen als auch bei komplexen
Zahlen. Konvergenz- und Stetigkeitsphinomene kann man sich haufig intuitiv
klarmachen, wenn man |z — y| als Abstand zwischen z und y deutet. Dass
bei R und C oft identische Argumente erscheinen, lisst darauf schlielen, dass
es vielleicht ein iibergeordnetes Konzept geben konnte, das diese Spezialfille
einschliefit.
Solch ein Konzept beruht auf der folgenden Definition.

Definition VIIL.1.1 Sei M eine Menge. Eine Funktion d: M x M — [0, 00)
heifit Metrik, wenn fiir alle x,y, z € M die folgenden Bedingungen erfiillt sind.
(a) (Definitheit) d(z,y) = 0 genau dann, wenn = = y.
(b) (Symmetrie) d(z,y) = d(y,x).
(c¢) (Dreiecksungleichung) d(z,y) < d(z, z) + d(z,y).
Wird M mit einer Metrik d versehen, spricht man von (M, d) als metrischem
Raum.

Obwohl unser Hauptinteresse in dieser Vorlesung dem euklidischen Raum R™
gilt (siehe Satz VIII.1.6), ist es den kleinen Extraaufwand wert, das allgemeine
abstrakte Konzept kennenzulernen.

Wir kennen bereits die Metriken d(x,y) = | — y| auf R oder C; die Drei-
ecksungleichung (c) folgt aus der Dreiecksungleichung des Betrags:

d(z,y) =l —yl =[x = 2) + (z —y)| <[z — 2| + |2 —y| = d(z, 2) + d(2,9)

Es ist fast immer trivial, die Bedingungen (a) und (b) zu verifizieren, so auch
bei dem gerade besprochenen Beispiel und bei den folgenden. Hingegen ist (c)
manchmal etwas trickreich.
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Beispiele VIIL.1.2 (a) Es sei X eine Menge und B(X) die Menge der be-
schrinkten reellwertigen Funktionen auf X. Fiir f,g € B(X) setze

Dies ist eine Metrik auf B(X); die Dreiecksungleichung sieht man so. Fiir
fyg,h € B(X) und festes z¢ € X ist

|f (o) = g(zo)| < [f(x0) = h(xo)| + |h(w0) — g(20)| < doo(f; ) + doo(h, g).

Nimmt man das Supremum iiber alle zg € X, erhilt man

doo(f,9) < doo(f, ) + dos(h, 9),

was zu zeigen war. Der Term do(f, g) ist uns bei der Diskussion der gleichmé-
Bigen Konvergenz schon begegnet; vgl. (VII.1.2).
(b) Es sei M eine Menge, und fiir 2,y € M setze

1 fir x # vy,
0 firxz=y.

d(z,y) = {

Dies ist eine Metrik auf M (Beweis?); sie heifit diskrete Metrik.
(c) Sei M = Z2. Fiir = (z1,72), y = (y1,y2) € Z* setze
d(@,y) = |z1 — y1| + w2 — 2.

Dies ist eine Metrik auf Z2; die Dreiecksungleichung rechnet sich von allein nach.
Sie wird manchmal Manhattan- Taxi-Metrik genannt. (Skizze?)
(d) Sei 0 < a < 1, und fiir z,y € R sei

do(z,y) = [ —y[*.

Dies ist eine Metrik auf R, die a-Hdélder-Metrik. Wir wollen die Dreiecksunglei-
chung
[z —y* <o —2|"+]z -y

nachrechnen; es gilt natiirlich
[z —yl <l|z—z[+]z -yl
Mit der Abkiirzung a = |z — z|, b = |z — y| reicht es daher,
(a+b)* < a® + b° (VIIL1.1)

fiir a,b > 0 zu zeigen. Wir skalieren diese Ungleichung um, indem wir A = a?,
B =0 und p = 1/a > 1 setzen. Dann lautet sie

AP + B? < (A+ B)P.
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O.B.d.A. sind hier A, B > 0, und weiteres Umskalieren mit s = A/(A+ B) und
t = B/(A + B) macht aus (VIII.1.1) die dquivalente Ungleichung

PHtP<1l=s+t mitp>1, 0 < s,t < 1.

Diese Ungleichung stimmt aber, da s? < s und t? <t fiir diese s, t, p.
(e) Das fiir diese Vorlesung wichtigste Beispiel ist die euklidische Metrik
auf R™. Fiir zwei Vektoren z,y € R™ setze!

1/2
d@,y) = (|11 — 91>+ + |on — val?) /%

Hier ist der Nachweis der Dreiecksungleichung alles andere als offensichtlich,
obwohl die Giiltigkeit in den geometrisch vorstellbaren Féllen n = 2 und n = 3
anschaulich evident ist. Den Fall n = 1 kennen wir natiirlich bereits, und n = 2
eigentlich auch: Identifiziert man nimlich R? mit C auf kanonische Weise, so
stimmt d(z,y) mit dem Abstand in C, d.h. |x —y|, tiberein. Fiir den allgemeinen
Fall muss man jedoch ein bisschen ausholen, was im Rest dieses Abschnitts
geschieht.

Eng verwandt mit dem Begriff der Metrik ist der der Norm.

Definition VIIL.1.3 Sei V ein R-Vektorraum. Eine Funktion N: V' — [0, 00)
heiflit Norm, wenn fiir alle z,y € V und A € R folgende Bedingungen erfiillt
sind.

(a) (Definitheit) N(z) = 0 genau dann, wenn z = 0.
(b) (Homogenitit) N(Az) = |A|N(x).
(¢) (Dreiecksungleichung) N(z +y) < N(z) + N(y).

Wird V' mit einer Norm N versehen, spricht man von (V, N) als normiertem
Raum.

Ublicherweise schreibt man ||z| statt N(z), um die Ahnlichkeit zum Betrag
augenfilliger zu machen. Jede Norm generiert eine Metrik:

Lemma VIIL.1.4 Sei (V,||.||) ein normierter Vektorraum. Setze d(x,y) =
|z —y|| fir x,y € V. Dann ist d eine Metrik auf V.

Beweis. Nur die Dreiecksungleichung ist zu begriinden, da die iibrigen Bedin-
gungen klar sind. Fiir x,y € V erhélt man

d(z,y) = v —yll = l[(x = 2) + (z = )| < llz = 2] + |z = yll = d(z, 2) + d(2,9),

1 Hier bezeichnen wir die Koordinaten von « mit z1, . . . , &, genauso fiir y und alle Vektoren,
die uns noch begegnen werden.
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was zu zeigen war. (Diese Rechnung sollte Thnen bekannt vorkommen!) O

Ein wichtiger Unterschied zwischen Norm und Metrik ist, dass eine Norm nur
auf einem Vektorraum erklart werden kann, denn die Normaxiome machen ex-
plizit von den Vektorraumoperationen (Vektoraddition, skalare Multiplikation)
Gebrauch.

Die Standardmetrik von R bzw. C leitet sich auf diese Weise vom Betrag
ab (der eine Norm auf R bzw. C ist). Ebenso leitet sich die Metrik do in
Beispiel VIII.1.2(a) von der Supremumsnorm

[ flloc = sup | f(z)
reX

ab; beachten Sie, dass B(X) ein Vektorraum ist und dass sich die Dreiecksun-
gleichung fiir || . ||, genauso wie in Beispiel VIII.1.2(a) nachweisen lésst.

Unser eigentliches Augenmerk liegt aber, wie gesagt, auf der euklidischen
Metrik des R™. Formal ist dies

d(z,y) = [lz —y|
mit der euklidischen Norm
1/2
lall = (jaf? + -+ aal?) 2.

Dass es sich wirklich um eine Norm handelt, ist allerdings noch zu begriinden.
Als Hilfsmittel benttigen wir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung. Es sei an
das Skalarprodukt des R™ erinnert:

(z,y) = 1y1 + - + Tnyn.
Satz VIII.1.5 Firz,y € R™ gilt
2 9)] < lell - Iyl
Beweis. Die Ungleichung stimmt fiir y = 0; deshalb sei im Folgenden y # 0. Wir
wissen, dass stets ||z — Ay||? > 0 gilt; durch geschickte Wahl von \ werden wir
diese triviale Ungleichung in die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung verwandeln.
Mit Hilfe der bekannten Regeln fiir das Skalarprodukt ergibt sich
0< ||$ - )‘sz = <$ - )‘yvx - )‘y> = <.Z',$> - 2)\<x,y) + )‘2<yay>

Setzt man hier A = (z,y)/||y||? ein, erhilt man

[z, 9 | [z, 9)Pllyl®
lyl? lyl1*

2 [{z, )|
lyl]?
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Umstellen liefert die Behauptung. O
Jetzt konnen wir die Dreiecksungleichung fiir || . || beweisen. Fiir z,y € R”
ist
lz +

(z,2) +2(z,y) + (y,v)
\

<l + 212 gl + llyll* = (=l + llyl)?,

was zu zeigen war. (Das Argument sollte Sie an das in Lemma VI.1.1(c) erin-
nern!) (0)

Halten wir die Quintessenz dieser Uberlegungen formal als Satz fest.

Satz VIII.1.6 Durch

1/2
Izl = (|12 + - + Jaa[?) "

wird eine Norm auf R™ definiert, und durch

d(z,y) = [l -yl
wird eine Metrik auf R™ definiert.

Wenn im Folgenden von R™ als normiertem oder metrischem Raum gespro-
chen wird, ohne Norm oder Metrik zu spezifizieren, ist damit immer die eukli-
dische Norm oder Metrik aus Satz VIII.1.6 gemeint.

Sei (M,d) ein metrischer Raum und T C M eine Teilmenge. Indem man
die Metrik d nur an Stellen aus T' x T betrachtet, also die Einschrankung von
dauf T x T C M x M, erhdlt man ,,dieselbe“ Metrik auch auf 7. Damit wird
auch (T,d) zu einem metrischen Raum. Zum Beispiel ist fiir jede Teilmenge
T C R™ diese als mit der (Einschrankung der) euklidischen Metrik versehener
eigenstandiger metrischer Raum anzusehen.

VIII.2 Konvergenz in metrischen Raumen

Wenn man sich an die Definition einer Folge von reellen oder komplexen Zahlen
erinnert und das dort auftauchende |z, — x| bzw. |z, — 2| als Abstand inter-
pretiert, ist es klar, wie Konvergenz in einem abstrakten metrischen Raum zu
erkléren ist.

Definition VIIL.2.1 Seien (M,d) ein metrischer Raum und (z,) eine Folge
in M. Die Folge heifit konvergent mit Grenzwert x, wenn gilt:

Ve > 0 dng € N Vn > ng d(xn,x) < e.

Schreibweise: x,, — .
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Wir bestétigen sofort, wie bei R oder C, dass der Grenzwert einer konver-
genten Folge eindeutig bestimmt ist. Gelte ndmlich z,, — x und z,, — z’. Sei
¢ > 0. Dann existieren ng, n(, € N mit

d(zp,x) < e fiir n > ng,

d(zn,2") < e fiir n > ng.

Speziell gelten beide Ungleichungen fiir N = max{ng, n{}. Dann zeigt die Drei-
ecksungleichung
d(x, 1'/) < d(.’ﬂ, xN) + d(‘xNv l’l) < 25;

mit anderen Worten ist 0 < d(z,z’) < 2¢ fiir jedes € > 0. Es folgt d(x,2’) =0
und wegen der Definitheit einer Metrik x = z’.

Diese Bemerkung gestattet es, statt x,, — x auch lim x, = x zu schreiben.
n—oo

Beispiele VIII.2.2 (a) Konvergenz in der Metrik do, aus Beispiel VIII.1.2(a)
ist die gleichmiiflige Konvergenz der Funktionenfolge; vgl. (VII.1.2). Deswegen
nennt man ds, auch Metrik der gleichméfligen Konvergenz.

(b) Wir betrachten die diskrete Metrik auf einer Menge X (siehe Beispiel
VIIL1.2(b)). Wendet man Definition VIIL.2.1 mit € = 3 an, sieht man, dass eine
konvergente Folge , schliefllich“ konstant sein muss: x,, = z fiir n > ny.

(c) Dasselbe gilt fiir die Taxi-Metrik aus Beispiel VIII.1.2(c).

(d) In der a-Holder-Metrik d, aus Beispiel VIII.1.2(d) ist Konvergenz die
iibliche Konvergenz, da |z, —z|* — 0 genau dann, wenn |x,, —z| — 0 (warum?).

Das wichtigste Beispiel ist die euklidische Metrik des R™. Da der Buchstabe

n jetzt schon vergeben ist, werden wir eine Folge in R” mit (2(¥)); bezeichnen;

R

die Koordinaten von z*) sind
Satz VIII.2.3 FEine Folge (x(k))k i R™ konvergiert genau dann, wenn die Ko-
(k)

ordinatenfolgen (;vj )i fir j =1,...,n konvergieren. Genauer gilt

k )
) 5 = xg-)—mu‘j (j=1,...,n).

Beweis. Gelte ) — 2. Da stets |x§k) — ;] < [|a® —z||, gilt ,=“. Umgekehrt
(k)

gelte z; — x; fiir alle j. Wir werden die Hilfsungleichung

loll < lojl  (veR™)
j=1

verwenden. (Beweis: Behauptet ist > ;> < (X2 j \vj|)2, und Ausmultiplizieren

der rechten Seite zeigt, dass das stimmt.) Hier wissen wir |x§k) — x| — 0 fir

alle j, also auch
Z |x§k) —z;| —0.
j=1
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Die Hilfsungleichung zeigt [|2(*) — z|| — 0, wo natiirlich z der Vektor mit den
Koordinaten zq, ..., x, ist. O

Korollar VIIL.2.4 Seien (2*)) und (y®) konvergente Folgen in R™, und sei
A € R. Dann sind auch (z®) £ y®)) und (\z®)) konvergent, und es gilt

lim (m(k) j:y(k)) = lim z® + lim y®,
k—o0 k—o0 k—oc0

lim Az®) = X lim z®.
k— oo k—oo

Beweis. Das gilt, weil es koordinatenweise stimmt. O

Auch der Begriff der Cauchyfolge ldsst sich in den abstrakten Rahmen iiber-
tragen.

Definition VIIL.2.5 Eine Folge (z,) in einem metrischen Raum (M, d) heifit
Cauchyfolge, wenn gilt:

Ve >0 dng € NVm,n > ng d(Xm,xn) < €.
Genau wie Satz VIII.2.3 zeigt man:

Satz VIIL.2.6 Eine Folge ()} inR™ ist genau dann eine Cauchyfolge, wenn
(k)

, eine Cauchyfolge ist.
J

jede Koordinatenfolge (x

Jede konvergente Folge in einem metrischen Raum ist eine Cauchyfolge
(Beweis?), aber die Umkehrung braucht nicht zu gelten: Im metrischen Raum
(0,00), versehen mit der iiblichen euklidischen Metrik, ist (1) eine nicht kon-
vergente Cauchyfolge. (Der Mochtegerngrenzwert 0 liegt nicht in M!) Da die
Giiltigkeit der Umkehrung hiufig sehr wichtig ist (siehe zum Beispiel den Ba-
nachschen Fixpunktsatz, Satz VIIL.3.9), definiert man:

Definition VIII.2.7 Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, wenn jede
Cauchyfolge in M in diesem metrischen Raum konvergiert. Ist (V]| . ||) ein nor-
mierter Raum, fiir den der assoziierte metrische Raum vollstéindig ist, so heifit
V ein Banachraum.

Wir wissen bereits, dass R und C mit der iiblichen Metrik vollsténdig sind.
Die Sétze VIII.2.3 und VIII.2.6 implizieren:

Satz VIII.2.8 Der Raum R"™ ist in der euklidischen Metrik vollstindig.

Vollstandigkeit héngt (nattirlich) von der Wahl der Metrik ab. Betrachten
wir auf R zum Beispiel

d'(z,y) = |arctan z — arctan y|.
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Es ist klar, dass das eine Metrik definiert (nicht wahr?), und eine Folge ist genau
dann d’-konvergent, wenn sie im iiblichen Sinn konvergent ist, denn arctan und
tan sind stetige Funktionen. Hingegen ist (R, d’) nicht vollstdndig, da (n), die
Folge der natiirlichen Zahlen, eine nicht konvergente d’-Cauchyfolge ist.

Ein weiteres wichtiges Beispiel eines vollstdndigen metrischen Raums ist
(B(X),dwo) aus Beispiel VIII.1.2(a).

Satz VIII.2.9 Der Raum der beschrinkten Funktionen B(X) ist beziiglich der
Metrik doo vollstindig; mit anderen Worten ist der normierte Vektorraum (B(X),
Il ll) €ein Banachraum.

Beweis. Sei (f,,) eine do-Cauchyfolge in B(X). Zu e > 0 existiert also ein ng € N
mit
| frn — frlloo <€ fiir m,n > ny. (VIIL.2.1)

Da fiir jede Funktion g € B(X) und jedes z € X die Ungleichung
lg9(2)] < llgll

gilt (nach Definition der Supremumsnorm), folgt aus (VIIL.2.1)
|fu(®) — fn(@)] < e fir alle z € X, m,n > no.

Daher ist (f,(z)) fiir jedes z € X eine Cauchyfolge reeller Zahlen, ergo konver-
gent. Das gestattet es, die Funktion

X =R, flx)= nhﬁngo fn(x)

zu definieren.

Die Funktion f ist unser Kandidat fiir den Grenzwert der gegebenen Cauchy-
folge. Dazu sind noch zwei Dinge zu zeigen, ndmlich f € B(X) und || fr.— fllco —
0, d.h. (f,) konvergiert gleichmiifiig gegen f (konstruktionsgemif besitzen wir
nur die punktweise Konvergenz!).

Was die Beschrinktheit von f angeht, wenden wir (VIIL.2.1) mit € = 1 an
und bezeichnen das zugehorige ng mit N. Dann folgt mit m = N

|fu(®) — fn(z)| <1 firallea € X, n> N.
Der Grenziibergang n — oo liefert
|f(@) = fn(z)] <1 fiirallez € X,

also
[f @) < [f(2) = Fn (@) + [fn(@)] < T+ [l
und f ist beschrankt.
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Der Beweis fiir || f, — f]loo — 0 ist dhnlich. Diesmal sei € > 0 beliebig, dann
impliziert (VII1.2.1)
|[frn(z) — fin(z)| < e fiir alle x € X, m,n > no.
Jetzt machen wir den Grenziibergang m — oo, und wir erhalten
|fu(z) — f(z)| <e fiir alle x € X, n > ny.

Da ng nicht von x abhéngt, zeigt das die gleichmifiige Konvergenz von (f,,)
gegen f. O

Satz VIII.2.9 kann man auch als Cauchy-Kriterium fiir die gleichméBige Kon-
vergenz auffassen.

VIII.3 Stetige Abbildungen

Wie bei der Konvergenz ist es auch bei der Stetigkeit nicht schwer, die klas-
sische Definition auf metrische Rdume zu iibertragen. Haufig spricht man von
Abbildungen statt Funktionen, wenn der Wertebereich nicht R oder C ist.

Definition VIIL.3.1 Seien (M,d) und (M’,d") metrische Rdume, und sei f:
M — M’ eine Abbildung. Diese heifit stetig bei xo € M, wenn stets

Tpn = xg = flan) = f(xo);
sie heift stetig, wenn sie an jeder Stelle stetig ist.

Wie in der Analysis I notieren wir die obige Implikation als

lim f(x) = f (o).

T—To

Beispiele VIIL.3.2 (a) Seien M = R™ und M’ = R. Wir betrachten die Funk-
tion, die einem Vektor z die j-te Koordinate zuordnet, also f(z) = x;. Wegen
Satz VIIL.2.3 ist f stetig.

(b) Die Funktion f: R™ — R, f(x) = ||z||, ist stetig. Das folgt aus der
umgekehrten Dreiecksungleichung

[zl = llyll] < lle =yl
[Beweis wie bei R oder C; man muss nur das Symbol | .| durch || .|| ersetzen],
zeigt sie doch ||z®)|| — ||z|, falls z*) — z (d.h. ||z — 2| — 0).
(c) Sei (M,d) ein metrischer Raum, und sei § # T C M. Wir setzen

dist(z,T) = inf{d(x,t): t € T}
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und zeigen, dass f: M — R, f(x) = dist(z,T), stetig ist. Seien dazu z,y € M.
Fiir beliebiges ¢t € T ist dann

f(z) <d(z,t) < d(x,y) 4+ d(y,t).

Nimmt man hier das Infimum {iber alle ¢ € T', erhélt man f(z) < d(z,y) + f(y).
Da man die Rollen von z und y vertauschen kann, folgt

If(z) = fly)] < d(z,y) fiir alle x,y € M.

Wie in (b) schliet man die Stetigkeit von f. — Speziell zeigt diese Uberlegung,
dass © — d(z,t) stetig ist; wihle ndmlich T = {¢}.

(d) Betrachten wir abschlieBend den Extremfall der diskreten Metrik; nach
Beispiel VIII.2.2(b) sind dann nur die schliefflich konstanten Folgen konvergent.
Es folgt:

e Wenn M die diskrete Metrik trigt und M’ beliebig ist, ist jede Abbil-
dung f: M — M’ stetig.

e Wenn M’ die diskrete Metrik trigt, sind nur konstante Abbildungen f:
R — M’ stetig?.

Sei f: M — R™ eine Abbildung. Diese Vektorabbildung ,besteht“ aus
den m reellwertigen Koordinatenfunktionen f;, f(z) = (fi(x),..., fm(x)). Aus
Satz VIIL.2.3 ergibt sich sofort:

Satz VIII.3.3 FEine Abbildung f: M — R™ auf einem metrischen Raum ist
genau dann stetig, wenn alle Koordinatenfunktionen f; stetig sind.

Korollar VIIIL.3.4 Seien f,g: M — R™ stetige Funktionen auf einem metri-
schen Raum und A € R. Dann sind auch f £ g und \f stetig.

Wie in der Analysis I zeigt man:

Satz VIIIL.3.5 Seien (M,d), (M’,d") und (M",d") metrische Rdume. Sei f:
M — M’ stetig bei xg, und sei g M' — M" stetig bei yo = f(xo). Dann ist
go [ stetig bei xg.

Beweis. Aus x,, — x¢ folgt ndmlich f(z,) — f(x9) = yo und daraus g(f(x,)) —
9(yo), d-h. (g0 f)(@n) = (g0 f) (o). O

Beispiel VIII.3.6 Als Konsequenz des letzten Satzes wollen wir begriinden,
dass
f:R2Z SR, f(zi,x) = e*®2 sin(z; + x2)

2In der Topologie lernt man, dass diese Aussage auch gilt, wenn man R durch einen ,zu-
sammenhidngenden® metrischen Raum ersetzt.
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stetig ist. Dazu sezieren wir f, um diese Funktion als Zusammensetzung von sin,
exp, Addition und Multiplikation zu schreiben. Wir erklidren die Funktionen
add: R? - R, add(zy,z2) = 1 + 2,
mult: R? — R, mult(zq, z2) = 122,

p1: R 5 R, pi(x1,32) = a1,

p2: R? 5 R, po(1,22) = 72,
die allesamt stetig sind®. Dann zeigt die Darstellung

f(x1,22) = mult(exp(2z2), sin(add(z1, z2)),

also

f=multo (expo (2p2),sinoadd),

die Stetigkeit von f. — Dieses Beispiel zeigt pars pro toto, dass jede solche
Zusammensetzung mit Hilfe der handelsiiblichen Funktionen aus der Analysis I
stetig ist. Das hétte man gewiss auch direkt mit der Definition einsehen kénnen,
aber die (komplizierte) Technik von oben lédsst sich im néchsten Kapitel noch
mit Gewinn einsetzen.

Der néchste Satz ist das e-d-Kriterium im abstrakten Kontext.

Satz VIIL.3.7 Seien (M,d) und (M',d") metrische Riume, f: M — M’ eine
Abbildung und xo € M. Dann ist f genau dann stetig bei xo, wenn

Ve>030>0VeeM  dlx,mg)<d = d(f(x), f(x)) <e.

Beweis. Gelte die e-0-Bedingung. Zu gegebenem ¢ > 0 wihle § > 0 entsprechend.
Sei (x,) eine Folge mit x,, — xo; es existiert dann ng € N mit

d(xp,x0) < O fiir n > ng.
Fiir diese n gilt nach Wahl von 4

d/(f(xn>7 f(x0)> <g;

das zeigt f(zn) = f(zo), und f ist stetig bei xg.

Die umgekehrte Implikation ist schwieriger; wir argumentieren wie bei Satz
I11.1.7. Nehmen wir an, dass die e-0-Bedingung verletzt ist. Dann existiert ein
go > 0, fiir das es kein passendes 6 gibt. Fiir jedes § der Form 0 = 1/n existiert
daher ein z, € M mit d(z,,x0) < 1/n, aber d'(f(z,), (f(x0)) > €0, Das zeigt
Xy, — g, aber f(x,) /A f(xo); daher kann f bei xy nicht stetig sein. O

In den obigen Beispielen VIIL.3.2(b) und (c) héitte man auch mit dem e-6-
Kriterium argumentieren kénnen, denn die Uberlegungen dort zeigen, dass man
d = ¢ wihlen kann (unabhéngig von xo!).

Wir untersuchen noch eine Klasse von speziellen Abbildungen.

3Fiir add und mult ist das eine hochtrabende Umformulierung der Rechenregeln fiir Grenz-
werte aus Kapitel II, und fiir die p; siehe Beispiel VIII.3.2(a).
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Satz VIII.3.8 Sei A: R™ — R™ linear.
(a) Dann existiert eine Konstante ¢ mit

IA(z)] < cllz] fiir alle x € R™.
(b) A ist stetig.

Beweis. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass zu jeder (linearen!) Koor-
dinatenfunktion A; von A ein Vektor y; mit

Ai(x) = (x, ;) fiir alle x € R
existiert. Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung liefert

[Asl@)] < o il
daher
n 1/2
IA@I < (3 wal?) el
i=1

(b) Aus z®) — z folgt
IAz®) = A@@)|| = Az = 2)|| < ez — 2| = 0,
was die Stetigkeit von A zeigt. O

Die beste (d.h. kleinste) Konstante, die man in (a) verwenden kann, bezeich-
net man mit ||Allop, dies ist die Operatornorm von A; in der Tat ist es nicht
schwer zu zeigen, dass A — ||Allop eine Norm auf dem Vektorraum Z(R™, R™)
aller linearen Abbildungen ist. Ist A eine m x n-Matrix und A(z) = Az, so
heifit entsprechend die beste Konstante in der Ungleichung ||Az| < ¢||z| die
Operatornorm ||A|op von A.

Wir schlieffen den Abschnitt mit dem Banachschen Fixpunktsatz.

Satz VIII.3.9 Seien (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und f: M — M
eine Abbildung. Es existiere ein ¢ < 1 mit

d(f(z), f(y)) < qd(z,y) fiir alle x,y € M. (VIIL.3.1)

Dann besitzt f einen eindeutig bestimmten Fizpunkt; das ist ein p € M mit

f(p) =p.

Eine Abbildung, die (VIIL.3.1) mit einem ¢ < 1 erfiillt, heiit Kontraktion
und g Kontraktionskonstante.

Beweis. Zuerst soll die Eindeutigkeit begriindet werden. Gelte f(p1) = p1 und
f(p2) = p2. Wendet man (VIIL.3.1) mit £ = p; und y = po an, erhilt man
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d(p1,p2) < qd(f(p1). f(p2)) = qd(p1,p2), also (1 — q)d(p1,p2) < 0. Es folgt
d(p1,p2) = 0 und p1 = po.

Nun zur Existenz. Die Idee ist, eine Cauchyfolge zu konstruieren, deren
Grenzwert sich als Fixpunkt erweist. Sei zog € M beliebig. Wir definieren in-
duktiv

Tnt1 = f(zn)

und zeigen, dass (z,) eine Cauchyfolge ist. Eine wiederholte Anwendung der
Dreiecksungleichung zeigt fiir n € Nund k£ € N

d((En, anrk) S d(x'rw xn+1) + d($n+1; mn+k:)
S d(l’n, mn+1) + d(xn+1; xn+2) + d(xn+27 anrk)

k—1

Z d(xn+ra $n+r+1)-

r=0

IN

Nun ist fiir jedes [ > 1

d(xy, x1) = d(f(w1-1), f(21)) < qd(z1-1, 27),
es folgt induktiv
d(z1,2141) < ¢'d(zo, 7).

Setzt man das oben ein, erhélt man

n

1(]_ qd(x(),xl).

k— e’}
d(zn, Tryk) E ¢"d(zo,21) < ¢" E q"d(zo,21) =
r=0 r=0

Da ¢™ — 0, schlieit man auf die Cauchy-Eigenschaft von (z,,).

In dem vollstdndigen Raum M hat (z,) einen Grenzwert: x,, — p. Die Be-
dingung (VIII.3.1) zeigt die Stetigkeit von f; deshalb folgt f(x,) — f(p). Aber
(f(zy))n>0 ist eine Teilfolge von (xy,)n>0, ndmlich (z,,),>1; daher konvergiert
(f(zn)) auch gegen p. Da der Grenzwert eindeutig ist, ist p ein Fixpunkt von f:

f(p) =p. O

Man bemerke, dass der Banachsche Fixpunktsatz nicht nur Existenz und
Eindeutigkeit eines Fixpunkts sichert, sondern auch konstruktiv ist. Aus der
obigen Abschétzung fir d(z,,, T,4r) ergibt sich ndmlich im Grenziibergang k —
oo (beachte die Stetigkeit von y — d(z,y))

n

d(xp,p) < T

d(x1,x9),
q(l 0)

und aus dieser Abschitzung kann man ablesen, wie viele Iterationen von f not-
wendig sind, um p durch x,, bis auf einen vorgegebenen Fehler zu approximieren.
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In Anwendungen ist es hiufig klar, welche Formel f definieren sollte; es
sei nicht verschwiegen, dass es dann ein Hauptproblem ist, eine Menge M zu
finden, die f invariant ldsst und wo die Kontraktionsbedingung (VIIL.3.1) gilt
(siehe zum Beispiel den Beweis von Satz IX.5.1 oder Satz XI1.3.3).

Es gibt wohl nur wenige mathematische Sitze mit einem derart giinstigen
Preis-Leistungs-Verhéltnis wie beim Banachschen Fixpunktsatz; bei fiir Fort-
geschrittene einfachem Beweis ist er praktisch universell einsetzbar, vom New-
tonverfahren zu Fraktalen und Differentialgleichungen. Aus Anlass des 120. Ge-
burtstags von Stefan Banach hat die polnische Staatsbank 2012 drei Sondermiin-
zen herausgegeben; die mit dem héchsten Nennwert (200 zt) dokumentiert den
Banachschen Fixpunktsatz. Wie zum Beweis des konstatierten Preis-Leistungs-
Verhiiltnisses ist der Sammlerwert dieser Miinze inzwischen das 20-fache des
Nominalwerts!

VIII.4 Offene und abgeschlossene Mengen

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie man die Begriffe Konvergenz und Stetig-
keit geometrisch deuten kann. Dazu ist eine lange Volabelliste vonnoten.

Wir beginnen mit einer Bezeichnung. In einem metrischen Raum (M, d)
setzen wir fiir xg € M und r > 0

U(zo,r) ={x € M: d(z,x0) <71}, B(zo,7)={x € M: d(z,x9) <7}

und nennen diese Mengen offene bzw. abgeschlossene Kugeln. Diese Nomen-
klatur ist offensichtlich dem euklidischen R? entlehnt; in R? sind diese Mengen
Kreise und in R (offene bzw. abgeschlossene) Intervalle. Vieles, was in diesem
Abschnitt zu sagen ist, kann man sich gut in R? visualisieren; man muss je-
doch manchmal auf ein paar Uberraschungen gefasst sein. Ist z.B. d die diskrete
Metrik auf M, so ist stets

U(:L‘o, 1) = {Z,Co}, B(xo, 1) = M.

Eine andere gut zu visualisierende Situation ist das Beispiel der beschrinkten
Funktionen auf [a, b], versehen mit der Metrik der gleichméBigen Konvergenz.
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Hier kann man sich die ,Kugeln* als ,,Schlduche* um einen Funktionsgraphen
vorstellen:

f(=)

Kommen wir zu unserer ersten Vokabel.

Definition VIIL.4.1 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge U C M
heiflit Umgebung des Punktes zy, wenn ein € > 0 mit

U(iL’o, 6) cU
existiert.

Zum Beispiel ist U = U((0,0),1) U {(1,0)} in R? eine Umbebung von (0, 0),
aber nicht von (1, 0).

Die Konvergenz z,, — x¢ einer Folge ldsst sich mit diesem Begriff so iiber-
setzen (machen Sie sich die Details klar!):

e FEs gilt x,, — xo genau dann, wenn fir jede Umgebung U von xqy die
Aussage x,, € U fiir alle bis auf endlich viele n richtig ist.

Hier die nachste Vokabel.

Definition VIIL.4.2 Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(a) Eine Teilmenge O C M heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer
Punkte ist, d.h.

Ve e O3>0 U(z,e) C O.

(b) Eine Teilmenge A C M heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
CA={x € M: z¢ A} offen ist.

Die Bedingung (a) gibt man auch so wieder, dass um jeden Punkt von O
noch eine Kugel in O , hineinpasst*.

Vermeiden Sie den beliebten Fehler zu glauben, dass eine nicht offene Menge
abgeschlossen sein muss (Gegenbeispiel: [0,1) C R)!

Beispiele VIIL.4.3 (a) Es ist klar, dass die in der Analysis I offen bzw. abge-
schlossen genannten Intervalle wirklich offen bzw. abgeschlossen sind. Allgemei-
ner sind die offen bzw. abgeschlossen genannten Kugeln wirklich offen bzw. abge-
schlossen. Zuerst zur offenen Kugel. Sei ndmlich « € U(xzg,r), also d(z, xo) < r.
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Setze (machen Sie sich eine Skizze im R?!) ¢ = r — d(z,z09) > 0. Dann ist
U(x,e) C U(xg,r), denn fiir y € U(z,e) folgt nach der Dreiecksungleichung

d(y71’0) S d(ya‘r) + d(l’,xo) <&+ d(lL’,iL’()) =T

(b) Die abgeschlossen genannte Kugel ist wirklich abgeschlossen: Dazu ist zu
zeigen, dass CB(xg,7) = {x € M: d(z,x) > r} offen ist. Sei z € CB(wg,r), also
d(z, 1) > r. Setze (machen Sie sich eine Skizze im R?!) & = d(z,x¢) — r > 0.
Dann ist U(z,e) € CB(zo,7), denn fiir y € U(x,¢) folgt nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung

d(y,x0) = |d(z,z0) — d(y,x)| = d(x, z0) — d(y, z)
> d(z,xzg) —e=r.

(c) Im R? ist O = {x € R%: 2; > 0} offen. Sei némlich x € O. Setze ¢ =
21 > 0. Dann ist U(x,e) C O, denn fiir y € U(x,¢) folgt |y1 — 21| < d(y,z) < e
und deshalb y; > 1 —e =0; d.h. y € O.

(d) Jede einpunktige Menge ist abgeschlossen, wie das Argument in (b) fiir
r = 0 zeigt.

Fiir das System s@mtlicher offenen Mengen eines metrischen Raums gelten
folgende Aussagen.

Satz VIII.4.4 Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(a) O und M sind offen.
(b) Sind O1,...,0, C M offen, so ist auch O1 N...N O, offen.
(c) Ist I eine Indexmenge und sind alle O; (i € I) offen, so ist auch

U O; = {x € M: es existiert ip € I mit x € O;,}
i€l

offen.
Kurz: Endliche Schnitte und beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen.

Beweis. (a) Dass M offen ist, ist klar. Dass () offen ist, ergibt sich daraus, dass die
Definition der Offenheit mit dem Allquantor ,Vz € O beginnt; diese Aussage
ist also wahr, wenn es gar kein x € O gibt.

(b) Es reicht, den Fall n = 2 zu behandeln, da der allgemeine Fall daraus
durch Induktion folgt (wie?). Seien also O7 und Os offen, und sei x € O1 N Os.
Da x € Oy, existiert ey > 0 mit U(z,e1) C O1. Da z € Os, existiert €5 > 0
mit U(x,ez) C Os. Sei € = min{ey,e2}, dann gilt sowohl U(x,e) C Oy als auch
U(zx,e) C Og, alao U(z,e) C O1 N Oy. Das zeigt, dass O1 N Oy offen ist.
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(c) Sei x € | J;c; O;. Definitionsgeméf existiert dann ein ig € I mit x € Oy, .
Da diese Menge offen ist, existiert ein e > 0 mit U(z,e) C O;,. Aber natiirlich
ist Oy, C Uy Os; das zeigt, dass | J;c; O; offen ist. O

Dass unendliche Schnitte offener Mengen nicht offen zu sein brauchen, sieht
man an dem Gegenbeispiel

(=% 2) = {o}.
neN
Korollar VIIL.4.5 Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(a) 0 und M sind abgeschlossen.
(b) Sind A;,...,A, C M abgeschlossen, so ist auch A; U...U A, abge-

schlossen.
(¢) Ist I eine Indexmenge und sind alle A; (i € I) abgeschlossen, so ist
auch
mAi:{xEM:xeAifﬁralleiEI}
iel
abgeschlossen.

Kurz: Endliche Vereinigungen und beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen
sind abgeschlossen.

Beweis. Der Beweis ergibt sich sofort aus Satz VIII.4.4 durch Komplementbil-
dung; es ist nur zu beachten, dass das Komplement des Schnitts die Vereinigung
der Komplemente und das Komplement der Vereinigung der Schnitt der Kom-
plemente ist. O

Aus (b) und Beispiel VIII.4.3(d) folgt, dass endliche Mengen abgeschlossen
sind.
Zu jeder Teilmenge T' C M konnen wir die Mengen

T° = U O, 0 = Menge der offenen Teilmengen von T,
Oeo

T

ﬂ A, o/ = Menge aller abgeschlossenen Obermengen von T'
Acot

bilden; beachte & # 0 wegen ) € ¢ und & # () wegen M € /. Wegen
Satz VIIL.4.4 ist T° offen, und wegen Korollar VIIL.4.5 ist 1" abgeschlossen.
Daher ist T'= T genau dann, wenn 7' abgeschlossen ist.

Definition VIII.4.6 T° heif}t ojjiener Kern und T Abschluss von T. Die Teil-
menge T heifit dicht in M, wenn T = M.

Offenbar ist T° die groBte offene Teilmenge von T und T ist die kleinste
abgeschlossene Obermenge von T'.
Wir haben folgende Charakterisierung des Abschlusses.
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Satz VIIL.4.7 Sei (M,d) ein metrischer Raum und T C M. Dann gilt x € T
genau dann, wenn fiir jede Umgebung U dieses Punkts U N'T # () ist.

Beweis. Sei die Umgebungsbedingung fiir = erfiillt und A eine abgeschlossene
Obermenge von T'; wir wollen z € A zeigen. Wegen T'C A ist CANT = 0, also
kann die offene Menge CA wegen der Umgebungsbedingung 2 nicht enthalten;
das zeigt x € A.

Sei umgekehrt die Umgebungsbedingung fiir x nicht erfiillt; dann existiert
e > 0 mit U(z,e) NT = . Also ist T C A := CU(z,¢), was abgeschlossen ist
(Beispiel VIIL.4.3(a)). Insbesondere ist # ¢ A und deshalb = ¢ T. O

Mit Hilfe dieses Satzes sieht man, dass Q dicht in R liegt und CQ ebenfalls
dicht in R liegt (das ist nur eine Umformulierung von Satz 1.2.4 in der neuen
Sprache). Im R™ ist stets U(z,e) = B(z,e) (Beweis?), aber in anderen metri-
schen Réumen braucht das nicht zu stimmen; trigt M die diskrete Metrik, so
ist ndmlich U(z,1) = {«} = {2} = U(x,1), also U(z,1) # B(z,1) = M, wenn
M mindestens zwei Elemente hat. (Da B(z,¢) abgeschlossen ist, ist in jedem
metrischen Raum U(z,e) C B(z,¢) richtig.)

Als néchstes zeigen wir eine wichtige Folgencharakterisierung des Abschlus-
ses bzw. der Abgeschlossenheit.

Satz VIIIL.4.8 Sei (M,d) ein metrischer Raum.
(a) Seien T C M,z € M. Dann ist x € T genau dann, wenn es eine Folge
() in T mit x, — x gibt.
(b) FEine Teilmenge A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn jede Folge
() in A, die in M konvergiert, ihren Grenzwert in A hat, d.h.

T, €A v, >x€E€M = zxzcA

Beweis. (a) Gelte z € T und sei U = U(x,1/n). Dies ist eine Umgebung von =,
also existiert nach Satz VIII.4.7 ein Punkt x,, € U(z,1/n)NT. Damit wird eine
Folge (x,) in T mit x,, — z definiert, denn d(x,,z) < 1/n.

Sei umgekehrt x der Grenzwert einer Folge (x,,) in T. Ist U eine Umgebung
von z, kénnen wir € > 0 mit € U(z,e) C U wahlen. Da x,, € U(x,¢) fiir
hinreichend groBe n, ist U N T # (). Also ist nach Satz VIIL4.7 z € T.

(b) Sei A abgeschlossen, und seien x,, € A mit z, — = € M. Aus Teil (a)
ergibt sich z € A, aber A = A, da A abgeschlossen ist. Deshalb ist z € A.

Gelte umgekehrt die Grenzwertbedingung. Wir zeigen A C A. Sei dazu x €
A; withle gemiB (a) eine Folge (z,,) in A mit z,, — z. Die Grenzwertbedingung
liefert = € A; das war zu zeigen. O

Mit diesem Satz kénnen wir nochmals zeigen, dass B(xzg,r) stets abge-
schlossen ist. Seien némlich z, € B(xg,r) mit z, - & € M. Dann gilt auch
d(xp,z0) — d(z,x0), denn ¢ — d(t,zg) ist stetig (Beispiel VIIL.3.2(c)). Da alle
d(xn, o) < 7 sind, ist auch d(x, zg) < r.
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Eine andere Konsequenz ist, dass die Menge C([a, b]) der stetigen Funktionen
auf [a,b] abgeschlossen im Raum (B([a,b]),ds) ist; das ergibt sich jetzt aus
Satz VIL.1.6.

Was die Anwendbarkeit des Banachschen Fixpunktsatzes (Satz VIIL.3.9) an-
geht, beobachten wir:

Korollar VIII.4.9 Seien (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und A C
M eine abgeschlossene Teilmenge. Dann ist auch (A, d) vollstindig.

Beweis. Sei (x,,) eine Cauchyfolge in A; dies ist auch eine Cauchyfolge in M. Da
M vollstéindig ist, existiert = lim,, x,, in M. Nach Satz VII1.4.8 folgt = € A.
Also ist der metrische Raum (A, d) ebenfalls vollstindig. O

Also kann man den Banachschen Fixpunktsatz auf abgeschlossene Teilmen-
gen des R™ anwenden. Ferner wurde in Satz VII1.2.9 bewiesen, dass (B(X), d)
vollstéindig ist; daher (siche oben) kann man den Banachschen Fixpunktsatz auf
C([a,b]) und dessen abgeschlossene Teilmengen anwenden. Das macht man sich
in der Theorie der Differentialgleichungen zunutze; wir werden diese Technik in
Abschnitt IX.5 mit folgender Menge anwenden.

Korollar VIII.4.10 Seien I ein Intervall und 8 > 0. Dann ist
M={g: I —[-5,0]: g stetig}
abgeschlossen in B(I) und ergo vollstindig.

Beweis. Seien g, € M und g € B(I) mit ||gn, — gl — 0. Da (gn) also gleich-
méBig gegen g konvergiert, ist g stetig; ferner gilt g, (z) — g(x) fiir alle z, also
folgt aus |g,(z)| < 8 auch |g(x)| < S. O

Die letzte Vokabel dieses Abschnitts ist die des Rands einer Menge.

Definition VIIL.4.11 Sei (M,d) ein metrischer Raum, und sei 7" C M. Der
Rand von T ist die Menge 0T =T \ T°.

Satz VIII.4.12 Sei (M,d) ein metrischer Raum, und sei T C M.
(a) OT ist stets abgeschlossen.

(b) Es gilt x € 9T genau dann, wenn fir jede Umgebung U von x sowohl
UNT #0 als auch UNCT # 0 ist.

Beweis. (a) OT ist der Schnitt der abgeschlossenen Mengen T und C77°.

(b) Sei x € T C T. Wir wissen bereits aus Satz VIIL.4.8, dass stets U N
T # (). Gibe es eine Umgebung U von z mit U NCT = (), wire U C T und
insbesondere U(x,e) C T fiir ein geeignetes € > 0. Dann wire aber z € T°, da
U(x,¢€) offen ist.
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Umgekehrt kénnen wir aus der ersten Schnittbedingung, wieder wegen Satz
VII1.4.8, © € T schliefen. Wére « € T°, gébe es ein ¢ > 0 mit U(x,e) C T, also
U(z,e) NCT = 0 im Widerspruch zur zweiten Schnittbedingung. O

Im R” gilt daher OU (zg,r) = 0B(zg,r) = {x € R™: d(x,x0) = r}. In anderen
metrischen Rdumen kann das falsch sein.
Unsere Vokabeln gestatten nun eine elegante Beschreibung der Stetigkeit.

Satz VIII.4.13 Sei f eine Abbildung zwischen den metrischen Raumen (M, d)
und (M',d").
(a) f ist stetig bei xo genau dann, wenn das Urbild f~1 (V) einer Umgebung
V won f(xo) stets eine Umgebung von xq ist.
(b) FEs sind dquivalent:
(i) f st stetig.
(ii) Das Urbild einer offenen Teilmenge von M’ ist stets eine offene
Teilmenge von M .
(iii) Das Urbild einer abgeschlossenen Teilmenge von M’ ist stets eine
abgeschlossene Teilmenge von M.

Beweis. (a) ist nichts anderes als eine Umschreibung des e-d-Kriteriums: Da jede
Obermenge einer Umgebung eines Punkts wieder eine Umgebung ist, reicht es,
(a) fiir Umgebungen der Form V = {y € M': d'(y, f(x¢)) < €} zu studieren. Die
Bedingung lautet dann: Zu jedem e > 0 ist {z € M: d'(f(z), f(x0)) < €} eine
Umgebung von xp; und das heifit: Zu jedem e > 0 existiert § > 0 mit

{x € M: d(z,z9) <6} C{x e M:d(f(z), f(xo)) < e}

Das ist aber genau die Bedingung des e-0-Kriteriums.

(b), (i) = (ii): Sei O’ € M’ offen und O = f~1(0O’). Fiir jedes xy € O
ist f(zg) € O' und O’ also eine Umgebung von f(zg). Nach (a) ist O eine
Umgebung von xy. Weil zg € O beliebig war, ist O offen.

(ii) = (i): Sei g € M und V eine Umgebung von f(zo); V enthilt also eine
offene Kugel O’ = {y € M": d'(y, f(z0)) < €}. Wegen (ii) ist f~1(0’) eine offene
Umgebung von g, also ist auch f~1(V) eine Umgebung von zo. Nach (a) ist f
stetig bei zy. Weil xg € M beliebig war, ist f stetig.

(ii) < (iil): Das folgt sofort durch Komplementbildung. O

Dieser Satz ist die Grundlage zahlreicher Abgeschlossenheits- oder Offen-
heitsbeweise, die nach folgender Blaupause funktionieren. Um die Abgeschlos-
senheit einer Teilmenge A C M zu zeigen, stelle A als f~1(A’) fiir eine offen-
sichtlich oder bekanntermafien stetige Abbildung f: M — M’ in einen weiteren
metrischen Raum und fiir eine offensichtlich oder bekanntermafien abgeschlos-
sene Teilmenge A’ von M’ dar*. Zum Beispiel sicht man so erneut die Abge-
schlossenheit von B(zg,7), denn fiir f: M — R, f(z) = d(z,z¢), und A" = [0, 7]
(die die obigen Bedingungen erfiillen) ist B(xq,r) = f~1(A’).

4

. oder einen Schnitt solcher Mengen!
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Es ist im Allgemeinen aber nicht richtig, dass stetige Funktionen offene Men-
gen auf offene Mengen oder abgeschlossene Mengen auf abgeschlossene Mengen
abbilden; Beispiel: Die Sinusfunktion bildet (0,27) auf [—1,1] ab, was nicht
offen ist, und die Exponentialfunktion bildet (—oo, 0] auf (0, 1] ab, was nicht
abgeschlossen ist.

VIIL.5 Kompaktheit

Der Begriff des kompakten Raums ist von grofier Bedeutung in der fortgeschrit-
tenen Analysis. Wir werden uns im Wesentlichen auf kompakte Teilmengen des
R™ konzentrieren; siehe den Ausblick am Ende des Abschnitts fiir weitere Be-
merkungen.

Definition VIIL5.1 Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Teilmenge K von
M heiBt kompakt®, wenn jede Folge in K eine konvergente Teilfolge mit Grenz-
wert in K hat.

Der Satz von Bolzano-Weierstrafl besagt in dieser Sprache, dass jedes reelle
Intervall [a,b] kompakt ist. Hier ist das Analogon dieses Satzes fiir den R".

Satz VIIL.5.2 (Satz von Bolzano-Weierstrafi)
Jede beschrinkte Folge in R™ hat eine konvergente Teilfolge.

Beweis. Dass eine Folge (z(*));, in R™ beschrénkt ist, bedeutet natiirlich, dass
supy, [|z*)|| < oo. Im Folgenden werden wir Teilfolgen von Teilfolgen von ... von
Teilfolgen auswéhlen; dazu werden wir eine kompakte Notation benttigen. Statt
eine Teilfolge mit (2(*)); zu bezeichnen, schreiben wir (z(*))en mit N = {k;:
1=1,2,...}

Nun zum eigentlichen Beweis. Wenn (z(®)),, beschrinkt ist, ist auch jede
(k)
J
erste Koordinatenfolge konvergiert, wir notieren sie als (z(®))c, . Da die zweite
Koordinatenfolge von (z(*)) ey, beschrinkt ist, gibt es eine Teilfolge ((F)) e,
mit No C Ny, fiir die die zweite Koordinatenfolge konvergiert; nach wie vor
konvergiert (xgk))ke N, - So fortfahrend, erhélt man unendliche Teilmengen N,, C
N,_1 C ... C N1 C N, so dass entlang N, die ersten r Koordinatenfolgen
konvergieren, und fiir N := N,, konvergieren sdmtliche Koordinatenfolgen, sagen
wir x§-k) — x; fiir k € N, k — oo. Satz VII1.2.3 liefert 2(*¥) — z (k € N, k — oo)

fiir den Vektor x mit den Koordinaten x1, ..., z,. O

Koordinatenfolge (x’"’)x beschrinkt. Daher existiert eine Teilfolge, fiir die die

Satz VIII.5.3 (Satz von Heine-Borel)
FEine Teilmenge K von R™ ist genau dann kompakt, wenn K abgeschlossen und
beschrankt ist.

5Nach der reinen Lehre miisste man von Folgenkompaktheit sprechen; siehe den Ausblick.
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Beweis. Sei K abgeschlossen und beschréankt. Dann hat nach dem Satz von
Bolzano-Weierstrafl jede Folge in K einen Grenzwert (a priori in R™), der nach
Satz VIIL.4.8 ebenfalls in K liegt.

Ist umgekehrt K nicht abgeschlossen, so gibt es ein Element z € K \ K.
Aus Satz VIIT.4.8 folgt, dass K nicht kompakt ist: Gilt K 3 x,, — x ¢ K, kann
keine Teilfolge von (x,) einen Grenzwert in K haben. Ist K nicht beschrénkt,
findet man Elemente (*) € K mit ||*®)| > k. Also ist keine Teilfolge von
(Jlz*)]) konvergent. Da z + ||z|| stetig ist, kann auch keine Teilfolge von (z(*))
konvergent sein. O

Mit fast demselben Beweis kann man zeigen, dass in jedem metrischen Raum
kompakte Teilmenge abgeschlossen und beschrinkt® sind. Die Umkehrung gilt
jedoch nicht immer; Gegenbeispiel: f,,: z +— 2™ in K = {f € B([0,1]): || flloc <
1}.

Satz VIIL.5.4 Sei K C M eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raums.
Dann gelten:

(a) K ist abgeschlossen.
(b) K st vollstindig.

Beweis. (a) haben wir gerade begriindet.

(b) Sei (x,,) eine Cauchyfolge in K. Da K kompakt ist, existiert eine konver-
gente Teilfolge =, — x € K. Wir zeigen, dass (z,,) selbst gegen z konvergiert.
Das folgende Argument kennen Sie aus Satz 11.2.7: Sei € > 0. dann existiert
ko € N mit

d(xp,,x) <€ fiir alle k > ko,

und es existiert ng € N mit
d(Tm, Tn) < € fiir alle m,n > nyg.

Wihle nun k' > kg so grof}, dass ngs > ng ist; man darf dann in der vorigen
Ungleichung m = ny setzen. Zusammen ergibt sich fiir n > ng

d(xn, ) < d(Tp, Tn,,) +d(@n,,, ) <e+e =2,
was zu zeigen war. O
Wir kommen zur Wechselwirkung von Kompaktheit und Stetigkeit.

Satz VIIL.5.5 Ist K C M kompakt und f: K — M’ stetig, so ist f(K) kom-
pakt.

6K C M heiit beschrénkt, wenn es zg € M mit sup ¢y, d(z, zo) < oo gibt; in diesem Fall
gilt das fiir jedes zg € M.
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Beweis. Sei (x},) eine Folge in f(K), also gibt es x,, € K mit z), = f(x,). Da K
kompakt ist, hat (x,,) eine konvergente Teilfolge, sagen wir z,,, — = € K. Da f
stetig ist, folgt f(xn,) — f(z) € f(K). Also hat (z/,) eine konvergente Teilfolge
mit Grenzwert in f(K). O

Insbesondere folgt aus Satz VIIL.5.5, dass das stetige Bild einer kompakten
Menge abgeschlossen ist.

Korollar VIII.5.6 Sei f: M — R eine stetige Funktion auf einem metrischen
Raum. Dann ist f auf jeder kompakten Teilmenge K beschrdnkt, und f nimmt
auf K sein Supremum und sein Infimum an.

Beweis. Sei K C M kompakt, dann ist f(/&) C R kompakt (Satz VIIL5.5) und
deshalb beschrankt (Satz VIIL.5.3). Da stets sup Z € Z fiir eine beschriankte
Menge Z C R, folgt also

sup f(z) = sup f(K) € f(K),

reK

denn f(K) ist nach Satz VIIL.5.3 auch abgeschlossen. Das war zu zeigen. (Das
Argument fiir das Infimum geht genauso.) O

In Lemma V.1.7 haben wir den Begriff der gleichméfligen Stetigkeit kennen-
gelernt und gesehen, dass jede stetige Funktion f: [a,b] — R gleichméfig stetig
ist. Wir wollen diese Dinge im abstrakten Rahmen wieder aufnehmen.

Definition VIII.5.7 Seien (M,d) und (M’,d") metrische Rédume, und sei f:
M — M’ eine Abbildung. Dann heifit f gleichmdfig stetig, wenn

Ve>030>0Ve,ye M  d(z,y)<d = d(f(x),fly)) <e.

Der springende Punkt dieser Definition ist also, dass man im e-d-Kriterium
das ¢ unabhingig von der betrachteten Stelle wihlen kann.

Satz VIIL.5.8 Sei (M,d) kompakt, und sei f: M — M’ stetig. Dann ist f
gleichmdfig stetig.

Beweis. Wire das nicht so, gédbe es ein € > 0 mit
V6 >0 3xs,ys € M d(ws,ys) <0, d'(f(xs), f(ys)) > €.
Insbesondere giibe es fiir § = 1/n solche x5, y5, die wir mit x,, und y,, bezeichnen:

1
VneN3zn,yn e M d(@n,yn) < o d'(f(zn), f(yn)) > €.

Als Folge im Kompaktum M besitzt (z,) eine konvergente Teilfolge (2, ) mit
Grenzwert € € M; wegen d(zn,yn) < 1/n gilt auch y,, — £ Nun ist f bei £
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stetig; deshalb folgt sowohl f(z,,) — f(&) als auch f(yn, ) = f(§). Insbesondere
muss

d'(f (@), f(yny)) < d'(f(@ny), £(E)) +d'(F(€), f(Yni)) = 0

sein im Widerspruch zu d'(f(xy), f(yn)) > € fiir alle n. O
Das obige Argument ist identisch mit dem in Lemma V.1.7!

Ausblick. In vielen Biichern wird Kompaktheit anders definiert als in Definiti-
on VIIL.5.1; diese Al‘gernativdeﬁnition ist aber etwas schwer zu verdauen. Diese
Variante wollen wir Uberdeckungskompaktheit nennen:

Definition VIIIL.5.9 Sei (M,d) ein metrischer Raum, und sei K C M. Dann
heifit K dberdeckungskompakt, wenn Folgendes gilt: Ist {O;: i € I} eine Menge
von offenen Mengen mit K C | J,;c; O, so existiert eine endliche Teilmenge {O;:
i € F}, F C I endlich, mit K C ;e O;. Kurz: Jede offene Uberdeckung von
K hat eine endliche Teiliiberdeckung.

Diese Bedingung ist dquivalent zu der in Definition VIIL.5.1, aber der Beweis
ist nicht einfach. Halten wir dieses Ergebnis fest:

Satz VIIIL.5.10 FEine Teilmenge eines metrischen Raums ist genaw dann (fol-
gen-) kompakt, wenn sie tiberdeckungskompakt ist.

Entsprechend formulieren viele Biicher den Satz von Heine-Borel mit Hilfe
der Uberdeckungskompaktheit; diese Version ist nicht so leicht zu zeigen wie
unsere.

Warum ist die Uberdeckungskompaktheit so beliebt? Zum einen gibt es Si-
tuationen, wo sie schneller zum Beweis einer Aussage fiihrt; das ist zum Beispiel
so, wenn man den Satz von Dini (Satz VII.1.8) auf der Basis der Uberdeckungs-
kompaktheit von [a,b] beweisen will”. Andererseits ist die Theorie der metri-
schen Réume ein Spezialfall der Theorie der topologischen Réume, die in der
Vorlesung ,, Topologie“ vorgestellt wird. (Bei einem topologischen Raum werden
a priori gewisse Teilmengen, die die Bedingungen in Satz VII1.4.4 erfiillen, als
yoffen® deklariert.) In diesem Kontext ist die Uberdeckungskompaktheit von der
Folgenkompaktheit verschieden, und nur mit ersterer lassen sich die Analoga zu
Satz VIII.5.5 und Korollar VIII.5.6 beweisen. Vor diesem Hintergrund ist die
Uberdeckungskompaktheit der ,richtige* Kompaktheitsbegriff.

70.B.d.A. sei wieder f = 0. Sei ¢ > 0 gegeben. Zu jedem x € [a, b] existiert ein n(z) mit
In(@) (@) < €. Da fp(q) stetig ist, gilt dann auch fy,;)(y) < € in einer Umgebung U, von z
und weiter f(y) < € auf Uy fiir n > n(x) wegen der Monotonie. Weil x € U, ist, iiberdecken
die U, das kompakte Intervall [a, b], und daher reichen bereits endlich viele zur Uberdeckung:
[a,b] C Up—q Uz, - Ist n > maxy, n(xy), folgt fr(y) < e fiir alle y; das war zu zeigen.
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Kapitel IX

Mehrdimensionale Differentialrechnung

IX.1 Partielle Ableitungen

Zur Einstimmung wollen wir eine Funktion von zwei Verédnderlichen betrachten:
fR2 5 R, f(z1,x2) = e*®2sin(x; + x2).

Wiéhrend man sich Funktionen einer Verénderlichen gern durch ihren Graphen
veranschaulicht (eine Kurve in der Ebene), kann man sich Funktionen von zwei
Verdnderlichen ebenso durch ihren Graphen

{(z1,22,23): 23 = f(z1,22)} C R?,

veranschaulichen, der als Fldche im Raum aufgefasst werden kann. Um sich im
obigen Beispiel den Verlauf der Fliche zu veranschaulichen, versucht man, sich
die Schnittkurven vorzustellen, die entstehen, wenn man x5 festhilt und nur
x1 variiert bzw. wenn man z; festhélt und nur zo variiert. In unserem obigen
Beispiel fiihrt das im ersten Fall zu Schnitten parallel zur x;-Achse, was den
Graphen der partiellen Funktionen

fap @1 = fzr, @2) = €2 sin(xy + 22)  bei festem

entspricht, im zweiten zu Schnitten parallel zur zo-Achse, was den Graphen der
partiellen Funktionen

2x9

Jop: w2 = f(w1,22) = e**?sin(xy +22) bei festem x;

entspricht. f];) ist von der Bauart ¢ — Asin(t +a), also eine verschobene Sinus-
funktion mit Amplitude A, und fj3) ist von der Bauart ¢ e?!sin(b + t), also
eine verschobene amplitudenmodulierte Sinusfunktion.
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Diese Herangehensweise legt es nahe, auch die Ableitungen der partiellen
Funktionen fp;) und fjg zu betrachten. Diese sind
f[l1] (x1) = €**2 cos(xy + x2),

f['Q] (z2) = e**2(2sin(xy + x2) + cos(z1 + x2)).

Die so entstehenden Funktionen, wieder als Funktionen von zwei Verédnderlichen
aufgefasst, nennt man die partiellen Ableitungen von f und bezeichnet sie mit!
Of/0x1 und 9f/0x4, also

of

Hp. (B122) = €2 cos(z1 + x2),

1

8f 2z :

a—m(ah7 x2) = e“*2(2sin(z1 4+ x2) + cos(z + x2)).

Die formale Definition der partiellen Ableitung folgt in Kiirze. Werfen wir
zuerst noch einen Blick auf Funktionen von drei (oder mehr) Verénderlichen; hier
ist eine graphische Veranschaulichung nicht mehr moglich, da der den Graphen
umgebende Raum 4- oder hoherdimensional ist. Jedoch kann man die Idee der
partiellen Ableitung auch hier ausfithren: Man friert alle Variablen bis auf eine
ein, bildet dann die entsprechenden ,,eindimensionalen* Ableitungen und erhélt
so die partiellen Ableitungen 0f/0x1, Of/0xa, Of /Ox3 (etc.). Ist zum Beispiel

f(xy, 0, 23) = 22 (sin z + 32 cos 1),

so ist

(w1, 9, 23) = 221 (sinxg + €33 cosw1) — w73 sinx;

0
8951
of 2
—(x1,x9,23) = x{cOST
O (w1, 72, 23) 1 2
6—(:101 Ty, x3) = 3x2e3 cos ;.
axg ’ ’ 1
Nochmals zur Beachtung: Dies sind Funktionen von mehreren Verénderlichen!
Um nun partielle Ableitungen (in allen Dimensionen) zu definieren, bezeich-
nen wir den i-ten Einheitsvektor in R™ mit e;, also ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) mit
der 1 an der i-ten Stelle. Im Weiteren gilt nach wie vor die Konvention, dass der

Vektor z die Koordinaten x1, ..., z, haben soll und analog fiir andere Vektoren
Yy, z etc.

Definition IX.1.1 Seien U C R” offen und f: U — R eine Funktion. Die i-te
partielle Ableitung and der Stelle x € U ist dann

i L@+ he) = f@)

h—0 h ’

(IX.1.1)

1Weitere Bezeichnungen werden weiter unten erwshnt.
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wenn dieser Grenzwert existiert. Die Funktion f heifit bei x partiell differen-
zierbar, wenn alle partiellen Ableitungen bei x existieren, und sie heifit auf U
partiell differenzierbar, wenn sie an jeder Stelle partiell differenzierbar ist.

Beachten Sie, dass der Grenzwert in (IX.1.1) genau der Ableitung der parti-
ellen Funktion entspricht, wenn alle Variablen z; # z; eingefroren sind. Definiti-
on IX.1.1 gibt also allgemein wieder, was wir im einfithrenden Beispiel gemacht
haben.

Da U als offen vorausgesetzt war, ist h — f(xz + he;) garantiert auf einem
Intervall der Form (-4, ¢) erklért, daher nehmen wir in (IX.1.1) den beidseitigen
Grenzwert.

Im Eindimensionalen brauchten wir beim Definitionsbereich der zu differen-
zierenden Funktion wenig Riicksicht zu nehmen; insbesondere konnte problem-
los der Differenzierbarkeitsbegriff fiir Funktionen auf einem abgeschlossenen In-
tervall eingefithrt werden. Ahnlich ist das auch fiir ,einfache® Teilmengen des
R™ wie abgeschlossene Kreise oder Rechtecke im R? méglich, aber das Beispiel
{(x1,22) € R?%: 0 < 25 < 23} zeigt bereits Grenzen auf (wie wiire 9f/0x2(0,0)
zu definieren???).

Zur Bezeichnung der i-ten partiellen Ableitung bei z sind

of

iiblich; in der Regel wird in dieser Vorlesung Letzteres benutzt.

Definition IX.1.2 Seien U C R" offen und f: U — R bei z € U partiell
differenzierbar. Dann heifit der Vektor

(grad f)(x) = (D1f(z),. .., Dnf(x))

der Gradient von f bei .

Beachten Sie: Genau wie in der Analysis I f'(z) eine Zahl und f’ eine Funk-
tion ist, ist hier (grad f)(x) ein Vektor und grad f eine vektorwertige Abbildung.

Wir haben diesen Vektor platzsparend als Zeilenvektor geschrieben; gelegent-
lich werden wir ihn auch als Spaltenvektor behandeln (wie z einer ist); mehr zu
diesem delikaten Punkt spéter, siehe die Bemerkung vor Satz 1X.2.2.

Beispiele IX.1.3 (a) Im einfithrenden Beispiel ist
(grad f)(z) = (e**2 cos(xy + x2), €**2(2sin(x1 + x2) + cos(zy + x2))).

(b) Sei r: R® — R, r(x) = ||z||. Wir zeigen, dass r an jeder Stelle z # 0
partiell differenzierbar ist. Um D7 zu diskutieren, schreiben wir x = (z1,y)
mit y € R"~! und erhalten

r(x+her) —r(x)  r(xy+hy) —r(z,y)

h h

V(e + 0?2+ Iyl = Vet + yl?
. :
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186 IX. Mehrdimensionale Differentialrechnung

Den Grenzwert fiir h — 0 zu bestimmen bedeutet also, die Ableitung der Hilfs-
funktion ¢: & — /&2 + ||y||? bei z1 zu bestimmen. Diese Funktion ist bei z
differenzierbar, wenn ||y|| # 0 ist bzw. wenn x; # 0 ist im Fall ||y|| = 0, und die

Ableitung ist
2%1 T

¢/(xl) = = —,
23+ lyl? =l

Daher haben wir fiir = # 0
Z1

RE

gezeigt. Aus Symmetriegriinden ist D;r(x) = x;/|z| fir alle ¢ und deshalb

Dyr(x)

(grad r)(x) = W (z # 0).

(c) Sei f: R? — R definiert durch

12

flx1,m2) = { 22 + 22 fiir (z1,22) # (0,0),
0 fiir (z1,22) = (0,0).

Es ist klar, dass f bei « # 0 partiell differenzierbar ist mit

Dif(zr,20) = vo(2f +23) — w1wy - 201 _ 25 — i
) (22 + 23)2 @ T 232

und genauso

3 — z122

(aF +a3)*

Aber die Funktion f ist auch bei (0,0) partiell differenzierbar, denn f(x1,0) =
f(0,25) = 0 fiir alle 2; und 2. Daher ist f auf R? partiell differenzierbar, aber
f ist nicht stetig:

Dsf(z1,22) =

lim f(L,1) = 2 20 = £(0,0).

n— o0 2

Die Rechenregeln fiir die partiellen Ableitungen fiir Summen und Produkte
ergeben sich unmittelbar aus den aus der Analysis I bekannten Regeln, da parti-
elle Ableitungen im Endeffekt Ableitungen von Funktionen einer Veréinderlichen
sind, also

Di(f+9) = D;f + Dig
Di(fg) = Dif - g+ f - Dig.

Zur Kettenregel siehe (IX.3.2) und (IX.3.4) in Abschnitt IX.3.
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Das letzte Beispiel deutet an, dass die partielle Differenzierbarkeit vielleicht
nicht die richtige Verallgemeinerung der eindimensionalen Situation ist (wo Dif-
ferenzierbarkeit die Stetigkeit impliziert). Deswegen werden wir im nichsten
Abschnitt einen stirkeren Differenzierbarkeitsbegriff einfithren, der die Eigen-
schaften des eindimensionalen Begriffs korrekt widerspiegelt.

Die Crux im letzten Beispiel war, dass die partiellen Ableitungen das Verhal-
ten der Funktion auf zu den Koordinatenachsen parallelen Geraden beschreiben;
man darf sich also nicht wundern, dass man entlang anderer Geraden keine In-
formationen erhélt. Daher ist der folgende Satz (der mit Satz IX.2.4 aus dem
néichsten Abschnitt verglichen werden sollte) iiberraschend.

Satz I1X.1.4 Seien U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Die
partiellen Ableitungen D1 f, ..., D, f seien stetig bei x € U. Dann ist auch f bei
T stetig.

Beweis. Um eine Indexschlacht zu vermeiden, fithren wir den Beweis nur im Fall
n = 2 aus. Sei x € U; wir wollen |f(x1 + h1,x2 + ha) — f(x1,22)] fir ,kleine®
h1, ho abschitzen, um das e-§-Kriterium anzuwenden.

Sei r > 0o, dass Q := [x1 —r,21+7] X [£2 — 7,22+ 7] C U; so ein r existiert,
da U offen ist. Da D1 f und Ds f stetig bei x sind, kann man r so klein wihlen,
dass diese partiellen Ableitungen auf () beschriankt sind; sagen wir

IDif)l < K, |[D2f(y)| <K firy €@,

wo K > 0. Nun sei € > 0 gegeben, setze § = min{r,e/(2K)}. Dann gilt fiir
||2|| < § nach dem eindimensionalen Mittelwertsatz fiir ein geeignetes ¥4 € (0, 1)

(1,2 + h2) = f(o1,@2)] = | Daf (1,2 + Daho)ha| < ] K <
und fiir ein geeignetes 91 € (0,1)
|f(z1+h1, 22+ h2) — f(21, 22+ ho)| = [D1f(z1+I1h1, 22+ ha)ha| < || K < g
und deshalb

|f(z+h) = f(z)| < [f(@1+ hi,22 + h2) = f(21,22 + ha)
+ | f(x1, 22 + ho) — f(21,22)]
PN
2 2
fiir ||h]| < 0. O
Genau wie bei Funktionen auf einem Intervall kénnen wir auch hier die Ab-

leitungsprozedur iterieren. Wenn f partiell differenzierbar mit den partiellen
Ableitungen D, f,..., D, f ist und diese ebenfalls partiell differenzierbar sind,
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188 IX. Mehrdimensionale Differentialrechnung

erhélt man die partiellen 2. Ableitungen (genauer partielle Ableitungen der Ord-
nung 2) D;(D;f),4,j =1,...,n. Esist also D;(D; f) die i-te partielle Ableitung
von D;f (genauer die Ableitung von D, f nach der i-ten Variable), andere Be-
zeichnungen sind
% f
8:@- 8%- ’

Analog kénnen partielle Ableitungen 3. und hoherer Ordnung definiert wer-
den. Eine Funktion f heifit k-mal partiell differenzierbar, wenn alle partiellen
Ableitungen der Ordnung < k existieren, und sie heifit k-mal stetig partiell dif-
ferenzierbar, wenn alle partiellen Ableitungen der Ordnung < k existieren und
stetig sind; solch eine Funktion nennt man auch? C*-Funktionen.

Es stellt sich sofort die Frage, ob es hier auf die Reihenfolge die Differentia-
tionen ankommt, mit anderen Worten, ob D;D; f = D;D; f ist. Wie das folgende
Beispiel zeigt, braucht das nicht der Fall zu sein.

f:l?jwia DID_]f

Beispiel IX.1.5 Sei f: R? — R mit

TiT ir (x1,22) # (0,0
flz1,m0) = ! 2x%+m§ b2 T
0 fiir (z1,22) = (0,0).

Man bestétigt durch scharfes Hinsehen, dass (unterscheide zo # 0 und 2o = 0
bzw. x1 # 0 und z; = 0)

Dif(0,25) = —x5 und Dyf(x1,0) = 2, fiir alle z € R2.

Dabher ist
DyD,f(0,0) = —1# 1= D1D>f(0,0).

Wieder kann man positive Resultate unter Stetigkeitsannahmen herleiten.

Satz IX.1.6 (Satz von Schwarz)

Seien U C R™ offen und f: U — R eine Funktion. Es mogen die partiellen
Ableitungen D;f, D;f, D;;f und Dj;f existieren und stetig sein. Dann ist
D,D;f =D;D;f.

Beweis. Fiir i = j ist nichts zu zeigen, und fiir ¢ # j sind nur zwei nicht
eingefrorene Variable im Spiel; daher ist nur der Falln = 2, i =1, j = 2 zu
bearbeiten. Sei p € U; wir wollen (D1Daf)(p) = (D2D1f)(p) zeigen; um die
Ubersicht zu behalten, nehmen wir 0.B.d.A. p = 0 an.

Weil U offen (und 0 € U) ist, existiert ein r > 0 mit (—r,r) x (—r,r) C U.
Fiir |x1| < r bzw. |z2| < r betrachten wir die Hilfsfunktionen

F: (—r,r) =R, s+ f(s,z2) — f(s,0),
G: (—r,r) > R, tw— f(x1,t) — f(0,¢).

2Das C soll an engl. continuous oder frz. continu erinnern.
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Wegen des Mittelwertsatzes existiert ein & mit |&1]| < |z1], so dass

F(z1) = F(0) = F'(&1)z1 = (D1f (&1, 22) — D1f(&1,0)) 215

beachten Sie, dass & von z; und zs abhingt. Nun ist die Funktion s —
D, f(&1, s) nach Voraussetzung auf (—r, r) differenzierbar; daher liefert der Mit-
telwertsatz ein & mit |&a| < |z2|, so dass

D1 f(&1,22) — D1f(£1,0) = DDy f(&1,&2) 72,

also

f(l‘l,xg) — f(.’L'h 0) — f(07{L'2) + f(O, 0) = F(l‘l) — F(O)
= Dy D1 f(&1, &)z 122

Nun machen wir eine analoge Uberlegung ausgehend von der Hilfsfunktion G.
Es existiert ein 7y mit |ne| < |2z2|, so dass

G(z2) = G(0) = G'(12)a2 = (D2f (x1,72) — D2f(0,m2)) 2,

und weiter ein 7, mit || < |z1], so dass

Dy f(x1,m2) — D2 f(0,m2) = D1 D f (01, m2)x1,

also

f(a1,22) = f(0,22) = f(21,0) + f(0,0) = G(x2) — G(0)
= D1 Dz f (11, m2)z122,

und fiir 7 # 0, x4 # 0 folgt

DyD1 f(&1,&2) = DiDaf(m1,1m2)-

Mit (z1,x2) — (0,0) hat man wegen |&;], |n;| < |z;| auch (&1,£2) — (0,0) und
(n1,m2) — (0,0), und weil DoD; f und D1 Do f stetig sind, folgt Dy D4 f(0,0) =
D1D,£(0,0), wie behauptet. O

Wenn alle partiellen Ableitungen 2. Ordnung existieren, kénnen wir fiir jedes
x € U die Matrix

(Hf)(x) = (DiD;f(x))i;

bilden; nach Satz IX.1.6 ist (H f)(z) eine symmetrische Matrix, wenn alle zwei-
ten partiellen Ableitungen stetig sind.

Definition IX.1.7 Die Matrix (H f)(z) heifit die Hessesche Matriz von f an
der Stelle z.
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190 IX. Mehrdimensionale Differentialrechnung

Beachten Sie:
e (grad f)(z) ist ein Vektor, grad f ist eine vektorwertige Abbildung;
e (Hf)(x) ist eine Matrix, H f ist eine matrixwertige Abbildung.

In der Physik sind folgende Differentialoperatoren niitzlich; hier ist wie oben
U C R"™ eine offene Menge.

e Ist f: U — R zweimal partiell differenzierbar, bezeichnet man (mit
Dif =D;D;f)

Af(x) = (Dif)(z) + -+ (D f)(@);

A heifit Laplace-Operator. In anderer Schreibweise ist

n f n
Af = Zl 7= Z;f

82
(0z;

o Ist F: U — R” eine R™wertige Abbildung (ein ,,Vektorfeld“) mit par-

tiell differenzierbaren Koordinatenfunktionen fi,..., f,, so setzt man
(divF)(x) :=D1fi(z)+ -+ Dpfu(z) = %(I) S gi: (z);

div F' wird die Divergenz von F' genannt. Offenbar ist

Af = divgrad f.

I1X.2 Differenzierbare Funktionen

In der Analysis I wird die Ableitung einer Funktion an der Stelle x durch den

Grenzwert

1X.2.1
h—0 h ( )

definiert. Da sich dies nicht unmittelbar auf Funktionen auf dem R"™ ausdehnen
lasst (schlieflich kann man nicht durch einen Vektor dividieren), haben wir in
Abschnitt IX.1 den pragmatischen Ansatz verfolgt, fiir eine Funktion auf R™
durch Einfrieren von n — 1 Variablen wieder den Grenzwert (IX.2.1) zuging-
lich zu machen. Das fiihrte zur partiellen Differenzierbarkeit, die aber nicht alle
Aspekte des eindimensionalen Differenzierbarkeitsbegriffs wiedergibt; zum Bei-
spiel impliziert sie nicht die Stetigkeit.

In diesem Abschnitt bauen wir stattdessen auf eine dquivalente Umformung
von (IX.2.1), die in Satz IV.1.8 diskutiert wurde, ndmlich:
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IX.2 Differenzierbare Funktionen 191

o FEs existieren eine Zahl v € R und eine Funktion ¢ mit

flx+h)=f(z)+v-h+e(x) mit }llii%wgi):o,

Das ldsst sich problemlos aufs Mehrdimensionale iibertragen (siehe Definiti-
on I1X.2.1) und liefert die richtige geometrische Interpretation: Wenn man fiir
(betragsméBig) kleine h den Zuwachs f(xz + h) — f(z) durch den linearen Term
vh ersetzt, macht man einen Fehler (ndmlich ¢(h)), der schneller als linear ge-
gen 0 strebt (p(h)/|h] — 0 fiir h — 0); mit anderen Worten ist der Fehler von
kleinerer Ordnung als die Approximation.

Das ist die Grundlage des ,richtigen* Differenzierbarkeitsbegriffs, den wir in
diesem Abschnitt diskutieren.

Definition IX.2.1 Sei U C R"™ offen, und sei f: U — R eine Funktion. Dann
heift f bei x € U differenzierbar (manchmal auch total differenzierbar genannt),
wenn es Zahlen vy,...,v, € R und eine Funktion ¢ gibt, so dass

f@+h) = f(z)+ (vihs + - + vphy) + o(h)
fir alle h mit x + h € U und

. (h)
A TRl =2

f heilit auf U differenzierbar, wenn f an jeder Stelle xz € U differenzierbar ist.

Da U offen ist, existiert eine Kugel U(z,r) um z, die in U liegt; es reicht
dann, solch eine auf U(z,r) definierte Funktion ¢ wie oben zu finden, da wir
letztendlich nur am Grenzwert h — 0 interessiert sind.

Wir werden gleich sehen (vgl. Satz IX.2.3), dass es nur einen Satz von v; wie
in Definition IX.2.1 gibt.

Beachten Sie, dass im Kontext von Funktionen mehrerer Verénderlicher h
ein Vektor ist und nicht mehr eine Zahl wie im Abschnitt 1X.1.

Die Interpretation ist genauso wie im Eindimensionalen: Der Term £(h) =
>, vih; definiert eine lineare Abbildung, und approximiert man fiir normmé8ig
kleine h den Zuwachs f(z+h)— f(z) durch den linearen Term ¢(h), macht man
einen Fehler, der von kleinerer Ordnung als die Approximation ist3.

Wo nun geklart ist, was differenzierbar bedeutet, was ist dann die Ableitung?
Die Antwort ist: Die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f an der Stelle
x ist die lineare Abbildung

L=l he Y vih (IX.2.2)
i=1

3Dazu beachte man, dass nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |[£(h)| < ||v]| - ||k]|,
also der Quotient £(h)/| k|| beschrinkt ist, wihrend p(h)/||h| gegen 0 strebt.
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192 IX. Mehrdimensionale Differentialrechnung

auf R™. Diese bezeichnen wir mit (D f)(z). Daher ist strenggenommen die Ab-
leitung D f einer differenzierbaren Funktion eine Abbildung von U in den Raum
der linearen Abbildungen Z(R",R), den Dualraum von R™.

Die lineare Abbildung ¢ = (Df)(x) wird gemif (IX.2.2) durch den Vektor v
mit den Koordinaten vy, ..., v, reprisentiert. Hier gibt es zwei Auffassungen:

e v ist ein Spaltenvektor; dann ist
(Df(x))(h) =Y vihi = (v,h)
i=1

mit Hilfe des Skalarprodukts darstellbar.

e v ist ein Zeilenvektor bzw. eine 1 x n-Matrix; dann ist
(Df(x))(h) = > wvih; = vh
i=1

als Matrix-Vektor-Produkt darstellbar.

Aus systematischen Griinden ist die zweite Auffassung die angemessenere (siehe
die Bemerkungen nach Satz IX.3.2); jedoch ist die erste einfacher zu handhaben.
Wir werden beide Versionen (héufig unkommentiert) nebeneinander verwenden.

Bevor wir den Zusammenhang zwischen totaler und partieller Differenzier-
barkeit besprechen, halten wir einen Satz fest.

Satz 1X.2.2 Ist f differenzierbar bei x, so ist f stetig bei x.

Beweis. Wir schreiben geméfl der Definition mit den dortigen Bezeichnungen

f(@+h) = f(z) = (v,h) + o(h).

Hier ist
[(v, h)| < ||v|| |R]| = 0 mit h—0
und .
fe(h)] = Sl =00 =0 mit 0,
also limy, o f(z + h) = f(x), was zu zeigen war. O

Wir zeigen jetzt, dass differenzierbare Funktionen partiell differenzierbar
sind, und beschreiben den Vektor v aus Definition IX.2.1.

Satz IX.2.3 Sei U C R" offen, und sei f: U — R differenzierbar bei x € U.
Dann ist f bei x partiell differenzierbar, und es gilt

(Df)(@))(h) = ((grad f)(x), h),
mit anderen Worten

f(+h) = f(@) + {(grad f)(2), ) + o(R) mit lim m -
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Beweis. Setzt man in Definition 1X.2.1 h = te; ein, folgt die Darstellung

flz+te) = f(x) +tv; +$(t)  mit ¢|fs|t) - ﬁi’f_i) '

Daher (vgl. Satz IV.1.8) existiert die i-te partielle Ableitung von f bei z, und
es ist (D;f)(z) = v;. Das war zu zeigen. O

Die Umkehrung dieses Satzes gilt leider nicht, da wir in Beispiel 1X.1.3(c) ei-
ne unstetige partiell differenzierbare Funktion kennengelernt haben. Unter etwas
starkeren Voraussetzungen kann man jedoch ein positives Resultat erzielen. Zur
Erinnerung: Eine Funktion heif3t stetig partiell differenzierbar, wenn alle parti-
ellen Ableitungen existieren und stetig sind; nach Satz IX.1.4 ist dann auch f
stetig.

Satz 1X.2.4 Sei U C R™ offen, und sei f: U — R partiell differenzierbar.
Wenn alle partiellen Ableitungen D, f bei x € U stetig sind, ist f bei x differen-
zierbar. Daher sind stetig partiell differenzierbare Funktionen differenzierbar.

Beweis. Setze

p(h) = f(z +h) = f(z) - ((grad f)(x), h)

n

= f(z+h) = f@) = > (Dif)(@)hs;

i=1

Dann hat f(x + h) definitionsgeméf die in Definition I1X.2.1 geforderte Darstel-
lung, und die Crux ist, ¢(h)/||h| — 0 zu zeigen.
Dazu setzen wir

2O =z, 2® = 2+ hye,

CL'(2) =x+ h1€1 + h262,

2™ = x4 hiey -+ hpen =z + Iy

dann ist (Teleskopsumme!)

n

fla+h) = flz) =Y (f@D) = 1))

i=1

und nach dem Mittelwertsatz, angewandt auf die Situation, wo alle Variablen
bis auf die i-te engefroren sind,

F@?) = @) = £V 4 hies) = fa7) = Dif (@7 + Oihses)h
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fiir ein geeignetes ¥; € (0,1). Man beachte, dass

i—1
2D 4 ihie; =2+ Y hjes + dihie; — @
j=1
mit h — 0. Es folgt
@(h - h
iRl

ZDf (i~ 1)+19he) Df( )]Hh”
1=1

da mit h — 0 wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von D;f der Term in der
eckigen Klammer gegen 0 strebt und stets |h;|/[|h|| < 1 ist. O

Wegen dieses Satzes nennt man stetig partiell differenzierbare Funktionen
schlicht stetig differenzierbar. Mit der Technik von Beispiel VIII.3.6 sieht man,
dass alle Funktionen, die aus den iiblichen differenzierbaren Funktionen wie in
jenem Beispiel zusammengesetzt sind, stetig differenzierbar sind.

Das folgende Beispiel zeigt, dass auch Satz 1X.2.4 nicht umkehrbar ist. Das
wissen wir natiirlich schon, da es im Fall n = 1 ja differenzierbare Funktionen
mit unstetiger Ableitung gibt (Beispiel?); das folgende Beispiel ist aber genuin
zweidimensional.

Beispiel IX.2.5 Sei f: R? = R,

||xu2sm— fitr (21, 25) # (0,0),

far,m2) = ]l
fiir (z1,22) = (0,0).

Fiir  # 0 berechnet man

1 1
(D1f)(@) = 221 sin o+ o eos - | ~* (<1 - 20,
|| || [z 2
X 1
= 21 sm— COS ——
=l =l [l
sowie
) tQSinﬁ
(D11)(0) = lim ——1T =0,
Analog ist
i) 1
(D2f)(z) = 2zosin — CoS — (x #0)
|| I =l ]

(D2£)(0) = 0.
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Daraus ergibt sich, dass die partiellen Ableitungen an jeder Stelle x # 0 stetig
sind, so dass f an jeder Stelle z # 0 differenzierbar ist. Hingegen sind die
partiellen Ableitungen bei z = 0 unstetig, da z.B.

(D1f)(55:,0) = —1 /5 0.
Jedoch ist f auch bei 0 differenzierbar, da

f(O+h) = f(0) = ((grad £)(0), h) _ f(h)
2] 2]

1
= ||h||sin — — 0.
([~

Wir kommen zum Konzept der Richtungsableitung, wovon die partiellen Ab-
leitungen ein Spezialfall sind.

Definition IX.2.6 Sei U C R" offen und f: U — R. Sei ferner v € R™ mit
|lu|l = 1. Dann heifit f bei x € U in Richtung u differenzierbar, wenn

(Duf) () = tim LEF I = F(@)

t—0 t

existiert.
Beispiel IX.2.7 Sei f: R" = R, f(z) = ||z||. Fiir |Jul]] = 1 ist

ol gl o]
t—0 t

die Ableitung der Funktion s — \/(xl +su1)?2 4 - + (2, + suy)? an der Stelle
s = 0, das ist nach der Kettenregel aus der Analysis I fiir x £ 0

2z1u1 + -+ 20U, (T, )
2v/ai + - 42 el

d.h. -
(D.f)(z) = <m,u> fiir z #£ 0.

Dieses Beispiel illustriert den folgenden Satz.

Satz I1X.2.8 Seien U C R” offen und f: U — R differenzierbar bei x € U. Sei
|lu|| = 1. Dann existiert die Richtungsableitung (D, f)(z), und es ist

(Duf)(z) = ((grad f)(z), ).
Beweis. Es ist

p(tu)

12|

f(z +tu) = f(z) + {(grad f)(z), tu) + p(tu) mit — 0,
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also

[z +tu) - f(z)

— ((grad f)(z), u) — 0;

das war zu zeigen. O

In Satz 1X.2.8 ist die partielle Differenzierbarkeit nicht hinreichend, denn
Beispiel 1X.1.3(c) stellt eine partiell differenzierbare Funktion vor, die in Rich-
tung %(1, 1) nicht differenzierbar (weil unstetig) ist.

Satz IX.2.8 liasst folgende Interpretation des Gradienten zu. Wenn man die
Richtung u sucht, in der die Funktion f ausgehend von f(z) am stérksten

wichst, ist ((grad f)(x),w) iiber alle ||u]| = 1 zu maximieren. Diese Grofle
ist hochstens ||(grad f)(z)] - |lu|]| = ||(grad f)(z)]], und tatséchlich ist im Fall
(grad f)(z) # 0
= [[(grad f)(z), wenn u = (grad f)(x)/||(grad f)(z)]|
(@ { [ DL e 2 (oo o rod o

(Beweis fiir Letzteres folgt). Daher ist der steilste Anstieg von f an der Stelle z
in der Richtung des Gradienten (grad f)(x).

Wir haben folgenden Zusatz zur Cauchy-Schwarz-Ungleichung (Satz VIII.1.5)
verwandt.

Lemma IX.2.9 Seien z,y € R™ mit (z,y) = ||z| ||y]] und z # 0. Dann ist
y = Ax fiur ein A > 0.

Beweis. Aus der Linearen Algebra {ibernehmen wir, dass wir y in der Form
Y=+t mit A € R, (z,21) =0
darstellen kénnen; denn R” = lin{x} @ (lin{z})*. Dann ist
Myl = (2, 5) = Mlz|* + (2, 2*) = Az

Daher ist A > 0 und ferner ||y|| = A||z||. Der Satz von Pythagoras liefert

Nlzll* = llylI* = (v, )
= Az +zt e +2t)
= Na|® + ll=* 1%

es folgt x- = 0 und y = Az mit A > 0. (Wo ging im Beweis die Voraussetzung
x # 0 ein?) O
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IX.3 Differenzierbare Abbildungen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Abbildungen von einer offenen
Menge im R™ nach R™. (Wie schon an anderer Stelle gesagt, ist die Vokabel
Funktionen hiufig fiir den Fall m = 1 reserviert.) Gewitzt durch die Diskussion
im letzten Abschnitt treffen wir folgende Definition.

Definition IX.3.1 Seien U C R" offen und f: U — R™. Dann heifit f diffe-
renzierbar bei x € U, wenn es eine lineare Abbildung L: R® — R™ und eine in
einer hinreichend kleinen Kugel* U(0,) definierte Abbildung ¢: U(0,r) — R™
gibt, so dass fiir h € U(0,7)

f+h) = f(2) + L) + o(h) mit Tim 27 g

o R
Ist f an jeder Stelle differenzierbar, heifit f auf U differenzierbar.

Wir werden sofort sehen, dass solch eine lineare Abbildung L eindeutig be-
stimmt ist, und werden L durch eine Matrix beschreiben.

Indem man die Koordinatenfunktionen f; von f und ¢; von L betrachtet,
erhélt man sofort:

Satz IX.3.2 Seien U C R" offen und f: U — R™. Dann ist f beix € U genau
dann differenzierbar, wenn alle f; bei x differenzierbar sind.

Dieser Satz hilft, die in Definition IX.3.1 vorkommende lineare Abbildung
zu beschreiben. Sei f bei z differenzierbar und somit alle f; auch. Wir wissen
aus Abschnitt IX.2, dass die Koordinatenfunktionen f; partiell differenzierbar
sind mit

m %(h) =0.

filw +h) = fi(x) + (grad fi) (z) - h+ pi(x),  Jim IRl

In dieser Zeile sollte man sich (grad f;)(z) als Zeilenvektor bzw. 1 x n-Matrix
vorstellen. Die i-te Komponente von L aus Definition 1X.3.1 ist dann

L;(h) = (grad f;)(x) - h.

Das zeigt zweierlei: Zum einen ist L gemé&f Definition IX.3.1 eindeutig bestimmt,
zum anderen wird L (beziiglich der Einheitsvektorbasen) durch diejenige m X n-
Matrix dargestellt, deren Zeilen die Gradienten (grad f;)(x) sind. Diese Matrix
heifit Jacobi-Matriz von f bei x:

(grad f1)(z)

Jy(x) = :
(grad fn)(z)

4Es reicht, r so zu wihlen, dass U(z,r) CU.
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Im Fall n = 1, wo f die reellwertigen Koordinatenfunktionen f;: R D U — R
hat, bekommt man die Spalte

fi(z)
fl(@) = Jp(x) = o (IX.3.1)
f(2)

Die Rolle der Ableitung von f bei z iibernimmt die Abbildung L =: (Df)(x),
wenn man koordinatenfrei denkt, und die Jacobi-Matrix J¢(x), wenn man in
Koordinaten denkt. In dieser Version verlangt die Definition der Differenzier-
barkeit also

Fle )= F(@) + ()b + o) mit lim D)
Beispiele IX.3.3 (a) Als erstes Beispiel betrachten wir eine lineare Abbildung
A: R™ — R™. Die Linearitit impliziert

Az +h) = A(z) + A(h) + 0,

d.h., es gilt eine Darstellung gemifl Definition IX.3.1 mit L = A (unabhingig
von z) und ¢ = 0. A ist daher an jeder Stelle differenzierbar mit (konstanter!)
Ableitung

(DA)(x) = A.

Stellt man A durch eine Matrix A beziiglich der Einheitsvektorbasen dar, d.h.
A(z) = Az, sieht man Jp(z) = A.

(b) Sei f: R? — R2,

F@) = 123 + sin(zy — ) _( filz)
€172 4 cos(zy + x2) fa(x) )
Diese Abbildung ist an jeder Stelle differenzierbar, da die f; es sind, mit

(grad f1)(x) = (23 + cos(z1 — x2), 2129 — cos(z1 — x2)),
(srad f2)(x) = ("1~ — sin(a + 2), "~ — sin(ay + 22)):

also ist die Jacobi-Matrix

Jp(x) = x3 + cos(1 — x2) 2x129 — cos(z1 — x2)
FAE) =\ era—az sin(xy + x3) —e" %2 —sin(wy +x2) )

(¢) Auf dem 4-dimensionalen Raum der 2 x 2-Matrizen wollen wir die Ab-
bildung A +— f(A) = A? betrachten. Dieser Raum kann mit R* identifiziert
werden, wenn man die Basis aus den Matrizen

(00) (a)- (10) (&)
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mit eq, ..., e, identifiziert, also
ab
(c d> = aeq + bey + ce3 + dey.

Wie sieht es mit der Differenzierbarkeit von f aus? Wir schreiben (h ist jetzt
eine 2 x 2-Matrix)

f(A+h)=(A+h)? =A%+ Ah + hA+ h? = f(A) + L(h) + ¢(h)

mit der linearen Abbildung h — L(h) = Ah + hA (Achtung: die Matrixmul-
tiplikation ist nicht kommutativ!) und ¢(h) = h%. Zeigen wir ¢(h)/||h|| — 0
mit A — 0. (Achtung: ||k|| ist die euklidische Norm, wenn man h als Vektor in
R* auffasst; im Matrixkontext wird das Hilbert-Schmidt-Norm genannt.) Wir
schreiben die Matrix h mit ihren zwei Zeilen bzw. Spalten als

h = (2) = (51 82)-

Dann ist (indem man die Eintréige in h? als Skalarprodukte interpretiert)

@(h) =h? = <<Zlv$1> <21782>)

(22,81) (22,52)

und deshalb

[or)II> = [R?1> = (21,81)% + (21, 82)° + (22, 51)° + (22, 52)°
< lzalPllsall® + Nz lPlls2ll® + N[22l lls1]1? + [lz2)1] s2 ]|

= ([lz2]” + llz2®) Uls1l* + lls2l1?)

= [[RI2[|R]* = [|A]1*.
Es folgt

| A]I*

< = ||h]| = 0.
H [|A]] H [|A]]

Daher ist ((Df)(A))(h) = Ah + hA. In diesem Beispiel sicht man klarer, wenn
man die Ableitung tatséchlich als lineare Abbildung angibt und nicht als Jacobi-
Matrix, und man erkennt eine Version des elementaren Beispiels f(z) = 22,
f'(z) = 2z wieder.

(d) Es sei f: U — R differenzierbar, und wir betrachten grad f als Spalte (ge-
nauer als spaltenwertige Abbildung). Falls alle zweiten partiellen Ableitungen
existieren und stetig sind, sind die partiellen Ableitungen D, f selbst differen-
zierbar (siche Satz 1X.2.4) und daher (Satz IX.3.2) ist grad f differenzierbar.
Die Jacobi-Matrix von grad f bei z ist

((D;Dif) (),

i,5=1,....,n"
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Das ist die Hessesche Matrix von f; vgl. Definition IX.1.7. Insofern ist (H f)(x)
die zweite Ableitung von f bei x.

Wir kommen zur Kettenregel, die im Kontext der differenzierbaren Ab-
bildungen eine besonders priagnante Gestalt annimmt: Die Jacobi-Matrix eine
Komposition ist das Produkt der Jacobi-Matrizen.

Satz IX.3.4 (Kettenregel)

Seien U C R™ und V- C R™ offen. Sei f: U — R™ differenzierbar bei xg € U,
und gelte f(U) C V. Sei ferner g: V — R! differenzierbar bei yo := f(x0). Dann
ist go f bei xg differenzierbar, und fir die Jacobi-Matriz gilt

Jgor(w0) = Jo(f(0))J s (20)-

Beweis. Der Beweis orientiert sich am eindimensionalen Fall auf Seite 81. Wir
schreiben fiir z € U, x = x¢ + h,

Fa) = £(a0) + Jy(oo)(a = 20) + plo —an) it Jim ) —o
und analog fir y € V, y = yo + k,
k
9(y) = 9(yo) + Jo(y0)(y = yo) + ¥ (y — yo) mit lim m 0,

In diese Zeile setzen wir y = f(x) und yo = f(zo) ein:

9(f(@)) = g(f(@0)) + Jg(yo)(f(z) — f(z0)) + ¥(f(z) — f(z0))
= g(f(z0)) + Jg(yo) Iy (z0)h + Jg(yo)o(h) + ¥ (f(2) — f(z0)),
also
(go f)(xo+h) = (g0 f)(wo) + Jg(yo)Jr(z0)h + x(h)
mit

x(h) = Jg(yo)p(h) + (s (zo)h + @(h)).

Zum Abschluss des Beweises ist nun limp_,o x(h)/||h|| = 0 zu zeigen, und
dazu betrachten wir die beiden Summanden separat. Als Vorbereitung erinnern
wir an Satz VIII.3.8, wonach fiir eine lineare Abbildung A zwischen (endlichdi-
mensionalen) euklidischen Rdumen eine Konstante ¢ mit

IA(z)]] < ¢||x]| fiir alle =

existiert. Diese Bemerkung zeigt fiir den ersten Summanden

175 (yo)p (R)]| < crllp(R)l;

also ; L
J)eh)
Al
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Fiir den zweiten Summanden ist nach dem e-§-Kriterium Folgendes zu zeigen:
Ve>030>0%0 < [l <5 [o(Jr(xo)h + o(R)]| < ellh

Wie im eindimensionalen Fall machen wir eine Voriiberlegung. Zu gegebenem
¢’ > 0 existiert nach Voraussetzung iiber v ein 17 > 0 mit

0<lkl<n = [®EI <k

bzw.

1Kl <n = )] < ek

Nun beobachten wir ||J;(zo)h|| < co||h|| (c2 eine geeignete Konstante) fiir alle
h und ||¢(h)|| < ||k| fiir hinreichende kleine ||k||. Das zeigt

175 (zo)h + p(h)|| < (c2 + )] |A]
fiir solche h; also existiert § > 0 mit
175 (mo)h +@(h)[| <n  fiir [|A] < 6.
Fiir diese h folgt
[9(T¢(zo)h + @(M)]| < €'l Tf(o)h + @(h)]| < &'(ca + D]|A]].

Um ans Ziel zu gelangen, ist diese Uberlegung daher fiir ¢/ = e/(ca + 1)
anzuwenden. O

Die Spezialfille [ = 1 und n = 1 nehmen die folgende Gestalt an.
e Im Fall [ =1 ist (die Gradienten sind Zeilen)

(grad(g o f))(z0) = ((grad g)(f(z0)))J¢ (o), (IX.3.2)

also hat man fiir die partiellen Ableitungen

m

(Dj(g0 )(x0) =D _(Dig)(f(x0))(D; fi)(x0), j=1,....m,
i=1
wenn [ die Koordinatenfunktionen fi,..., f, hat.

e Im Falln =1, also U C R, ist
Jgof(x0) = Jg(f (z0)) ' (20), (IX.3.3)
wo die Ableitung f’(zo) wie in IX.3.1 erklért ist.

e Im Fall I =1, n =1 erhélt man

m

(90 f) (o) =D _(Dig)(f(wo))f (o). (IX.3.4)

i=1
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IX.4 Der Mittelwertsatz, Satz von Taylor und
Extremwertaufgaben

Wie im Eindimensionalen sind der Mittelwertsatz und der Taylorsche Satz auch
in der mehrdimensionalen Differentialrechnung fundamentale Ergebnisse. Beide
konnen recht einfach auf den eindimensionalen Fall zuriickgefiithrt werden. Dabei
ist das Hauptproblem beim Satz von Taylor, eine kompakte Notation zu ersin-
nen®; daher werden wir diesen Satz nur fiir zweimal differenzierbare Funktionen
besprechen.

Zuriick zum Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen. Wir bezeichnen
die Strecke zwischen zwei Punkten z,y € R™ mit

Ty={z+tly—z): 0<t <1}

Satz IX.4.1 (Mittelwertsatz)
Sei U C R™ offen, und seien x,y € U so, dass Ty C U. Sei f: U — R differen-
zierbar. Dann existiert & € Ty mit

fy) — f(x) = ((grad )(§),y — x).

Beweis. Wir fithren die Hilfsfunktion

¢: [0,1] =R, ¢(t) = f(x+t(y —x))

ein, die wegen der Voraussetzung Ty C U wohldefiniert ist. Nach dem eindimen-
sionalen Mittelwertsatz existiert 7 € [0, 1] mit

Nach der Kettenregel mit der inneren Abbildung ¢t — = + t(y — z) ist (vgl.
(I1X.3.4))

n

¢ (r) =D (Dif)atr(y—2)(yi—:) = ((grad f)(@+7(y—2)),y—a); (IX.41)

i=1
setze also £ = x + 7(y — x). O

Korollar IX.4.2 Gelte zusdtzlich zu den Voraussetzungen von Satz 1X.4.1 die
Abschitzung

[(grad f)(2)]| < K

mit einer Konstanten K und fiir alle z € Ty. Dann ist

[f(y) = f(@)] < Ky —«|.

5Das gelingt mit der Multiindexschreibweise, siehe z.B. Forster, Band 2.

Version vom 1. Januar 2025



IX.4 Der Mittelwertsatz, Satz von Taylor und Extremwertaufgaben 203

Beweis. Das folgt sofort aus Satz 1X.4.1 und der Cauchy-Schwarzschen Unglei-
chung. O

Solch ein K gibt es, wenn f stetig differenzierbar ist.

Die Aussage von Satz 1X.4.1 ldsst sich nicht auf differenzierbare Abbildungen
ausdehnen, nicht einmal fiir n = 1. Ist z.B. f(z) = (cosz,sinz), so ist f(0) =
f(2m), aber es gibt kein £ € [0, 27] mit 27 f/(§) = f(27) — f(0) = (0,0), denn

stets ist || f/(£)[| = [|(—sing, cos )| = 1.
Hingegen gestattet Korollar 1X.4.2 sehr wohl eine vektorwertige Verallge-
meinerung.

Satz IX.4.3 SeiU C R™ offen, und seien x,y € U so, dasszy C U. Sei f: U —
R™ differenzierbar. Fir die Koordinatenfunktionen f; mdégen Abschitzungen der
Form

I(grad f;)(2)|| < K
mit Konstanten K; und fir alle z € Ty gelten. Dann ist mit K = (K? 4+ --- +
K3
1f () = f(@)] < Klly — ||

Beweis. Aus Korollar IX.4.2 wissen wir
|fi(y) — fi(x)] < Killy — =
Es folgt
If(w) = f@)| < (K7 + -+ K2)Y2|ly — | = K|y — 2|;

das war zu zeigen. O

Wenn man sich mit dem Begriff der Matrixnorm || A||o, einer Matrix A aus-
kennt, kann man den Satz auch mit der besseren Konstante

K = sup [|5(2)[lop

zZETY

beweisen (siehe z.B. Forster, Band 2).

Nun zum Satz von Taylor, der wie gesagt nur fiir die Differenzierbarkeits-
ordnung 2 besprochen werden soll. Es seien wieder U C R™ offen sowie x,y € U
mit Ty C U. Es sei f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar, so dass
insbesondere stets D;D; f = D;D; f gilt (Satz IX.1.6). Wie beim Mittelwertsatz
betrachten wir die Hilfsfunktion

¢: 0,1] =R, ¢(t) = f(z + t(y — z)).
Wir haben die Ableitung von ¢ bereits berechnet, ndmlich

n

¢'(t) =Y (Dif)(@+tly —2))(yi — x:) = ((grad f)(z + t(y — ),y — x);

=1
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vgl. (IX.4.1). Analog gilt, da die D; f ihrerseits differenzierbar sind (Satz 1X.2.3)

D)+ tly — ) = Y (DDef) bl — )5~ 7),
also
§'0 = 3 S DD+ tly — )y~ )i - ). (K42

Mit Hilfe der Hesseschen Matrix aus Definition 1X.1.7, die wegen der voraus-
gesetzten Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen symmetrisch ist, kann
dieser Term in der Form

¢"(t) = (Hf)(@+t(y — )y — ),y — ) (IX.4.3)

wiedergegeben werden.
Wendet man den eindimensionalen Satz von Taylor auf ¢ an, erhélt man ein
7 € [0,1] mit

1
¢(1) = $(0) + ¢'(0) + 56" (7).
Damit erhalten wir den folgenden Satz.

Satz IX.4.4 (Satz von Taylor)
Sei U C R™ offen, und seien x,y € U so, dass Ty C U. Sei f: U — R zweimal
stetig partiell differenzierbar. Dann existiert & € Ty mit

fy) = f(z) + ((grad f)(z),y — x) + %<((Hf)(£))(y —x),y — x).
Man vergleiche das folgende Korollar mit Satz IV.2.10.

Korollar IX.4.5 Unter den obigen Voraussetzungen gilt

¥(h)

= 0.
o [l

Flarth) = fa)+{(arad £)(o), b+ 5 (((HLD) ()b, b+ o) mit Jim

Beweis. Nach der Taylorformel hat ¢(h) mit einem geeigneten 7 € (0,1) die
Gestalt

n n

([(Hf)(@+7h)— (H[)(z => > ((D;D;f)(@+7h) = (D; D; f)(x)]hjhi,

=1 j=1
siehe (IX.4.2). Sei £ > 0; wir benutzen diese Darstellung, um ein § > 0 mit

() < ellnl? fi 7] <6 (IX.4.4)
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zu produzieren. Dazu betrachten wir als HilfsgréBe ein ¢’ > 0. Da die D;D; f
stetig bei f sind, existieren §;; > 0 mit

Setzt man § = min, ; d;;, so folgt fiir [|h|| < ¢
n n n 2
o) < 30Dl il =/ (3 1hal)” < &/ lnlfPn,
j=1i=1 i=1

denn die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung zeigt
Dol =D lhal -1 < AR, DI = [[BIVA.
i=1 i=1

Wendet man diese Uberlegung mit &’ = ¢/n an, erhilt man (1X.4.4). O

Wir haben jetzt das Riistzeug beisammen, um Extremwertaufgaben fiir
Funktionen mehrerer Verdnderlicher zu losen. Zuerst ist zu kliren, woriiber wir
hier sprechen.

Definition IX.4.6 Seien D C R™ und f: D — R eine Funktion. Dann liegt bei
g € D ein lokales Mazimum vor, wenn es ein § > 0 gibt mit

z €D, ||lx—x0]| < = [f(z) < f(mo).
Es liegt ein striktes lokales Maximum vor, wenn es ein § > 0 gibt mit
zeD, 0<|lz—x]|<d = f(z) < f(zo).

Analog werden (strikte) lokale Minima erklért, und Extremum ist der Oberbe-
griff fir Maximum und Minimum.

In der Analysis I wird fiir (differenzierbare) Funktionen auf einem offenen
Intervall gezeigt, dass f'(xo) = 0 notwendig und f'(zg) = 0 & f"(x0) > 0
hinreichend fiir das Vorliegen eines Minimums ist. Wir werden sehen, dass im
Mehrdimensionalen analoge Sétze gelten. Zuerst die notwendige Bedingung.

Satz I1X.4.7 Seien U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Wenn
f bei xg € U ein lokales Extremum besitzt, gilt (grad f)(xzg) = 0.

Beweis. Sei j € {1,...,n}. Dann ist die Funkiton

auf einem hinreichend kleinen Intervall erklirt, denn U ist offen. Besitzt f bei
ro ein lokales Extremum, gilt dasselbe fiir ¢; bei 0; also ist ¢(0) = 0. Es ist
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aber ¢%(0) = (D;f)(zo) nach Definition der partiellen Ableitung. Das zeigt
(Djf)(xo) =0, und da j beliebig war, (grad f)(zo) = 0. O

Wie das Beispiel (21, 22) — z122 zeigt, ist die Bedingung des obigen Satzes
nicht hinreichend; man nennt ein xo mit (grad f)(xo) = 0 einen kritischen Punkt
von f.

Nun zur hinreichenden Bedingung. Hier ist erst einmal zu iibersetzen, wer
die Rolle von f’(zg) und f”(zo) einnimmt. Ersteres ist natiirlich (grad f)(zo),
und der Satz von Taylor suggeriert, dass die Hessesche Matrix (H f)(zo) als
2. Ableitung anzusehen ist. Aber was konnte bedeuten, dass eine Matrix ,,> 0%
ist? Hier machen wir eine Anleihe in der Linearen Algebra; dort heifit eine
symmetrische n x n-Matrix A positiv definit, wenn

(Az,z) >0 fiir x € R", z #0.

In der Linearen Algebra lernt man, dass das dazu dquivalent ist, dass sémtliche
Eigenwerte der symmetrischen Matrix A positiv (also > 0) sind.
Analog heifit A negativ definit, wenn

(Az,z) <0 fir x € R", x # 0.
Nun konnen wir unsere hinreichende Bedingung formulieren.

Satz IX.4.8 Seien U C R” offen und f: U — R zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar. Es gelte (grad f)(zg) = 0 an einer Stelle xg € U, und die Hessesche
Matriz (H f)(x0) sei positiv definit. Dann liegt bei xo ein striktes lokales Mini-
mum vor.

Ein analoger Satz gilt fiir Maxima und negativ definite Hessesche Matrizen.

Beweis. Wir schreiben zur Abkiirzung A = (H f)(x0); das ist nach Satz IX.1.6
eine symmetrische Matrix. Geméfl Korollar 1X.4.5 kénnen wir schreiben

Fla+h) = Fwo) + 3{Ah, B+ S() mit Jim v(h)

=0.
h—0 ||h]|?

Wir zeigen fiir ein passendes § > 0
0<|h|l<dé = (Ah,h)+1(h) >0.
Dazu betrachten wir die Funktion (X := {x € R™: ||z|| = 1})
a: X - R, a(x)=(Az,x).

Nach Voraussetzung iiber A ist stets a(x) > 0. Ferner hat a die Gestalt a(z) =
Z?jzl a;jT;x;, ist also stetig. Zum dritten ist X C R™ abgeschlossen und be-
schriinkt, also kompakt (die Abgeschlossenheit sieht man am schnellsten an
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der Darstellung X = N~!({1}) mit der stetigen Funktion N: z + ||z|); daher
nimmt a auf X ein Minimum an, sagen wir bei ;. Es folgt a(x) > a(@min) > 0
fiir x € X und deshalb (mit 7 = a(@min))

(Ah,h) = <Ai n

o 2> 2
T T P 2 el

fiir 0 #£ h € R™. Wegen der Grenzwertbedingung an 1 existiert § > 0 mit
()| < JIA? i flA] <.
Fiir solche h ist dann
(Ah,h) + (k) = nllBl? = b = Z(RI? >0 fiwr b 0.
Das war zu zeigen. O

Dass eine Matrix positiv definit ist, ist nicht immer unmittelbar zu erkennen.
Jedoch gibt es im Fall n = 2 ein sehr einfaches Kriterium dafiir,

Lemma I1X.4.9 Fine symmetrische 2 x 2-Matrix A = (Z Z) ist genau dann
positiv definit, wenn a > 0 und det A = ad — b > 0 sind; sie ist genau dann
negativ definit, wenn a < 0 und det A > 0 sind.

Beweis. Der Beweis basiert auf Methoden der Linearen Algebra. Wie bereits
erwihnt ist A genau dann positiv definit, wenn beide Eigenwerte positiv sind.
Diese sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms, d.h. die Losungen
der quadratischen Gleichung

(a—=A)(d—X) —b*> =X~ (a+d))+ (ad — b*) =0,

also

Ai“;di\/(“;d)QdetA.

Ist nun @ > 0 und det A > 0, so folgt d > 0 und weiter 3(a + d) > 0. Daraus

ergibt sich Ay > A_ > 0. Ist umgekehrt A positiv definit, so ist a = (Aey,e1) > 0

und weiter det A > 0, denn die Determinante ist das Produkt der Eigenwerte.
Die Aussage iiber negativ definite Matrizen ergibt sich, indem man von A

zu — A iibergeht. O

Fiir Funktionen auf einem Intervall kénnen wir aus f”(z¢) = 0 keine weiteren
Schliisse auf das Vorliegen eines Extremums und seinen Charakter machen. Fiir
n > 2 gibt es jedoch noch folgendes Ausschlusskriterium.

Eine symmetrische n x n-Matrix A heifit indefinit, wenn es ein v € R™ mit
(Av,v) < 0 und ein w € R™ mit (Aw,w) > 0 gibt. Das passiert genau dann,
wenn A sowohl einen positiven als auch einen negativen Eigenwert besitzt; im
Fall n = 2 ist das zu det A < 0 dquivalent.
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Satz IX.4.10 Seien U C R™ offen und f: U — R zweimal stetig partiell diffe-
renzierbar. Es gelte (grad f)(xo) = 0 an einer Stelle xo € U, und die Hessesche
Matriz (H f)(x0) sei indefinit. Dann liegt bei xo kein lokales Extremum vor.

Beweis. Sei A = (H f)(x0), und seien v und w mit (Av,v) < 0 bzw. (Aw, w) > 0.
In einer Umgebung von 0 sind ¢,, ¢, mit

du(t) = flzo +tv), ¢u(t) = f(zo + tw)
wohldefiniert und zweimal differenzierbar. (IX.4.3) liefert
¢u(t) = ((H[f)(zo + tv)v,v) und ¢7(0) <0,
&l (t) = (Hf)(xo + tw)w,w) und ¢ (0) > 0.
Also hat ¢, bei 0 ein striktes lokales Maximum, und ¢,, hat bei 0 ein striktes

lokales Minimum; daher liegt bei x( kein lokales Extremum von f vor. O

Das typische Beispiel einer Funktion mit dem in Satz IX.4.10 beschriebenen
Verhalten (man spricht von einem Sattelpunkt) ist (z1,22) — x122 bei (0,0)
(betrachte v = (—=1,1) und w = (1,1)).

Beispiel IX.4.11 Als Beispiel betrachten wir die Aufgabe, die Extremalstellen
fiir die Funktion
[R5 R, fzr,22) = o} + 23 — w125

zu finden. Zunéchst bestimmen wir die kritischen Punkte, also die Nullstellen
von grad f. Da (D1 f)(x1,22) = 373 — 379, (Daf)(71,22) = 323 — 371, fiihrt das
auf das Gleichungssystem

322 — 3x9 = 0,

325 —3x; = 0.
Indem man x; = 23 aus der zweiten Gleichung in die erste einsetzt, ergibt sich

T3 — a9 = x0(x3 —1) =0

mit den Losungen xgl) =1lund a:gQ) = 0 und den zugehorigen z1-Werten asgl) =1
und xgz) = 0. Die Hessesche Matrix von f ist

o) = (75 60,

also
6 —3 0-3
anan=(_575). wneo-(_575)
Die Determinante der ersten Matrix ist 27, die der zweiten —9; daher ist die
erste Matrix positiv definit (Lemma IX.4.9) und die zweite indefinit. Bei (1,1)
hat f ein striktes lokales Minimum und bei (0,0) einen Sattelpunkt.
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Ist Hf an einer kritischen Stelle 2y nur positiv semidefinit (es ist also stets
(Az,z) > 0), kann man keine allgemeingiiltigen Aussagen treffen: Fiir die Funk-
tionen fr: RZ — R

fi(zi,z2) = f% +$§7 fa(z1,22) = 93%7 fa(r1,22) = ﬂﬁ;f +x§’

ist jeweils (grad fx)(0,0) = (0,0), (H f%)(0,0) = ((2) g), aber im Nullpunkt hat f;
ein striktes lokales Minimum, f> hat ein lokales Minimum, das nicht strikt ist,
und f3 hat weder ein lokales Minimum noch ein lokales Maximum. Ein etwas
exotischeres Beispiel fiir eine Funktion mit semidefiniter Hessescher Matrix ist
f(z1,22) = z1(2? — 323), der ,, Affensattel.

Mit etwas Fantasie sieht man einen Sattel mit drei Senken, zwei fiir die Beine
und einen fiir den Schwanz des Affen. Das rechte Bild zeigt die Halle bei der
Wasserquelle im Park Sarzhyn Yar in Kharkiv (Ukraine); die dritte Senke ist

auf der Riickseite und nur zu erahnen®.

IX.5 Der Satz iiber implizite Funktionen

Wir betrachten folgende Aufgabe:

Gegeben sei eine Funktion von zwei Verénderlichen, die in diesem
Abschnitt mit z und y bezeichnet werden sollen. Gelte F'(xg, yo) = 0.
Lose dann die Gleichung F'(z,y) = 0 nach y auf, so dass y in einer
Umgebung von z( eindeutig als eine Funktion von x geschrieben
werden kann.

Selbst bei ganz harmlosen Funktionen kénnen hier Schwierigkeiten auftreten:

o Fiir F(z,y) = 2% +y? ist (0,0) die einzige Lésung von F(z,y) = 0, also
gibt es keine Umgebung von zg = 0, wie in der Aufgabe verlangt.

6Bildquellen: Wikipedia, https://mathcurve.com/surfaces.gb/selle/selle.shtml, Ar-
chiv DW.
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o Fiir F(z,y) = 2% + y?> — 1 und |zg| < 1 gibt es zwei Losungen in einer
Umgebung von xg, ndmlich y = v/1 — z2 und y = —v/1 — 22, und man
erhilt Eindeutigjeit nur, wenn man die zuléssigen y-Werte einschrankt
(z.B. auf y < 0).

e Fiir F(z,y) = 22 +y?> — 1 und 79 = 1, yo = 0 gibt es wieder keine
Umgebung von xg, wie in der Aufgabe verlangt.

e Ist F von der Form F(z,y) =  — ¢(y), so ist nach der Umkehrfunktion
von ¢ gefragt, die ja nicht zu existieren braucht.

Den problematischen Féllen ist gemein, dass (Do F') (20, o) = 0 ist.

Der folgende Satz, der Satz tber implizite Funktionen, macht eine positive
Aussage im Fall (Do F)(xg,y0) # 0. Wir formulieren und beweisen ihn in der
oben beschriebenen Situation, wo x und y reelle Zahlen sind. Eine Ausdehnung
auf vektorielle Groflien  und y wird am Ende des Abschnitts diskutiert.

Satz IX.5.1 (Satz iiber implizite Funktionen)

Sei U C R? offen, und sei F: U — R stetig differenzierbar. Sei (x9,v0) € U mit
F(zo,y0) = 0. Es gelte (DaF)(x0,y0) # 0. Dann ezistieren o, > 0 so, dass
(xo — a,xo + @) X (yo — Byyo + B) C U und die Gleichung F(x,y) = 0 fiir jedes
x € (g — a,xo + ) eindeutig in (yo — B, yo + B) losbar ist, und es existiert eine
stetig differenzierbare Funktion f: (xg — o, 20 + ) = (yo — B,y0 + B) so, dass
fiir (x,y) € (xo— a,x0+ ) X (yo — B, Y0 + ) genau dann F(x,y) = 0 gilt, wenn
y = f(z) ist.

Eine Kurzfassung der Aussage des Satzes ist, dass man in einer hinreichend
kleinen Umgebung von (z,yo) die Gleichung F'(x,y) = 0 mittels einer stetig
differenzierbaren Funktion f eindeutig nach y auflésen kann; diese Funktion ist
also implizit durch F'(x, f(x)) = 0 definiert.

Beweis. Der Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen ist sehr umfangreich
und gewiss der langste und schwierigste der gesamten Vorlesung. Wir gehen in
mehreren Schritten vor.

Zunichst koénnen wir 0.B.d.A. (zo,y0) = (0,0) annehmen, da man sonst
statt F' die Funktion (x,y) — F(x 4+ 2o,y + yo) betrachten kann. Wir be-
ginnen mit einer allgemeinen Beweisskizze. Gesucht ist ja eine Funktion mit
F(z, f(z)) = 0 fiir alle  im Definitionsbereich von f, iiber den wir uns einst-
weilen ausschweigen. Dieses Problem iibersetzen wir in ein Fizpunktproblem,
ndmlich f(z) — F(z, f(z)) = f(z) fur alle z, in der Hoffnung, den Banachschen
Fixpunktsatz anwenden zu konnen. Nun ist es so, dass unser Originalproblem
gleichzeitig fiir jedes ¢ # 0 zum Fixpunktproblem f(x)—cF(x, f(x)) = f(z) fiir
alle x dquivalent ist, und eine geschickte Wahl von ¢ wird zum Erfolg fithren.

Wir wollen zu einer Funktion g die neue Funktion

T.g9: ¢ — g(z) — cF(x,g(z))
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(bei passendem Definitionsbereich) assoziieren; dazu miissen wir Intervalle I
und J mit folgenden Eigenschaften finden:

e Wenn g auf I definiert ist und Werte in J annimmt, ist auch T,.g auf I
definiert; d.h. fir z € I ist (z,g(x)) € U.

e Wenn g von I nach J abbildet, also g: I — J, bildet auch T.g von I
nach J ab; d.h. T, wirkt als Selbstabbildung auf der Menge dieser g.

e Wir suchen eine mindestens stetige Funktion als Fixpunkt; daher be-
trachten wir alle stetigen g von I nach J. Die Menge M dieser g bil-
det eine abgeschlossene Teilmenge des vollstdndigen metrischen Raums
(B(I),dw) der beschrénkten Funktionen auf I.

e Der Operator T, wirkt auf M als Kontraktion mit einer Kontraktions-
konstanten ¢ < 1.

Wenn man all das erreichen kann, liefert der Banachsche Fixpunktsatz einen
eindeutigen Fixpunkt fiir T, also eine stetige Funktion mit F(z, f(z)) = 0
auf I. Es ist dann noch zu argumentieren, dass f sogar stetig differenzierbar ist.

Wir kommen zu den Details dieses Ansatzes. Setze b = (D2F)(0,0), also
b # 0 nach Voraussetzung. Fiir (x,y) € U setze

G(I, y) =Y—- bilF(xa y)7
so dass G(0,0) = 0 und (D2G)(0,0) = 1 —b=1(D2F)(0,0) = 0; um das zu errei-

chen, haben wir den Vorfaktor b=! gewihlt. Auch G ist stetig differenzierbar,
also existieren aq > 0 und S > 0 mit (z,y) € U fiir |z| < a1, |y| < B sowie

1
(D)) < 5 firfa] < au, Jy] < 5 (IX.5.1)
und weiter 0 < as < @y mit
1 )
|G(z,0)] < 5,8 firr |z| < ao. (IX.5.2)

Wegen des Mittelwertsatzes, angewandt auf y — G(z,y) bei festem x € [—ay, aq],
folgt aus (IX.5.1)

_ 1 - . _
G(@,y) =Gz, 9 < gly—gl  firfo] <ar, Jyl, |9l < 6. (IX.5.3)
Setzt man hier § = 0 ein, so erhélt man wegen (IX.5.2) fir |z] < ao, |y| <3
1 1
Gla0)] < |G(.y) ~ G0 +10(.0)| < Syl + 58< 8. (X54)
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Im zweiten Schritt zeigen wir, dass fiir jedes z € [—a2, 3] die Gleichung
F(z,y) = 0 hochstens eine Losung y € [— 8, 8] hat. Sind ndmlich y und § beides
Losungen in [—f, 5], so folgt

und deshalb wegen (IX.5.3)

. . 1 .
ly — 3| = |G(z,y) — G(z,7)] < §|y—y\7

was y = ¢ impliziert.
Im dritten Schritt setzen wir

M ={g: [—ag,as] = [-5,0]: g stetig}

und betrachten auf M die Metrik d, der gleichméfiigen Konvergenz. Nach Ko-
rollar VIII.4.10 ist (M, ds) ein vollsténdiger metrischer Raum. Ferner betrach-
ten wir fiir g € M die Funktion

Tg: [—az,as] = R, Tg(x) =G(x,9(x)) = g(x) — b F(x,g(z));

das wurde in der einleitenden Beweisskizze bereits angekiindigt, wir benutzen
also die Konstante ¢ = b~1.

Wir werden Tg € M fiir ¢ € M zeigen. Dass Tg stetig ist, ist klar (nicht
wahr?). Ferner ist fir |z| < aq

Tg(x)] = |Gz, g(x))| < B
nach (IX.5.4). Damit ist der Operator
T M—-M, g—Tg
wohldefiniert auf einem vollstéindigen metrischen Raum.

Die folgende Abschitzung zeigt, dass T kontraktiv ist mit ¢ = 1/2. Fiir
|z] < g ist ndmlich

(Tg1)(z) = (Tg2)(2)] = |G (2, 91(x)) — G(z, ga())] < %Igl(ﬂf) — g2()|

nach (IX.5.3), denn |g,(x)| < B nach Definition der g;. Nimmt man das Supre-
mum iiber all diese z, bekommt man

1
doo(Tg1,Tg2) < §doo(gla92)a
wie behauptet.
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Nach dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz VIIL.3.9) besitzt T einen ein-
deutig bestimmten Fixpunkt f € M, also existiert eine stetige Funktion f:
[—ag,as] = [-5,0] mit Tf = f, d.h. F(z, f(z)) = 0 fiir alle |z| < ay. Da das
Urbild f=1((—2, 3)) wegen der Stetigkeit von f eine offene Umgebung von 0 ist,
existiert ein offenes Intervall (—as, a3) C [—ag, as], das von f nach (-3, 3) ab-
gebildet wird. An dieser Stelle sind sdmtliche Aussagen von Satz IX.5.1 gezeigt
mit Ausnahme der stetigen Differenzierbarkeit von f.

Um das zu erreichen, miissen wir den Definitionsbereich (—as, a3) (eventu-
ell) nochmals verkleinern. Es ist f(0) = 0, da y = 0 die einzige Losung von
F(0,y) = 0 in [0, f] ist. Ferner ist nach Voraussetzung z — (D2F)(z, f(x))
stetig, und diese Funktion bildet 0 auf (D3F)(0,0) = b # 0 ab. Es existiert
daher ein 0 < o < a3 mit (Do F)(z, f(2)) # 0 fiir |2| < a. Wir wollen zeigen,
dass f auf (—q, ) differenzierbar ist. Es reicht, das fiir o = 0 zu tun, da jede
andere Stelle wie zu Anfang durch Verschieben erreichbar ist.

Dazu setzen wir a = (D1 F)(0,0) und kénnen gemifl der Differenzierbarkeit
von F fiir |z| < a schreiben

0=F(z, f(z)) =azx+bf(z) + o(x, f(x)) mit pl, f(z) =0 firz—0

Iz, f(2))]

(beachte ||(z, f(x))|| = 0 fiir  — 0). Das liefert die Darstellung
f(x) = =b"tax — b~ p(a, f(2)). (IX.5.5)

Wenn wir ¢(z, f(x))/|x] — 0 zeigen konnen, folgt aus dieser Darstellung die
Differenzierbarkeit von f bei 0 mit

1

f(0)==b"ta = —((D2F)(0,0))  (D1F)(0,0).

Nun ist

o, f(x) e, fz)) |z, f(2))]l
|| Il f)l =l
wo der erste Faktor mit z — 0 gegen 0 strebt. Es bleibt daher, die Beschranktheit
des zweiten Faktors in einer Umgebung (—d,0) von 0 zu begriinden; um das zu
erreichen, sind ein § > 0 und eine Konstante K mit

|f(z)] < K|z fiir |z| < ¢

zu produzieren.
Das ist erneut trickreich. Sei e > 0 einstweilen beliebig (wir werden spéter &
geschickt wihlen). Wir wissen, dass ein > 0 existiert mit

[o(zy)l <ell(@ o)l fir (@ )] <.

Da f stetig ist mit f(0) = 0, kann man weiterhin ein 0 < § < min{a,n/2}
wihlen mit
@) <y fir o] <
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insbesondere ist fiir |z| < § (< 1)

G, f@)l < /68 + dn? < V23 <,

so dass fiir diese x

o, f(2)] < ell(@, f(@)]| < ellz] + [f(2)])-

Das benutzen wir mit der Wahl ¢ = %|b| und dem dazu bestimmten 6 > 0. Fiir
|z| < ¢ liefert dies zusammen mit (IX.5.5)

IN

bal o] + 16~ (5 1 (12l + 7))

(107 al + 3 )1l + 5151

£ ()]

also nach Umstellen
If(x)| < (2|b"ta| + 1)|z|  fiir 2] < 6.

Diese Ungleichung liefert die Beschrianktheit des Quotienten ||(x, f(x))|/|x|
und damit die Existenz von f’(0). Wie oben erwéhnt, zeigt das Argument pars
pro toto die Existenz von f’ auf (—a, «).

Als Letztes bleibt die Stetigkeit von f’ zu begriinden. Da F'(z, f(z)) = 0 auf
(—a, @), erhilt man aus der Kettenregel

0= (DiF)(z, f(x)) + (D2 F)(, f(2)) [ (2),

d.h. )
fl(@) = =((D2F)(x, f(x))) (D1F)(z, f(2)),

und an dieser Darstellung kann man die Stetigkeit von f ablesen. (Man beachte,
dass (Do F)(x, f(2)) fiir |2| < « invertierbar ist — so war « ja definiert.) O

Beispiele IX.5.2 (a) Sei F(z,y) = y°+zy*+y> —2?+y. Dann ist F(0,0) =0
und (D2F)(0,0) = 1; also existiert eine stetig differenzierbare Funktion f auf
einem Intervall (—a, «), so dass stets F(z, f(z)) = 0. Hier ist F' ein Polynom
von zwei Verédnderlichen, und wenn man nach y wie im Satz iiber implizite
Funktionen auflosen kann, erhélt man eine sogenannte algebraische Funktion. Da
das Beispielpolynom vom Grad 5 in y ist, gibt es keine explizite Losungsformel
(wie bei quadratischen oder kubischen Gleichungen).

(b) Das folgende Beispiel zeigt, dass man auf die stetige Differenzierbarkeit
von F' im Allgemeinen nicht verzichten kann. Wir betrachten F'(z,y) = x — ¢(y)
mit

_ %y + 2 sin(i) fiir y # 0,
oY) = { 0 fir y = 0.
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Es ist F(0,0) =0 und (D2F)(0,0) = —3 # 0, und wie eingangs bemerkt, liuft
das Auflésen nach y darauf hinaus, die Umkehrfunktion von ¢ zu bestimmen.
Es sind alle Voraussetzungen von Satz IX.5.1 erfiillt mit der einen Ausnahme,
dass Do F nicht stetig ist:

D)0 =~ = L -2psn(L) ren(l) 140
Hier ist ¢ in keiner Umgebung von 0 umkehrbar, also trifft die Aussage von
Satz IX.5.1 nicht zu. Dazu beachte man: In jeder Umgebung von 0 gibt es Stellen
mit ¢’(y) < 0 und Stellen mit ¢'(y) > 0. Da ¢’ an Stellen y # 0 stetig ist, enthiilt
jede Umgebung von 0 Intervalle, wo ¢’ > 0 ist, und Intervalle, wo ¢’ < 0 ist. Auf
den Intervallen des ersten Typs ist ¢ streng monoton wachsend, auf denen des
zweiten Typs streng monoton fallend. Aber eine umkehrbare stetige Funktion
auf einem Intervall ist streng monoton (Beweis?); also gibt es kein Intervall
(—a, @), auf dem ¢ umkehrbar ist. (Insbesondere folgt aus ¢’'(0) > 0 nicht, dass
¢ in einer Umgebung von 0 streng monoton wachsend ist, was man im Fall der
stetigen Differenzierbarkeit schlieflen kénnte.)

Zum Schluss ein Blick auf die vektorwertige Version des Satzes iiber implizite
Funktionen. Hier haben wir eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge von
R*+™ nach R™ gegeben; wir bezeichnen die Elemente von R¥*™ als (z,) mit
r € R¥ und y € R™. In dieser Situation schreiben wir (DyF)(z¢,v0) fiir die
Jacobi-Matrix von y — F(xzg,y) an der Stelle yo; dies ist eine m x m-Matrix.
Mit fast demselben Beweis wie oben zeigt man dann:

Satz IX.5.3 (Satz iiber implizite Funktionen; allgemeine Version)

Sei U C RF™ offen, und sei F: U — R™ stetig differenzierbar. Sei (xq,yo) €
U mit F(xo,y0) = 0. Die Matriz (D2F)(zo,y0) # 0 sei invertierbar. Dann
existieren o, 8 > 0 so, dass U(xg, @) xU (yo, 8) C U und die Gleichung F(x,y) =
0 fiir jedes © € U(xg, ) eindeutig in U(yo, B) losbar ist, und es existiert eine
stetig differenzierbare Funktion f: U(xo,a) — U(yo, B8) so, dass fir (x,y) €
U(zo, ) x U(yo, B) genau dann F(x,y) =0 gilt, wenn y = f(z) ist.

In diesem Satz kommen die Koordinaten von z € R¥*™ in der richtigen
Reihenfolge; die letzten m Stiick sind die, nach denen aufgelost wird. Weifl man
nur, dass die Jacobi-Matrix Jp(zp) maximalen Rang (also Rang m) hat, hat
diese Matrix m linear unabhéngige Spalten, und permutiert man die Koordina-
ten von z so, dass die m letzten Spalten von Jg(zp) linear unabhéingig sind, ist
man in der Situation von Satz IX.5.3.

In der allgemeinen Situation von Satz IX.5.3 ist das Umkehrproblem interes-
santer als auf Intervallen, wo fiir stetige Funktionen Umkehrbarkeit und strenge
Monotonie dquivalent sind. Wir kénnen aus Satz 1X.5.3 schlieflen:

Satz IX.5.4 Es seien W C R™ offen und ¢: W — R™ stetig differenzierbar.
Sei yo € W mit invertierbarer Jacobi-Matriz Jy(yo). Dann existieren offene
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Umgebungen Wy von yo und Vo von xo = ¢(yo), so dass ¢ die Menge Wy bijektiv
auf Vo abbildet und die Umkehrfunktion f: Vo — Wy stetig differenzierbar ist.

Es gilt Jp(x) = (J¢(f(x)))_1 auf Vy.

Beweis. Wir betrachten die Funktion F: R™ x W — R™, F(z,y) = x — ¢(y). Es
ist F(zo,y0) = 0 sowie (D2F')(x0,%0) = —Jg(yo) invertierbar. Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen finden wir «, 8 > 0 und eine stetig differenzierbare
Funktion f: U(zg, o) = U(yo, 8) mit F(z, f(z)) =0, d.h.

o(f(x) =2  firz e U(zg, o) (IX.5.6)
und

reU(zo, ), y€U(yo,B), v =9(y) = y=f(2) (IX.5.7)

Setze Wy = ¢~ (U(zo,)) N U(yo,B) (hier bezeichnet ¢~1(...) natiirlich das
Urbild unter ¢ und nicht die Umkehrfunktion, die ja noch konstruiert wer-
den muss); da ¢ stetig ist, ist das eine offene Umgebung von yg mit ¢(Wp) C
U(zp, ). Wir zeigen

o(Wo) = f~H(Wo). (IX.5.8)

Um das einzusehen, sei zunichst z € ¢(Wy). Dann ist @ = ¢(y) fir ein
y € Wy. Beachte x € U(zg, @), y € U(yo, B), so dass (IX.5.7) in der Tat y = f(z)
impliziert, d.h. x € f~1(W). Ist umgekehrt x € f~%(Wy), also € U(xg, )
und f(z) € Wy, so ist z = ¢(f(x)) nach (IX.5.6), also x € ¢p(Wy).

Fiir die offene Menge Vo = f~ (W) ist nun die Abbildung ¢: Wy — Vo
bijektiv (sie ist surjektiv nach (IX.5.8) und injektiv nach (IX.5.7)); nach (IX.5.6)
ist f die Umkehrfunktion.

Die Formel fiir die Ableitung von f ergibt sich wegen ¢ o f = id aus der
Kettenregel. O

Korollar IX.5.5 (Satz von der offenen Abbildung)
Sei ¢: W — R™ stetig differenzierbar auf der offenen Menge W C R™. Fiir alle
y € W set Jy(y) invertierbar. Dann ist ¢(W) offen.

Beweis. Das folgt sofort aus Satz IX.5.4. O

Der Satz tiber implizite Funktionen gestattet einen Zugang zum Problem der
Extrema mit Nebenbedingungen. Eine Standardaufgabe der Schulmathematik ist
es, unter allen Rechtecken des Umfangs 1 dasjenige mit dem groiten Fliachenin-
halt zu bestimmen. Hat das Rechteck die Seiten = und y, ist also G(x,y) = zy
zu maximieren unter der Nebenbedingung, dass 2z + 2y = 1 ist (und aus geo-
metrischen Griinden z,y > 0 sind). Hierzu 16st man die Gleichung 2z + 2y =1
nach y auf und setzt das in G ein, um so ein traditionelles Extremalproblem zu
erhalten.
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Dies ist ein Beispiel der folgenden Situation: Sei U C R? offen, und seien
F,G: U — R differenzierbar. Gesucht ist ein Extremum von G unter der Ne-
benbedingung F(z,y) = 0. Hier mochte man wieder diese Gleichung nach y
auflésen und das Resultat in G einsetzen. Die Auflosung von F(z,y) = 0 mag
explizit unmoglich sein, aber der Satz {iber implizite Funktionen liefert eine hin-
reichende Bedingung, wann das zumindest theoretisch moglich ist. Das fiihrt zu
folgendem notwendigen Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremums.

Satz IX.5.6 Es scien F,G: U — R stetig differenzierbar auf einer offenen
Menge U C R?, ferner sei stets DoF (x,y) # 0. Es sei M = {(z,y) € U:
F(z,y) = 0}. Die Funktion G besitze relativ zu M bei (x0,y0) € M ein lokales
Mazimum (d.h. es existiert eine Umgebung V' wvon (xo,y0), so dass fir alle
(z,y) e VN M gilt G(z,y) < G(xo,y0)). Dann existiert ein A € R mit

(grad G)(zo, yo) = A(grad F)(zo, yo)-
Eine analoge Aussage gilt beim Vorliegen eines Minimums.

Beweis. Nach dem Satz {iber implizite Funktionen existieren Intervalle I und
J um zg und yo sowie eine stetig differenzierbare Funktion f: I — J mit M N
(I xJ) = {(z, f(x)): « € I}. Daher hat h: I — R, h(z) = G(z, f(x)), bei z
ein lokales Maximum, und es folgt h'(xo) = 0. Nach der Kettenregel ist bei
platzsparender Zeilenschreibweise fiir den Vektor ( f,%x))

K (z) = ((grad G) (=, f()), (1, f'(x))) = D1G(x, f(x)) + Dﬁ(%f(ﬂﬁ))é’)({ﬂf)-g)
Da stets F'(x, f(z)) = 0, ist genauso -

0= ((grad F)(, f()), (1, f'(z))) = D1 F(x, f(x)) + D2 F (x, f(2)) f'(x).

(IX.5.10)
Wertet man diese Gleichungen bei zy aus, erhdlt man
D1 F (20, y0)
! I
T0) = ———— L
f(@o) Dy F (0, o)
und weiter aus h'(zg) =0
D1 F(z0,9y0)
D =D —_— IX.5.11
1G(x0, yo) 2G(x07yO)D2F(mo,y0) (IX.5.11)

Mit A = DsG(xg,y0)/D2F (20, yo) folgt daher
D1G(z0,y0) = AD1F (0, y0), DyG(0,y0) = A Do F (0, y0);

Ersteres nach (IX.5.11), Letzteres nach Definition von A. Das liefert die Behaup-
tung. O

Die Zahl X wird Lagrangescher Multiplikator genannt.
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Um Kandidaten (zg,yo) fiir Extrema zu finden, haben wir drei Gleichungen
fiir die drei Unbekannten zq, yg, A zu studieren, ndmlich

(grad G) (7o, yo) = A(grad F')(zo, yo)
F(ﬂimyo) =0.

(In der ersten Zeile stehen ja zwei Gleichungen.) Im eingangs genannten Beispiel
sind dies die Gleichungen

Yo = A-2
) = A2
200 +2yo =1

Man schlieft unmittelbar zo = yo und dann z¢p = yo = 1/4; der einzige Kandidat
fiir das Rechteck mit maximalem Flicheninhalt ist also das Quadrat.

Um zu verifizieren, ob das wirklich so ist, betrachten wir A” mit h wie im obi-
gen Beweis. Indem man 7/, gegeben in (IX.5.9), differenziert und die partiellen
Ableitungen von G einsetzt, erhélt man bei xg

2D1F($0,y0)

W(w0) = 2f' (o) + 0" (w0) = 25 o =S

+ 70" (z0) = ~2+ 1/ (wo).
Um f”(x0) zu berechnen (ohne F(z, f(z)) = 0 explizit nach f aufzulésen — das
ist ja der Witz bei der Sache!), differenzieren wir (IX.5.10) erneut und setzen
die partiellen Ableitungen von F bei xg und yq ein; das liefert 0 = 2f”(xg) und
so h''(xg) = —2. Daher liegt in der Tat ein lokales Maximum vor.

Im Allgemeinen ist es schwieriger nachzuweisen, dass die Kandidaten fiir
Extrema tatséichlich welche sind.

Ausgehend von Satz I1X.5.3 kann man eine hoherdimensionale Version der
Lagrangeschen Multiplikatorregel aufstellen; siehe z.B. Forsters Analysis 2.

IX.6 Iterierte Integrale

Fiir eine Funktion von zwei Verdnderlichen auf einem kompakten Rechteck,
sagen wir der Einfachheit halber f: [0,1] x [0,1] — R, nennt man die (Doppel-)

Integrale
/o1 (/olf(m’y) dx) dy  bzw. /01 </01f(33,y) dy> da

iterierte Integrale. Wir weden in diesem Abschnitt zeigen, dass fiir stetiges f bei-
de Integrale existieren und iibereinstimmen. (In der Analysis III lernt man mit
Hilfe der Lebesgueschen Integrationstheorie erheblich allgemeinere Situationen
kennen, wo dieser Sachverhalt gilt.)

Hier das erste Lemma.
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Lemma IX.6.1 Sei f: [0,1] x [0,1] — R stetig, und sei

1
F0A >R Fa) = [ Sy
0
Dann ist F stetig.

Beweis. Der Schliissel zum Beweis ist die gleichméflige Stetigkeit von f; siehe
Satz VIIL.5.8. Zu € > 0 existiert also § > 0 mit

(z,y) € [0,1]%, («',9) € [0,1%, [[(z,9) (2", 9" )| <6 = [flz,y)—f",¢)] <e.
Insbesondere gilt
x,x/E[O,l], y€[0a1]7 |£C—£E/|<5 = |f(x,y)—f(x’,y)|<6

Daher folgt fiir solche x, 2’
1 1
F@) = F@)| < [ 1) - f@ )y < [ edy=<.
0 0
Das war zu zeigen. O

Indem man dieses Lemma auf (z,y) — f(y,z) anwendet, sieht man, dass
auch y — fol f(z,y) dz stetig ist.
Nun zu einem weiteren Lemma.

Lemma IX.6.2 Sei f:[0,1]x[0,1] — R so, dass fiir jedes x € [0,1] die partielle
Funktion y — f(x,y) stetig ist, und sei

F: [0,1] = R, F(a:):/of(:my)dy.

Ferner existiere die partielle Ableitung Dy f und sei stetig. Dann ist F' differen-
zierbar mit der Ableitung

Fl(z) = /0 Dy f(x,y) dy.

Beweis. Die Funktion F' ist wohldefiniert wegen der ersten Voraussetzung iiber f.
Sei € > 0. Wir zeigen, dass es ein § > 0 gibt mit

3 1
‘F(x+h})L F(x) _/ Dif(z,y) dy’ <e fiir || < 0.
0

(Beachten Sie, dass y — Dif(x,y) fiir jedes x integrierbar ist, weil D;f als
stetig vorausgesetzt war.) Die linke Seite ist stets

< [[Heth D =S e
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Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein von x und y abhéngiges £ zwischen x und
x + h, also |£ — z| < |h|, mit

f(x—i—h,y)—f(m

: 7y) _le(;ay) :|D1f(§7y)—D1f($7y)‘

Nun benutzen wir die gleichméflige Stetigkeit von Dy f; es existiert demnach ein
0 > 0 mit

[Dif(z,y) = Dif (@’ )l <& fiir [(z,y) — (", ¢)] <0,
insbesondere ist fiir |h| < §, y € [0,1]

|D1f(&y) — Dif(x,y)| <e.

Daraus ergibt sich fiir |h| < ¢

_ 1 1
Flzth) F@)—Alhﬂ%wﬁﬂéééﬂy=a

h

das war zu zeigen. O

Man driickt die Aussage dieses Lemmas auch mit den Worten aus, es kénne
Lunter dem Integral“ abgeleitet werden.

Satz IX.6.3 Sei f: [0,1] x [0,1] — R stetig. Dann gilt

/Ol/olf(m,y)dydxz/ol/olf(x,y)dxdy.

Beweis. Beide Integrale existieren nach Lemma IX.6.1. Der Trick beim Beweis
des Satzes besteht nun darin, die Ableitungen

d b pl d 1 pb
%Aéfww@mlmi%ééfmwmw

zu vergleichen.
Setze

m@zéxvmw@m, &@zéfﬁwmmw.

Nach Lemma IX.6.1 ist = — fol f(x,y) dy stetig, also erstens F; wohldefiniert,
und zweitens ist nach dem Hauptsatz F differenzierbar mit der Ableitung

H@=Af&ww
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Aus dem gleichen Grund ist y — f(f f(z,y) dz fur jedes b stetig, also F5(b) stets
wohldefiniert. Ferner sei

b
olby) = /0 f(.y) dr:

wir wollen Lemma IX.6.2 mit dem Integranden g anwenden. Die Funktion g
erfilllt die Voraussetzungen dieses Lemmas; sie ist fiir jedes b stetig in y (Lem-
ma IX.6.1), und sie ist nach b partiell differenzierbar mit stetiger partieller
Ableitung D1g = f. Nach Lemma I1X.6.2 darf man ,unter dem Integral® diffe-
renzieren, d.h.

s = [ o[ senaa= [ fo0a=rFo.

Daher ist F] — F) = 0 und F; — F, eine Konstante. Setzt man hier b = 0 ein,
sieht man, dass die Konstante F;(0) — F2(0) = 0 —0 = 0 ist. Daher ist I} = Fb.
Setzt man b =1 ein, erhélt man mit F (1) = F»(1) die Behauptung. O

Die Aussage von Satz 1X.6.3 iiber die Vertauschung der Integrationsreihen-
folge ist ein Spezialfall des Satzes von Fubini aus der Analysis I1I, in dem allge-
meinere Funktionen und auch unbeschrinkte Integrationsintervalle zugelassen
sind. Wir beobachten jedoch, dass sich Satz 1X.6.3 nicht unmittelbar auf unei-
gentliche Integrale {ibertragen liasst. Ein Beispiel ist das Integral

o0 [0 42 2
I = 5 dr dy.
/1 /1 (27 22
Um das innere Integral auszuwerten, setzen wir fiir b > 1

b b 1
Ji= | ——da, Jo=[| ————da.
e A e

Der Trick ist nun, J; mit partieller Integration mit dem kiinstlichen Faktor 1

auszuwerten (obwohl es explizit bekannt ist, denn f % dx = arctan x):

2+1
b
1 x
Ji=[] —— ldo=—"—
' /1:1:2+y2 z? 4y

Das zweite Integral ist

b 2 b2, 2 b
r _ 4y 9 1 B )
/1 mdx‘/l @ Y /1 @R e=hov

so dass

b b 2
+2/ ———dx.
! 1 (@2 +y?)?

b
+2J; — 242 s
1

. T
7x2_|_y2
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und

b 2 2 b 2 2
= —y "ty 2 2 —
dr = dr — 22 Js = Jy — 292 Js =
| e | et =

b

Das liefert

/Oo 2 —y? d lim ( 1 b ) 1
—55 Ar = = .
1 (@2 +y?)? booo\1+y2 B2 4y2) 142
Dabher ist

b

I = lim

dy = lim arct ‘ =T
oo, T2 W T pae Y|

Wegen der Symmetrie des Integranden folgt genauso

z? —y?
=—7 I.
// (22 4+ ¢2)2 3 dydv 7&
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Kapitel X

Kurven im R™

X.1 Kurven und ihre Spuren

Im Gegensatz zur landldufigen Auffassung ist eine Kurve in der Differentialgeo-
metrie eine Abbildung und nicht ihr Bild, wie die folgende Definition erklart.

Definition X.1.1 Eine Abbildung v: I — R™ auf einem Intervall heifit eine
Kurve. Sie heifit stetig, differenzierbar etc., wenn v diese Eigenschaften hat. Die
Spur von -y ist die Menge

I'={y(t):tel} CcR™

Es interessiert also nicht nur die Spur I', sondern auch, wie diese durchlaufen
wird.

Wir werden v mit Hilfe seiner Koordinatenfunktionen platzsparend als Zei-
le (y1,...,7vm) schreiben. Bei ebenen (bzw. rdumlichen) Kurven ist auch die
Notation v(t) = (z(t),y(t)) (bzw. v(t) = (x(t),y(t), 2(t))) gebrduchlich.

Beispiele X.1.2 (a) Betrachte die Kurven v0): [0,1] — R? mit
YD) = (t,0), FP) = (#%,0), () =(1-10).

Alle drei Kurven haben dieselbe Spur I' = [0,1] x {0} C R?; aber sie wird
unterschiedlich durchlaufen. Interpretiert man ¢ als Zeit, so ist bei v(1) die Ge-
schwindigkeit konstant, bei v(2) wiichst sie an, und bei v(®) wird die Orientierung
umgekehrt: Hier wird I' ,von rechts nach links“ durchlaufen.
(b) Im R? kann der obere Halbkreis mit Radius » um den Ursprung als Spur
von
A0, 7] = R%, AW (t) = (rcost, rsint)

bzw.
7(2): [_Tv T] - R27 7(2) (t) = (tv r? — tz)
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224 X. Kurven im R™

dargestellt werden. Hier ist v(!) differenzierbar, 4(2) aber nicht, und 4! verliuft
gegen den Uhrzeigersinn, 7(?) jedoch im Uhrzeigersinn.

Der einmal im mathematisch positiven Sinn (d.h. gegen den Uhrzeigersinn)
durchlaufene Vollkreis wird durch

v: [0,27] = R?,  ~(t) = (rcost,rsint)
oder kurz
~(t) = (rcost,rsint) (t € [0,27))

parametrisiert.
(c¢) Allgemeiner als beim Halbkreis ist fiir eine stetige Funktion f: I — R

te (6 f@)  (tel)
eine stetige Kurve, deren Spur der Graph von f ist.
(d) Die Kurve
t — (rcost,rsint,ct) (teR)
beschreibt eine Schraubenlinie (Skizze?).
(e) Die Kurve
te (8% (teR)
heifit Neilsche Parabel. Obwohl sie beliebig oft differenzierbar ist, sieht man bei
~(0) = (0,0) eine Spitze in der Spur {(z,y): y = £V a3}. Das hat damit zu tun,

dass hier 4/(0) = (0,0) ist (vgl. Definition X.1.4).
(f) Eine Kurve braucht nicht injektiv zu sein. Bei

~v(t) = (rcost,rsint) (t € [0,27])
ist v(0) = y(27); jedoch ist v auf [0, 27) injektiv. Man spricht von einer einfach

geschlossenen Kurve.

(g) Ein interessanteres Beipiel einer nicht injektiven Kurve ist
t (2 —1,t3—1)  (teR).

Hier ist v(1) = v(—1) = (0,0); man spricht von einem Doppelpunkt. Die Spur
von 7y ist

P={(r,y): 0 = 2@ +1) =2 + a2},
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(h) Eine Zykloide (genauer ihre Spur) entsteht, wenn ein Kreis (sagen wir
vom Radius 1) reibungsfrei auf einer Geraden abrollt; sie beschreibt die Bahn
des Auflagepunkts.

Die Zykloide wird durch
t— (t —sint, 1 — cost) (t € R)
beschrieben; ein Bogen der Zykloide entspricht dem Parameterbereich [0, 27].

Es sei v: I — R™ eine stetige Kurve, ferner seien J ein weiteres Intervall
und ¢: J — I bijektiv und stetig. Dann ist o ¢ ebenfalls eine stetige Kurve mit
derselben Spur wie «y; sind v und ¢ differenzierbar bzw. stetig differenzierbar,
trifft das auch auf o ¢ zu. Als stetige bijektive Funktion auf einem Intervall ist
¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend; im ersten
Fall erhélt «yo¢ die Orientierung von 7, im zweiten Fall wird sie umgekehrt. Man
spricht von ¢ als Parametertransformation. Der folgende Fall ist von besonderem
Interesse.

Definition X.1.3 Eine bijektive Parametertransformation ¢: [a, 8] — [a,b]

heit C'-Parametertransformation, wenn ¢ und seine Umkehrfunktion ¢! ste-
tig differenzierbar sind.
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Bei einer C'-Parametertransformation ¢ ist eine Kurve v genau dann stetig
differenzierbar, wenn es v o ¢ ist. AuBerdem ist fiir eine C'-Parametertrans-
formation stets ¢/(t) # 0, da nach der Kettenregel 1 = (¢! 0 ¢)(t) =

(671 (6(1)¢' (1)

Definition X.1.4 Eine stetig differenzierbare Kurve ~y heifit reguldr, wenn stets
~'(t) # 0 (€ R™) ist. Eine Stelle mit v/ (¢) = 0 heifit singuldre Stelle von ~.

Bei einer C!'-Parametertransformation ¢ und einer reguliren Kurve v ist
auch yo¢ reguléir (und umgekehrt). In Beispiel X.1.2(c), dem Kreis, ist v regulér,
denn dort ist stets ||7/(t)|| = r # 0. Die Neilsche Parabel (Beispiel X.1.2(e)) ist
nicht regulér, ¢ = 0 ist eine singuldre Stelle.

Manche ebenen Kurven werden am einfachsten in Polarkoordinaten darge-
stellt. In Satz VI.5.2 haben wir die Polardarstellung einer komplexen Zahl in der
Form z = re? kennengelernt. Ubertragen auf die reelle Ebene werden Punkte
in R? in der Form

T =7Ccosp, Yy=rsinp

angegeben; hier ist r = ||(z, y)|| = /22 + y2. Fiir r # 0 ist ¢ eindeutig modulo
Vielfache von 27 bestimmt (siche Satz VI.5.2); man nennt r und ¢ Polarkoor-
dinaten von (z,y). In Polarkoordinaten wird eine Kurve durch

r=plp) (pel)

beschrieben; dem entspricht die Parametrisierung in kartesischen Koordinaten

p = (p(p)cosp, plp)sing) (v ).
Beispiele sind ein Vollkreis mit Radius rg
r=plp)=ro  (p€[0,27])
oder die logarithmische Spirale (¢ € R eine Konstante)
r=plp)=e*  (peR),
die in kartesischen Koordinaten geméf
= (€Y cos p, e sin ) (p € R)

parametrisiert wird.

X.2 Tangentialvektoren und Bogenlinge

Die Definition des Tangentialvektors an eine differenzierbare Kurve ist kano-
nisch.
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Definition X.2.1 Sei 7: I — R™ eine differenzierbare Kurve, und sei tg € 1.
Dann heifit 4/(t9) € R™ der Tangentialvektor von «y in to. Ist /(t9) # 0, nennt
man ' (t)/]|7 (to)|| den Tangentialeinheitsvektor.

Wenn im Fall m = 2 die Spur von 7y der Graph einer Funktion f: I — R ist,
ist also (1, f’(to)) der Tangentialvektor in Ubereinstimmung mit der Definition
der Ableitung von f.

Wir untersuchen das Verhalten des Tangentialvektors bei einer C'-Para-
metertransformation ¢: J — I. Ist ¢(19) = tg, so ist (y0¢) (10) = ¥ (¢(70)) ¢ (70)
= v/(t0)¢'(10). Wenn ¢ streng monoton wachsend (also orientierungserhaltend)
ist, d&ndert sich die Richtung des Tangentialvektors nicht, hochstens seine Lénge.
Wenn ¢ streng monoton fallend (also orientierungsumkehrend) ist, wird der
Tangentialvektor umgedreht. Das entspricht der dynamischen Vorstellung, dass
die Spur von «(a) nach «(b) bzw von v(b) nach v(a) mit der Geschwindigkeit
t — || (#)|| durchlaufen wird.

Mi Hilfe des Tangentialvektors kann man den Schnittwinkel zweier regulérer
Kurven 7: I — R™ und 4: I — R™ angeben. Gelte (ty) = (fy). Das Skalar-
produkt (v, w) ist ein Ma8 fiir den Winkel o zwischen zwei von 0 verschiedenen
Vektoren; dieser Winkel « € [0, 7] ist in der Tat durch die aus der Schulmathe-
matik bekannte Formel (v, w) = ||v|| ||w]|| cos a definiert.

Definition X.2.2 Der Schnittwinkel o zwischen den reguldren Kurven y: I —
R™ und 4: I — R™ im Schnittpunkt v(tg) = J(to) ist der Winkel a € [0, 7] mit

e {(00),7(0))
7o) [T Gl

Auf der rechten Seite erkennt man das Skalarprodukt der Tangentialeinheits-
vektoren. Bei Cl-Parametertransformationen ¢ bzw. ¢ éindert sich der Schnitt-
winkel also nicht, wenn beide orientierungserhaltend oder beide orientierungs-
umkehrend sind, andernfalls wird aus « der Schnittwinkel 7 —« in Ubereinstim-
mung mit der geometrischen Intuition.

In Beispiel X.1.2(g) wurde das Beispiel einer sich selbst durchdringenden
Kurve gegeben, ndmlich

yt) = -1,t3—t)  (t€R)

mit y(1) = y(=1). Es ist 7/ (t) = (2¢,3t2> — 1), also v/(1) = (2,2) und v/(-1) =
(—2,2), welches orthogonale Vektoren sind. Der Schnittwinkel ist demnach /2.

Wir kommen zur Bogenlédnge. Die Grundidee hierbei ist, fiir eine Kurve
v: [a,b] — R™ das Intervall [a,b] mit einer Zerlegung Z = {to,...,tn}, a =
to < t1 <...<t,=n>b,in Teilintervalle zu zerlegen, die Lénge des Polygonzugs
zwischen den Punkten «y(¢;) zu berechnen und das Supremum iiber diese Léngen
zu nehmen:

L0, 2) = 3_Iht) =1l L) =sup L3, 2).
k=1
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(Dieses Supremum kann auch = oo sein.) Das Supremum wird iiber alle Zer-
legungen genommen; die Anzahl der Teilpunkte ist dabei keiner Beschrinkung
unterworfen. Wegen der Dreiecksungleichung ist

L(v,Z2) < L(~v,2") fir Z c Z'. (X.2.1)
Wie in Abschnitt V.1 nennen wir

n(Z) = kgllaxn(tk — tp—1)

die Feinheit der Zerlegung Z = {to,...,tn}.

Definition X.2.3 Die Kurve v: [a,b] — R heifit rektifizierbar, wenn L(~y) < oo.
In diesem Fall heifit L(v) die Bogenlinge von 7.

Das folgende' Beispiel zeigt, dass es stetige Kurven gibt, die nicht rektifi-
zierbar sind; ein positives Resultat folgt in Satz X.2.5.

Beispiel X.2.4 Sei f: [-2,0] — R mit f(t) = tcos + fiir t # 0 bzw. f(0) =
und sei y: [—1,0] = R, y(t) = (¢, f(1)); dle Spur von 7 ist also der Graph

von f. Betrachte die Zerlegungen Zy = _?’_E’ cee m70} Hier ist fiir
k=1,...,n—-1

(0 =280l 2 1100 = )] = G557+ 75 2
also L(v, Z,) > > i_ ! = und L(v) = .

Satz X.2.5 Seiv: [a,b] — R™ stetig differenzierbar. Dann ist v rektifizierbar
mit

b
Liy) = / I/ ()] dt. (X.2.2)

Beweis. Zuerst wird die Rektifizierbarkeit gezeigt. Da +' stetig auf dem kom-
pakten Intervall [a,b] ist, zeigt die Mittelwertungleichung aus Satz 1X.4.3 die
Existenz einer Konstanten K mit

lv(s) = ~v(t)|| < K|s — ¢t fiir alle s,t € [a, b].
Also ist fiir eine Zerlegung Z = {to,...,tn}

Z kftk 1 K(bfa)

und deshalb L(v) < K(b— a).

1Ein anderes Beispiel ist die von Kochsche Schneeflockenkurve — bitte googeln.
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Nun zu (X.2.2). Sei € > 0. Wir werden eine Zerlegung angeben, so dass

b n
[ I @de = 3 1 el - ) < = (X.2.3)
@ k=1
> I @)t~ i) = 23, 2)| < e, (x2.4)
k=1
IL(v, Z) — L(7)| < e. (X.2.5)

Da € > 0 beliebig ist, ist so die Behauptung gezeigt.

Fiir die erste dieser Abschitzungen benutzen wir Satz V.1.8 {iber Riemann-
sche Summen, genauer die im Anschluss an diesen Satz genannte Verallgemei-
nerung. Diese impliziert (wie?), dass (X.2.3) gilt, wenn die Feinheit 7(Z) klein
genug ist, sagen wir fiir n(2) < 0.

Fiir die zweite Abschéitzung benutzen wir die gleichméflige Stetigkeit der
Koordinatenfunktionen v, (vgl. Lemma V.1.7 oder Satz VIIL5.8). Diese liefert
ein §5 >0 mit?

1
I%’-(S)—%(t)|<ﬁbfa fiir |s — ¢ <82, i=1,...,m.

Gelte n(Z) < d2. Nach dem Mittelwertsatz gilt fiir geeignete &y ; € (tx—1,tx)
Viltk) = Yi(tr—1) = 7i (ki) (tr — te-1),
also
1i(tk) = viltk—1) — ¥ilte) (te = te—1)| = % (Ek.i) — Viltr) |tk — tr—1)

1 €
(tr —te—1),

S Umb—a

da n(Z) < . Daher ist fiir solche Z
> I @I = ter) = L0, 2)] < DI @) = trer) = (8 = At
k=1 k=1

< DI )t = tima) = (k) = (1))
k=1

- 1 5
< Z Vm—— (ty — to—1)
— vVmb—a

€ n
i Z(tk —tp—1) =&

k=1

2Die Wahl des Parameters /(v/m(b — a)) erklirt sich in der folgenden Rechnung.
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im ersten Schritt wurden die Definition von L(+y, Z) und die Dreiecksungleichung
fiir den Betrag benutzt, im zweiten die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir die
Norm und im dritten die Ungleichung ||v|| < v/mmax; |v;| fiir Vektoren v € R™.
Das beweist (X.2.4).

Fiir die dritte Abschitzung wiihle zuniichst eine Zerlegung Zp mit L(vy) —
L(vy,Zy) < e. Fiir jede feinere Zerlegung Z, also Zy, C Z, gilt dann ebenfalls
L(y) — L(v,Z) < e, vgl. (X.2.1). Es reicht nun, zu Zy noch weitere Punkte
hinzuzunehmen, so dass eine Zerlegung Z mit 7(Z) < min{d, 2} entsteht; fur
solch ein Z gelten alle drei Abschétzungen von oben. O

Bevor wir zu Beispielen kommen, wollen wir iiberlegen, dass fiir eine C'-
Parametertransformation ¢: [a, 8] — [a, b] die stetig differenzierbaren Kurven ~
und yo¢ dieselbe Bogenlidnge haben. Das folgt sofort aus der Substitutionsregel,

da (y0 ) (7) =¥ (6(7))¢'():

B B b
[ levesy@lar = [ emlie@lar = [vwa

denn |¢'(7)| = ¢'(7), wenn ¢ streng monoton wachsend ist, sowie |¢'(7)| =
—¢' (1) und ¢(a) = b, $(8) = a, wenn ¢ streng monoton fallend ist.

Korollar X.2.6 Fiir eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R ist die
Bogenlinge des Graphen

L:/b\/l—k(f’(t))?dt.

Beispiele X.2.7 (a) Der Umfang eines Vollkreises mit Radius 7 (also v (t) =
(reost,rsint), 0 <t < 2m), ist

2m 2
/ ' () dt = V/(=rsint)2 + (rcost)? dt = 27r,
0 0
und die Lénge eines Kreisbogens zum Winkel « ist
| old=ar
0

in Ubereinstimmung mit der Schulmathematik.
(b) Nach Korollar X.2.6 ist die Linge L des Parabelbogens (¢,t2), 0 <t < b,

b
Lz/ V1442 dt.
0

Die Auswertung dieses Integrals ist ziemlich trickreich, zumindest, wenn man —
wie in diesem Jahrhundert zu erwarten — noch nie etwas von Hyperbelfunktio-
nen gehért hat. Man substituiert ndmlich 2¢ = 1(e” — e™®) (das ist der sinus
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hyperbolicus®, abgekiirzt sinh), so dass 1+ 4t? = (3(e® + e~7))? und

b B z —x LT —x
/ \/1+4t2dt:/ cHe et
0 0

2 4
. B — —B .
mit “—— = b. Das letzte Integral ist

1 [P 1/1 1
7/ (e* +2+e ) dx = < (*€2£ + 2z — 76_29”)
0

8 8\2 2

Die GroBe 8 = e® erfiillt nach Definition von B die Gleichung

ﬁ—%zﬁlb, dh. g% — 43 —1=0

mit der positiven Loésung 8 = 2b + /4b? + 1. Nach Erweitern von 1/8 mit
V4b2 + 1 — 2b erhdlt man 87! = V462 + 1 — 2b und so

Lo FopT lowf %(25)\/4&)2 +1+1og(2b+ V42 +1)).

16 4

Mit der physikalisch-dynamischen Interpretation, dass ein Teilchen die Spur
T von v gemif dem Ort-Zeit-Gesetz t — ~(t) durchliduft, ist die Aussage von
Satz X.2.5 fast selbstversténdlich: Der Absolutbetrag der Momentangeschwin-
digkeit zum Zeitpunkt ¢ ist ||7/(¢)]|, und die Integration des Geschwindigkeit-
Zeit-Gesetzes liefert den zuriickgelegten Weg.

Man kann eine regulire stetig differenzierbare Kurve +: [a, b] — R™ mit Hilfe
der Bogenldnge umparametrisieren. Fiir eine solche Kurve setze

Mab = [0, L], A(t) = / 1y (7)]| dr- (X.2.6)

Weil die Kurve regulér ist, ist A stetig differenzierbar und streng monoton wach-
send; es sei o: [0, L(7)] — [a,b] die Umkehrfunktion von A. Wenn man mittels
o umparametrisiert, hat v o o stets betragsméfiig die Geschwindigkeit 1, denn
es ist ja (yo o) (s) =+ (c(s))o’(s) und o’(s) = 1/N (o (s)) sowie N (t) = |7/ ()]l
nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, also zusammen

1 j—
Iy (eI

Man sagt, die Kurve sei nach Bogenlinge umparametrisiert.

Iy e o) (s)Il = 117" (e ()]

3Der cosinus hyperbolicus ist coshz = L (e? +e~%); man beachte die Ahnlichkeit zu (V1.4.3)

— Merkspruch: Sinus ist minus.

1
2
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X.3 Die Kriimmung ebener Kurven

Kriimmung entsteht durch Anderung der Richtung — je schneller die Anderung,
um so stirker die Kriimmung. Fiir eine zweimal stetig differenzierbare Kurve
sollte das Mafl der Kriitmmung (und ihre Richtung — nach links oder rechts) also
mit Hilfe der 2. Ableitung v ausgedriickt werden kénnen. Andererseits spielt
sicher auch die Geschwindigkeit eine Rolle, zumindest lehrt das die Alltagser-
fahrung.

Sei nun v: I — R? eine stetig differenzierbare Kurve in der Ebene; es gelte
' (t) # 0 an einer Stelle t € I. Wir haben in Definition X.2.1 bereits den
Tangentialeinheitsvektor

- ’Y/(t) 2
T = o <&

eingefithrt. Durch Drehung um 90° gegen den Uhrzeigersinn ensteht der Nor-

maleneinheitsvektor N (t), der mittels der Drehmatrix D = (01 701) als

N(t) = DT(t)

geschrieben werden kann. Das Paar (T'(t), N(t)) wird das begleitende Zweibein
an der Stelle ¢ genannt.

Fiir das weitere Vorgehen sei zunéchst ~ eine zweimal differenzierbare ebene
Kurve mit Geschwindigkeit 1, d.h. ||7/(s)|| = 1 fiir alle s. Die Funktion s —
|7¥/(s)|? ist also konstant und hat daher an jeder Stelle die Ableitung 0. Durch
Anwenden der ,,Produktregel

7). 9(5)) = (), 95)) + ((5),9'(5)

(Beweis?) erhilt man

d

0= LIVEIP = (3 (),7(5)) = 2/ (5),7"(s)).

Der Vektor 7(s) = T'(s) ist also orthogonal zu 4'(s) und daher ein Vielfaches
des Normaleneinheitsvektors; der Proportionalitétsfaktor sei (s).

Definition X.3.1 Sei~: I — R? eine zweimal differenzierbare ebene Kurve mit
v/ (s)|l = 1 fur alle s € I. Dann heifit die durch

bestimmte Zahl k(s) die Krimmung von - an der Stelle s.

Offensichtlich ist hier
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Nun wollen wir uns von der Voraussetzung losen, dass stets ||7/(s)|| = 1
ist. Am Ende von Abschnitt X.2 wurde gezeigt, wie man eine regulire Kurve
nach Bogenlénge umparametrisieren kann; die neue Parametrisierung ¥ = yo o
(Bezeichnung siehe dort) hat dann die Eigenschaft ||3/(s)|| = 1 fiir alle s. Mit
diesen Bezeichnungen und A aus (X.2.6), d.h. A = 071, setzen wir:

Definition X.3.2 Die Kriimmung einer reguldren zweimal differenzierbaren
Kurve v: I — R? an der Stelle ¢ ist die Kriimmung von 4 an der Stelle s = A(t).

Beispiel X.3.3 Sei v(t) = (rcost,rsint), 0 < t < 27, die Kreislinie vom
Radius r, die den Ursprung einmal entgegen dem Uhrzeigersinn durchléuft.
Hier ist 7/(t) = (—rsint,rcost) und ||7/(t)|| = r. Die Umparametrisierung auf
Geschwindigkeit 1 ist

(s) = (rcoss/r,rsins/r), 0<s<2mr,
mit
T(s) = 7'(s) = (—sins/r,cos s/r),
T'(s) = 7"(s) = %(— cos s/r,—sins/r),
N(s) = DT(s) = (—coss/r,—sins/r),
also

K(s) = (T'(s), N (s) = -
Damit ist auch die Kriimmung s von ~ stets x(t) = 1/r.
Wird der Kreis einmal im Uhrzeigersinn durchlaufen, also v(t) = (rcost,
—rsint), erhélt man x(t) = —1/r.
Diese Werte stehen in Ubereinstimmung mit der Intuition, dass die Kriim-
mung eines Kreises umgekehrt proportional zu seinem Radius sein sollte; ferner
korrespondiert £(t) > 0 bzw. k(t) < 0 mit einer Links- bzw. Rechtskriimmung.

In konkreten Beispielen kann man die Kriimmung mit Hilfe des folgenden
Satzes berechnen.

Satz X.3.4 Seiy:t— (x(t),y(t)) eine regulire zweimal differenzierbare ebene

Kurve. Dann gilt
_ P @y"(t) — 2" ()y'(t)
((@'(1))* + (' (£))2)3/*

Beweis. Wir parametrisieren v nach Bogenlinge um (mit o und A wie oben):
4 = yoo; alle Groflen, die sich auf 4 beziehen, tragen wie in Beispiel X.3.3 eine

K (t)
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Tilde. Dann ist

Setzt man " = (2”,y") und Dvy' = (—y/,2’) ein und beachtet man o’(s) =
1/|1¥ (a(s))| (sieche den Schluss von Abschnitt X.2), lautet das Ergebnis mit
t=o(s)

- . 2 () (¢ Dy (¢
<) = (0. D) = s

wie behauptet. O

Korollar X.3.5 Sei f: I — R zweimal differenzierbar. Dann gilt fir die Kriim-
mung des Graphen im Punkt (t, f(t))

_ [ ()
O = T e
Beweis. Wende Satz X.3.4 auf ~: ¢ — (¢, f(t)) an. O

Banales Beispiel: Die Kriimmung der Kosinuskurve im Punkte (0, 1) ist —1.

Man beachte, wie Korollar X.3.5 die Vorstellung, dass der Graph von Funk-
tionen mit positiver bzw. negativer 2. Ableitung links- bzw. rechtsgekriimmt ist,
prézisiert.

Ausblick. Bei ebenen Kurven gibt es nur eine Richtung, die (modulo £) zu
einem Tangentialvektor orthogonal ist; bei rdumlichen Kurven gibt es derer vie-
le; der Orthogonalraum zum Tangentialvektor hat die Dimension 2. Wie bei
m = 2 kann man auch im hoherdimensionalen Fall den Betrag der Kriimmung
als kp(s) = || T'(s)|| bei zweimal differenzierbaren Kurven mit Geschwindigkeit 1
definieren. Bei rdumlichen solchen Kurven (m = 3) setzt man (im Fall k;(s) # 0)
N(s) = T'(s)/ks(s), den Hauptnormalenvektor, und* B(s) = T(s) x N(s),
den Binormalenvektor. Diese drei Vektoren bilden eine Orthonormalbasis; man
spricht vom begleitenden Dreibein. Die Frenetschen Formeln besagen

T'(s) = kp(s)N(s), N'(s) = —rp(8)T(s) + 7(s)B(s), B'(s) = —7(s)N(s)

fiir eine gewisse Zahl 7(s). Diese wird die Windung oder Torsion von v bei s
genannt. Bei einer beliebigen Geschwindigkeit parametrisiert man wieder nach
Bogenlédnge um. Im Fall einer Schraubenlinie ¢ — (rcost,rsint, ct), t € R, kann
man ky(t) = r/(r? + ¢®) und 7(t) = ¢/(r? + ¢?) zeigen.

4

v X w bezeichnet das Kreuzprodukt dieser Vektoren.
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Kapitel XI

Gewohnliche Differentialgleichungen

XI.1 Beispiele und elementare Lésungsmetho-
den

Unter einer Differentialgleichung versteht man — grob gesagt — eine Gleichung, in
der Funktionen und ihre Ableitungen vorkommen. Handelt es sich um Funktio-
nen einer reellen Verdnderlichen, spricht man von gewdéhnlichen Differentialglei-
chungen; handelt es sich um Funktionen mehrerer Verénderlicher und kommen
partielle Ableitungen vor, so spricht man von partiellen Differentialgleichungen.
Standardbeispiele sind y'(t) = y(t) (gewohnliche Differentialgleichung) bzw.
0?u/0z3 + 0%*u/0x3 = 0 (partielle Differentialgleichung).

Traditionell wird die gesuchte Funktion in einer gewohnlichen Differential-
gleichung mit y bezeichnet, die unabhéngige Variable mit ¢ oder x. Da in An-
wendungen diese hiufig die Dimension einer Zeit hat, wird in diesem Kapitel
meistens ¢ verwendet. Aufflerdem unterdriickt man in der Regel die unabhéngige
Variable, wenn sie nicht explizit auftaucht, schreibt also z.B. y’ = t2 + y? statt
Y (t) = 12 + y(t)2.

Préziser ausgedriickt handelt es sich bei einer expliziten gewdéhnlichen Diffe-
rentialgleichung n-ter Ordnung um eine Gleichung der Form

y™ = f(ty,y,...,y" V), (XI.1.1)

wo f eine auf einer Teilmenge G des R™*! definierte Funktion ist. Nur um
solche Gleichungen werden wir uns hier kiimmern, und meistens ist n = 1. Eine
implizite gewohnliche Differentialgleichung hat die Form F(t,y,v/, ... ,y(")) =
0. Man beachte, dass nach dieser Nomenklatur y'(t) = y(y(¢)) oder y/(t) =
y(t—1) keine gewohnlichen Differentialgleichungen sind; solche Gleichungen sind

Dieses Kapitel ist eine fiir die Bediirfnisse der Ana II zurechtgestutzte Version von Teilen
von Kapitel ITII meines Buches Einfiihrung in die hohere Analysis, 2. Auflage, Springer 2009.
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236 XI. Gewdohnliche Differentialgleichungen

als Funktional-Differentialgleichungen bekannt. Enthélt (XI.1.1) die Variable ¢
nicht explizit (wie z.B. y” = y? — ¢/), so heiBt die Gleichung autonom.

Um (XI.1.1) zu lésen, sind ein Intervall I C R und eine n-mal differenzierbare
Funktion y: I — R mit

(t,y(t),y/(t), . ,y("_l)(t)) ye firallet € I

und
y () = f(ty®),y (), ...,y V()  firallete ]

anzugeben. (Offenbar ist die erste Bedingung notwendig, um die zweite iiber-
haupt formulieren zu konnen.)

Betrachten wir zunéchst einige Beispiele gewohnlicher Differentialgleichun-
gen.

Beispiel XI.1.1 Sei ¢: [a,b] — R stetig. Offensichtlich bedeutet das Losen der
Differentialgleichung y’ = ¢(t), eine Stammfunktion von ¢ zu finden; deswegen
wird das Losen einer Differentialgleichung auch ihre Integration genannt. Diese
Gleichung hat also die Form (XI.1.1) mit n = 1, G = [a,b] x R C R? und
f(t,u) = ¢(t). Ihre allgemeine Losung hat die Form

o) = [ els)ds e

wo ¢ € R eine beliebige Konstante ist; die Losung enthélt also eine freie Kon-
stante und ist nicht eindeutig bestimmt. Betrachtet man jedoch das Anfangs-
wertproblem

Y =et),  yla)=yo,

wo yo € R gegeben ist, so wird die Losung eindeutig, ndmlich

y@:/w®@+w

Bei einem Anfangswertproblem fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung
handelt es sich um eine Differentialgleichung (XI.1.1) zusammen mit der An-
fangsbedingung

y(to) = yo, ¥'(t)) =1, -, y" (ko) = yn_1; (X1.1.2)
hier ist (to,¥o,--.,Yn—1) € G. Unter einer Losung des Anfangswertproblems

versteht man eine Losung der Differentialgleichung (XI.1.1), die auch (XI.1.2)
erfiillt.
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Beispiel XI.1.2 Ein Auto verliert mit der Zeit an Wert, und zwar ein neues
schneller als ein altes. Man kann annehmen, dass der Wertverlust pro Zeiteinheit
zu jedem Zeitpunkt dem aktuellen Wert proportional ist, das heifit, bezeichnet
y(t) den Wert zur Zeit ¢, so dndert sich in der Zeitspanne At der Wert um
ky(t) At:

Ay = ky(t) At.

(In unserem Beispiel ist k& negativ, da ein Verlust symbolisiert werden soll.)
Division durch At und Ubergang zum Limes At — 0 suggeriert, dass die zeitliche
Entwicklung durch die Differentialgleichung

y' =ky
beschrieben wird. Zusammen mit der Angabe des Neuwerts

y(0) = vo
erhalten wir ein typisches Anfangswertproblem 1. Ordnung (mit G = R? und
f(t,u) = ku). Um es zu losen, verwenden wir die folgende ,,Physikermethode®
und erhalten nacheinander

y’zgzkywd—yzkdt(?!)W/@:/kdtWIog|y|:kt+c
dt Y y

mit einer beliebigen Konstanten ¢ und daher mit ¢; = +e®

y = creft.

Die Forderung y(0) = yo fiithrt zu ¢; = yo und daher zur Losung

y(t) = yoe™".

Nun war unsere Methode durchaus fragwiirdig, aber eine Probe zeigt, dass
die obige Exponentialfunktion wirklich unser Anfangswertproblem 16st. Gibt es
moglicherweise eine weitere Losung ¢, die auch auf ganz R definiert ist? Fiir die
Hilfsfunktion z(t) = g(t) /e, t € R, gilt dann

g (t)er — g(t)ker!
2Z(t) = ot =0

sowie z(0) = yo, woraus z(t) = yo fiir alle t € R folgt. Das heifit, das obige
Anfangswertproblem ist eindeutig losbar.

Mit derselben Differentialgleichung kénnen diverse Zerfalls- (k < 0) sowie
Wachstumsprozesse (k > 0) modelliert werden.

Beispiel XI1.1.3 Wihrend sich im letzten Beispiel fiir Zerfallsprozesse (also
k < 0) die verniinftige Konsequenz lim;_,, y(t) = 0 ergibt, erhélt man fiir k£ > 0
und yo > 0 unbeschrianktes Wachstum lim; ,~, y(t) = oo, was — insbesondere
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bei Populationswachstumsmodellen — wegen der Beschréanktheit der Ressourcen
als nicht realistisch erscheint.

Schreibt man k& = y—o mit einer ,,Geburtsrate“ v > 0 und einer ,,Sterberate*
o > 0, so lautet die Differentialgleichung aus Beispiel XI.1.2 ¢/ = vy — oy. 1838
schlug Verhulst vor, stattdessen das Populationswachstum durch die Differen-
tialgleichung

y =7y oy’
zu modellieren, in der er den Geburts- und Sterbeprozess unterschiedlich wich-

tete und die er logistische Differentialgleichung® nannte. Zur Losung verwenden
wir die Methode von oben:

dy

d d
f=7y—0y2~*%:dtW/iyg:/dt:“rc,
dt VY — oy Y — oy

also erhélt man nach kurzer Rechnung

Y
ty=—- 1
y(®) o+ oce= 7t

Durch Probe bestétigt man, dass

y(t) = (XI1.1.3)
o+ (% - 0) e

in der Tat das Anfangswertproblem
y' = -0y’  y0)=yo (>0)
lost; beachte lims—, oo y(t) = /0, so dass die Population stabil wird.

Mit Satz XI.1.8 werden wir uns der Miihe entheben, in diesem und &dhnlich
gelagerten Beispielen stets die Probe machen zu miissen, da wir solch zweifel-
hafte Operationen wie Multiplikation mit dt vorgenommen haben. Dort wird
gezeigt, dass (XI.1.3) die einzige Losung des Anfangswertproblems ist.

Beispiel XI.1.4 Betrachte fiir ¢ > 0 und yo > 0 das Anfangswertproblem

y = —a/y, y(0) = yo;

es liegt also die Form von (XI.1.1) mit G = R x [0,00) und f(¢,u) = —ay/u
vor. Dieses Anfangswertproblem modelliert das Auslaufen einer Fliissigkeit aus
einem zylindrischen Gefaf3:

IDer Name hat weder etwas mit Logik noch mit Logistik zu tun; der Ursprung ist in dem
franzosischen Wort logis zu suchen.
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Yo

0+

Die Abnahme des Fliissigkeitsspiegels, also 3/, ist, da die Fliissigkeit inkompres-
sibel ist, der Auslaufgeschwindigkeit u proportional, die sich nach dem Energie-
erhaltungssatz berechnen lédsst. Mit den Bezeichnungen p = Druck, p = Dichte,
m = Masse, g = Erdbeschleunigung, ¢ = Querschnitt und V' = Volumen erhélt
man fiir die potentielle Energie eines Probevolumens

PaAY = ypgqAy = ypgAV
und fiir die kinetische Energie

1
%uQ = iAVpUQ.

Daraus folgt u = \/2gy und deshalb 3" = —a,/y. Wir schreiben hier —a mit
einer Konstanten a > 0; das Minuszeichen macht es augenfillig, dass es sich um
eine Abnahme des Fliissigkeitsspiegels handelt.

Die uns bekannte Losungstechnik liefert hier als Losungsvorschlag

i) = (Vio - 91) .

jedoch wiire fiir grofie ¢ die Ableitung ¢’ (t) positiv, wihrend die Differentialglei-
chung stets negative Werte verlangt. Daher modifizieren wir g zu

(v - &)’ i< 2
y(t) = VY% 5 ir ¢ < 24/%,
0 fiir ¢ > 2, /70.

(Skizze!) Der Fall yop = 0 nimmt eine Sonderstellung ein: Neben der angege-
benen ist auch y = 0 eine Losung des Anfangswertproblems, das also nicht
eindeutig losbar ist. (Wie ist diese Nichteindeutigkeit der Lésung physikalisch
zu erkléren?)

Beispiel X1.1.5 Die Differentialgleichung
Yy =y
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240 XI. Gewdohnliche Differentialgleichungen

wird, wie scharfes Hinsehen zeigt, von den Funktionen y(t) = —1/(t —¢), c€ R
beliebig, gelost. Es ist nicht schwer zu zeigen, dass es aufler y = 0 keine weiteren
Losungen gibt (Satz XI.1.8 enthélt eine allgemeinere Aussage). Dieses Beispiel
zeigt, dass, obwohl die rechte Seite der Differentialgleichung (also f(t,u) = u?)
auf ganz R? definiert ist, es keine von 0 verschiedene Losung gibt, die auf ganz
R existiert.

Beispiel X1.1.6 Die bisher betrachteten Beispiele hatten gemeinsam, dass man
die auftauchenden Differentialgleichungen geschlossen l6sen konnte. Liouville
hat jedoch 1841 gezeigt, dass die Differentialgleichung

y/:t2+y2

nicht geschlossen geldst werden kann in demselben Sinn, wie [ e~ dx nicht
geschlossen ausgefiithrt werden kann. Es stellt sich daher die Frage, ob eine ge-
gebene Differentialgleichung iiberhaupt eine Losung besitzt und wie man sie
erhilt bzw. approximiert?. Einen groben Anhaltspunkt, wie eine Losung ausse-
hen konnte, liefert das Richtungsfeld der Differentialgleichung. Sei etwa

y/ = f(t’y)

vorgelegt. Durch die Punkte der (¢,y)-Ebene legt man kurze Strecken der Stei-
gung f(t,y). Da eine Losung der Differentialgleichung, die durch einen Punkt
(to,yo) geht, dort die Steigung f(to,y0) hat, erhdlt man so Aufschluss iiber
den Verlauf der Losungen. Die folgende Skizze zeigt Richtungsfeld und einige
Losungen der Differentialgleichung 3’ = ¢2 + 32

2Einen allgemeinen Existenzsatz lernen Sie mit dem Satz von Picard-Lindelsf in Satz X1.3.3
kennen.
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Beispiel XI.1.7 Als letztes Beispiel betrachten wir eine Gleichung 2. Ordnung,
die Schwingungsgleichung. Wird eine Feder aus der Gleichgewichtslage ausge-
lenkt, so greift nach dem Hookeschen Gesetz eine Riickstellkraft an, die der
Auslenkung y proportional, aber entgegengesetzt ist. Diese beschleunigt eine
Probemasse m gem#fl dem Newtonschen Kraftgesetz ,Kraft = Masse x Be-
schleunigung®, was auf die Differentialgleichung (k > 0 die Federkonstante)

1

my’ = —ky

bzw. mit wg = \/k/m

y' +wiy =0

fithrt. Man sieht sofort, dass y;(t) = sinwpt und y2(t) = coswpt die Gleichung
l6sen; allgemeiner ist bei beliebigen c;,co € R auch c1y; + coys eine Losung,
denn die linke Seite der Schwingungsgleichung héingt linear von y ab. Es seien
nun Anfangsbedingungen, also eine Anfangsauslenkung sy und eine Anfangsge-
schwindigkeit vg vorgelegt. Dann sind ¢; und ¢p so wihlbar, dass das Anfangs-
wertproblem

y' +wiy =0,  ylto) =s0, ¥ (to) = vo (XI.1.4)

16sbar ist; wir miissen ndmlich nur erreichen, dass das lineare Gleichungssystem
in ¢; und co

C1 sin (.d()t(] + ¢2 CoS OJ()t() = S0

C1Wp COS tho — CaWo sin thQ = Vo

l6sbar ist. Da die Determinante der das System regierenden Matrix —wqg # 0 ist,
existiert also genau eine Losung von (XI.1.4) der Form c¢;y; + coyo; dass es auch
keine anderen Losungen gibt, wird in Vorlesungen iiber Differentialgleichungen
gezeigt (siehe dazu auch den Ausblick am Ende des Kapitels).

Bei einer geddmpften Schwingung miissen Reibungskrifte, die zur Geschwin-
digkeit proportional sind, beriicksichtigt werden. Im Newtonschen Kraftgesetz
taucht dann auf der rechten Seite noch die Reibungskraft —ry’ auf:

"o_

my" = —ry — ky.
Das fithrt mit 2p = r/m > 0 und wy = \/k/m auf das Anfangswertproblem
y'+2py +wiy =0, ylto) = s0, y'(to) = vo.

(Es wird sich als giinstig erweisen, die Konstante bei ¢y’ als 2p statt p zu schrei-
ben.)
Nach etwas Bedenkzeit kénnte man auf die Idee kommen, eine Losung als

eM mit passendem ) anzusetzen. Einsetzen in die Gleichung liefert

AN + 2pAe +wiet =0,
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d.h.
M+ 2pA 4+ wi = 0.

Wenn diese Gleichung zwei reelle Losungen Ao = —p & /p? — wg hat, kann

man bei beliebigen cq, co

At Aot

cie + coe

als Losung ansetzen, analog dem ungeddmpften Fall ¢; und co den Anfangs-
bedingungen anpassen und auch die Eindeutigkeit der Losung beweisen. Da in
diesem Fall, dem Fall starker Dampfung p? > w3, die A\ s2 < 0 sind, ist die
Losung stabil (limy,o y(t) = 0), in Ubereinstimmung mit der physikalischen
Intuition.

Der Fall p? = w2, der in der Physik aperiodischer Grenzfall genannt wird,
fiihrt auf eine doppelte Nullstelle der Bestimmungsgleichung von A und nimmt
eine Sonderstellung ein. Bis jetzt haben wir in diesem Fall nur eine einparamet-
rige Schar von Lésungen, ndmlich ce™P. Man sollte vermuten, dass sich noch
eine zweite Losung versteckt hélt; wir werden in Satz XI1.2.3 sehen, wie man sie
findet.

Es bleibt der Fall p? < w2, in welchem zwei konjugiert komplexe Nullstellen
existieren. Mit w := y/w3 — p? erhalten wir formal Losungen als Linearkombina-
tionen von e(~PT)t und e(~P~)t. das sind jedoch komplexwertige Funktionen.
Um reellwertige Losungen zu erhalten, beachte man, dass Real- und Imaginérteil
selbst wieder Losungen sind, denn die Koeffizienten der Differentialgleichung
sind reell (einsetzen und nachrechnen!). Das fithrt auf die zweiparametrige Schar
reeller Lésungen

cre Plsinwt + coe P cos wi; (XI.1.5)

wieder lehrt die allgemeine Theorie, dass es keine weiteren Losungen gibt.
Als n#chstes wird ein Satz formuliert, der das Vorgehen in den Beispie-

len XI.1.2 und XI.1.3 rechtfertigt. Dazu betrachten wir eine Differentialgleichung
mit getrennten Verdnderlichen

Die obigen Beispiele legen folgende Losungsstrategie nahe:

dy — . PN ﬂ = > ﬂ = C
& = o) he) = = / o / h(t) dt +c,

und es bleibt, nach ausgefiihrter Integration die linke Seite nach y aufzulGsen.
Im folgenden Satz wird prézisiert, wann dieses Verfahren wirklich gerechtfertigt
ist.

Satz X1.1.8 Es scien I,J C R Intervalle, und h: I — R sowie g: J — R seien
stetig. Es seitg € I, und yo sei ein innerer Punkt von J.
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(a) Falls g(yo) # 0, existiert eine Umgebung U wvon to, so dass das An-
fangswertproblem

Y =g(y)-h(t),  ylto) =0

auf INU eine eindeutig bestimmte Lisung besitzt. Man erhdlt sie durch
Auflosen von
Y od t
/ o / h(s)ds
Yo g(u) to
nach y.

(b) Falls g(yo) =0, g(y) # 0 fiir 0 < |y — yo| < n und die (uneigentlichen)
Integrale fyo_m (u)~tdu sowie fyo 9 V=Y du divergieren, ist y = yqo
die emdeutzg bestimmte Ldsung des Anfangswertproblems auf ganz I.

Beweis. (a) Wir setzen
v g ¢
G = [ 2 = [ s
Y to

Da g stetig und g(yo) # 0 ist, ist G auf einem offenen Teilintervall J um o
wohldefiniert, nimlich, wo ¢g(y) # 0 ist. Da dort G'(y) = 1/g(y) stets positiv
oder stets negativ ist, ist G streng monoton, und die Umkehrfunktion G™:
G(J )= : T — R existiert. Nun ist yo € J, und J und daher auch I sind offen. Da
H(tg) =0=G(yo) € I, existiert wegen der Stetigkeit von H eine Umgebung U
von tg mit

H(t)yel firallet e INU.
Fiir diese ¢ ist y(t) := G (H(t)) erklirt, und nach Definition ist

: 1
/ mvy\/ ! !/

y'(t) = (G™)(H) H'(t) = = (1) = g(y(t)) - h(t)
G'(G™(H(t)))
sowie y(to) = G'™V(0) = yp.

Damit ist eine Losung des Anfangswertproblems gefunden. Wir zeigen jetzt,
dass es keine weiteren Losungen gibt. Sei z ebenfalls eine Losung; dann ist,
sofern nur g(z(t)) # 0 ist (was in einer Umgebung von t( sicher erfiillt ist),

daher

B t Z/(S) . z(t)diu B .
Ho= [ G ® =, g~ CEO)
weshalb z = G o H = y folgt.
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(b) Wegen g(yo) = 0 ist die konstante Funktion y = yo natiirlich eine Losung
des Anfangswertproblems. Nehmen wir an, es gébe eine weitere nichtkonstante
Losung z. Ohne Einschrankung existiert dann eine Stelle ¢; > tg mit y; =
2(t1) > yo. Damit ist z Losung des Anfangswertproblems

Y =gy ht),  ylt1) =w,

und wegen g(y1) # 0 folgt aus der Eindeutigkeitsaussage in (a)

/:t) % _ /tlth(s)ds (XI.1.6)

fiir t > t* := sup{7 < t1: 2(7) = yo}; fiir diese ¢ ist ndmlich g(z(¢)) # 0. Macht
man den Grenziibergang ¢ — t* in (XI.1.6), so erhilt man im Widerspruch zur

Voraussetzung, dass
v t1
/ Ll :/ h(s)ds
Yo g(u) t*

existiert. O

In Beispiel XI.1.4 war ein Beispiel eines nicht eindeutig lésbaren Anfangs-
wertproblems gegeben; in den Bezeichnungen von Satz XI.1.8 war dort g(y) =
—ay/y, h(t) = 1 und yo = 0, und das Integral [ du//u ist konvergent. In
Beispiel XI.1.2 hatten wir eindeutige Losbarkeit beobachtet, was wegen der Di-
vergenz von fon du/u ein Spezialfall des Satzes ist.

Man beachte, dass die Aussagen in (a) lokaler Natur sind: Existenz und Ein-
deutigkeit sind nur in einer Umgebung von ¢y behauptet, nicht auf ganz I. Zur
Bestéitigung betrachte noch einmal die Beispiele XI.1.4 mit dem Anfangswert
y(—1) =1 und XI.1.5.

In Satz XI.1.8 ist es iibrigens wesentlich, dass yo ein innerer Punkt des De-
finitionsintervalls von g ist (wo wurde das im Beweis benutzt?).

XI.2 Lineare Differentialgleichungen

Wir betrachten als néchstes einen sehr wichtigen Typ einer Differentialgleichung
1. Ordnung, ndmlich eine lineare Differentialgleichung

y' = a(t)y + b(t).

Hier seien a und b stetige Funktionen auf einem Intervall I. Die Gleichung heif3t
linear, da die Transformation L: y — 3’ — ay zwischen den Vektorriumen der
stetig differenzierbaren Funktionen und der stetigen Funktionen linear ist. In
Analogie zu linearen Gleichungssystemen nennt man diese Differentialgleichung
homogen, wenn b = 0 ist, andernfalls inhomogen.

Als Spezialfall von Satz XI.1.8 erhélt man sofort:
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Satz XI1.2.1 Sei I ein Intervall, die Funktion a: I — R sei stetig sowie tg € I.
Dann ist das Anfangswertproblem

Yy =alt)y,  y(to) =yo

fiir jedes yo € R eindeutig auf ganz I losbar, und zwar ist

y(t) = yo exp (/t: a(s) ds>

Beachte, dass im linearen Fall die Losung auf ganz I existiert und nicht blof3
lokal.
Betrachten wir nun das inhomogene Anfangswertproblem

diese Losung.

Y =at)y+bt),  y(to) = o

Man 16st es mit der genialen Methode der Variation der Konstanten. Die Idee
ist, in der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung

¢
y(t) = e mit A(t) = / a(s) ds,
to

die Konstante ¢ durch eine Funktion ¢ — ¢(t) zu ersetzen, um eine Lésung der
inhomogenen Gleichung zu erhalten. Wie miisste so eine Funktion aussehen? Da
dann

y'(t) = (£)e*® 4 e(t) A (t)erD

gilt, miisste, damit y die inhomogene Differentialgleichung 16st, ¢ die Gleichung
(1)e® 4 () A'(4)eAD = a(t)e(t)e D + b(t),

also wegen A’ = a
d(t) = b(t)e=A®

erfiillen, woraus durch Integration c¢ sofort gefunden werden kann.

Satz XI1.2.2 Sei I ein Intervall, a,b: I — R seien stetig, und es sei tg € I.
Dann ist das Anfangswertproblem

Y =a(t)y+0(t),  ylto) = o

fiir jedes yo € R eindeutig auf ganz I losbar, und zwar durch

t
y(t) = ( [ bl as+ Z/0>6A(t),

to

wo A(t) = fti a(s)ds.
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Beweis. Dass die genannte Funktion eine Losung ist, folgt durch Riickwiéirts-
rechnen aus der Vorbemerkung. Kommen wir zur Eindeutigkeit. Sei § ebenfalls
eine Losung. Dann 16st v := y — y das homogene Anfangswertproblem

' = a(t)u, u(to) =0,
und aus Satz XI1.2.1 folgt u = 0 und deswegen § = y. O

Ist man an der allgemeinen Losung der Differentialgleichung statt des An-
fangswertproblems interessiert, die im allgemeinen eine freie Konstante enthélt,
kann man die Sétze XI1.2.1 und XI.2.2 auch so aussprechen:

e Die allgemeine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung

y = a(t)y ist
y(t) = e,

wo A eine Stammfunktion von a ist.

e Da sich zwei Losungen der inhomogenen linearen Differentialgleichung
y' = a(t)y + b(t) nur um eine Losung der homogenen Gleichung unter-
scheiden, ist ihre allgemeine Losung

y(t) = yp(t) + eV,

wo ¥, irgendeine Losung der inhomogenen Gleichung ist (eine sogenann-
te partikulire Lésung). Insbesondere ist

yp(t) = C(t)e*™)
eine partikulire Losung, wo C eine Stammfunktion von be™4 ist.
Als Beispiel betrachten wir das Anfangswertproblem
y =2ty +t3, y(0)=1.

Hier ist a(t) = 2t, b(t) = t3. Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung
ist cetQ; eine partikulédre Losung der inhomogenen Gleichung ist

wo C'(t) = t3%¢~". Partielle Integration liefert schnell

2 +1
C(t)=— ;_ et (4 const.),
so dass y,(t) = —2(t? + 1) eine partikulidre Losung ist. Damit erhélt man als
allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
t2+1
y(t) = — ; + et
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Um das Anfangswertproblem zu losen, ist die Konstante ¢ so zu wéhlen, dass
y(0) =1 gilt, d.h. ¢ = 3/2.

Es ist moglich, manche nichtlineare Gleichung in eine lineare zu transformie-
ren. Betrachte etwa die logistische Differentialgleichung

y =7y oy’
aus Beispiel XI.1.3. Ist : I — R eine Losung ohne Nullstellen, so gilt fiir z = 1/y
I

2 —74—0:—72—}—0.

z

Ist umgekehrt z eine Losung dieser inhomogenen linearen Differentialgleichung
ohne Nullstellen, so definiert y = 1/z eine Losung der logistischen Differential-
gleichung.

Wir behandeln jetzt die allgemeine lineare Differentialgleichung n-ter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten; sie hat die Form

Y™ 4 a1y Y 4 ayy + agy = b(2) (X1.2.1)

mit Zahlen a; und einer stetigen Funktion b: I — R. Wieder nennen wir die
Gleichung homogen, wenn b = 0 ist. Fiir das zugehotrige Anfangswertproblem
fordert man die Anfangsbedingung

y(to) =UL, ..., y(n_l)(to) = Unp-

Es wird praktisch sein, iiber C statt R zu rechnen. Dazu muss erklart werden,
was die Ableitung einer komplexen Funktion ist. Da man C mit R? identifizieren
kann, ist dafiir einfach auf (IX.3.1) zu verweisen. Anders gesagt: Zerlegt man
f: I — C in Real- und Imaginirteil, ist f’ definitionsgem#B (Re f)’ + i(Im f)’.
Das fiir uns wichtigste Beispiel ist f(t) = e* mit A = a + i8 € C. Hier ist
Reer = e cos Bt, ImeM = et sin ft, so dass

d
%eat cos Bt = (acos Bt — Bsin ft)e™

d
ﬁeat sin ft = (asin Bt + B cos Bt)e™

und

d
%e)‘t = (acos Bt — Bsin Bt)e® + i(asin Bt 4 B cos Bt)e™t = \eM,

was genauso wie in der Ana I aussieht.
Es seien im Folgenden ay,...,a,_1 € C, und fiir eine n-mal differenzierbare
Funktion y: I — C setzen wir

Ly =y + ap_1y™ ™) + - + agy.
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Dann ist L: C™(I) — C(I) linear; hier ist

C™"(I) = {y: I — C: y ist n-mal stetig differenzierbar},
C(I) = {y: I — C: y ist stetig}.

Daher ist der Kern von L, also die Menge der Losungen der homogenen Glei-
chung Ly = 0, ein Untervektorraum; und in fortgeschrittenen Vorlesungen zu
Differentialgleichungen zeigt man®

dimker L = n.

Ein System von n linear unabhéngigen Losungen von Ly = 0, also eine Basis
des Losungsraums ker L, nennt man ein Fundamentalsystem; wir wollen jetzt
ein Fundamentalsystem fiir Ly = 0 angeben.

Wir suchen also n linear unabhéngige Losungen der Gleichung Ly = 0 und
machen dazu den Ansatz y(t) = e*'; genau dann gilt fiir diese Ansatzfunktionen
Ly =0, wenn

POA) :=XN"+a, N 4 tag=0

ist.

Hat P die n verschiedenen komplexen Nullstellen Aq,...,\,, erhilt man
n komplexe Losungen von Ly = 0, nimlich eM?, ..., e*?. Diese sind wirklich
linear unabhéngig: Ist ndmlich Z?=1 cje)‘jt = 0 fiir alle t € I, so folgt durch
wiederholtes Differenzieren

> eNedit =0 firalletel, k=0,1,2,...
j=1

Betrachtet man jetzt t =0und £ =0,...,n — 1, so folgt

Zn: Cj)\? =0
j=1

bzw.
11 1 a
Al A An c2
=0.
DU Mt B Cn

Da die Determinante dieser Matrix (die Vandermondesche Determinante)

H (Aj =) #0

1<i<j<n

3Das folgt aus dem im Ausblick am Ende dieses Kapitels angesprochenen Existenz- und
Eindeutigkeitssatz fiir Differentialgleichungssysteme; denn dieser Satz zeigt in der Uber-
setzung auf lineare Gleichungen hoéherer Ordnung, dass die Abbildung, die einem Vektor
(40, -+ un—1) € C™ die Lésung des Anfangswertproblems Ly = 0, yU)(t9) = u; zuordnet,
ein Vektorraumisomorphismus ist.
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ist, hat das obige Gleichungssystem nur die triviale Losung ¢; = -+ = ¢, = 0.
Uber den Fall mehrfacher Nullstellen berichtet der folgende Satz. Wir be-
trachten L und P wie oben.

Satz XI1.2.3 Ist A € C eine k-fache Nullstelle von P, so sind
M te, L, LM (X1.2.2)

Losungen von Ly = 0. Auf diese Weise erhdilt man insgesamt n linear un-
abhdngige komplexwertige Losungen von Ly = 0, also ein Fundamentalsystem
dieser Gleichung.

Beweis. Wir zeigen zuniichst, dass die Funktionen in (XI.2.2) tatséichlich die
Differentialgleichung lésen. Zu zeigen ist also: Falls [ < k und y(t) = t'e*, so
ist Ly = 0. Der Trick besteht nun darin,

o
LAt At
fe = oNe

zu beobachten. Mit a,, = 1 ist dann (beim dritten Gleichheitszeichen geht der
Satz von Schwarz, Satz IX.1.6, ein)

7=0
I R RN
%N o0 = ax(ZA )
]:
l ar l—r At __
<T>(WP(A)15 M =0,

da A eine k-fache Nullstelle von P und damit Nullstelle der r-ten Ableitung,
r < k, ist. Die vorletzte Gleichheit ergibt sich aus der Leibnizschen Produktregel
fiir hohere Ableitungen.

Wegen des Fundamentalsatzes der Algebra ist klar, dass auf diese Weise n
Losungen entstehen. Wir zeigen jetzt durch Induktion nach der Anzahl m der
verschiedenen Nullstellen von P, dass diese linear unabhéngig sind.

Das ist klar fiir m = 1. Fiir den Induktionsschritt von m auf m+1 seien jetzt
A1, .-y Am+1 die paarweise verschiedenen Nullstellen von P mit den Vielfach-
heiten kq, ..., ky+1. Eine Linearkombination der oben beschriebenen Losungen
fithrt auf den Term

n d] n 8‘7 8l
Ly(t) = Zajwy(t) = Z%‘@W@M
=0

3

<
[}

l

(=)

r=

m—+1

Z bj (t)ekjtﬂ
j=1
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wo p; ein Polynom vom Grad < k; ist. Wir miissen zeigen, dass dieser Term
nur dann identisch verschwindet, wenn alle p; = 0 sind. Gelte also

m—+1 m
0= Z pj(t)etit = ij ()N 4 prog (t)ermit fiir alle ¢t € R.
j=1 j=1
Setze nun p; = Aj — A1 fiir j = 1,...,m; dann sind die p; # 0 und paarweise

verschieden. Es folgt
0= ij(t)e’“t + Pmt1(t) fir alle t € R.
j=1

Diese Gleichung wird nun so lange differenziert, bis p,,11 ,verschwunden® ist.
Da &p;(t)etst = (p;(t)+p;p;(t))es* von der Form j;(t)ets* mit einem Polynom
p; vom selben Grad wie p; ist (da p; # 0), erhélt man eine Gleichung der Form

m
0= Z q;(t)et’ fiir alle t € R.
j=1

Nach Induktionsvoraussetzung sind alle ¢; = 0, und da die p; denselben Grad
haben, sind auch alle p; =0, j = 1,...,m; und dann ist auch p,,41 = 0. Das
war zu zeigen. O

Sind die a; reell, so mochte man auch, dass die Losungen reellwertig sind.
Dazu betrachte man Real- und Imaginérteil der in Satz XI.2.3 beschriebenen
Losungen. Diese haben die Form (\; = a; + if3;)

thcos Bit €' bzw. t'sin Bt et (XI.2.3)

Da mit A auch A Nullstelle des reellen Polynoms P ist, ergibt sich im reellen
Fall:

Satz XI.2.4 Ist A € R eine k-fache Nullstelle von P und sind die a; reell,
bilden die Funktionen der Form (X1.2.2) aus Satz XI.2.3 reellwertige Lisungen
von Ly = 0. Ist hingegen A € C\R eine k-fache Nullstelle von P, betrachte man
stattdessen die Funktionen in (X1.2.3) firl < k. All diese Funktionen zusammen
bilden ein Fundamentalsystem aus reellwertigen Losungen.

Beispiel XI1.2.5 In Beispiel XI.1.7 war die Gleichung des harmonischen Oszil-
lators

Y +2py +wiy =0
(p > 0) vorgestellt worden. Im Fall p = wp hatten wir damals der Gleichung

nur eine Losung ansehen kénnen; jetzt sieht man die zweite, ndmlich te™? (vgl.
Satz XI1.2.3).
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Betrachten wir nun eine erzwungene Schwingung, die von einer periodisch
wirkenden duBeren Kraft K erregt wird. Statt der Differentialgleichung (vgl.
Beispiel X1.1.7)

my” +ry +ky=0

taucht nun auf der rechten Seite der Term K (¢) auf. Mit

T Ik K
Pp=5—5 W= —y b= —
2m m m

bekommt man die inhomogene Gleichung
y" + 2py’ + wiy = b(t). (XI.2.4)

Der Einfachheit halber nehmen wir eine reine Kosinusschwingung mit der Erre-
gerfreqenz wy an, d.h.
b(t) = bg cos wit.
Wir werden im Folgenden den Fall schwacher Dédmpfung, d.h. 0 < p < wy
annehmen. Zuerst gehen wir von (XI.2.4) zur komplexifizierten Gleichung

2"+ 2p2' 4+ wiz = boe™! (XI.2.5)

iiber; zur Erinnerung e'® = cos a+isin .. Der Realteil einer Lésung von (X1.2.5)
ist dann eine Losung von (XI.2.4) fiir unser b. Wir machen jetzt den Ansatz

2(t) = Aetrt

mit wy; > 0, um eine (sogenannte partikulire) Losung von (X1.2.5) zu finden.
Daraus erhélt man unmittelbar

A(—w? + 2pwri + wi) = bo. (X1.2.6)

Falls die Klammer # 0 ist, kann man nach A auflésen und erhélt eine Losung
von (XI.2.5).

Wir unterscheiden jetzt die Félle p = 0 und 0 < p < wyp. Zuerst zu p = 0,
d.h. zur ungeddmpften Schwingung. Falls wy # w; ist, folgt aus (X1.2.6)

bo

2 29
Wy — Wi

A=
was eine reelle Zahl ist. Eine partikuldre Losung von (XI.2.4) ist daher

) bo
Re(Ae*'") = ——— coswit,
Wo — Wi

und die allgemeine Losung lautet (vgl. Beispiel XI.1.7)

. bo
€1 €os wot + 2 8inwpt + —5——— Cos wi L.
Wy — Wy
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252
Ein anfinglich ruhender Massenpunkt (y(0) = 0, y'(0) = 0) vollfithrt, durch die
duBere Kraft angeregt, Schwingungen der Form (¢; = —by /(w3 — w?), c2 = 0)
bo 2b0 . Wo— w1, . Wot+w
) = —2 t— t) = t t
y(t) R (coswit — coswot) R sin —— sin
wo + w1 ¢

=: A(w1,t)sin —5 b

sogenannte amplitudenmodulierte Schwingungen.

Graph von y und A(wi, - ) (gestrichelt)

Im Fall wg = wy, wo die Erregerfrequenz wy mit der Figenfrequenz wy des

harmonischen Oszillators iibereinstimmt, klappt der Ansatz z(t) = Ae'“1! nicht,
denn (XI.2.6) lautet dann A -0 = bg. Jetzt bestimmt man eine partikuldre
Losung von (XI.2.4) per Variation der Konstanten, was in fortgeschrittenen

Texten vorgestellt wird. Als Ergebnis erhilt man

b
2(t) = ——tsin wpt.
wo

Die allgemeine Losung lautet daher

b
y(t) = c1 coswpt + co sinwot + —2 tsin wot.
2&)0

Die Losung ist unbeschrinkt! In der Praxis bedeutet das, dass nach endlicher
Zeit die Feder, an der der Massenpunkt hingt, reilen wird. Dieses Phinomen

wird Resonanz genannt.
Es taucht auch im schwach geddmpften Fall auf, der Schwingungsphénomene

realistischer beschreibt. Wir nehmen also jetzt 0 < p < wg an. Man kann dann
(XI.2.6) stets nach A auflosen, da der Imaginérteil der Klammer # 0 ist. Das

liefert die partikuldre Losung

bo . W — w? — 2pwri
2(t) = ———— Wit = o L coswit + isinwyt
®) wi — w? + 2pwii 0 (wd —w})? + 4p2wf( ! 1)
(XI.2.7)
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von (XI.2.5), deren Realteil

(w§ — wi)bo 2pw1 by .
coswit + sinwyt XI1.2.8)
(3 — R + 2] (B + ] (

eine partikulire Losung von (X1.2.4) darstellt. Wir wollen diesen Term verein-
fachen. Dazu beachte man mit a? = a? + a3

a1 cosa+ assina = a(%l cos o + % sina)
= a(sinpcosa + cos psina) = asin(a + ¢)
fiir ein o, denn (a;/a)? + (az/a)? = 1. Also wird aus (XI.2.8)
bo
((w§ —wi)? + 4pi)

7 sin(wit + @),

und die allgemeine Losung von (X1.2.4) lautet
bo
(w8 - w?)? + 4p2?

y(t) = e P (cy coswt + o sinwt) + sin(wit 4 @)

)1/2
(XI1.2.9)
mit w = \/w? — p?; vgl. Beispiel XI1.1.7.

Da der erste Term mit ¢ — oo verschwindet (er beschreibt den Einschwing-
vorgang), wird das Langzeitverhalten vom zweiten Term bestimmt. Dieser be-
schreibt eine phasenverschobene Sinusschwingung mit der Erregerfrequenz, was
physikalisch natiirlich erscheint, und der Amplitude

bo

((wf — wi)? + 4p?

A(wl): )1/2.

Elementare Rechnungen zeigen, dass A(w;) im Fall p > wy/v/2 fiir w; — oo
streng monoton gegen 0 konvergiert. Im Fall 0 < p < wp/v/2 ergibt sich bei
wr = \/wi — 2p? (der Resonanzfrequenz) der Maximalwert

bo

2 2’

Amax -
2p\/wi —p

und der kann zu grof sein; es kommt zur Resonanzkatastrophe: Die Briicke*
stiirzt ein, die Kreide quietscht, Oskar Matzerath ldsst Scheiben zerspringen
etc. Dasselbe Phénomen kann aber auch durchaus erwiinscht sein (Radio, Mi-
krowellenherd etc.).

4Es wird gelegentlich kolportiert, preuflischen Soldaten sei es wegen dieser Resonanzphéno-
mene verboten worden, im Gleichschritt {iber eine Briicke zu marschieren. In seiner Kolumne
H»otimmt’s?“ in der ZEIT vom 1. 8. 1997 verweist Christoph Drosser diese Geschichte allerdings
ins Reich der Legenden.
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XI.3 Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz von
Picard-Lindelof

In diesem Abschnitt beweisen wir einen fundamentalen Satz iiber die eindeutige
Losbarkeit einer Klasse von Anfangswertproblemen. Das néchste Lemma ist
grundlegend fiir den Beweis des folgenden Existenzsatzes.

Lemma XI.3.1 Sei G C R? und sei f: G — R stetig. Ferner seien I ein
Intervall und y: I — R sei eine Funktion mit (t,y(t)) € G fir alle t € I, und
es seien tg € I, yo € R mit (tg,yo) € G. Dann sind folgende Bedingungen
aquivalent:

(i) y ist differenzierbar und lést das Anfangswertproblem

y'=fty),  ylt) =
(ii) y ist stetig und lést die Integralgleichung

¢
yt)=yo+ [ f(s,y(s))ds fir allet € 1.
to
Beweis. (1) = (ii) folgt offensichtlich durch Integration; beachte, dass mit y und
f auch s — f(s,y(s)) stetig und deshalb integrierbar ist (Beweis?).

(ii) = (i): Klar ist y(t9) = yo. Nach dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung hingt die rechte Seite in (ii) differenzierbar von ¢ ab, und ihre
Ableitung ist f(t,y(t)), denn der Integrand ist stetig, wie oben beobachtet. Das
bedeutet, dass (i) gilt. O

Der Vorteil von (ii) gegeniiber dem urspriinglichen Anfangswertproblem liegt
darin, dass die Losung der Integralgleichung als Fizpunkt einer Abbildung er-
scheint, ndmlich der Abbildung 7T, die eine Funktion ¢ auf

t

To:t— (T)(t) =yo + t f(s,0(s)) ds (X1.3.1)

abbildet. Mit dieser Abbildung kann man (ii) einfach durch

y=Ty

wiedergeben.

Mit dem Banachschen Fixpunktsatz (Satz VIIL.3.9) haben wir ein kraftvol-
les Mittel an der Hand, dieses Problem zu l6sen. Dazu ist eine abgeschlossene
Teilmenge M C C(I) des Raums der stetigen Funktionen auf einem geeigneten
kompakten Intervall I zu finden, so dass T die Menge M kontraktiv in sich
abbildet. Hier sind M und C(I) mit der Metrik der gleichméfigen Konvergenz
versehen, die von der Supremumsnorm

lelloo = sup ()]
tel
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induziert ist (vgl. Korollar VIIT.4.9 und Korollar VIII.4.10).
Die Existenz solch eines Raums M ist mit gewissen Eigenschaften von f
verkniipft, die wir jetzt einfithren.

Definition XI.3.2 Es sei G C R?, und f: G — R sei eine Funktion.
(a) f erfilllt eine Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente in G,
falls es ein L > 0 mit

|[f(t,u) — f(t,v)] < Llu—v| fir alle (¢,u), (t,v) € G

gibt. Solch ein L heiffit dann Lipschitzkonstante.

(b) f erfilllt eine lokale Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente,
falls es zu jedem (to,up) € G eine Umgebung U gibt, so dass f in U
eine Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente erfiillt.

Ein wichtiges Beispiel bilden die stetig differenzierbaren Funktionen. Sei G
offen, und f sei stetig differenzierbar. Zu (tg,u¢) € G betrachte eine abgeschlos-
sene Kugel U mit diesem Mittelpunkt, die in G liegt. In U erfiillt f dann eine
Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente mit der Lipschitzkonstanten
L = sup( yyev [(D2f)(t, u)|. Das folgt aus dem Mittelwertsatz; es ist L < oo,
da U kompakt ist. Also erfiillen stetig differenzierbare Funktionen eine lokale
Lipschitzbedingung.

Damit sind alle Vorbereitungen fiir den Hauptsatz iiber gewohnliche Diffe-
rentialgleichungen 1. Ordnung getroffen.

Satz XI.3.3 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf)

Es sei G C R? offen, f: G — R sei stetig und erfiille eine lokale Lipschitzbe-
dingung bzgl. der zweiten Komponente. Dann existiert zu jedem (to,y0) € G ein
Intervall I = [ty — a, tg + &, so dass das Anfangswertproblem

y=fty),  ylto)=yo
genau eine Lisung auf I besitzt.

Beweis. Gemafl Lemma XI.3.1 reicht es, einen Fixpunkt der durch

To(t) = yo + / f(s,0(s)) ds (X1.3.2)

definierten Abbildung zu finden, und das werden wir mit dem Banachschen
Fixpunktsatz in Angriff nehmen.

Bis jetzt haben wir den Definitionsbereich von T noch nicht spezifiziert,
und wie im Beweis des Satzes iiber implizite Funktionen (Satz IX.5.1) ist das
auch hier die eigentliche Schwierigkeit. Das folgende Verfahren fithrt zum Erfolg.
Zunichst withlen wir ein kompaktes Rechteck (wo a,b > 0)

R={(t,u): [t —to| <a, lu—yo| <b} CG,

Version vom 1. Januar 2025



256 XI. Gewdohnliche Differentialgleichungen

auf dem mit einem geeigneten L > 0
|f(t,u) = f(t,v)] < Llu—v|

gilt; das ist moglich wegen der lokalen Lipschitzbedingung. Alsdann setze

K= sup [f(t u);

(t,u)ER

da f stetig und R kompakt ist, ist K < co. Nun definiere noch

o= min{a b 1 }

"K'2L)°

(Wir diirfen K > 0 voraussetzen, da andernfalls die Behauptung des Satzes
evident ist.) Schlielich sei

1= [to—()é,to-f—a}

sowie

M={peC(): |p(t) —yo| <b fiirallet e I};
zur Erinnerung: C(I) bezeichnet den Vektorraum der stetigen Funktionen auf I,
der mit der Metrik der gleichméfligen Konvergenz ein vollstdndiger metrischer
Raum ist.

Wir iiberpriifen nun, dass damit die Voraussetzungen des Banachschen Fix-
punktsatzes erfiillt sind. Zunéchst ist klar, dass M eine abgeschlossene Teil-
menge von C'(I) und damit ein vollstindiger metrischer Raum ist; sieche Korol-
lar VIIL.4.9.

Als néchstes zeigen wir, dass die in (XI.3.2) definierte Abbildung 7' den
Raum M in sich iiberfithrt; wir haben fiir ¢ € M also

/ Fls,(5)) ds

zu zeigen. In der Tat gilt fiir t € I, t > o,

<b firallet e I

t

f(s,0(s8))ds

to

t
< [ Ifselolds <t to] K <ak <b (X133)
to

und fiir £ < ¢y geht es genauso mit ftto |...|ds.
Es bleibt, |[T¢ — T¥||o abzuschitzen; dazu benutzen wir die Lipschitzbe-
dingung. Fiir (ohne Einschrinkung) ¢ > ¢, hat man

t

To(t) =Tp)] < [ |f(s,0(s)) = f(s,0(s))| ds

IN

to
L / o(s) — b(s)] ds
LoJt—to] - o — ¥l

1
Lalle ~ ¥lloe < 3llo — bl

IN

IN
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Die Behauptung des Satzes folgt nun sofort aus dem Banachschen Fixpunkt-
satz, denn die Abschitzung (X1.3.3) zeigt, dass jede Losung des Anfangswert-
problems, die auf I definiert ist, notwendig in M liegt. O

Bemerkungen. (a) Es sei betont, dass der Satz von Picard-Lindelsf nur die lokale
Losbarkeit eines Anfangswertproblems garantiert; in der Tat braucht wie in
Beispiel XI.1.5 eine Losung nicht auf ganz R zu existieren. Vergleiche jedoch
Korollar XI.3.6 zum globalen Verhalten von Lésungen.

(b) Ohne die vorausgesetzte Lipschitzbedingung kann die Eindeutigkeit der
Losung verletzt sein (siehe Beispiel XI.1.4); man kann jedoch fiir blo steti-
ge rechte Seiten f in der Differentialgleichung immer noch die Existenz einer
Losung zeigen (FEwistenzsatz von Peano).

(c) Wie oben erklért, erfiillen insbesondere stetig differenzierbare f die Vor-
aussetzung von Satz XI.3.3.

(d) Der Satz von Picard-Lindelsf ersffnet die Moglichkeit, die Lésung eines
Anfangswertproblems konstruktiv zu ermitteln: Man beginne mit einer beliebi-
gen Funktion g € M (meistens der konstanten Funktion ¢ = yo) und berechne
iterativ T'wg, T?pg, Tpq etc. Die Losung des Anfangswertproblems ergibt sich
dann als gleichméBiger Limes dieser Folge; dank des Banachschen Fixpunktsat-
zes hat man auch eine Fehlerabschétzung in der Hand. Es ist instruktiv, dieses
Verfahren mit dem eindimensionalen Anfangswertproblem

vy =y, y0)=1

durchzufiihren.

Manchmal gelingt es, die globale eindeutige Losbarkeit zu zeigen.

Satz XI1.3.4 FEs sei G = I x R mit einem kompakten Intervall I, f: G — R sei
stetig und erfiille eine Lipschitzbedingung bzgl. der zweiten Komponente in G.
Dann ist fiir jedes (to,yo) € G das Anfangswertproblem

y=fty),  ylto)=yo
auf ganz I eindeutig ldsbar.

Beweis. Der Beweis ist eine Modifikation des Beweises von Satz XI.3.3. Diesmal
kann man M = C(I) wihlen; die Details seien zur Ubung tiberlassen. O

Wir beschreiben jetzt das grofite Intervall, auf dem die Losung eines An-
fangswertproblems unter den Voraussetzungen des Satzes von Picard-Lindel6f
existiert.

Satz XI.3.5 Es sei G C R? offen, und f: G — R sei stetig und erfille eine
lokale Lipschitzbedingung bzgl. des 2. Arguments. Es sei ¢ die Menge aller
Intervalle, auf denen das Anfangswertproblem y' = f(t,y), f(to) = yo eine
Lésung besitzt, sowie Iy = UJE/ J. Dann ist Iy ein Intervall; setze a =
inf Iyax und b = sup Iyax-
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(a) Das obige Anfangswertproblem besitzt auf Inax genau eine Lisung Ymax,
und Inax st das grofite Intervall, auf dem eine Ldsung existiert.

(b) Imax ist offen, d.h. a,b & Iax.

(¢) Es gilt (mindestens) eine der folgenden Aussagen (analoge Aussagen
kénnen fiir den linken Randpunkt getroffen werden):

(1) b= 0,

(2) limsup |[Ymax(t)| = oo,
t—b

(3) liminf dist((t,ymax(t)),aG) =0.
t—b

Man nennt I, das mazimale Existenzintervall und yma.x die mazimale
Losung des Anfangswertproblems. Die maximale Losung verlduft also nach links
und rechts jeweils so weit, bis sie an ihre ,natiirlichen* Grenzen stoft.

Beweis. (a) ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Picard-Lindeldf; natiirlich
garantiert dieser Satz insbesondere, dass ¢ # () ist.

(b) Wire etwa b € Iy, wire auch (b, Ymax(b)) € G, und das Anfangswert-
problem ¢’ = f(t,y), ¥(b) = Ymax(b) hiitte eine Losung auf einem Intervall I’
um b. Da yyax und diese Losung wegen der Eindeutigkeit auf I’ N I,y iiberein-
stimmen, folgt Imax UI" € ¢ und damit der Widerspruch Iinax U 1" C Iax.

(c) Falls weder (1), (2) noch (3) zutreffen, liegt {(¢, Ymax(t)): to <t < b} in
einer kompakten Teilmenge K von G. Da nach Lemma XI.3.1

t

Ymax(t) = Yo + (8, Ymax(s)) ds fir alleto <t <b
to

und der Integrand beschriinkt ist (denn die stetige Funktion f ist auf dem Kom-
paktum K beschrinkt), existiert der Grenzwert lim;_,p Ymax(t), und wiederum
nach Lemma X1.3.1 folgt b € I1.x im Widerspruch zu (b). O

Korollar XI.3.6 FEs sei f: R? — R stetig und erfiille eine lokale Lipschitzbedin-
gung bzgl. des 2. Arguments. Falls ein M > 0 existiert, so dass eine Lisung des
Anfangswertproblems y' = f(t,y), y(to) = yo auf welchem Intervall auch immer
durch M beschrinkt ist, so ist die mazximale Losung auf ganz R definiert.

Beweis. Nach Voraussetzung scheiden (2) und (3) aus Bedingung (c¢) im letzten
Satz aus. O

Ausblick. Wir haben in diesem Kapitel nur einzelne Differentialgleichungen be-
trachtet, aber die Methoden lassen sich fast wortlich auf Systeme von Differenti-
algleichungen anwenden. Der Deutlichkeit halber sollen jetzt vektorielle Gréfien
im Fettdruck dargestellt werden.
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Bei einem Differentialgleichungssystem (1. Ordnung) sucht man n Funktio-
nen yi,...,Yn, die das folgende System von n Differentialgleichungen 16sen:

yi = fl(tay17-'~7yn)

y’;L = fn(taylv"',yn)

Das kann man mit Hilfe der aus diesen Komponenten zusammengesetzten Funk-
tionen y und f kompakter als

y =f(ty)

schreiben, ein zugehoriger Anfangswert ist y(tg) = ug. In dieser Schreibwei-
se lédsst sich der Satz von Picard-Lindel6f vollkommen analog formulieren und
beweisen; die eine lokale Lipschitz-Bedingung bzgl. der 2. Komponente definie-
rende Gleichung ist jetzt ||f(¢,u) —f(¢,v)|| < L||lu—v]||. Die einzige kitzlige Stelle
tritt bei der Integration einer vektorwertigen Funktion g auf. Zunéchst ist das
Integral f: g(t) dt komponentenweise definiert, d.h.

/abg(t)dt: (/abgl(t)dt,...,/abgn(t)dt)

Die problematische Stelle ist der Beweis der Dreiecksungleichung fiir vektorwer-
tige Integrale (a < b)

Setzt man einfach die Definition ein, erhdlt man auf der rechten Seite den Faktor
\/n; daher bedarf es eines Tricks, um (XI.3.4) zu zeigen. Damit kann man dann
den Beweis des Satzes von Picard-Lindelof fiir Systeme genauso fiithren wie fiir
Gleichungen.

Gleichungen héherer Ordnung wie in Abschnitt XI1.2 haben eine enge Bezie-
hung zu Differentialgleichungssystemen. Betrachten wir die lineare Gleichung

/abg(t) at| < /ab le(t)]] dt. (X1.3.4)

y(n) + anfly(n_l) + “ o + aly/ + G/Oy = O (XI3.5)

Dieser Gleichung ordnen wir das folgende System zu:

3/1 = Y2
Ys = U3
!
Yn—1 = Yn
y; = —@oY1 —a1y2 — - — Gp—-1Yn
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Ist y eine Losung von (XI.3.5), so ist y = (y,%/,...,y™ ) eine Losung des
Systems, und ist y eine Losung des Systems, so ist die erste Komponente y;
eine Losung von (XI.3.5). Entsprechend iibertragen sich Anfangsbedingungen
Yy (tg) = uj (j=0,...,n—1) vs. y(to) = (uo, ..., Un—1)

Da auf das obige System der Satz von Picard-Lindelof (fiir Systeme) an-
wendbar ist, erhilt man die eindeutige Losbarkeit des zu (XI.3.5) gehorigen
Anfangswertproblems; das wurde an einigen Stellen in diesem Kapitel erwahnt.
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