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I11.5 Differentiation nichtlinearer
Abbildungen

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Abstecher in die nichtlineare Funk-
tionalanalysis unternommen werden. Zuerst beschiftigen wir uns mit dem
Begriff der Ableitung. Wir werden im folgenden nur reelle Vektorrdume
betrachten, und h steht fiir eine (hinreichend kleine) reelle Zahl.

Definition ITI1.5.1 Seien X und Y normierte Rdume, U C X offen und f:
U — Y eine Abbildung.

(a) f heiit Gateauz-differenzierbar bei xg € U, falls ein stetiger linea-
rer Operator T € L(X,Y) mit

lim f(zo + hv) — f(xo)
h—0 h

=Tv Yve X (II1.10)

existiert. (Es ist klar, dal f(zo + hv) fiir betragsmifig hinreichend
kleine h € R erklért ist, ndmlich fiir |h| < o/||v]|, falls {z: ||z —z0]| <
a}CU.)

(b) f heiit Fréchet-differenzierbar bei xo € U, falls die Konvergenz in
(II1.10) gleichmiBig beziiglich v € Bx ist.

(¢) f heilt Gateaux- bzw. Fréchet-differenzierbar auf U, falls f an
jeder Stelle g € U Gateaux- bzw. Fréchet-differenzierbar ist. Der
Grenzwert in (IT1.10) hingt dann von xy ab; wir schreiben D f(x¢)
statt T. D f heifit die Gateaux- bzw. Fréchet-Ableitung von f.

Beachte: Die Ableitung von f an einer Stelle ist ein linearer Operator,
die Ableitung von f als Funktion ist eine operatorwertige Abbildung D f:
U— L(X,Y).

Die Fréchet-Ableitung reflektiert die Idee der linearen Approximation,
wie das néchste Lemma zeigt.

Lemma II1.5.2 Mit den Bezeichnungen von Definition 111.5.1 ist eine Ab-
bildung f: U — Y genau dann Fréchet-differenzierbar bei xo € U, falls ein
stetiger linearer Operator T € L(X,Y") mit

r(w) _ 0, (ITL.11)
llul—0 ||

flzo +u) = f(zg) + Tu+ r(u), wo
existiert. In diesem Fall ist D f(xo) =T.
Ausfiihrlich lautet die Grenzwertbeziehung in (IT1.11)

Ve>030>0 |Jull <6=|rw)] < ellul.



Beweis. Gelte gleichméfige Konvergenz in (II1.10). Setze dann r(u) =
fzo +u) — f(xo) — Tu; mit v = u/||ul| und ||u| — 0 folgt

—Tv— 0.

r(u) _ flwo+u) — f(zo) —T( u ) _ f@o+ fluflv) = flzo)

lull [l [l [[ul

Gelte umgekehrt (IT1.11). Fiir v € Bx und h — 0 hat man dann

f(@o + hv) — f(x0) _ f(@o + hv) — f(x) — T(hv)
. —To| = |of -
[l
[ (ho)|
— o] .y
[0 ol
und zwar gleichméfig in v € Bx. m|

In Worten ist die Aussage von (I11.11), da8 man f(xo+u) durch f(xo)+
D f(x0)(u) mit einem Fehler < e||u|| approximieren kann, wenn nur ||ul| < &
ist. Sind X und Y endlichdimensional, ist die Fréchet-Differenzierbarkeit
also nichts anderes als die totale Differenzierbarkeit, wihrend die Gateaux-
Differenzierbarkeit mit der Existenz der Richtungsableitungen verwandyt ist.
(Manche Autoren verlangen nicht die Linearitéit der Gateaux-Ableitung.)
Wie im Endlichdimensionalen impliziert die Fréchet-Differenzierbarkeit die
Stetigkeit, die Gateaux-Differenzierbarkeit jedoch nicht (Beispiel?).

Beispiele. (a) Ist f konstant, so ist klar, dafl f Fréchet-differenzierbar mit
Ableitung D f(x) = 0 fiir alle xg ist.

(b) Ist f: X — Y eine lineare Abbildung, so ist f genau dann Gateaux-
differenzierbar, wenn f stetig ist, da ja fiir lineares f

f(l‘() + hQ;L) — f(l‘o) — f(U)

In diesem Fall ist f auch Fréchet-differenzierbar mit D f(xo) = f fiir alle
xo; D f ist also eine konstante operatorwertige Abbildung.
(c) Sei f: C[0,1] — C0,1] durch f(x) = 22 definiert. Dann ist

flxo+ hT;L) — f(=o) _ x(Q) + thov}j_ hv? — .13(2) = 2x0v + ho?.

Es folgt, dal der Grenzwert fiir h — 0 gleichméBig in v € Bcg,1) existiert,
und zwar ist

lim f(zo + hv) — f(xo)
h—0 h

f ist daher Fréchet-differenzierbar mit Ableitung D f(zg) = Ma,, = Mul-
tiplikationsoperator mit 2x.

= 2z9v =: May,v.
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(d) Die gleiche Rechnung funktioniert fiir den Quadratoperator f: L? —
L', f(x) = 2%; f ist wohldefiniert nach der Holderschen Ungleichung. Auch
hier ist D f(xo) = Mas,, aber der Multiplikationsoperator wird diesmal als
Operator von L% nach L' aufgefaﬁt

(e) Sei f: LP(u) — R durch f(z) = [, |z(t)[” du(t) definiert. Wir un-
tersuchen die Differenzierbarkeit dleses nichtlinearen Funktionals im Fall
1 < p < oo und setzen wie iiblich 1/p+ 1/q¢ = 1. Sei xg € LP(u) fest. Zu
v € LP(u) assoziiere die Hilfsfunktion ¢(h) = f(z¢ + hv); wir zeigen, daBl ¢
differenzierbar ist. Differenziert man formal unter dem Integral, erhélt man

¢’ (h)

o [ o0 + ol dute)
D[ Sleo(® + hte)p dutt
= [ plea(®) + b0l sentao(e) + hu(B)olt) (o)

beachte, daf} fiir p > 1 die reelle Funktion s — |s|P differenzierbar ist mit
der Ableitung s — p|s|P~!sgn(s). Wenn man () legitimieren kann, folgt
die Gateaux-Differenzierbarkeit von f mit

Df(wo)(v) = ¢'(0) = p/Q o ()P~ sgn(xo (t))v(t) du(t);

Df(z0) ist also das durch p|zo|P~1sgn(zo) € L9(p) = (LP(u))" dargestellte
lineare Funktional.

Zur Begriindung von (%) verwenden wir Korollar A.3.3; fiir [h| < 1 hat
man nimlich die Abschéitzung

‘ |20 (t) +ho()IP| = plao(t) + ho )P~ u(t)] < p(lzo(®)]+ [v(H))P~ [v(?)];

und das ist nach der Holderschen Ungleichung eine L'-Funktion, denn w :=
|zo| + |v| € LP(u) impliziert wegen (p — 1)q = p, daB8 wP~t € LI(p).

f ist sogar Fréchet-differenzierbar. Dazu sei (vy,) eine Folge in der Ein-
heitskugel von LP(u) und h,, — 0, dann ist

/ <|$O(t) + hn’l)n(t”p — |5E0(t)|p —p|:[;0(t)|p_1 Sgl’l(l‘o(t))’l)n(t)) d,LL(t) =0
Q

b

zu zeigen. Stellt man den Bruch an jeder Stelle ¢ mit Hilfe des Mittelwert-
satzes dar, lautet die Aufgabe,

p/ﬂ(|x0 )+ In ()hnvn(t)|p71 sgn (2o (t) + 9 (t) hnvn (1)) —

[20(8)/" " sgn(o()) ) va (1) du(t) — 0
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zu beweisen, wo 0 < ¢,,(t) < 1. Nach der Hélderschen Ungleichung kann
dieser Ausdruck nach oben durch

pllfxo + hnﬁnvn|p71 sgn(zo + hpnvn) — |$0|p71 sen(zo)|qllvnllp

abgeschétzt werden; beachte, dal ¥ aufgrund seiner Konstruktion mefibar
ist. Schreibe nun x,, = zo+h, U, v, und ®(z) = |z|P~! sgn(z) fiir z € LP(u).
Es gilt dann x,, — x¢ in der Norm von LP(u), und es mufl ®(x,,) — ®(z0)
in der Norm von L%(u) geschlossen werden. Eine Teilfolge (z,,) konver-
giert fast iiberall gegen xo (vgl. z.B. Rudin [1986], Theorem 3.12); es folgt
D(wn,) — Brg) fast iiberall sowie | @(wn )y = oy — l7oll, —
[|2(z0)]l4, und die Integrationstheorie lehrt, daf dann || ®(z,, ) — P (zo)|lq —
0 (siehe Rudin [1986], S. 73). Daraus ergibt sich die gewiinschte Konvergenz,
und die Fréchet-Differenzierbarkeit von f ist gezeigt.

(f) Wir untersuchen die kanonische Norm des Folgenraums ¢! auf Diffe-
renzierbarkeit, betrachten also f(zo) = [|zoll1 = Y.y [snl fiir 2o = (sn) €
?'. Sei e, der k-te Einheitsvektor in ¢!. Die Frage, ob der Grenzwert in
(II1.10) fiir v = ey, existiert, lduft dann darauf hinaus,

po o+ hew) = fwo) skt hl = sl
h—0 h h—0 h

zu bestimmen; und man erkennt, da} der Grenzwert genau dann existiert,
wenn s # 0 ist, und dann betrédgt er sgnsg. Daraus folgt als notwen-
dige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit der Norm bei 2y = (s,), daB
alle s, # 0 sind. Diese Bedingung ist auch hinreichend fiir die Gateaux-
Differenzierbarkeit; als Kandidat fiir die Ableitung kommt nach unseren
Voriiberlegungen nimlich nur das durch (sgns,) € ¢>° = (¢!)" dargestellte
lineare Funktional £ in Frage, und in der Tat gilt fiir jedes v = (t,) € £!

> [$r, + htn| — |Sn] >
}L%;w ={(v) :;(Sgnsn)tn-

Zun#chst hat man némlich fiir jedes n die Abschétzung

|$n 4+ htn| — |sn] — h(sgn sp)tn
h

< 2[tnl,

B ‘|1 + htn/sn| — 1 — hty/sn
h/lsnl

da|l4+z|—(1+z)=0firz > —1und = -2 — 2z fiir x < —1. Wahlt man
nun zu € > 0 eine natiirliche Zahl N so, da8 ) _ v |tn| < € ausfillt, erhalt
man

o0 N [eS)
Sn + htn| — |sn| — h(sgn s, )t
n=1 n=1 n=N+1
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und die erste, endliche Summe strebt mit h — 0 gegen 0, da alle s,, # 0
sind, wohingegen die zweite Summe unabhéngig von h durch 2e majorisiert
wird.

Andererseits ist die ¢!-Norm nach Lemma III.5.2 an keiner Stelle Fré-
chet-differenzierbar, da fiir xg = (s,,) und vy = —2sgex

2o + vkl — llzollr — £(vr)
llvrllx

=1.

Es ist hiufig wichtig zu wissen, ob die Norm eines normierten Raums
differenzierbar ist. Dies kann folgendermaflen geometrisch charakterisiert
werden.

Satz II1.5.3 Die Normfunktion f: x — ||z|| auf einem normierten Raum
X st bei ko mit ||zol| = 1 genau dann Gdteauz-differenzierbar, wenn es
genau ein stetiges lineares Funktional xyy € X' mit ||z(|| = z{(x0) =1 gibt;
in diesem Fall ist D f(xzg) = x(. Die Normfunktion ist bei xy genau dann
Fréchet-differenzierbar, wenn das obige x{, zusditzlich die Eigenschaft

e X', 2] <1, 2l (xg) =1 = |2, —xp]| — 0 (II1.12)
besitzt.

Beweis. Sei zunéchst f bei xy Gateaux-differenzierbar mit Ableitung z( €
X'. Aus (II1.10) ergibt sich dann sofort x{,(zo) = 1 und ||zj|| < 1 wegen der
umgekehrten Dreiecksungleichung, also sogar ||| = 1. Sei z} ein weiteres
Funktional mit diesen Eigenschaften. Fiir v € X und h > 0 gilt dann
f h 1 (xo — hv) — 2
2 (0) — 2 (v) = x((zo + hv) + il(a:o v)
[lzo + Aol — 1 n lzo — ho|| — 1
- h h ’

was mit h — 0 gegen z((v) + z((—v) = 0 konvergiert. Daher ist z((v) —
x}(v) <0 fiir alle v € X und deshalb (ersetze v durch —v) z( = .

Ist f bei zo Fréchet-differenzierbar und ist (x,,) eine Folge wie in (II1.12),
gilt nach Lemma II1.5.2

2 (o +v) + 2, (x0 —v) — 1 — ), (x0)

o + || = [lzol| + llzo — v[l = [lzol + 1 — a7, (20)
= 24(v) +7(v) + 25(—v) + r(=v) + 1 — 27, (o)
r(v) +r(—v) + 1 — 2 (zo).

o (v) — 2/, (v)

IN

Mit ||r(v)]|/||v]l = 0 erhélt man zu & > 0 ein § > 0, so daf

[r@ll <elloll Vvl <é.
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Wihlt man ng so, dafl
1—al(xo) <dc  ¥n > no,
so folgt fiir diese n und alle ||v|| = ¢
zy(v) — ), (v) < 3de
und deshalb

1
|l — x|l = 5 |\Sl||ll—)1 (zp(6v) — @, (0v)) <3 Vn > ny.

Wir beweisen jetzt die Umkehrungen. Sei ||zo|| = 1. Als erstes beobach-
ten wir, daf} fiir jedes v € X die einseitigen Grenzwerte

" — [|lzo + Aol — 1
P i h
_ . lwo +hv| =1
fr— 1 —_—
p () B0 h

existieren. Die auf R\ {0} erkldrte Funktion ¢: h +— (||xo + hv|| — 1)/h ist
némlich monoton wachsend: Fiir 0 < hy < hg zeigt eine Anwendung der
Dreiecksungleichung, dafl

- hl hl
2o + hyvl| —1 = Hh—2(a:0+h2v)+(1—h—2>a:0 —1
hl hl
< = ) -
< h2||a:0+h2v||+(1 hz) 1

- ||(E0 + hQUH — ].’

ha
weswegen ¢ auf (0,00) monoton wéchst. Analog sieht man die Monotonie
auf (—o0,0), und schliefflich gilt p(—h) < @(h) fir positive h, denn diese
Ungleichung ist zu 2 < ||zg+ hv|| 4 ||xo — hv|| dquivalent, was nach der Drei-

ecksungleichung richtig ist. Damit ist die Existenz der obigen Grenzwerte
gezeigt, und auBlerdem sieht man, dafl

p (v) < pt(v) Yv € X.

Ferner ergibt sich — wieder aus der Dreiecksungleichung —, dafl pT sublinear
ist; beachte noch p*(v) = —p~(—v) nach Definition dieser GroBen.

Um die Gateaux-Differenzierbarkeit der Norm bei xg zu beweisen, mufl
man nur p~ = p* zeigen. Sei dazu vy € X fest gewihlt. Fiir p~(vp) < a <
pT(vo) definiert Advg — Aa ein lineares Funktional ¢ auf lin{vg}, das dort
von pt majorisiert wird; beachte
(

l(~vo) = —a < —p~ (vo) = p" (—vo).
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Mit dem Satz von Hahn-Banach (Satz II1.1.2) existiert ein lineares Funk-
tional 2’ < pT, das £ fortsetzt. Dieses ist stetig mit Norm < 1, da nach der
umgekehrten Dreiecksungleichung

?(0) <pt) <Ipt @I <l VoeX.

Schliefllich ist

—a'(z0) = 2’ (—x0) < pT(—w0) = 1,
so daB sich aus ||#'|| < 1 auch z'(x¢) = 1 ergibt. Wenn es nur ein Funk-
tional mit diesen Eigenschaften gibt, mufl notwendig p~(vg) = o = p™*(vg)
gewesen sein; da vg beliebig war, ist p~ = p™ und damit die Gateaux-Dif-
ferenzierbarkeit bei x( gezeigt.

Wir kommen zum Schluf3 zur Fréchet-Differenzierbarkeit unter der Be-
dingung (II1.12). Sei (v, ) eine Nullfolge; es ist nach Lemma II1.5.2

20 + vall =1 — x5 (vn)

— 0
[[vnl

zu zeigen. Da z{(xo) = 1 = |lzg||, ist der Ausdruck > 0. Wihle gemifl
Korollar III.1.6 Funktionale z], € Bxs mit 2}, (z¢ + vn) = ||z + vn|. Da
dann wegen v, — 0

2, (x0) = 2, (20 + vn) — 20, (Un) = [[20 + vnl| — 27, (vn) — 1,
folgt nach Voraussetzung (I11.12) ||z, — z{|| — 0 und deshalb

[0 + vnll = 1 = x5 (vn)

0= ol
(], — 2 (o) + (o) — 1

lon

(5, = 2p)(vn)

n

was zu beweisen war. O




14 III.

Hier sind die Einheitskugeln zweier Normen sowie einige ,,Stiitzhyper-
ebenen {z: xy(z) = 1 = ||ap||} skizziert; die linke Norm ist an jeder Stelle
# 0 Gateaux-differenzierbar (eine solche Norm nennt man glatt), die rechte
nicht, wie man aus Satz I11.5.3 schliefit; man kann regelrecht fiithlen, daf} sie
nicht glatt ist. Zur Dualitéit von Konvexitéits- und Glattheitseigenschaften
vgl. Aufgabe I11.6.31.

Beispiel. (g) Die kanonische Norm von L?(u) ist an jeder Stelle 2o # 0 Fré-
chet-differenzierbar. Wegen der positiven Homogenitéit der Norm reicht es,
den Fall ||zg||2 = 1 zu betrachten. Nach Satz I1.2.4 kann jedes Funktional
durch ein normgleiches yo geméB £y, (x) = [xyodu dargestellt werden.
Das durch xy dargestellte Funktional hat dann die Eigenschaft ¢,,(z¢) =
1 = ||€z.]|, und aus Aufgabe 1.4.13 folgt, daf es bzgl. dieser Eigenschaften
eindeutig bestimmt ist. Seien nun x,, € L?(p) mit ||z,|l2 < 1, £z, (z0) — 1.
Dann folgt

llzn — 0|3 = / (22 — 2xpx0 + 22) dp < 1 — 20, (10) +1 — 0.
Q

Nach Satz I11.5.3 ist die L2-Norm an der Stelle 2 Fréchet-differenzierbar
mit Ableitung /., .

Wer sich mit dem abstrakten Begriff des Hilbertraums aus Kapitel V
bereits vertraut gemacht hat, sollte mit allgemeinen Hilbertraummethoden
beweisen, daf} jede Hilbertraumnorm aufler bei 0 Fréchet-differenzierbar ist;
vgl. Aufgabe V.6.23.

Auch die Norm von LP(y) ist im Fall 1 < p < oo an jeder von 0 ver-
schiedenen Stelle Fréchet-differenzierbar, siehe Aufgabe I11.6.32.

Als n#chstes werden einige Sétze iiber differenzierbare Abbildungen zu-
sammengestellt.

Satz I11.5.4 Seien X,Y,Z normierte Riume und U C X sowie V C Y
offene Teilmengen.

(a) Sind f,9: U — Y Gdteauz- bzw. Fréchet-differenzierbar bei xg € U,
so sind es auch f + g sowie A\f (A € R) mit Ableitungen

D(f + g)(x0) = Df(z0) + Dg(z0), D(Af)(x0) = ADf(z0).

(b) (Mittelwertsatz)
Sei f: U — Y Gateauz-differenzierbar; das ,Intervall® I = {xo +
Au: 0 < X < 1} liege in der offenen Menge U. Dann gilt

1/ (o +u) = f(zo) || < sup [DF(E)I] [ull
el
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(¢) Ist f: U — Y Gateauz-differenzierbar und ist Df: U — L(X,Y)
stetig, so ist [ sogar Fréchet-differenzierbar; man sagt, f sei stetig
differenzierbar, und schreibt f € CY(U,Y).

(d) (Kettenregel)

Seien f: U =Y undg: V — Z, wo f(U) C V, Fréchet-differenzier-
bar bei xg € U bzw. f(xo) € V; dann ist gof Fréchet-differenzierbar
bei xo mit Ableitung

D(go f)(zo) = Dg(f(x0)) o Df(xo).

(e) (Satz tiber implizite Funktionen)
Es seien X, Y und Z vollstindig und F: X®Y D U XV — Z stetig
differenzierbar mit F(xo,yo) = 0. Die Ableitung der Funktion y —
F(xo,y) beiyg sei ein Isomorphismus von'Y auf Z. Dann existieren
Umgebungen Uy von xg und Vi von yo, so dafl fir jedes x € Uy die
Gleichung F(z,y) = 0 genau eine Lisung y =: f(x) € Vi besitzt,
und die so definierte Funktion f: Uy — Y ist stetig differenzierbar.

Beweis. (a), (d) und (e) beweist man genauso wie im Endlichdimensionalen;
im Satz {iber implizite Funktionen wird die Vollstdndigkeit bendtigt, da man
im Beweis den Banachschen Fixpunktsatz anwendet.

(b) Wihle mit Korollar III.1.6 ein lineares Funktional y' € By mit
Y (f(zo +u) = f(z0)) = [|f(zo + u) — f(z0)||, und wende den klassischen
Mittelwertsatz auf die Hilfsfunktion ¢: [0,1] — R, ¢(A) = ¢/(f(zo + Au) —
f(x0)) mit der Ableitung ¢’(A) = ¢/ (D f(zo+ Au)(u)) an. Das liefert sofort
die gewiinschte Abschétzung.

(c) Seien xyp € U und € > 0. Dann existiert ein § > 0 mit || D f(xo+y) —
Df(xo)|| <e fiir |y|]| < 4. Seien nun |ju|| < ¢ und y’ € By~ so, dal

Y (f(z0 +u) = f(wo) — Df (w0)(w)) = || f (w0 + u) — f(w0) — Df(z0)(u)]-

Wendet man den Mittelwertsatz auf die gleiche Hilfsfunktion wie unter (b)
an, folgt fiir ein ¢ € (0,1)

1/ (zo +u) = f(wo) = D f(wo)(u)]|

y'(f(xo +u) — f(xo) — Df(xo)(u))

< 1Y IHIDf (o + Ju)(u) — D f (o) (u)|
< elfull
Lemma II1.5.2 zeigt die Fréchet-Differenzierbarkeit bei xg. a

Mit der Kettenregel 148t sich die Fréchet-Differenzierbarkeit der Norm
von L?(u) erneut begriinden: Setze

[ L2 (p) — LY (), ©— 2,

g: L' () — R, y— [ydpu,
h: (0,00) — R, z 1 4/z.
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Ist 0 # xg € L*(u), so ist || . |l, = hogo f bei zy Fréchet-differenzierbar
mit Ableitung

z = [Dh(g(f(0))) o Dg(f(x0)) © Df (w0)] ()

1 Toxr d
= g0 Mag, ((E) = f o,

2/9(f(0)) ET

benutze Beispiel (b) und (d) und die dortigen Bezeichnungen.

Man kann auch hohere Ableitungen einfithren. Ist f: X D U — Y Fré-
chet-differenzierbar, so ist Df eine Funktion von U nach L(X,Y"). Falls
diese Fréchet-differenzierbar ist, nennt man f zweimal Fréchet-differenzier-
bar; die zweite Ableitung ist eine Abbildung

D*f: U — L(X,L(X,Y)).

Dieser monstrése normierte Raum 148t sich als ein Raum bilinearer Abbil-
dungen darstellen. Ist ndmlich T € L(X, L(X,Y)), kann man eine Abbil-
dung

or: X x X =Y, or(x1,22) = (Tx1)(22)

assoziieren. Diese ist bilinear (also linear in 7, wenn man xo festhilt, und
umgekehrt) und beschriankt in dem Sinn, daf

lorll:=sup [[or(z1,z2)|| < o0

x1,22€Bbx

ist. Auf diese Weise wird der Raum L(®(X,Y) der beschrinkten bilinea-
ren Abbildungen von X x X nach Y zu einem normierten Raum, der zu
L(X,L(X,Y)) isometrisch isomorph ist; denn offensichtlich ist ||¢r| =
[|7]|, und eine gegebene beschréinkte bilineare Abbildung ¢ kann durch den
gemif (Tx1)(x2) = ¢(x1,x2) wohldefinierten Operator T' € L(X, L(X,Y))
als ¢ = ¢p dargestellt werden. Mit dieser Identifikation operiert die zweite
Ableitung als

D*f: U — LP(X,Y).
Induktiv konnen jetzt hohere Ableitungen als Abbildungen
D'f: U — L™(X,Y) = L(X,L""Y(X,Y))

definiert werden; D™ f(xq) ist also eine n-fach multilineare Abbildung. Da-
mit kann man den Satz von Taylor formulieren, der wie im Endlichdimen-
sionalen auf den reellen Fall zuriickgefiihrt werden kann; nur die Notation
ist etwas komplizierter.
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Satz IT1.5.5 (Satz von Taylor)
Sei f: X DU — R (n+ 1)-mal Fréchet-differenzierbar; es liege {xo + Av:
0 < A <1} in der offenen Menge U. Dann existiert ein ¥ € (0,1) mit

flro+v) = Fao) + DiGao)) + 2L 00y 4
D" (xo) D (g + )
_|_TO(U,...,U)—FTOU!(U,...,U,U).

Das klassische Anwendungsfeld der Differentialrechnung ist das Losen
von Extremwertaufgaben. Das ist im unendlichdimensionalen Fall nicht an-
ders; das Teilgebiet der Mathematik, das sich dem Studium von Extre-
malproblemen auf unendlichdimensionalen Rdumen widmet, wird traditio-
nell Variationsrechnung genannt. Ein fundamentales Problem, das sich im
Endlichdimensionalen nicht stellt, ist das der fehlenden Kompaktheit abge-
schlossener beschriankter Mengen; daher ist die Existenz einer Losung eines
unendlichdimensionalen Extremalproblems eine wesentlich heiklere Sache.

Als Beispiel betrachte das Problem, das Minimum des Funktionals

1
fo) = [ (e
-1
auf der Menge A = {z € C'[-1,1]: z(—1) = —1, (1) = 1} zu bestimmen;
& bezeichnet die Ableitung dx/dt. Es ist klar, da§ f durch 0 nach unten be-
schrinkt ist, und mit Hilfe der Funktionen z.(t) = arctan(t/e)/ arctan(1/e)
erkennt man inf,ec4 f(2) = 0. Da f(z) = 0 nur fiir konstante Funktionen
gilt und diese in A nicht zugelassen sind, hat das Minimumproblem keine
Losung.

Es ist jedoch leicht, eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines
Extremums aufzustellen.

Satz I11.5.6 Ist U C X offen, f: U — R Gdteauz-differenzierbar und
besitzt f bei xg € U ein lokales Extremum, so gilt notwendig D f(xo) = 0.

Beweis. Sei v € X. Auf einem hinreichend kleinen Intervall (—a, «) ist die
Hilfsfunktion ¢(h) = f(xo + hv) definiert und differenzierbar. Sie besitzt
nach Voraussetzung bei h = 0 ein lokales Extremum, also folgt ¢'(0) = 0,
was D f(xo)(v) = 0 impliziert. Da v beliebig war, folgt die Behauptung. O

In der klassischen Variationsrechnung studiert man die notwendige Be-
dingung Df(z) = 0, die in vielen Anwendungen in eine Differentialglei-
chung transformiert werden kann, die Fuler-Gleichung oder Euler-Lagrange-
Gleichung des Problems genannt wird. Dazu ein einfaches Beispiel.

Was ist die kiirzeste Verbindung zwischen den Punkten mit den Ko-
ordinaten (0,0) und (1,0) in der Ebene? Die Antwort lautet natiirlich: die
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Gerade. Um dieses Problem mit Hilfe von Satz I11.5.6 anzugehen, definieren

wir das Funktional )
flz) = / V14 2(t)2dt
0

auf dem Banachraum CZ[0,1] = {z € C[0,1]: z(0) = z(1) = 0}; dieses
Integral gibt bekanntlich die Bogenlénge der Kurve {(¢,z(¢)): 0 <¢ < 1} an.
Notwendig fiir eine Minimalstelle ist D f(zo) = 0, das heifit hier (verwende
Beispiel (c) und die Kettenregel)

Df(xo)(v):/o %dt—O vu € G0, 1].

Falls zy sogar zweimal stetig differenzierbar ist, kann man partiell integrie-
ren und erhélt, da die Randterme verschwinden,

/1&50—(’5) (tydt=0  YveC[0,1]
o a0 e

Nun gilt fiir stetige Funktionen w
1
/ w(t)v(t)dt =0 Yo € C3[0,1] = w=0
0

(Beweis?); diese obwohl einfache, doch duferst niitzliche Aussage wird Fun-
damentallemma der Variationsrechnung genannt. Hier ergibt sich als Euler-
Gleichung des Variationsproblems deshalb &y = 0. Mit anderen Worten: Die
einzigen zweimal stetig differenzierbaren Kandidaten fiir unser Minimal-
problem sind die Geraden. In diesem speziellen Beispiel ist die notwendige
Bedingung auch hinreichend. Uber allgemeine hinreichende Bedingungen
fiir Extrema kann man z.B. in den Monographien von Troutman [1996],
Buttazzo/Giaquinta/Hildebrandt [1998] und Jost/Li-Jost [1999] nachlesen;
vgl. jedoch Aufgabe I11.6.35.

Fiir Extremalprobleme, die mit mehrdimensionalen Integralen zusam-
menhéngen, fithrt der Weg iiber die Euler-Gleichung auf partielle Diffe-
rentialgleichungen. Insbesondere hier ist ein anderer Zugang, die sog. di-
rekte Methode der Variationsrechnung, niitzlich. Die Idee, eine Minimal-
stelle fiir ein Funktional f zu finden, ist einfach: Wihle eine Folge ()
mit f(z,) — inf f. Unter geeigneten Voraussetzungen existiert eine Teilfol-
ge (zn, ), die in einem adiiquaten Sinn gegen einen Punkt x konvergiert.
Wenn auch (f(z,)) gegen f(xo) konvergiert, hat man die Existenz einer
Minimalstelle bewiesen.

Um die Funktionale, fiir die dieses Programm funktioniert, zu beschrei-
ben, fithren wir einige Begriffe ein.

Definition ITI.5.7 Sei f: X — R ein Funktional auf einem normierten
Raum X.
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(a) f heiBt [schwach] halbstetig von unten, falls stets
xn — x [schwach], f(z,) <c¢ = f(z) <ec
(b) f heifit koerzitiv, falls
[znll =00 = f(zn) — o0
(¢) f heiBBt konvez, falls
fOr+ (1 =Ny <Af(x)+(1-Nf(y) Vo,yeX, 0<A<L

Die so definierte Halbstetigkeit miifite eigentlich ,,Folgenhalbstetigkeit*
genannt werden; im Fall der Normkonvergenz ist sie zur topologischen De-
finition aus Lemma B.2.5 dquivalent.

Manchmal ist es sinnvoll, diese Definitionen auf Funktionale mit Werten
in RU{oo} auszudehnen; die folgenden Resultate gelten dann entsprechend.

Satz IT1.5.8 Sei X ein refleziver Banachraum, und sei f: X — R schwach
halbstetig von unten und koerzitiv. Dann existiert eine Stelle xo mit f(xo) =

inszX f(x)

Beweis. Sei m = infzex f(z), der Fall m = —oo ist an dieser Stelle (noch)
nicht ausgeschlossen. Wéhle eine Folge (z,) in X mit f(z,) — m. Da
f koerzitiv ist, ist (z,) beschridnkt, und da X reflexiv ist, besitzt (z,)
nach Theorem III.3.7 eine schwach konvergente Teilfolge, etwa z,, — xo
schwach.

Wir zeigen jetzt f(xg) = m (> —o0). Sei ¢ > m. Dann existiert ein
ko € N mit f(xy,) < cfir k > ko. Da f schwach halbstetig von unten ist,
folgt auch f(zg) < c. Weil ¢ > m beliebig war, mufl m < f(z¢) < m sein.

O

Das nichste Lemma liefert ein hinreichendes Kriterium fiir die schwache
Halbstetigkeit von unten.

Lemma II1.5.9 Ist X ein normierter Raum und f: X — R konver und
stetig oder blof8 halbstetig von unten, so ist f schwach halbstetig von unten.

Beweis. Die Voraussetzung impliziert, da$ fiir jedes ¢ die Menge {z: f(x) <
¢} konvex und abgeschlossen ist. Die Behauptung folgt dann sofort aus
Satz I11.3.8. m|

Beispiel. Sei F: R? — R stetig. Es mogen a € L*(R), b € R und p > 1 mit
F(t,u) > a(t) + blu|P existieren. Dann definiert

@) = [ Ft.ate) i
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ein Funktional auf LP(R) mit Werten in R U {oc}, da

f(2) > /R a(t) dt + bljz|2;

diese Abschétzung zeigt auch die Koerzitivitdt von f. Fiir alle ¢ sei u —
F(t,u) eine konvexe Funktion; dann ist auch f ein konvexes Funktional,
wie man durch Einsetzen unmittelbar erkennt. Zeigen wir noch die Halb-
stetigkeit von f: Sei (x,) eine Folge in LP(R) mit z, — x in LP(R) und
f(z,) < c. Nach Ubergang zu einer Teilfolge diirfen wir annehmen, daf
(z,,) auch fast iiberall gegen x konvergiert!. Wegen der Stetigkeit von F
folgt F(t,xn(t)) — F(t,z(t)) fast iiberall und weiter nach dem Lemma
von Fatou? f(x) < liminf f(z,) < c¢. Nach Lemma I11.5.9 und Satz I11.5.8
besitzt f eine Minimalstelle in LP(R).

II1.6 Aufgaben

Aufgabe III.6.26 Sei k: [0,1] x [0, 1] — R stetig. Untersuche das Funktional f:
L?[0,1] — L?[0,1], (f(z))(s) = fol k(s,t)sin(z(t)) dt, auf Differenzierbarkeit.

Aufgabe II1.6.27 Sei U = {x € C[0,1]: z(t) # 0 Vt}. Untersuche die Abbildung
f: U — C[0,1], f(z) = 1/, auf Differenzierbarkeit.

Aufgabe III.6.28 An welchen Stellen ist die Supremumsnorm auf C|0, 1] bzw.
co Gateaux- oder Fréchet-differenzierbar?

Aufgabe II1.6.29 Seien f,g: U — Y Gateaux-differenzierbar und ¢: Y XY — Z
bilinear und beschrénkt. Bestimme die Ableitung von = +— ¢(f(z), g(x)).

Aufgabe II1.6.30 Finde Beispiele fiir

(a) eine Abbildung f: X — Y, die an einer Stelle Gateaux-differenzierbar,
aber nicht stetig ist;

(b) eine Abbildung f: X — Y, die an einer Stelle zo Gateaux-differenzierbar
ist, und eine Abbildung g: Y — Z, die bei f(zo) Gateaux-differenzierbar
ist, so dafl go f: X — Z bei xo nicht Gateaux-differenzierbar ist;

(c) eine Funktion f: R? — R, fiir die an einer Stelle simtliche Richtungs-
ableitungen existieren, die dort aber nicht Gateaux-differenzierbar ist.

Aufgabe II1.6.31 Eine Norm heif3t lokal gleichmdf$ig konvex, wenn es zu jedem
z mit ||z]| = 1 und jedem € > 0 ein § = §(z,e) > 0 gibt, so daf

lyll <1,

’xTerH>1—6 = Jz—yl<e.

ISiehe z.B. Theorem 3.12 in Rudin [1986].
2Siehe z.B. Lemma 1.28 in Rudin [1986].
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(a) Ist die Norm von X’ lokal gleichmé#Big konvex, so ist die Norm von X an
jeder Stelle xo # 0 Fréchet-differenzierbar.

(b) Ist die Norm von X' strikt konvex (siche Aufgabe 1.4.13), so ist die Norm
von X an jeder Stelle x¢ # 0 Gateaux-differenzierbar.

(c) Ist die Norm von X' an jeder Stelle z;, # 0 Géateaux-differenzierbar,
so ist die Norm von X strikt konvex. [Bemerkung: Die entsprechende
Umkehrung von (a) gilt nicht.]

Aufgabe I11.6.32 Zeige, dal die kanonische Norm von LP(u) an jeder Stelle
o # 0 Fréchet-differenzierbar ist,

(a) mit Hilfe von Beispiel I11.5(e),

(b) im Fall p > 2 mittels der Aufgaben II1.6.31 und 1.4.18.

Aufgabe II1.6.33 Wenn die Norm eines normierten Raums X auf X \ {0} Fré-
chet-differenzierbar ist, ist die Ableitung dort stetig.

Aufgabe II1.6.34 Sei f: X — R ein Funktional auf einem normierten Raum.
Der Epigraph von f ist die Teilmenge epi(f) := {(z,t): f(z) <t} von X @ R.
(a) f ist genau dann konvex, wenn epi(f) konvex ist.
(b) f ist genau dann halbstetig von unten, wenn epi(f) abgeschlossen ist.

Aufgabe II1.6.35 Sei f: X — R ein Gateaux-differenzierbares konvexes Funk-
tional und z¢ € X mit Df(zo) = 0. Dann besitzt f bei xo ein globales Minimum.

Aufgabe I11.6.36 Bestimme das Minimum des Funktionals f(z) = fol (x(t)4 +
etx(t)) dt auf C[0, 1].

I11.7 Bemerkungen und Ausblicke
..

Der in Abschnitt I11.5 prisentierte Zugang zur Differentiation in nor-
mierten Rdumen ist vom heutigen Standpunkt aus sehr natiirlich; vor ca.
100 Jahren war diese Sichtweise freilich revolutionér. Volterra schlug 1887
zum ersten Mal die Idee vor, z.B. die Bogenldnge als Funktion der Kur-
ve aufzufassen, er sprach in diesem Zusammenhang von , Funktionen, die
von anderen Funktionen abhéngen*; der Begriff des Funktionals taucht erst
1903 bei Hadamard auf. Die abstrakte Differentialrechnung wurde um 1910
von Fréchet vorgestellt und in zwei postum verotffentlichten fundamentalen
Arbeiten (1919, 1922) von Gateaux, der im I. Weltkrieg getotet wurde, wei-
terentwickelt. Daf} die ,,elementaren“ Resultate iiber differenzierbare Funk-
tionen nichts weiter als ein Abziehbild der Beweise aus der Analysisvorle-
sung sind, liegt natiirlich daran, daf§ wir heute den ,richtigen* Begriff der
Differenzierbarkeit fiir Funktionen von R™ nach R™ besitzen. Aber die Idee
der linearen Approximation als Definition der Differenzierbarkeit, selbst
fiir Funktionen von R? nach R, verdankt man ebenfalls erst Fréchet (1911)
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sowie unabhiingig von ihm Young (1909), und von dort zur Differentialrech-
nung in normierten Rdumen ist es nur ein vergleichsweise kleiner Schritt.
Zum Satz iiber implizite Funktionen ist noch anzumerken, dafl der Version
im Text ,harte“ Sétze iiber implizite Funktionen gegeniiberstehen, die auf
raffinierteren Abschitzungen beruhen und viel schwéichere Voraussetzungen
haben; siehe etwa Schwartz [1969]. Detaillierte historische Kommentare fin-
den sich in Nasheds Ubersichtsartikel , Differentiability and related proper-
ties of nonlinear operators®, in L. B. Rall, Nonlinear Functional Analysis
and Applications (Academic Press 1971), S. 103-309.

Die geometrische Charakterisierung der Fréchet-Differenzierbarkeit der
Norm in Satz IT1.5.3 stammt von Smulyan (1940), der auBerdem unter Zu-
satzvoraussetzungen bewies, dafl ein Banachraum, dessen Dualraumnorm
Fréchet-differenzierbar ist®, notwendig reflexiv sein muB. Tatsiichlich gilt
diese Aussage ohne weitere Zusatzvoraussetzungen, wie in den fiinfziger
Jahren gezeigt werden konnte. Umgekehrt zeigte Troyanski (Studia Math.
37 (1971) 173-180), dafl jeder reflexive Banachraum eine dquivalente Fré-
chet-differenzierbare Norm besitzt, und M. Kadets (Uspekhi Mat. Nauk
20.3 (1965) 183-187) und Klee (Fund. Math. 49 (1960) 25-34) erhielten
unabhéngig voneinander das Resultat, dafl ein separabler Banachraum ge-
nau dann eine dquivalente Fréchet-differenzierbare Norm besitzt, wenn sein
Dualraum separabel ist. Da jeder separable Banachraum eine dquivalente
Géteaux-differenzierbare Norm besitzt (Day 1955), ist die Existenz einer
Fréchet-differenzierbaren Norm eine erhebliche Einschrankung, die jedoch
weitreichende Konsequenzen hat. So gilt etwa:

e Besitzt ein Banachraum X eine dquivalente Fréchet-differenzier-
bare Norm, so ist jedes stetige konvexe Funktional auf X auf einer
dichten Teilmenge Fréchet-differenzierbar.

Dieses Resultat geht im wesentlichen auf Asplunds bahnbrechende Arbeit
in Acta Math. 121 (1968) 31-47 zuriick. Banachridume, in denen die Aussa-
ge dieses Satzes gilt, werden heute Asplundrdume genannt; sie kénnen auf
vielfiltige Art charakterisiert werden. Z.B. ist X genau dann ein Asplund-
raum, wenn jeder separable Unterraum einen separablen Dualraum hat.
Ersetzt man im Satz von Asplund , Fréchet“ durch ,,Gateaux*, erhélt man
ebenfalls eine wahre Aussage — dies ist ein tiefliegender Satz von Preiss (Is-
rael J. Math. 72 (1990) 257-279), der eine jahrzehntealte Frage beantwortet.
(DaB auf separablen Banachriumen stetige konvexe Funktionale auf einer
dichten Teilmenge Gateaux-differenzierbar sind, wurde schon 1933 von Ma-
zur gezeigt.)

Ein weiteres gefeiertes Resultat von Preiss bezieht sich auf Lipschitz-
stetige Funktionen. Nach einem Satz von Rademacher ist jede Lipschitz-
stetige Funktion f: R* — R fast iiberall bzgl. des Lebesguemafies und

3Hier wie im folgenden ist ,an jeder Stelle # 0 Fréchet-differenzierbar® gemeint.
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insbesondere auf einer dichten Teilmenge differenzierbar. Es war lange Zeit
ein offenes Problem, ob eine analoge Aussage auf unendlichdimensionalen
Réumen Bestand hat. In der Literatur waren verschiedene Beispiele von
Lipschitz-stetigen Funktionalen f: 2 — R angegeben worden, die angeb-
lich nirgends Fréchet-differenzierbar waren; leider waren all diese Beispiele
inkorrekt. So blieb das Problem offen, bis Preiss zeigen konnte (J. Funct.
Anal. 91 (1990) 312-345):

o st X ein Asplundraum (z.B. reflexiv), so ist jedes Lipschitz-stetige
Funktional f: X — R auf einer dichten Teilmenge Fréchet-diffe-
renzierbar.

Detaillierte Informationen zu diesem Themenkreis findet man bei De-
ville/Godefroy /Zizler [1993], Habala/H4jek /Zizler [1996] und Phelps [1993].

Das vor Satz II1.5.6 beschriebene Beispiel eines Minimumproblems ohne
Losung wurde 1870 von Weierstrafl zur Kritik des Dirichletschen Prinzips
konstruiert. Das ist die von Riemann benutzte Methode, das Dirichletpro-
blem (2 C R™ ein beschrinktes Gebiet)

—Au=hin Q, u=0 aufdQ (II1.13)

zu 16sen, indem man das (nach unten beschrinkte) Dirichletintegral J(u) =
1 Jo llerad u|? dz— [, u(z)h(z) dz unter allen C*-Funktionen, die die Rand-
bedingung erfiillen, minimiert. Riemann war ohne weitere Begriindung von
der Existenz des Minimums ausgegangen; seine Schluffweise war nun durch
Weierstraf3’ Beispiel ins Wanken geraten. Das Dirichletsche Prinzip wurde
erst nach 1900 von Hilbert in zwei Arbeiten (Math. Ann. 59 (1904), 161—
186, J. Reine Angew. Math. 129 (1905) 63-67) rehabilitiert, in denen er
die direkte Methode der Variationsrechnung entwickelt; er schreibt (a.a.O.,
S. 65):

Eine jede regulidre Aufgabe der Variationsrechnung besitzt eine Lo-
sung, sobald hinsichtlich der Natur der gegebenen Grenzbedingungen
geeignete einschrankende Annahmen erfiillt sind und notigenfalls der
Begriff der Losung eine sinngeméfle Erweiterung erfihrt.

Die moderne Fassung des Dirichletschen Prinzips fut auf der Theorie der
Hilbert- und insbesondere der Sobolevraume; siche Kapitel V und speziell
Aufgabe V.6.14. Damit werden in (II1.13) die ,einschrinkenden Annahmen
hinsichtlich der Grenzbedingungen* durch die Zugehorigkeit von u zu einem
Sobolevraum formuliert, und der ,erweiterte Losungsbegriff* ist der der
schwachen Losung, vgl. S. 3f. Zum Umfeld des Dirichletschen Prinzips ist
Monna [1975] lesenswert.



