2 Ergéinzungen

Erginzungen:

Kapitel I:

Aufgabe 1.4.28 Sei z,(t) =t", n > 1. Gehoren die konstanten Funktionen zur
abgeschlossenen linearen Hiille von z1, z2, ... in L?[0, 1]?

Kapitel II:

Aufgabe I1.5.14 Seien g1, g2, ... unabhingige standardnormalverteilte Zufalls-
variablen auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, X, P). Zeige, da8 fiir 1 < p < oo
und eine geeignete Konstante ¢, der durch (an) — ¢, Zzozl Gngn definierte Ope-
rator J: £> — LP(P) wohldefiniert und isometrisch ist.

[Hinweis: Diese Aufgabe setzt Grundkenntnisse der Wahrscheinlichkeitstheorie
voraus; nutze aus, daf} die Verteilung des Zufallsvektors (g1, ..., gn) rotationsin-
variant ist. Ubrigens sind LP(P), L?[0, 1] und LP(R?) isometrisch isomorph (siehe
etwa Guerre-Delabriere [1992], S. 134), so daB jeder dieser LP-Riume einen zu ¢
isometrischen abgeschlossenen Unterraum enthélt.]

Zur Neumannschen Reihe (S. 88): [...] Eine allgemeinere Variante der
Neumannschen Reihe zeigt, dal Id — T nicht nur fiir einen Banachraum-
operator T' mit ||T|| < 1 ein Isomorphismus ist, sondern auch, wenn blof
ein A < 1 mit ||Tz|| < A(||z|| + ||z — Tx||) fiir alle  existiert (Hilding, Ann.
Math. 49 (1948) 953-955; dazu siehe auch Casazza/Kalton, Proc. Amer.
Math. Soc. 127 (1999) 519-527).

Kapitel IV:

Aufgabe IV.7.23 Sei X ein separabler Banachraum. Konstruiere eine Quotien-
tenabbildung von ¢! auf X. Konstruiere anschlieBend eine Quotientenabbildung
von L'(R) auf X.

(Tip: Imitiere den 2. Teil des Beweises des Satzes von der offenen Abbildung.)

Aufgabe IV.7.25 Zeige, dal C'[0, 1] einen zu co isometrischen komplementierten
Unterraum und LP[0, 1] einen zu £P isometrischen komplementierten Unterraum
besitzt.

Aufgabe IV.7.26 (Strikt singulire Operatoren)

FEin stetiger linearer Operator T: X — Y zwischen Banachrdumen heif3t strikt
singuldr, wenn inf{||Tz||: x € U, ||z|| = 1} = 0 auf jedem unendlichdimensionalen
Unterraum U C X gilt.

(a) T ist genau dann strikt singuldr, wenn die einzigen abgeschlossenen Un-
terrdume U C X, fiir die die Restriktion T'|;: U — T'(U) ein Isomorphis-
mus ist, endlichdimensional sind.

(b) Ein kompakter Operator ist strikt singulér.
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(¢) Der identische Inklusionsoperator von £2 nach ¢ ist strikt singulér, aber
nicht kompakt.

(d) Ein Operator ist strikt singuldr, wenn zu jedem unendlichdimensionalen
abgeschlossenen Unterraum U C X ein weiterer unendlichdimensionaler
abgeschlossener Unterraum V' C U existiert, so daf$ Ty, kompakt ist. [Es
gilt auch die Umkehrung; vgl. Pietsch [1980], Theorem 1.9.3.]

Kapitel V:

(S. 183ff.:) Als Anwendung wird jetzt gezeigt, wie Hilbertraummethoden
bei der Losung partieller Differentialgleichungen verwandt werden kénnen;
dabei treten die Sobolevriume aus Definition V.1.11 auf. Sei Q@ C R™ ein
beschrinktes Gebiet und f:  — R stetig. Betrachte folgendes Randwert-
problem:

e Finde u € C%(Q) N C(Q) mit

—Au = f inQ
U 0 in 09 } (V.24)

Durch partielle Integration folgt fiir eine Losung u der Differentialgleichung
aus

_Z<D$U,¢>L2 ={(fio)r2 VYo e 2(Q)
i=1
die Gleichung
> (Diu, Dig)r2 = (f, )12 Vo € D(Q).
i=1

Zur Abkiirzung fithren wir nun auf Hg(€2) die Sesquilinearform

n

[u,v] := Z(Diu, D;v) 2

i=1

(mit D; = schwache Ableitung) ein, und statt des urspriinglichen Rand-
wertproblems betrachte folgende Abschwichung:

e Finde u € H(Q) mit
[u, 0] = (f, o)z Vo € 2(Q). (V.25)

Die Randbedingung ,u|yq = 0 wird hierbei durch die Forderung u €

H3(Q) (= 2() bzgl. || . [ly41) ausgedriickt.
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Das Problem (V.25) hat eine Losung nach dem Satz von Fréchet-Riesz.
Um das zu zeigen, beachte zunéchst, daB fiir f € L?(2) wegen

(s @)zl < fllz2llellze < 1Fllzelleliws

das lineare Funktional ¢ — (¢, f) stetig auf (2(Q), || . ||\;:) ist und daher
eine Fortsetzung auf den Abschlul H}(Q) zuldBt. Um den Zusammenhang
von [.,.] mit dem Sobolev-Skalarprodukt (.,. )y, zu kldren, benstigen
wir die wichtige Ungleichung von Poincaré-Friedrichs:

o [st Q CR"™ beschrinkt, etwa Q C (—s,s)™, so gilt
lullpe < 2s[u,u]V/?  Yue HYHQ).

Beweis hierfiir. Da die rechte und die linke Seite der Ungleichung stetig
bzgl. der || . ||;;:-Norm von w abhiéngen, reicht es, diese fiir u € 2(§) zu
zeigen. Indem man solch ein w auferhalb von € durch 0 fortsetzt, erhilt
man eine ebenfalls u genannte Funktion in 2 ((—s,s)”), und es gilt fir
= (xlw'wxn) € (_Sas)n

u(z) = @(t,@,...,xn)dtz/‘ 1(,5@1](1&)5—“@,@,...,xn)dt.

_s 5‘ I s Il
Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung liefert

)P < [ Q) e [

—S —Ss

2
dt,

| ou
—(t,l‘g,...,xn)

89c1

und da das erste Integral durch 2s abgeschitzt werden kann, folgt

S S

/|u(x)|2da:= dov . | don fu(@)?
Q

—S

—S
23/ dxl.../ dxn/

S S S 8u
= (2s)2 o - I,
(2s) _Sdmg /_sda: /_Sdt ‘8561 (t,x2,...,Tn)

2
:482/
Q

de < 45%[u,u].
Eine Konsequenz dieser Ungleichung ist, daf auf H}(Q) die Sesquiline-
arform [.,.] ein Skalarprodukt ist, dessen abgeleitete Norm ||ul|| = [u, u]'/?
zur W!'-Norm &quivalent ist, denn

lall < llullws < (48 + )2l Vu € Hg(9).

2
dt

IN

ou
—(t vy Iy
8$1(’x2’ ,LC)

2

ou
8—1:1(96)

Nach dem Satz von Fréchet-Riesz l&8t sich das stetige Funktional ¢ —
(f,¢)12 auf dem Hilbertraum (HE(Q),[.,.]) geméB (V.25) durch ein ein-
deutig bestimmtes u € Hj () darstellen. Zusammengefaft ergibt sich:
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o Fiir alle f € L?(Q) ewistiert genau eine ,schwache Losung“u € H}
des Randwertproblems (V.24), d.h. des Problems (V.25).

Man kann zeigen, daf} fiir f € C*°(Q) auch u € C*°(9) ist (Weylsches
Lemma); dazu kann man das Lemma von Sobolev (Satz V.2.12) verwenden.

Aufgabe V.6.11 Sei Q C R" beschrinkt [diese Voraussetzung wird nur der
Einfachheit halber gemacht] und f eine reellwertige Funktion in Hg (£2).

(a) Ist h: R — R eine C'*°-Funktion mit beschrinkter Ableitung, h(0) = 0
und sup |h(t)/t] < oo, so ist ho f € H(Q) mit schwachen Ableitungen
Di(hof)= (o f)- Dif.

(Hinweis: Es ist hilfreich zu wissen, daf} jede L?-konvergente Folge eine
fast iiberall konvergente Teilfolge zuliBt.)

(b) Es ist |f| € Hg(Q) mit schwachen Ableitungen D?(|f]) = (1(f>0} —
1(0y) - D' f. Ferner gilt || || s = || fllw.

(Tip: Approximiere die Betragsfunktion durch Funktionen h wie in (a).)
[Ein Banachraum X von Funktionen f: @ - Rmit f € X = |f|e X & || |f]|| =
|]| heiBt ein Banachverband. Auch W' (2) und L”(f2) sind Banachverbinde.]

Aufgabe V.6.14 Es sei H ein reeller Hilbertraum, ¢ € H' und B: H x H —
R eine symmetrische, beschrankte und koerzitive Bilinearform; es gelte also fiir
geeignete Konstanten M, m > 0 und alle z,y € H

Bz, )l < Mllz|| lyll, B(z,z) > mlz|®.

Setze J: H — R, J(z) = B(z,z) — 20(x).
(a) J ist stetig und nach unten beschréinkt.
(b) Fiir ein u € H gilt die Aquivalenz

Jw) < J(x) Ve e H & B(u,z) ={(z) Yz € H.

(¢) J nimmt sein Minimum an genau einer Stelle an.
[Dies ist die abstrakte Fassung des Dirichletschen Prinzips, mit dessen Hilfe el-
liptische partielle Differentialgleichungen gelost werden konnen; siehe etwa Jost
[1998].]

Aufgabe V.6.23 Die Norm eines Hilbertraums ist an jeder Stelle xo # 0 Fré-
chet-differenzierbar.
(Tip: Verwende Satz I11.5.3.)



