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Aufgaben
Aufgabe WTh1.:

In einem Fabrikationsprozess werden Schrauben hergestellt, deren Lange normalver-
teilt sei mit Mittelwert 4 = 5cm und Standardabweichung o = 0,5mm. Eine Schrau-
be muss als Ausschussstiick angesehen werden, wenn ihre Lange um mehr als 1mm
vom Mittelwert (=Sollwert) p abweicht. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine
Schraube kein Ausschussstiick ist?

Aufgabe WTh2:

Sei X eine stetig verteilte Zufallsvariable, deren Dichte f auf dem Intervall [a, b] kon-
stant sei (gleichférmige Verteilung):

f(t){k fiirt € [a,b]

0 sonst

(a) Bestimmen Sie k.
(b) Welchen Erwartungswert hat X?
(c) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion F(t) := P(X <t) von X.

(d) Welche Varianz hat X im Falle [a,b] = [0,1]?

Aufgabe WTh3:

Sei die Zufallsvariable X geometrisch verteilt, d.n. P(X =k) = (1—p)* 1. pfirk € N.
Zeigen Sie, dass die geometrische Verteilung die sogenannte ,,Markoffeigenschaft* fir
diskrete Verteilungen besitzt, d.h. es gilt

P(X >k+m|X > k) =P(X >m) furalle k,m e NU{0}.

Aufgabe WTh4:

Die Personen X,Y und Z treffen eine fliegende Tontaube mit den Wahrscheinlichkeiten
%, % und %. Eine Tontaube fliegt vorbei, und sie schieRen gleichzeitig. Wie grof ist die
Wahrscheinlichkeit, dass die Tontaube getroffen wird?

Aufgabe WTh5:

Vier Kisten stehen nebeneinander in einer Reihe. Zwei verschiedenfarbige Bélle wer-
den in die Luft geworfen und jeder der Bélle landet — unabhéngig von dem anderen —
in einer der vier Kisten mit der Wahrscheinlichkeit %1. Wie grol3 ist die Wahrscheinlich-

keit, dass die beiden Bélle in zwei nebeneinander liegende Kisten fallen?



Aufgabe WTh6:

Seien X1, Xz, ..., X, unabhéngige Zufallsvariablen mit gleichem Erwartungswert E (X;) =
p und gleicher Varianz o2. Sei ferner X := % S i1 Xi. Zeigen Sie:

(a) Varianz(X) := E([X — ]?) = 102

(b) Fur T := 52y 31y (% — )% — 52 (X — W2 gilt E(T) = 0%,

Aufgabe WTh7:

In der GrolRgemeinde Kleinbach herrscht an 25% aller Tage Sonnenschein, an 50%
aller Tage ist der Himmel bewdlkt und an 25% aller Tage regnet es unaufhérlich. Franz
Knolau schaut jeden Morgen, bevor er das Haus verldsst, nach dem Wetter. Wenn es
regnet, nimmt er seinen Schirm mit Wahrscheinlichkeit 0,9 mit (er ist offensichtlich
vergesslich), bei bewdlktem Himmel mit Wahrscheinlichkeit 0,5 (er ist unentschlossen)
und bei Sonnenschein mit Wahrscheinlichkeit 0,2 (er ist Pessimist).

(a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Knolau den Schirm zu Hause l8sst?

(b) Wenn Herr Knolau morgens mit dem Schirm das Haus verlasst, wie grof3 ist dann
die Wahrscheinlichkeit, dass die Sonne scheint?

Aufgabe WTh8:

An einer Wirfelbude wird mit 3 Wirfeln unter folgenden Bedingungen gespielt: Ein
Spieler erhdlt DM 100,- fir drei Sechsen und DM 1,- fiir zwei Sechsen, sonst nichts.
Wie groR ist der Mindesteinsatz, den der Wirfelbudenbesitzer fordern muss, damit das
Spiel (von den Unkosten abgesehen) fiir ihn rentabel ist?

Aufgabe WTh9:

In einer Urne befinden sich zwei Miinzen A und B. Miinze A ist symmetrisch, so dass

Wappen mit der Wahrscheinlichkeit % fallt. Minze B ist so asymmetrisch, dass die
Wahrscheinlichkeit fir Wappen % betrégt.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass es sich bei willkiirlich gezogener und ge-
worfener Miinze mit dem Ergebnis ,,Wappen* um Minze A handelt? Konstruieren Sie
das zugehdrige wahrscheinlichkeitstheoretische Modell und berechnen Sie die Wahr-
scheinlichkeit.

Aufgabe WTh10:

Eine Zielscheibe ist mit 3 konzentrischen Kreisen vom Radius 1, 3 und 5cm versehen.
Man erhdlt 10, 5 bzw. 3 Punkte, wenn man die innere Kreisscheibe, den mittleren bzw.
den duleren Kreisring trifft. Die Wahrscheinlichkeit die groRe Kreisscheibe zu treffen
sei gleich % Jeder Punkt der Scheibe sei dabei mit gleicher Chance zu treffen.
Berechnen Sie den Erwartungswert der bei einem Schuss erreichten Punktezahl.



Aufgabe WTh1l:

Eine ideale Minze wird zweimal geworfen. Man betrachte folgende Zufallsvariablen:
X gibt an, wie oft ,,Wappen* auftritt.
Y gibt an, wie oft ,,Zahl* auftritt.
V=[X-Y]
_J 0 falls beim ersten Wurf ,,Wappen* aufritt
|1 sonst
Sind X,V bzw. X,W bzw. V,W unabhéngig?
Ldsungshinweis: Stellen Sie zunéchst eine Wertetabelle der Zufallsvariablen X,V und
W in Abhéngigkeit von den Elementarereignissen (ww), (z,w), (w,z) und (z,z) auf.

Aufgabe WTh12:

Eine radioaktive Quelle sendet in einer Zeiteinheit eine unbekannte Anzahl von a-
Teilchen aus, und zwar genau n Teilchen mit der Wahrscheinlichkeit p, = e*A% far
n > 0 (Poissonverteilung).

Falls genau n Teilchen ausgesandt wurden, registriert ein Messgerat genau m davon mit
Wiahrscheinlichkeit by, = (1) p™(1 — p)"™ fiir m = 0,...,n (Binomialverteilung).
Wie grol? ist

(a) die Wahrscheinlichkeit, dass in der Zeiteinheit genau m a-Teilchen registriert wer-
den?

(b) die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass n a-Teilchen ausgesandt wurden unter der
Bedingung, dass m registriert wurden?

Hinweis: Sie durfen ohne Beweis voraussetzen, dass ein (o-additiver) Wahrscheinlich-
keitsraum auf Q = {(nTeilchen gesandt; mTeilchen registriert) } existiert, der den ange-
gebenen Voraussetzungen genigt.

Wo benutzen Sie die o-Additivitat?

Aufgabe WTh13:

In n+ 1 Urnen Ugp,Us,...,U, liegen jeweils n Kugeln, die sich nur in der Farbe un-
terscheiden. In der Urne U, k € {0,...,n} liegen k rote und n — k griine Kugeln. Eine
Urne wird zuféllig ausgewdhlt und aus ihr eine Kugel gezogen.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Kugel rot ist?

(b) Wenn eine rote Kugel gezogen wird, mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt sie
aus der Urne Uy?

Aufgabe WTh14:

X sei eine Zufallsvariable, deren Dichte f gegeben ist durch:

f(x) = s fallsxe (1,3
0 fallsx e R\ [1,3]

Berechnen Sie den Erwartungswert und die Varianz der Zufallsvariablen X.



Aufgabe WTh15:

Gegeben sind drei Urnen:

Urne A enthalte genau 3 rote und 5 weille Kugeln,

Urne B enthalte genau 2 rote und 1 weilRe Kugel,

Urne C enthalte genau 2 rote und 3 weille Kugeln.

Eine Urne wird zuféllig ausgewahlt, und aus ihr wird eine Kugel gezogen. Wenn diese
rot ist, wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie aus Urne A kommt?

Aufgabe WTh16:

Eine Waschmittelfirma will fir ihr neues Waschmittel ,,SOREIN* werben. Zu diesem
Zweck wird jedem Paket ein Buchstabe des Wortes ,,SOREIN* beigefiigt und zwar so,
dass insgesamt jeder Buchstabe gleich haufig verteilt ist.

Jedem Kunden, der den Namen des Waschmittels aus den den Paketen beiliegenden
Buchstaben zusammensetzen kann, wird ein Gratispaket versprochen.

Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit w dafiir, dass ein Verbraucher nach dem Kauf von
7 Paketen das Wort ,,SOREIN“ bilden kann?

Hinweis: Geben Sie auch den zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsraum (mit kurzer Be-
griindung) an. Als Ergebnis fir w reicht hier ein Bruch; eine Dezimaldarstellung ist
nicht notig.

L6sung siehe Seite:

Aufgabe WTh17:

Urne A enthélt x rote Kugeln und y weifle Kugeln (und keine weiteren Kugeln), Urne
B enthdlt z rote und v weilRe Kugeln (und keine weiteren).

(a) Eine Kugel wird aus Urne A genommen und in Urne B gelegt. AnschlieBend wird
eine Kugel aus Urne B gezogen. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die
zweite gezogene Kugel rot ist?

(b) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass beim ersten Zug gemal (a) eine weile
Kugel genommen wurde, wenn beim zweiten Zug eine rote gezogen wurde?

Aufgabe WTh18:

Durch Befragen von n ,reprasentativen Wahlern soll der Prozentsatz p der Wahler
einer Partei A geschétzt werden. Die Wahrscheinlichkeit eines Irrtums um mehr als
1 Prozentpunkt soll nicht gréBer sein als 0,05. Die Gesamtzahl der Wahler sei ,,sehr
grof*. Wie groR muss n sein? Was setzen Sie bei der Berechnung (iber die Stichproben
voraus?

Hinweis: Den Satz von Moivre-Laplace durfen Sie ohne Beweis verwenden. Eine Feh-
lerbetrachtung ist nicht verlangt. Erwartungswert und Standardabweichung der Bino-
mialverteilung durfen als bekannt vorausgesetzt werden, ebenso Eigenschaften der Ver-
teilungsfunktion @ der Standardnormalverteilung. @~%(0,975) ~ 1,96. Beachten Sie
auchp-(1-p) < 3.



Aufgabe WTh19:

Eine Lady behauptet bei einer Tasse Tee mit Milch entscheiden zu kénnen, ob zuerst
Milch oder zuerst Tee in die Tasse gegeben wurde.

Um ihre Behauptung zu testen werden ihr 10 Tassen Tee mit Milch vorgesetzt, die sie
nacheinander probiert. Sie soll mindestens 7 Tassen richtig klassifizieren.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit w dafir, dass die Lady den Test besteht, wenn sie
jeweils nur zuféllig tippt?

Hinweis: Geben Sie auch den Wahrscheinlichkeitsraum an (mit kurzer Begriindung).

Aufgabe WTh20:

Wie groB ist ndherungsweise die Wahrscheinlichkeit w, bei 600 Wiirfen mit einem
idealen Wirfel zwischen 90 und 100-mal eine Sechs zu erhalten?

Hinweis: Sie durfen den Satz von Moivre-Laplace sowie Erwartungswert und Varianz
der Binomialverteilung ohne Beweis verwenden. In dem Ergebnis fur w darf ein(!)
Ausdruck der Form ¢(a) enthalten sein, wobei @die Verteilungsfunktion der Standard-
Normalverteilung bezeichnet und a durch eine Wurzel dargestellt ist.

Aufgabe WTh21.:

(a) Geben Sie die Definition eines Wahrscheinlichkeitsraums an.
(b) Beweisen Sie:

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

Losung siehe Seite:[14]

Aufgabe WTh22:

Ein Schiitze hat die Treffsicherheit % Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass
er bei zehn Schiissen mindestens drei Treffer erzielt?
Losung siehe Seite:[15]

Aufgabe WTh23:

M = {Pj|1 < j < 10} ist eine Menge von 10 Personen. Jede Person wahlt zuféllig
zwei der anderen als "Freunde’ aus. Eine Person, die von niemandem ausgewéhlt wird,
nennen wir einsam.

(a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Py einsam bleibt?

(b) Wie groR ist die mittlere Anzahl der Einsamen (d.h. der Erwartungswert der Anzahl
der Einsamen)?

(c) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass niemand einsam bleibt?

Wiinschenswert ist die Angabe numerischer Néherungswerte fiir die gefragten Wahr-
scheinlichkeiten. Diese N&herungswerte berechnet man am besten mit einem Taschen-
rechner.

Losung siehe Seite:[16]



Aufgabe WTh24:

In einer Urne befinden sich 1000 Kugeln, dezimal dreistellig numeriert der Reihe nach
mit 000, 001, 002, 003,...,997, 998, 999.

(a) Eine Kugel wird zuféllig gezogen. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit p; dafur,
dass in ihrer Nummer die Ziffer 7 nicht vorkommt?

(b) Die gezogene Kugel wird in die Urne zuriickgelegt, und die Urne wird gut durch-
geschuttelt. Nun werden zwei Kugeln gleichzeitig zuféllig gezogen. Wie grof ist
die Wahrscheinlichkeit p, dafir, dass in beiden Nummern die Ziffer 7 nicht vor-
kommt?

Losung siehe Seite:[16]

Aufgabe WTh25:

Ein Wiirfel werde jeweils viermal hintereinander gewdrfelt; die vier Augenzahlen sei-
en in dieser Reihenfolge als Ergebnis der Stichprobe notiert.

(a) Man gebe einen geeigneten Stichprobenraum R an und bestimme |R|.
(b) Die Ereignisalgebra S sei die Menge aller Teilmengen von R. Man bestimme |S|.

(c) A €S seidas Ereignis *Die Augenzahl ist bei jedem Wurf groRer als beim Vorher-
gehenden’. Man gebe P(A) an!

(d) B € S sei das Ereignis "Die Augensumme ist groBer als 20°. Man gebe |B| an.

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh26:

Aus einer Urne mit w weilRen und s schwarzen Kugeln werden nacheinander solange
Kugeln herausgenommen, bis eine weifl3e Kugel erscheint. Wie grof? ist die Wahrschein-
lichkeit py dafir, dass die Anzahl der dabei gezogenen schwarzen Kugeln gleich k ist

S
(ke {0,1,...,5})? Man priife die Beziehung S px = 1 auf direktem Wege nach.
k=0
Ldsung siehe Seite:[18]

Aufgabe WTh27:

In einer Kiste befinden sich 40 Biicher, davon 10 Mathebiicher und 30 Schundromane.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit ein Mathebuch zu bekommen, wenn man zuféllig
drei Blcher herausgreift?

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh28:

Einer Gruppe von 1000 Personen wird die Frage gestellt, ob sie jemals in ihrem Leben
Ladendiebstahl begangen haben. Da bei einer direkten Frage keine ehrliche Antwort
zu erwarten ist, werden die Testpersonen gebeten, aus einer Menge von 10 Karten
eine Karte zu ziehen. Vier der 10 Karten stellen die Frage Haben Sie schon einmal



Ladendiebstahl begangen?’, die anderen sechs Karten stellen die Frage *Haben Sie
noch nie Ladendiebstahl begangen?’. Die Wahrscheinlichkeit fir die Antwort *Ja’ ist
55%. Aulerdem wird davon ausgegangen, dass alle Personen die Wahrheit sagen. Wie
groB ist nun die Wahrscheinlichkeit dafur, dass eine willkirlich ausgewahlte Person
schon einmal Ladendiebstahl begangen hat?

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh29:

Die Wahrscheinlichkeit, dass in ihrem Lieblingssender an einem Sonntag Orgelmusik
ertont, betrédgt 20%. An jedem anderen Wochentag betrégt sie 5%. Wenn Sie nicht
wissen, welcher Wochentag ist: Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass Sonntag ist,
wenn Sie anschalten und Orgelmusik ertont?

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh30:

Eine unter einer Million Minzen hat fehlerhaft *Zahl’ auf beiden Seiten, die Ubrigen
Miinzen sind gut, d.h. sie haben nur auf einer Seite *Zahl’. Eine zuféllig ausgewéhlte
Miinze wird zwanzig mal geworfen und ergibt zwanzig mal ’Zahl’. Wie groB ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sie trotzdem gut ist?

Es wird vorausgesetzt, dass jede Seite der Munze mit gleicher Wahrscheinlichkeit %
oben zu liegen kommt. Die Angabe eines numerischen Naherungswerts ist erwiinscht.
Losung siehe Seite:[20]

Aufgabe WTh3L1:

Neben einer Urne, in der sich tausend mit den natiirlichen Zahlen 1,2, 3, ...,999, 1000
numerierte Kugeln befinden, stehen Erich und Erika, Erika mit verbundenen Augen.
Erich zieht aus der Urne eine Kugel und sagt Erika wahrheitsgemaR, dass die auf dieser
Kugel stehende Zahl durch 4 teilbar ist. Wie grof3 ist nach dieser Mitteilung fur Erika
die Wahrscheinlichkeit daftr, dass diese Zahl auch durch 10 teilbar ist?

Losung siehe Seite:[21]

Aufgabe WTh32:

In einem Grof3unternehmen soll vom Verwaltungsrat ein neuer Generaldirektor ge-
waéhlt werden. Es stehen vier Direktoren D1, D2, D3, D4 in Konkurrenz, die Wahrschein-
lichkeiten, dass sie gewahlt werden, seien

w(D1) =03, w(Dz)=02, (D3)=0.4, (D) =0.1

Die erste Aufgabe des neuen Generaldirektors konnte die Einfuhrung der Mitarbei-
teraktie sein (Ereignis M). Die Wahrscheinlichkeit der Einfiihrung der Mitarbeiteraktie
ist je nach Wahlergebnis verschieden:

w(M|D1) =0.35, (M|D2) =0.85, w(M|D3)=0.45 w(M|Ds)=0.15

Wie grof? ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass man im Unternehmen die Mitarbei-
teraktie einfiihrt?
Losung siehe Seite:



Aufgabe WTh33:

Mit einem ehrlichen Spielwirfel wird funfmal geworfen. Wie grof3 ist die Wahrschein-
lichkeit (a) dafur, dass im ersten Wurf mehr geworfen wird als in den vier anderen
Wirfen zusammen, (b) dafiir, dass in jedem Wurf mehr geworfen wird als im vorher-
gehenden?

Ldsung siehe Seite:[21]

Aufgabe WTh34:

\on drei Karten ist eine beiderseits schwarz, die andere beiderseits weiB, die dritte
hat eine schwarze und eine weil3e Seite. Eine Karte wird zuféllig gezogen und auf den
Tisch gelegt. Ihre obere Seite ist schwarz. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass die untere Seite weil? ist?

Ldsung siehe Seite:

Aufgabe WTh35:

Die Produktion eines bestimmten Werkstiicks wird in einer Fabrik von drei Maschi-
nen M1, M2 und M3 libernommen. Die Maschine My stellt gx% der Gesamtproduktion
her, alle gx > 0, g1 + g2 + g3 = 100. Von der Produktion der Maschine My ist ay%
Ausschuss. Aus der Gesamtproduktion werde zuféllig ein Werkstilick ausgewahlt, das
sich als fehlerhaft herausstellt. Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit pg, dass es von der
Maschine My stammt (k € {1,2,3})? Berechnen Sie fiir den Fall

01 = 107 2 = 707 g3 = 20

a1=1, 0a2=2, az=4

die numerischen Werte der Wahrscheinlichkeiten p1, p2, ps.
Ldsung siehe Seite:

Aufgabe WTh36:

Sie werfen einen roten und einen blauen Spielwiirfel (sechsseitiger Wirfel) und be-
kommen die Summe der beiden Wiirfelwurfergebnisse in Pfennigen ausbezahlt. Wie
grof3 sollte Ihr Einsatz sein, damit dies ein gerechtes Spiel ist (d.h. damit ihre Nettoge-
winnerwartung = 0 Pfennige ist)?

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh37:

Eine ZufallsgroRe X sei im Intervall [0,b] C R gleichverteilt (0 < b). Bestimmen Sie
ihren Erwartungswert und ihre Standardabweichung.
Ldsung siehe Seite:[24]

Aufgabe WTh38:
Auf Q = {1,2,...8} mit der Gleichverteilung betrachte man

1 fall 1 fall 4
X (00) alls w gerade und Y (o) = alls we {4,8}
0 sonst 0 sonst

10



Sind X und Y unabhdngig?
Losung siehe Seite: [25]

Aufgabe WTh39:
X sei eine stetige Zufallsvariable mit Dichtefunktion

i .
F(x) = {ba firx € [a,b]
0 sonst

Bestimmen Sie ihren Erwartungswert und ihre Standardabweichung.
Ldsung siehe Seite:

Aufgabe WTh40:

Welche normalverteilten Zufallsvariablen haben die Eigenschaft, dass ihr Wert mit
Wabhrscheinlichkeit 0.95 betragsméRig um weniger als 1 von ihrem Erwartungswert
abweicht?

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh41:

Wie oft muss man ’im Durchschnitt’ mit einem idealen Wirfel wirfeln, bis erstmals
die Sechs erscheint?

Berechnen Sie hierzu die Wahrscheinlichkeit p, dafiir, dass die Sechs beim n-ten Wurf
erstmals erscheint, und bestimmen Sie anschlieBend den Erwartungswert dieser zufal-
ligen Anzahl n. Welche Standardabweichung hat n?

Falls Ihnen diese Berechnungen zu kompliziert sind, geben Sie bitte eine intuitive Ant-
wort auf die am Anfang gestellte Frage und eine Begriindung in Worten.

L6sung siehe Seite:[27]

Aufgabe WTh42:

Die diskrete Zufallsvariable X sei geometrisch verteilt mit dem Parameter p € (0, 1],
d.h. ImX =N\ {0} und P(X =k) = p(1 — p)*~* fureink € N\ {0}. Zeigen Sie:

(@) px, definiert durch px (k) = P(X =Kk), ist eine diskrete Dichte, d.h. es gilt

(b) Berechnen Sie den Erwartungswert von X.

Ldsung siehe Seite:

Aufgabe WTh43:

In einer kleinen Grof3stadt gibt es im Mittel pro Jahr zwei Brénde. Wie groR ist die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass im néchsten Jahr mehr als vier Brande ausbrechen?
Losung siehe Seite:
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Aufgabe WTh44:

n Kugeln werden zufallig in n Urnen verteilt. Wie grol? ist die Wahrscheinlichkeit, dass
genau eine Urne leer bleibt? Zeigen Sie, dass diese Wahrscheinlichkeit im Falle n = 4
groRer, im Falle n =5 kleiner als % ist.

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh45:

Aus der Menge der natiirlichen Zahlen {1,2,3,...,n} werden nacheinander willkirlich
ohne Zuriicklegen zwei Zahlen gezogen. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit dafir,
dass die Differenz zwischen den beiden gezogenen Zahlen nicht kleiner als m ist (n >
m > 0)?

L6sung siehe Seite: 301

Aufgabe WTh46:

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Ereignis in einem Experiment eintritt, sei % Ist die
Wabhrscheinlichkeit, dass dieses Ereignis in 900 unabhéngigen Versuchen zwischen 405
und 495 Malen eintritt, groer als 0.88? Benutzen Sie fiir die Antwort

(a) die Tschebyscheff-Ungleichung.

(b) den Satz von Moivre-Laplace (Approximation der Binomialverteilung durch die
Normalverteilung).

Losung siehe Seite:

Aufgabe WTh47:

Die Zufallsvariable X sei normalverteilt mit dem Erwartungswert i und der Varianz
2
o°.
1. Berechnen Sie P(|X — | > 20) und geben Sie zum Vergleich eine Abschétzung
nach der Tschebyscheff-Ungleichung an.

2. Warum unterscheiden sich diese beiden Abschétzungen?
Ldsung siehe Seite:

Aufgabe WTh48:

Folgende Aufgabe ist als 3—Tiren—Problem (oder Ziegenproblem bekannt: In einer
Talkshow steht hinter einer von 3 verschlossenen Tiiren 1 als Hauptgewinn ein Auto,
wahrend hinter den beiden anderen je eine Ziege zu finden ist. Der Kandidat wéhlt
auf gut Gliick eine der 3 Tiren. Der Uber die Position des Autos informierte Talkma-
ster 6ffnet eine der beiden anderen Tiren2, hinter der eine Ziege steht. Jetzt darf der
Kandidat sich noch umentscheiden. Soll er das tun?

(Eine analoge Aufgabe ist das “Birgermeisterproblem”, sieche H. WINTER: Zur intui-
tiven Aufklarung probabilistischer Paradoxien. IMD 13/1(1992) p. 23-53).
L6sung siehe Seite:

Imit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir jede Tir

2\orausgesetzt wird, dass der Talkmaster fiir den Fall, dass er iiberhaupt eine Wahl hat, sich fiir eine der
beiden Tlren mit Wahrscheinlichkeit 1/2 entscheidet.
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Aufgabe WTh49:

Bei einem Spiel an einer Jahrmarktsbude wird eine nicht-gezinkte Miinze so lange
geworfen, bis zum ersten Mal ,,Zahl* erscheint. Ist dies beim k-ten Wurf der Fall, wird
der Betrag Wy, = 2~ 1[DM] ausgezahlt. Das Spiel endet nach héchstens 6 Wiirfen. Ist
6-mal ,,Kopf*“ eingetreten, wird nichts ausgezahlt. Der Einsatz pro Spiel betrdgt DM
4.—. Vergleichen Sie diesen Einsatz mit dem Erwartungswert E des Gewinns!

(Man vgl. dazu J. Pfanzagl: Elementare Wahrscheinlichkeitsrechnung, Berlin etc. 19912, Bsp. 6.7.41)
Losung siehe Seite:[34]

Aufgabe WTh50:

Zu einer Versammlung eines kleinen Vereins treffen die Teilnehmer nacheinander ein.
Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit, dass

(a) beim Eintreffen der dritten Person mindestens zwei der Anwesenden im betreffen-
den Jahr am gleichen Wochentag Geburtstag haben,

(b) beim Eintreffen der dritten Person mindestens zwei der Anwesenden im betreffen-
den Jahr am Sonntag Geburtstag haben?

Losungshinweis:

ad (a) Die n=7 Wochentage kdnnen als n Facher angesehen werden, in die sequentiell
rein zuféallig Kugeln verteilt werden.

bd (b) Teilerfolg ist die Besetzung des Fachs ,,Sonntag“. Bendtigt werden zwei oder
mehr Teilerfolge. Die Wochentage pro Jahr diirfen Sie als gleichverteilt anneh-
men.

(Vgl. N. Henze: Stochastische Extremwertprobleme oder Wie banal ist die Sensation? Mitt. Math. Ges.
Hamburg 17 (1998) 51-74.)
Losung siehe Seite:[34]
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Losungen

Losungskizze zu Aufgabe WTh16:

Wir kénnen annehmen, dass die Buchstaben unabhédngig (mit Wahrscheinlicheit %) in
den Packungen verteilt sind; als Ereignisraum ist daher

7
Q= ]‘lQi mit Q; ={S,0,R,E,I,N} (i=1,...,7)
=
und als Wahrscheinlichkeitsraum der Produktraum
. 1
(Q, |'| pi) der Laplace-Raume (Qj, pi) mit pi(wji) = 6 fur o € Q;

wahlbar.
Man erhalt

W= p({(Xl,...,X7) e Q | {Xl,...,X7}: {S,O,R,E,LN}})

= p(U{(xl,...,x7) €Q|{xy,...,x7} = {S,0,R,E,I,N} und X doppelt})
X

6~<;)~5!~(%)7

wobei 6  die Anzahl der Mdglichkeiten fur X
(;) die Anzahl der Auswahlen der Stellen mit gleichem Buchstaben
5! die Anzahl der Permutationen der Stellen der Ubrigen Buchstaben
(%)7 die Wahrscheinlichkeit eines bestimmten n—Tupels (X1, ...,X7)
ist.
Als Ergebnis erhalt man w = % (=~ 0,054). O

Losungskizze zu Aufgabe WTh21:

Zu (a): Es sei Q eine Menge, 4 ein o-Algebra tber Q und P: 2 — R eine Ab-
bildung. Das Tripel (Q, 4,P) heif’t (Kolmogorov’scher) Wahrscheinlichkeits-
raum, wenn gilt:

(i) P(A)>0furalle Ac 4.
(i) P(Q) =1.

8

(iii) P(G Aj) = S P(A;) fur alle Familien (Aj)ien paarweise disjunkter Er-
i=1 i=0
eignisse A; € 4.
Dabei ist 4 C P(Q) mit Q # 0 eine o-Algebra, falls gilt:

(i) Qe Aa.
(i) Ac4a=Q\Aec 4.

(iii) Ay, Az, € 4= JA €4
i=1

14



Zu (b): Essei D =AUB. Dann gilt:

P(AUBUC) = P(DUC)
—P((D\C)U(C\D)U(CND))
=P(D\C)+P(C\D)+P(CND)

H*

(D) (DmC)+P(C)fP(DmC)+P(CmD)
P(C)+P(D)—P(CND)

P(C)+P(AUB) P(CNn(AUB))

)

*k

P(C)+P(A)+P(B)—-P(ANB)—P(CN(AUB))

=P(C)+P(A)+P(B)—P(ANB)—P((CNA)U(CNB))
=P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—-
((A C)\(ANBNC)UBNC)\ (ANBNC)U(ANBNC))
P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB) —P((ANC)\ (ANBNC))—
(( C)\(AnBNC))—P(ANBNC)
=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB) —P(ANC)+
P(ANBNC)—-P(BNC)+P(ANBNC)—-P(ANBNC)
=P(A)+P(B)+P(C) —P(ANB) —P(ANC) —P(BNC)+
P(ANBNC).

(%) gilt wegen P(D\C) =P(D\ (CND)) = P(D) — P(CND). Man beachte,
dassD=D\CUCND.

(xx) giltanalog zur bisherigen Rechnung: P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB).
(]

Losungskizze zu Aufgabe WTh22:

Das Experiment entspricht dem Urnenmodell, bei dem sich in der Urne gleichviele wei-
Re und schwarze Kugeln befinden und n = 10 Kugeln mit Zuriicklegen gezogen wer-
den. Das Ziehen einer weillen Kugel entspricht einem Treffer des Schiitzen, das Ziehen
einer schwarzen einem Fehlschuss. Notiert man die Ergebnisse der Ziehung in einem
10-Tupel (wq,wy,...,00) Mit w; € {WeiB, Schwarz}, dann sei A das Ereignis, dass
das Tupel mindestens drei Eintrage "WeiR3’ enthélt. Wir berechnen die Wahrscheinlich-
keit P(A) des Komplementarereignisses A, dass der Schiitze hochstens zweimal trifft.

Die Wahrscheinlichkeit py, dass der Schiitze genau k-mal trifft (0 < k < 10), betragt

_ (" k  An—k
pk<k)p q

wobei p = % die Wahrscheinlichkeit fur das Ziehen einer weif3en Kugel und g = % die
Wahrscheinlichkeit fir das Ziehen einer schwarzen Kugel ist. Es gilt

P(A) = po+ p1+ P2,

15



und damit

Q)+ +(®) 1410445 7

P(A) = - -
(A) 210 1024 128

~ 5.46875%

Damit betrégt die Wahrscheinlichkeit P(A) des Ereignisses A

121
P(A)=1-P(A)= 8 ~ 94.53125% .

Losungskizze zu Aufgabe WTh23:

Die Losung zu dieser Aufgabe ist leider falsch, da hier zu Unrecht stochastische Unab-
hangigkeit angenommen wird.

Zu (a):

Zu (b):

Zu (c):

Jede Person P € M\ {P;} wahlt unabhéngig von den anderen zuerst eine Per-
son Q € M\ {P} und dann unabh&ngig von ihrer ersten Wahl eine Person
R € M\ {P,Q} aus. Gesucht ist zun&chst die Wahrscheinlichkeit P(A) des Er-
eignisses A, dass flr eine feste Person P unter den beiden Wahlen die Person
P7 nicht gewahlt wird, d.h. es soll Q # P7 und R # P7 sein. Es gilt

_M\{PP}| M\{PP.Q}| 8
PA= TRy M) 9

Da jede der 9 Personen P € M\ {P;} unabhéngig von den anderen wéhlt, be-
tragt die Wahrscheinlichkeit dafur, dass P7 einsam bleibt

r_r
8 9

7 9
<§> =0,10415971314...

Fur jede der 10 Personen ist die Wahrscheinlichkeit des Einsambleibens gleich,
namlich (g)g. Die erwartete Anzahl der Einsamen betragt also

7 9
10 <§) =1,0415971314...

Die Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Person nicht einsam bleibt, be-
tragt 1 — (%)9. Daher betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass niemand einsam

bleib
Nt
(1— (—) ) = 0,332893942...
9 O

Losungskizze zu Aufgabe WTh24:

Zu (a):

Es gibt 103 Nummern, wenn man alle 10 Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 zulésst,
aber nur 93 Nummern, wenn man nur die Ziffern 0,1,2,3,4,5,6,8,9 (ohne die
7) zuldsst. Also ist
93
p1= 18 = 0.729
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Zu (b): Es gibt (*%°) Méglichkeiten, zwei Kugeln zu ziehen, davon (923) Maglichkei-
ten ohne die Ziffer 7. Also gilt

729
(3) _ 729-728 — 0,531243243243. ..

P2~ (1000 ~ 99-1000 0

Losungskizze zu Aufgabe WTh25:

Zu (a): R sei der Raum aller 4-Tupel mit Eintrdgen aus der Menge {1,2,3,4,5,6}, d.h.
R = {(X1,%2,X3,Xa)[X1,X2,X3, X4 € {1,2,3,4,5,6}}.

Da jeder Eintrag eines solchen 4-Tupels genau sechs Werte annehmen kann,
gibt es 6% verschiedene Elemente in R, woraus |R| = 1296 folgt.

Zu (b): Bezeichne (M) die Menge aller Teilmengen einer endlichen Menge M, also
die Potenzmenge von M. Bekanntlicher weise gilt |?(M)| = 2/

Im vorliegenden Fall erhalten wir also |S| = 212%,

Zu (c): Die folgende Tabelle zeigt alle 4-Tupel (x1,X2,X3,X4) € R, die A erfillen.

xe |11 (121|111 (1(1)|2|2|2|2]| 3

X2|212(2]2}2]2(3|3|3[4(3|3|3|4|14

x3{3[3[3|4(4[|5|4|4|5|5|4|/4|5|5]|5

Xg|4|5|6|5/6|6|5|6|6|6| 5|6|6|6]|°©6
Daraus folgt [A| = 15 und P(A) = 3.

Zu (d): Gesucht ist die Anzahl der 4-Tupel, bei denen die Summe ihrer Komponenten
mindestens 21 betragt. Wir unterscheiden verschiedene Félle nach der Anzahl
der im 4-Tupel enthaltenen Sechsen.

Es gibt nur ein 4-Tupel, das vier Sechsen enthélt.

Sind drei Sechsen im 4-Tupel enthalten, so muss die noch offene Komponente
des Tupels mindestens mindestens 3 aber hdchstens 5 sein. Die drei Sechsen
kdnnen auf (‘3‘) =4 Arten angeordnet sein, so dass es in diesem Fall 3-4 =12
gultige Wiirfe gibt.

Sind zwei Sechsen im 4-Tupel enthalten, so muissen die beiden noch offenen
Komponenten in der Summe mindestens 9 ergeben und diirfen selbst keine
Sechs enthalten. Dies ist nur mit den Kombinationen *Funf-Funf’, *Finf-Vier’
oder *Vier-Funf” moglich. Die beiden Sechsen kdnnen auf (‘2‘) = 6 Arten an-
geordnet werden, so dass es in diesem Fall 6 - 3 = 18 gltige Wurfe gibt.

Ist nur eine Sechs im 4-Tupel enthalten, so muss die Summe der noch offenen
Komponenten mindestens 15 ergeben, wobei keine weitere Sechs enthalten
sein darf. Dies ist nur flr die Kombination *Funf-Funf-Funf’ erfullt. Die Sechs
kann an allen vier Komponenten des 4-Tupels stehen, so dass es in diesem Fall
4 gultige Wirfe gibt.

Ist keine Sechs im 4-Tupel enthalten, ergibt die maximal mégliche Augensum-
me 20, so dass es in diesem Fall keinen gultigen Wurf gibt.

Daraus folgt [B| = 1412418+ 4 = 35. O
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Losungskizze zu Aufgabe WTh26:

Der Ereignisraum Q enthalte die Ereignisse, dass vor der ersten weiflen Kugel keine,
eine, zwei, ..., s schwarze Kugeln gezogen werden. Wir setzen Q :={0,1,2,...,s}. Es
handelt sich also um eine endliche Ereignismenge, weshalb man mit dem Modell des
endlichen Wahrscheinlichkeitsraums arbeiten kann. Insbesondere lassen sich die Wahr-
scheinlichkeiten der einzelnen Elementarereignisse mittels kombinatorischer Uberle-
gungen bestimmen.

Im endlichen Wahrscheinlichkeitsraum gilt fir die paarweise disjunkten Elementarer-

eignisse
k} | = .
P (ka{ }> kZO P

S S
Wegen P(Q) =1und U {k} =Qistdann § px=1.
k=0 k=0

Berechnen wir nun die einzelnen py. Im endlichen Wahrscheinlichkeitsraum kann die
Wahrscheinlichkeit der Elementarereignisse kombinatorisch bestimmt werden. Bei die-
sem Zufallsversuch handelt es sich um ein Ziehen ohne Zuruicklegen, wobei es nur zwei
Ausgénge gibt: Weil? oder Schwarz. Wird eine schwarze Kugel gezogen, folgt eine wei-
tere Stufe des Versuchs mit einer schwarzen Kugel weniger im Topf. Jede Ziehung ist
stochastisch abhéngig von den vorhergehenden Ziehungen.

Die Wahrscheinlichkeit unter w4 s Kugeln beim ersten Ziehen eine der w wei3en Ku-
geln zu bekommen, betrégt po = W%S Entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit unter
w + s Kugeln beim ersten Ziehen eine der s schwarzen Kugeln zu bekommen, gerade
W%S. Nun gibt es zwei Mdglichkeiten: Man erhdlt im zweiten Durchgang eine der w
weiRen Kugeln (damit wéare p; = WLH . ﬁ) oder eine der nunmehr s — 1 schwar-
zen Kugeln. Das Verfahren kann fortgesetzt werden, bis maximal s schwarze Kugeln
gezogen wurden. Man erhélt also fiir k <s:

s s—1 s—2 s—k+1 w ) w

WS Whs—1 wis—2  whs—k+1 wis—k (V) wts—kj

Pk

Losungskizze zu Aufgabe WTh27:

Als Modell bietet sich ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum an. Wir wahlen den Er-
eignisraum als Q := {M, M}, wobei M das Ereignis bezeichne, mit einmaligem Zie-
hen ein Mathebuch zu greifen, M entsprechend das Ereignis mit einmaligem Ziehen
einen Roman zu bekommen. Die Wahl dieses Ergebnisraums beruht bereits auf einer
Abstraktion, da uns interessiert, ob ein Mathebuch gezogen wird oder nicht (Bernoulli-
Experiment). Aus den Axiomen des Wahrscheinlichkeitsraums ergibt sich P(M) = %
und P(M) = 3.

Das Ziehen dreier Biicher l4Rt sich als dreimalige Wiederholung des Experiments
ohne Zuriicklegen auffassen, was sich auf die Erfolgswahrscheinlichkeit im zweiten
und dritten Versuch auswirkt. Man betrachtet zwar insgesamt nun den Produktraum
Q x Q x Q und erhélt wegen der stochastischen Abhangigkeit der einzelnen Ziehungen
die Wahrscheinlichkeit fur eines der moglichen 3-Tupel durch Multiplikation der ein-
zelnen Wahrscheinlichkeiten. Dennoch ist die Zufallsvariable X, die beschreibt, wie-
viele Mathebucher man beim dreimaligen Ziehen erhélt, wegen des Nichtzuriicklegens
nicht binomialverteilt.
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Wir missen also die einzelnen relevanten Ereignisse gesondert berechnen und dann
deren Wahrscheinlichkeiten addieren. Einfacher ist es jedoch, das Gegenereignis zu
betrachten. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit betragt

30 29 28

~ 0.589.

1-P(MMM)=1-77-22 -2 -

L6sungskizze zu Aufgabe WTh28:

Man kann die Befragung als zweistufiges Experiment auffassen. Auf der ersten Stu-
fe zieht die befragte Person eine der zehn Karten. Die beiden moglichen Ausgénge
sind D =Ziehen einer Karte mit "Haben Sie schon einmal Ladendiebstahl begangen?’
und K =Ziehen einer Karte mit "Haben Sie noch nie einen Diebstahl begangen?” mit
P(D) = 15 und P(K) = .

Auf der zweiten Stufe antwortet die Testperson, wobei die beiden mdglichen Ergebnis-
se J ="Ja’ und N =’Nein’ seien. Nach Voraussetzung gilt fiir die Wahrscheinlichkeit
der Antwort J ="Ja’ insgesamt P(J) = %.

Bezeichnet p die Wahrscheinlichkeit, dass eine Person schon einmal einen Laden-
diebstahl begangen hat, so erhalt man folgendes Modell (unter Verwendung beding-
ter Wahrscheinlichkeiten oder durch Anwendung der *Pfadregeln’ im entsprechenden
Baumdiagramm):

Elementarereignisse :

(D,J),(D,N),(K,J),(K,N)

mit den Wahrscheinlichkeiten 15 p, 15 (1 — p), (1 — p) bzw. $p.
Damit ergibt sich:

55

55 6, . _ 40p+60-60p _60—20p
100 - -

E( —P) 100 100 °

PIJ)=P(D,J)+P(K,J) = %p—&—

woraus p = 2 folgt.
Geht man bei der Gruppe der 1000 Personen von einem représentativen Querschnitt
aus, so ergibt sich also fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit 0, 25. |

Losungskizze zu Aufgabe WTh29:

Das Experiment gliedert sich in zwei Stufen. Bei der ersten Stufe wird zufallig ein Wo-
chentag bestimmt. Es bietet sich an, hierfir das Modell eines endlichen Wahrschein-
lichkeitsraums zu wahlen, bei dem jeder Wochentag mit gleicher Wahrscheinlichkeit
ausgewahlt wird (Laplace’scher Raum). Da es jedoch nur interessant ist, ob gerade
Sonntag ist oder nicht, sei also

Q1 := {Sonntag, Nicht-Sonntag}.

Hierbei gilt P(Sonntag) = 3 und P(Nicht-Sonntag) = %.
Die zweite Stufe des Experiments entspricht bei Einschalten des Radios dem Ereignis,
dass Orgelmusik ertont oder nicht. Auch diese Stufe kann als Bernoulli-Experiment
aufgefasst werden, dessen Erfolgswahrscheinlichkeit je nach Wochentag 20% (Sonn-
tags) bzw. 5% (wochentags) betréagt. Ein Erfolg bedeutet das Erténen von Orgelmusik.
Sei also

Qy := {Orgelmusik, Nicht-Orgelmusik}.
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Die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse von Q5 hdngen vom Ausgang der ersten Stufe
ab. Damit gilt

P(Orgelmusik|Sonntag) = %,

- 1
P(Orgelmusik|Nicht-Sonntag) = 20"

Der gesamte Versuch I&sst sich in einem Baumdiagramm darstellen.

Dabei sieht man, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass tiberhaupt Orgelmusik ertont,

4+ 3 =1 betragt

35770 ~ 14 : . o o

Nach der Regel von der bedingten Wahrscheinlichkeit gilt dann:
P(Sonntag N Orgelmusik)

1
P(Sonntag | Orgelmusik) = p(Orgelmusik) = % —— .
14

L6sungskizze zu Aufgabe WTh30:

Fur einen Munzwurf ist das Ergebnis entweder *Kopf’ K oder *Zahl’ Z. Die Wahr-
scheinlichkeit des Ereignisses F *Wahl der fehlerhaften Miinze” ist P(F) = 105, die
Wahrscheinlichkeit des Ereignisses G *Wahl einer guten Miinze’ ist P(G) = 1 — 107,
Zyo sei das Ereignis, dass zwanzigmal nacheinander die *Zahl’ geworfen wird. Die
gesuchte Wahrscheinlichkeit ist nun P(G|Z2o).

Nach dem Satz von der vollstdndigen Wahrscheinlichkeit gilt

P(Z20) = P(Z20|G)P(G) + P(Z20|F)P(F).

Weiterhin gilt P(Zx|G) = (%)20, da es sich um ein zwanzigmal durchgefiihrtes Laplace-
Experiment mit zwei mdglichen Ereignissen handelt, sowie P(Zyo|F) = 1, da bei ei-
ner Minze mit beidseitigem Aufdruck 'Zahl’ garantiert bei jedem Versuch die Zahl
erscheint. SchlieBlich folgt aus dem Multiplikationssatz und der Kommutativitat des
Durchschnitts zweier Ereignisse
P(G|Z20)P(Z20) = P(GNZy)
= P(Zzo NG)
= P(Z20|G)P(G)

Man findet nun

P(G NZ0)
P(Zzo)
_ P(Z20|G)P(G)
P(Z20|G)P(G) 4 P(Z20|F )P(F)
($)*-(1-1079)
($)* (1-10-)+1.10-
(1-107%)
(1-10-6) + (1%)’60
0.999999

~ 0.999999 | 1.048576
— 0.48814370965. ..

P(G|Z) =
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Lésungskizze zu Aufgabe WTh31:

Sei A das Ereignis, dass die gezogene Zahl durch 4 teilbar ist, B das Ereignis, dass die
gezogene Zahl durch 10 teilbar ist. Die Anzahl der durch 4 teilbaren Zahlen in der Urne
betragt 250, die Anzahl der durch 10 teilbaren Zahlen dagegen nur 100. Somit folgt
P(A) = % und P(B) = ;5. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit P(B|A) fiir das Ereignis
B unter der Voraussetzung, dass A schon eingetreten ist. Es gilt

P(BNA)

PBIA) = —5 )

P(BNA) betrégt -, da nur jede zweite durch 10 teilbare Zahl auch durch 4 teilbar ist.
Damit folgt

4
P(BIA) = 2 = 50 =20% O

Losungskizze zu Aufgabe WTh32:

D1+ D2+ D3+ D4 = Q st eine vollstdndige Ereignisdisjunktion mit P(Dj) > O fiir alle
4

i€{1,2,3,4} und 3 P(Di)=1. Nach dem Satz (iber die vollstandige Wahrscheinlich-
i=1

keit gilt

P(M) = P(M|D1)P(D1) + P(M[D2)P(D2) +P(M|D3)P(Ds) + P(M|D4)P(Da)
=0.35-0.3+0.85-0.2+0.45-0.4+0.15-0.1
=0.105+0.17 +0.18 +0.015
= 0.47 = 47%

Losungskizze zu Aufgabe WTh33:

Zu (a): Sei N das Ereignis, dass der erste Wurf groRer ist als die Augensumme der
letzten vier Wirfe. N kann nur eintreten, wenn in den letzten vier Wirfen eine
Augensumme von 4 oder 5 geworfen wurde, da die Augensumme der letzten
vier Wirfe nicht weniger als 4 betragen kann. Die Augensumme 4 entspricht
der Ereigniskette B4, dass in den letzen vier Wirfen jeweils eine 1 gefallen
ist. Die Augensumme 5 entspricht der Ereigniskette Bs, dass in den letzten
vier Wiirfen genau eine 2 und drei mal die 1 gefallen sind. Dies kann auf vier
Arten geschehen, je nachdem in welchem Wurf die 2 féllt. Wir bezeichnen mit
As¢ das Ereignis, dass der erste Wurf eine 5 oder 6 liefert, mit Ag das Ereignis,
dass der erste Wurf eine 6 liefert.

Wir berechnen nun P(As/6 N Ba) und P(Ag N Bs). Es gilt dann
P(M) = P(As/sMB4) + P(As N Bs).
Nach dem Multiplikationssatz fur bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt
P(ANB) =P(A|B)-P(B)
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Zu (b):

Damit erhalten wir (wegen der Unabhéngigkeit des ersten Wurfes von den wei-
teren Wirfen)

P (Asj61Be) — P(As elBeP(Ba) — & (1) = L
5/67154) = T15/6[B4) B4/ =376 ) ~ 3888
sowie
P(ABs) = P(Aq|Bs)P(Bs) = = -4 - 2
611Bs) = FIRe[BS)TIBS) =6 %\68) ~ 3888
Es folgt
P(N) = P(As/6MNB4) 4+ P(AsNBs) = 3 0.07T%

3888

Sei M das Ereignis, dass jeder der letzten vier Wirfe groRer als der jeweils
vorhergehende ist. M kann nur eintreten, wenn der erste Wurf eine 1 oder 2
liefert. Wir bezeichnen mit einem Quadrupel (b1, b2,bs,bs) die Ergebnisse der
letzten vier Wiirfe, wobei b; € {1,2,...,6} und i € {1,2,3,4}. Wenn der erste
Waurf eine 1 ergibt, so besteht die giiltige Ergebnismenge fur die letzen vier
Wiirfe aus

Bl = {(2737475)7 (2’3’476)7 (2737576)7(2747576)7(37475’6)}'

Wenn der erste Wurf eine 2 ergibt, so besteht die giltige Ergebnismenge fir die
letzen vier Wiirfe aus B, = {(3,4,5,6)}. Jedes Elementarereignis w € B; UB>

ereignet sich mit Wahrscheinlichkeit P(w) = (%)4. Wir bezeichnen mit A; das
Ereignis, dass im ersten Wurf eine 1 fallt, mit A, das Ereignis, dass im ersten
Waurf eine 2 gewdrfelt wird.

Wir berechnen nun P(B1NA;1) und P(B2NAy). Es gilt dann
P(M)=P(B1NA1)+P(B2nA2).
Nach dem Multiplikationssatz fur bedingte Wahrscheinlichkeiten gilt
P(ANB) =P(A|B)-P(B)

Damit erhalten wir (wieder wegen der Unabhéngigkeit des ersten Wurfes von
den weiteren Wirfen)

4
P(B1N A1) = P(B1A1)P(A1) =5 <1) . % __5

sowie \
P(B2MA2) = P(Ba|A2)P(As) = (1) .

Es folgt

6
P(M)=P(B1NA P(BoNAy) = —— =~ 0.077% .
(M) =P(B1NA1) +P(B2nA2) =76 0.077% -
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Losungskizze zu Aufgabe WTh34:

Sei W das Ereignis, dass die Unterseite einer gewahlten und auf den Tisch gelegten
Karte weiB ist, S das Ereignis, dass die Oberseite einer gewahlten und auf den Tisch
gelegten Karte schwarz ist. Wir numerieren die drei Karten folgendermassen durch:
Die vollstandig schwarze Karte erhalte die Nummer 1, die vollstdndig weiRe Karte die
Nummer 2 und die schwarz-weiflle Karte die Nummer 3. Wir bezeichnen mit B; das
Ereignis, dass Karte i zufallig ausgewahlt wird (i € {1,2,3}). Es gilt Q = B1UB2UBs3,
d.h. B1,B2,Bs3 ist eine vollstdndige Ereignisdisjunktion. Gesucht ist nun die Wahr-
scheinlichkeit P(B3|S). Nach dem Satz von Bayes gilt

P(Bx) - P(S|Bxk)
>2.1P(Bi)-P(S|Bi)

P(Bk|S) = ,(ke{1,2,3}).
Mit P(B;) = £ firallei€ {1,2,3}, P(S|B1) = 1, P(S|B2) =0 und P(S|B3) = 4, erhalten
wir daher 11
P(B3)-P(SBs) _ 33 _
ELICHRICEINE R R M -

P(Bs|S) =

Losungskizze zu Aufgabe WTh35:

Sei A das Ereignis, dass ein zufallig aus der Gesamtproduktion ausgewahltes Werk-
stlick von der Maschine My hergestellt wurde. F sei das Ereignis, das Werkstiick ist
fehlerhaft. Dann gilt

P(A1) =01, P(A2)=02, P(A3)=0qs
P(F|A1) =01, P(F|A2) =0y, P(F|A3) =03
Nach dem Satz von Bayes gilt

P(F|A)P(AK)
(FIA1)P(A1) +P(F[A2)P(A2) + P(F|A3)P(As3)

Pk = P(AKF) = 5

_ OOk
0101+ 0202 + 0303
Fur die angegebenen Werte folgt
0.01-0.1 0.001
_ - — 4.34783%
P1=501-:011002.07+004-02 0023 0
0.02.07 0.014
_ - — 60.86957%
P2= 501-:011002.07+004-02 0023 0
0.04-0.2 0008

= 34.78261%

P3=001-011002.07+004-02 0023

Losungskizze zu Aufgabe WTh36:

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit den Verteilungen (x;,P(X = 1)) und
(yi, P(Y =1i)) mitxi,yi € {1,2,3,4,5,6}, wobei X dem Wirfelergebnis des roten Wir-
felsundY dem Wirfelergebnis des blauen Spielwiirfels den jeweiligen Gewinn in Pfen-
nig zuweist.
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Wir erhalten also fir i € {1,2,3,4,5,6} die Werte von X bzw. Y in Pfennig durch
folgende Zuordnungen:

X .

Xi — Ia

Y .

Yi— L.
Gesucht ist nun der Erwartungswert der diskreten Zufallsvariable X +Y. Es gilt der
Satz:
Sind X und Y zwei diskrete Zufallsvariablen mit den Erwartungswerten E(X) und
E(Y),s0gilt E(X+Y)=E(X)+E(Y).
Jedes Ergebnis eines Wurfs mit einem einzelnen Wrfel besitzt dieselbe Auftrittswahr-

scheinlichkeit %. Nach Definition des Erwartungswerts E (Z) einer diskreten Zufallsva-
riablen Z mit Verteilung (z;,P(Z = z;)) gilt

E(Z)= ZZiP(Z =17j).
|
Daraus folgt

21
E(X)=E(Y)=5(1+2+3+445+6) == =35 ,

(o201

und damit
EXX+Y)=E(X)+E(Y)=T7.

Der Einsatz pro Wurf misste also 7 Pfennig betragen, um die Nettogewinnerwartung
auf lange Sicht bei 0 Pfennig zu halten. O

L6sungskizze zu Aufgabe WTh37:

Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist

f(x){% firo<x<b

0 sonst
Also ist b 1 b
E(X)= —dx =<
(X) /0 X bdx >
sowie
var(X) = E(X2) — (E(X))?
b b\ 2
2 — — —
= /0 X =dx ( 2)
b2
12
X hat also den Erwartungswert g und die Standardabweichung \/% O
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Losungskizze zu Aufgabe WTh38:

Zwei diskrete Zufallsvariablen XY heiRen stochastisch unabhéngig, falls fiir alle Wer-
tepaare (X, yj) die Gleichung

P(X =xi,Y :yj) =P(X =x)-P(Y :yj)

gilt.
Die gegebenen Zufallsvariablen X undY kénnen jeweils zwei Werte annehmen, so dass
wir folgende vier Ereignisse betrachten miissen:

AO:{1737577}7 A1:{2747678}7 BO:{17273757677}7 81:{478}
Daraus folgt

AoBo=1{1,3,5,7}n{1,2,3,5,6,7}
={1,3,5,7},
AoB1={1,3,5,7} n{4,8}
=0,
A1Bo={2,4,6,8} N {1,2,3,5,6,7}

= {2,6},
AlBl = {2547 658} N {478}

= {4,8}.

Da wegen der Gleichverteilung P(w) = % fur alle w € Q gilt, folgt
1 13
P(AoBo) = 5 # 5 - 4 = P(Ao) - P(Bo)-

Daher sind X und Y nicht unabhéngig voneinander. O

Losungskizze zu Aufgabe WTh39:

Der Erwartungswert E (X) fiir eine stetig verteilte Zufallsvariable X mit einer Dichte-
funktion f(x) ist definiert als

Es folgt



(b—a)(b+a)
T—a)
_a+b
=

(Nutzt man die Symmetrie der Dichtefunktion f zur Achse x = %b so sieht man sofort,
dass E(X) = &2 sein muss.)

Man beachte, dass a # b zwingend ist, da sonst f(x) = 0 fur alle x € R wdre. In
diesem Fall wére f keine Dichtefunktion mehr, da eine Dichtefunktion f jedenfalls

J f(x)dx =1 erfullen muss.

Die Varianz von X ist definiert als Var(X) = E(X2) — (E(X))?. Es gilt

Damit folgt

Var(X) = E(X?) - (E(X))?
~b*-a® (b+a)?
~ 3(b-a) 4
(b—a)?
12

Dies ergibt eine Standardabweichung o = /Var(X) = 222, O

dl

L6sungskizze zu Aufgabe WTh40:

Eine normalverteilte Zufallsvariable X besitzt eine Dichte der Gestalt

Eine derartige Zufallsvariable wird auch als N(i; 0?)-verteilt bezeichnet. Dabei ist p
gerade der Erwartungswert und o2 die Varianz von X.

Wenn X eine N(y;0?)-verteilte Zufallsvariable ist, so ist ihre Standardisierte X* =
X eine N(0;1)-verteilte Zufallsvariable. Fir die Verteilungsfunktion einer N (j; 62)-

o
verteilten Zufallsvariable X gilt daher

F(x):P(xgx)zP(ﬂg%u)ZP(X*SX%‘“)qu(ﬂ),

(0} )

wobei @® die Verteilungsfunktion einer N (0;1)-verteilten Zufallsvariablen ist.
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Es folgt firk >0

P(IX —p| < ko) =P(u—ko < X < pu+ko)
=F(u+ko) —F(u—ko)

:¢(gi@;£)_¢(g19;£)
o o

= (k) — D(—K)
=2P(k) — 1.
Gesucht ist nun nach der Varianz o2, fiir die die Normalverteilung N(p;0?) die Ei-

genschaft P(|X —p| < 1) = 0.95 erfillt. Mit der gerade durchgefiihrten Betrachtung
bekommen wir

P(|X—u|gko:l):P(|X—p|§c—ljc) :2@(%) —1=0.95

Nachschauen in einer Wertetafel ergibt

20 (1) —-1=09 <=0 (1) =0.975
(0} o

— 1 =1.96
o

— g=2
497

Damit betragt die Varianz 02 = (5;)4. Das Ergebnis lautet also:

Alle N(y; (%)4)-verteilten Zufallsvariablen weichen mit Wahrscheinlichkeit 0.95 we-
niger als 1 von ihrem Erwartungswert 1 ab. O

Losungskizze zu Aufgabe WTh41:

Sei A das Ereignis, dass bei einem Wurf eine Sechs erscheint. Es handelt sich um
ein Bernoulli-Experiment, da die mdglichen Wirfelergebnisse w; € {1,2,3,4,5,6} alle
dieselbe Wahrscheinlichkeit p = % besitzen und vollstandig unabhéngig sind. Nach
dem Satz uiber die geometrische Verteilung ist die Wahrscheinlichkeit p, = P,(A) daflr,
dass das Ereignis A zum ersten mal beim n-ten Versuch auftritt, gegeben durch

pn=p-(1-p" L

Sei X eine diskrete Zufallsvariable, die die bis zum erstmaligen Eintreten des Ereig-
nisses A notwendigen Versuche beschreibt. X besitzt die Verteilung (n;p- (1 — p)"?)
fur n € IN und heil3t geometrisch verteilt mit Parameter p. Fur geometrisch verteilte
Zufallsvariablen X mit Parameter p gilt




Es gilt also
E(X)=6, o(X)==+5.4772256...

Man muss daher “im Durchschnitt” sechsmal wiirfeln, bis die erste Sechs erscheint. [

Losungskizze zu Aufgabe WTh42:

Zu (a): Esgilt

Formel fur geometrische Reihe

0
]

8

I
0l
iR
=~
o
—
[EN
\
o
N
T
-
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Losungskizze zu Aufgabe WTh43:

Sei A das Ereignis, dass ein Brand auftritt, A; das Ereignis, dass ein Brand am i-ten
Tag auftritt (i € {1,2,...,365}). Die Wahrscheinlichkeiten P(A;) sind jeweils 3—25, da
pro Jahr durchschnittlich 2 Brénde auftreten, und die Ereignisse A; sind vollstandig
unabhdngig. Es handelt sich hier daher um ein Bernoulli-Experiment.

Sei X eine binomialverteilte Zufallsvariable, die die Anzahl k der Brande pro Jahr be-

schreibt. Es gilt
2

PX=k)=b |k —
(X =K)=b ( 365, 365)
Nach dem Satz Uber die Poisson-Verteilung lassen sich binomialverteilte Zufallsvaria-

blen fir groRe n und kleine p durch die Poisson-Verteilung approximieren. Daher gilt
fuirhA=np=2undkeN

Sei B das Ereignis, dass mindestens finf Brande auftreten. Gesucht ist nun

P(B) =1— P(B)
4

= 1fk;b(k,n, p)

42k

~1-F —.e?
kZO k!

4 2

=1-e2(142+24-+=

e “(1+2+ +3+§
=1-7e2

= 0.052653
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Losungskizze zu Aufgabe WTh44:

Wir numerieren die Urnen mit 1,2, ... n. Dann seien A; die Ereignisse, dass eine Kugel
in die Urne i gelegt wird (i € {1,2,...,n}). Wir betrachten das Ergebnis A, k,.... k, Dei
dem nach der Aufteilung aller n Kugeln in die Urnen in Urne 1 genau ki, in Urne 2
genau ko, ..., in Urne n genau k, Kugeln liegen, wobei k; € {0,1,...,n}.

Wir interessieren uns nun fir die Gesamtheit W aller Ereignisse, bei denen genau eine
Urne leer bleibt, was nach sich zieht, dass genau eine andere Urne zwei Kugeln enthalt.
Das heift also, dass wir alle Ergebnisse Ay, k... k, betrachten, bei denen ki = 0,kj =2
firi= jund ke =1 furr##iundr # j. Wir betrachten 0.B.d.A. den Fall Ag211.. 1.
Es handelt sich um ein Bernoulli-Experiment vom Umfang n mit n paarweise unverein-
baren Ereignissen Aj, von denen bei jedem Versuch genau eines mit konstanter Wahr-
scheinlichkeit P(A;) = p; eintreten muss. Dann gilt nach dem Satz (iber die Polynomi-
alverteilung fiir die Wahrscheinlichkeit eines Gesamtergebnisses

. n! k1 ko Kn
Pk kz,...kn = Kelka! . Kol P1Ps ... Pn

Wenn wir zwei Urnen aus den n Urnen auswéhlen, in denen am Ende keine bzw. zwei
Kugeln liegen sollen, so gibt es zwei Mdoglichkeiten, bei denen eine Urne leer bleibt.
Die Anzahl der Elementarereignisse in W betragt daher 2(5). Wir erhalten fiir die ge-
suchte Wahrscheinlichkeit

n n\ n1
PW)= 2(2) Po211.1= 2(2) T

Im Fall n = 4 folgt daher

4\ 411 1152
21 44 2048

P(W):Z(2 c— — = —— =0.5625
Im Fall n =5 folgt

=0.384

5\ 5! 1 28800
21 55~ 75000 0

P(W):Z(Z

Losungskizze zu Aufgabe WTh45;

Sei X eine Zufallsvariable, die einem Paar willklrlich gezogener natlrlicher Zahlen
(u,v) mitu,v e {1,2,...,n} deren Differenz im Absolutbetrag zuweist. Folgende Zu-
ordnung gilt fur alle Zahlenpaare (u,v):

(u,v) Xm= |u—v]|.
Die Verteilungsfunktion von X ist
F(m)=P(X<m)= % P(X=m),
wobei m,m; € {1,2,...,n—1}.
Gesucht ist nun der Wert von 1 — F(m), der die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis

beschreibt, dass die Differenz zwischen den beiden gezogenen Zahlen mindestens so
grof} wie m ist.
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Jedes einzelne Zahlenpaar tritt mit derselben Wahrscheinlichkeit r](n—{l) auf. Wir unter-
suchen nun, welchen Zahlepaaren (u,v) durch X die Differenz m zugewiesen wird.
Fir m = 1 sind dies die Paare (1,2),(2,3),(3,4),...(n—1,n). Davon gibtes n—1
Stiick. Da jedes derartige Paar (u,v) auch als (v,u) gezogen werden kann und beide
Ereignisse unterschieden werden missen, gibt es demnach 2(n — 1) Ereignisse, denen
durch X der Wert m = 1 zugewiesen wird.

Den Paaren (1,3),(2,4),(3,5),...,(n—2,n) und ihren Spiegelbildern wird durch X
der Wert m = 2 zugewiesen. Hiervon gibt es 2(n — 2) Stick.

Den Paaren (1,4),(2,5),(3,6),...,(n—3,n) und ihren Spiegelbildern wird durch X
der Wert m = 3 zugewiesen. Hiervon gibt es 2(n — 3) Stiick.

Allgemein gilt, dass es 2(n — i) Zahlenpaare gibt, denen durch X der Wert m =i zuge-
wiesen wird (i € {1,2,3,...,n—1}).

Damit erhalten wir folgende Verteilungsfunktion fur X:

n
Der mit (*) gekennzeichnete Schritt verwendet die Identitat der Ausdriicke Y i und
i=1
n(n+1)

2
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Differenz zweier willkurlich gezoge-
ner Zahlen u,v € {1,2,...,n} im Absolutbetrag mindestens so groR ist wie m, betragt
nun
n—m)(n—m+1)

nin—1) O

1—F(m):(

Lésungskizze zu Aufgabe WTh46:

Zu (a): Sei X eine Zufallsvariable, die die Anzahl der eingetretenen Ereignisse bei ei-
nem n-stelligen Experiment z&hlt. X sei nach Voraussetzung B(900; %)-verteilt
(binomialverteilt). Gesucht ist nun P(405 < X < 495). Nach der Tschebyscheff-
Ungleichung gilt

Var(X)

e

Fir eine binomialverteilte Zufallsvariable X gilt E(X) = np und Var(X) =

np(1— p), wobei n die Anzahl der durchgefiihrten Versuche bezeichnet. In

P(X-E(X)[>¢) <
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unserem Fall ist damit E (X ) = 450 und Var(X) = 225. Aus der Tschebyscheff-
Ungleichung folgt
P(]X —E(X)|>45) < 225
R
Insgesamt bekommen wir

P(|X — 450| < 45) = 1 — P(|X — 450| > 45)
225

452
1

9

>1

I
O ol

8
8

o

>0.88.

Zu (b): Sei X eine B(n; p)-verteilte Zufallsvariable. Dann gilt nach dem Satz von Moivre-
Laplace

. X—=np
IimPla< ————<b | =®d(b)—P(a),
n—e < vnp(1-p) )
wobei @ die Verteilungsfunktion der Standard-Normalverteilung ist. Also gilt

X —450
<
15 -
~P(3) —P(-3)
=20(3)—1
=0.9974
>0.88.

P(405 < X < 495) = P(—3 <

3)

Losungskizze zu Aufgabe WTh47:

Zu (a): Eine normalverteilte Zufallsvariable X mit Erwartungswert g und Varianz o2
wird durch die Transformation X* := % in eine standard-normalverteilte Zu-
fallsvariable X * Gberflihrt. Auf diese ist die tabellierte Verteilungsfunktion ®g 1
der Standard-Normalverteilung

Da eine normalverteilte Zufallsvariable symmetrisch zum Erwartungswert ver-
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teilt ist, gilt

P(IX —p| > 20) =P(X <p—20)+P(X > p+20)
=PX <u—-20)+(1—-P(X <p+20))
—14P(X* < 7“7“0720)7P(X* < 7“*”;20)
=1+P(X* <-2)—-P(X*<2)
=14+ P(-2) - P(2)
=1+(1-®(2) —P(2)
=2-20(2)
=0.0456 .

Wenn X eine Zufallvariable mit Erwartungswert p und endlicher Varianz o2
ist, dann gilt fur alle € > 0 die Tschebyscheff-Ungleichung

2

()
PX 1 >8) < 5.

Damit folgt

P(IX — | > 20) < O _1_ ey
M=20)= 352 =3 =%

Zu (b): Die beiden Abschatzungen unterscheiden sich deshalb so stark, weil bei den
Voraussetzungen fur die Gultigkeit der Tschebyscheff-Ungleichung keine An-
gaben Uber die Art der Verteilung der Zufallsvariablen X gemacht werden, so
dass eventuell mit dem ungunstigsten Fall gerechnet werden muss. Daher lie-
fert die Tschebyscheff-Ungleichung im allgemeinen eine grobere Schranke als
eine genaue Betrachtung der Verteilung der Zufallvariable.

Lésungskizze zu Aufgabe WTh48:

Die vom Kandidat gewdhlte Tur habe die Nummer 1, die vom Talkmaster gedffnete die
Nummer 2. Wir betrachten den zugehdrigen Wahrscheinlichkeitsbaum, s. Abb.

1 1
3 1 3

. 3
Hauptgewinn
hinter Tur @ @
Nr. .

0/ 1 2 0/ \1t o/1| \:2

Maglichkeit der

Offnung Tiir von @) ® @ @ ® O© ®

Nr.
1.1 1
i._ 0 =

Abbildung 1: Wahrscheinlichkeits-Baum zu Aufgabe WTh48
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Die Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis G, dass der Hauptgewinn hinter Tur 1 ist, unter
der Bedingung Z, dass der Talkmeister Tur 2 6ffnet, erfullt
P(GAZ) P(G)-P(ZIG) 353 1
PO ="z =" P T Gih 3
(2) (2) (3+g)

Daher ist P(non G |Z2)= % Die Wahrscheinlichkeit dafir, dass der Hauptgewinn sich
hinter Tr 3 verbirgt, ist also doppelt so grof? wie fir Tur 1, und der Kandidat sollte
sich daher umentscheiden.

L6sungskizze zu Aufgabe WTh49:

Das Spiel endet beim k-ten Wurf mit Gewinn W, falls das Ergebnis (X1, ...,Xk_1,Xk)
von der Form

(X1,-..,Xk-1) = ( Kopf, Kopf,..., Kopf) und
Xk = Zahl ist (firk=1,...6).

Dieses tritt mit Wahrscheinlichkeit Wy = (%)k ein. (Ein Spielausgang ohne Gewinn hat

Wabhrscheinlichkeit ( ) ) Als Erwartungswert E des Gewinns erhélt man so

6 6 o1 1 6 1
E= k;wkwk +0= k212 Z 5= 3.00[DM].
Gegeniber dem Einsatz von DM 4.— ist die mittlere Gewinnaussicht zu gering, sodass
sich das Spiel auf l&ngere Sicht nur fiir den Betreiber der Jahrmarktsbude lohnt. O

Losungskizze zu Aufgabe WTh50:

(a) X sei die Zufallsvariable der ersten ’Kollision’. Dann hat das Ereignis, dass die
ersten k-Kugeln in verschiedene Féacher gelangen, die Wahrscheinlichkeit P(X >

k) _ n.(nfl)...k(nfk+1)’ also P(X S k) =1-— w =1-— |-| (1 — —) Daher
o i1
giltP(X <3)=1-5-2=12~0,387.

(b) Als Modell dient eine Reihe von k = 3 unabhédngigen gleichartigen Experimen-
ten (Fachbesetzung mit Teilchen) mit Erfolgswahrscheinlichkeit % Gesucht ist die
Wahrscheinlichkeit fur zwei Erfolge, also P(Z > 2), bei einer Binomialverteilung
(mitk=3,p = 3).

P (mind. zwei am Sonntag) = P(Z > 2) =1 — (1 — %)k - 5(1 - %)H
~1-0,63-0,315~0,055. O

Anmerkung: Alternativ kann man auch wie folgt argumentieren:

(a) Es gibt (Z) Maoglichkeiten, zwei Facher (Wochentage) auszuwéhlen, 2 Mdglichkeiten, dann dasjenige
mit genau 2 Kugeln (Personen) zu bestimmen; die Auswahl von 2 der 3 Kugeln zur Verteilung in die vorge-
gebenen Facher ist (g) die Wahrscheinlickeit fur die Einsortierung einer Kugel in ein bestimmtes Fach %;
insgesamt ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit w, dass genau 2 Kugeln in einem Fach sind:

wes ()0 ()2
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die Wahrscheinlichkeit ws, dass 3 Kugeln in einem Fach sind, ist wg =7 - (%)3 = %; die gesuchte Wahr-

scheinlichkeit ist damit 19
W=W+Wg=—.
2+ Ws =79

(b) Durch eine ahnliche Argumentation wie in (a) sieht man, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit fir (ii)

die folgende ist:
3\ /1\® /1\%® 19
6- As) +Hl5) =55
2 7 7 343
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