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Kapitel I: Einleitung� 1 Modelle von VektorräumenIn diesem (der Motivation dienenden) Paragraphen behandeln wir Beispiele zur algebrai-shen Struktur �Vektorraum�. Einige Begri�e und Gegebenheiten setzen wir dabei alsbekannt voraus. Eine Präzisierung erfolgt später, wenn wir uns um eine mathematishstrenge Darstellung bemühen. M1
↓1.1 Vektoren der (Zeihen-) EbeneLiteratur: K.P.Grotemeyer: Analytishe Geometrie. De Gruyter Verlag, Berlin, 1969.H.Tietz: Lineare Geometrie. UTB Vandenhoek & Rupreht, 19732.K.Leihtweiÿ & L.Profke: Analytishe Geometrie. Teubner Verlag, Stuttgart, 1972.Faber-Brixius: Lineare Algebra u. Analytishe Geometrie, Stuttgart 1974 (Shulbuh).Havliek, Hans: Lineare Algebra für Tehnishe Mathematiker. Heldermann Verlag 2006(a) Was verstehen wir unter einem Vektor der Zeihenebene?Wir betrahten eine �Parallelvershiebung� (Translation) der �Zeihenebene� E. Verbinden wir Urbild-und Bildpunkte (z.B. A und A′, B und B′, et.) durh Pfeile,

A

B

A′

B′Figur 1.1: Vektorgleihe Pfeile der Zeihenebeneso haben diese Pfeile −−→AA′, −−→BB′, . . . die gleihe �Länge� und (im Falle A 6= A′) die gleihe �Rihtung�(d.h. sie, sind parallel) und die gleihe �Orientierung �; wir sagen: sie sind vektorgleih.Die Menge a (zum Begri� �Menge� s.u. �2) aller zu −−→AA′ vektorgleihen Pfeile in E heiÿt (freier) Vektorder Zeihenebene. Ein Vektor in diesem Sinne ist also eine Menge von Pfeilen. Jeder der Pfeile von a(also u.a. −−→AA′) wird Repräsentant von a genannt; die Länge der Streke −−→AA′ heiÿt Länge |a| von a.Mit jedem Vektor a ist eine Parallelvershiebung va verbunden und umgekehrt.Sei nun ein fester Punkt O (Ursprung) in E ausgewählt. Jetzt bestimmt jeder Punkt P einen Pfeil −−→OP ;der dadurh repräsentierte Vektor p heiÿt Ortsvektor des Punktes P .
Figur 1.2: Ortsvektoren und freie Vektoren1Mit M

↓
↑
M

kennzeihnen wir Passagen, die der Motivation dienen; in diesen benutzen wir auh Begri�eund Sahverhalte aus der Anshauung, arbeiten also niht ganz exakt. 1



Umgekehrt ist jeder Vektor p von E Ortsvektor eines Punktes (nämlih des Endpunktes des Repräsen-tanten von p mit Anfangspunkt O).Bei festem O haben wir eine eindeutige Zuordnung zwishen(i) dem Punkt P ,(ii) der Parallelvershiebung vp, die O in P überführt,(iii) dem durh −−→OP bestimmten Vektor p.Anmerkung. Eine Parallelvershiebung führt einen beliebigen Pfeil (z.B. −→RS) in einen vektorgleihenBildpfeil (−−→R′S′) über (Parallelogramm-Eigenshaft) (s. Fig. 1.3 !). Vektoren bleiben also inva-riant unter Parallelvershiebungen. (Umgekehrt gibt es zu zwei vektorgleihen Pfeilen eine Par-allelvershiebung, die den einen Pfeil in den anderen überführt.) (Beweis mit den Eigenshaften derParallelvershiebungen.)
Figur 1.3: Pfeile unter Parallelvershiebung(b) AdditionZunähst zeigen wir folgendeBemerkung. Die Hintereinanderausführung zweier Parallelvershiebungen ergibt wieder eine Parallel-vershiebung.Um dies einzusehen, tragen wir in einem Punkt A den zur ersten Parallelvershiebung gehörenden Vektor
a ab; den Endpunkt des Repräsentanten nennen wir B; in B tragen wir den zur zweiten Parallelver-shiebung gehörenden Vektor b ab. Der Endpunkt dieses Pfeils sei C. (Wir de�nieren −→AC =:

−−→
AB+

−−→
BC;der Endpunkt des 1. Pfeils muÿ gleih dem Anfangspunkt des 2. Pfeils sein.) Nun ist C das Bild von

A bei Hintereinanderausführung beider Parallelvershiebungen. Der Pfeil −→AC de�niert eine Parallelver-shiebung vc.
bzw.Figur 1.4: Hintereinanderausführung von ParallelvershiebungenWir müssen zeigen, daÿ vc (bzw. der zugehörige Vektor c) niht vom Punkt A abhängt.Ist Ā nun irgend ein weiterer Punkt von E, so betrahten wir die zum Pfeil −→AĀ des Vektors d gehörendeParallelvershiebung vd; sie führe die Punkte A, B, C in Ā, B̄, C̄ über, s. Figur 1.5. Da Pfeile aufvektorgleihe Pfeile abgebildet werden, ist C̄ der Bildpunkt von Ā bei Hintereinanderausführung von

va und vb.2



Figur 1.5: Unabhängigkeit der Addition von den RepräsentantenAndererseits sind aber auh −→AC und −→̄AC̄ vektorgleih. Jeder Bildpunkt entsteht also durh Abtragendes zu c gehörenden Repräsentanten, damit einheitlih durh die Parallelvershiebung, vc.Aufgrund dieser Überlegungen und in Übereinstimmung mit den Erfordernissen einer Addition vonVektoren in der Physik (z.B. �Kräfteparallelogramm� s.u.) de�nieren wir die Summe zweier Vektoren aund b

c = a+ b mit Hilfe der Repräsentanten −→
AC =

−−→
AB +

−−→
BCHierbei ist A beliebiger Punkt von E und −−→AB, −−→BC, −→AC seien Repräsentanten von a, b bzw. c. Es istwihtig daÿ der Endpunkt des Repräsentanten von a mit dem Anfangspunkt des Repräsentanten von bübereinstimmt, sodass ein �Pfeilzug� entsteht (Spitze�Fuÿ�Regel).

bzw.Figur 1.6: Zur Addition von VektorenDiese De�nition der Summe zweier Vektoren ist sinnvoll, da c dabei niht von A abhängt. Gehen wirvon den Vektoren zu den zugehörigen Parallelvershiebungen über! Wir haben gesehen, daÿ die Hinter-einanderausrührung von va und vb wieder eine Parallelvershiebung ist; deren eindeutig zugeordneterVektor c hat u.a. den Repräsentanten −→AC, ist aber niht von A abhängig (s.o.), sondern nur von a und
b.Anmerkung. Zwei in einem Punkt angreifende Kräfte addieren sih vektoriell (Kräfteparallelogramm):

kres = k1 + k2Figur 1.7: KräfteparallelogrammRehengesetze:
(a+ b) + c = a+ (b+ c) (Assoziativgesetz) 3



Beweisskizze: Siehe Figur 1.8 !
Figur 1.8: Zum AssoziativgesetzGegenbeispiel aus der Umgangssprahe: Fah(Werkstadt) ist niht gleih (Fahwerk)Stadt.

a+ b = b+ a (Kommutativgesetz)Beweisskizze:1. Fall: a und b haben vershiedene Rihtung
Figur 1.9 : Zum Kommutativgesetz(−→RS ist Repräsentant von a, da −−→PQ durh vb in einen vektorgleihen Pfeil übergeht)2. Fall: a und b haben gleihe Rihtung. Diese Betrahtung überlassen wir dem Leser; als Hinweisdiskutieren wir jedoh die vershieden Möglihkeiten für a+ b.Haben a und b die gleih Rihtung (a ‖ b), hat auh a+ b diese Rihtung.Haben a und b zusätzlih die gleihe Orientierung, so auh a+b; der Summenvektor hat dann die Länge
|a|+ |b|.
Figur 1.10 a: Zur Orientierung des SummenvektorsSind a und b gegensätzlih orientiert, so hat im Fall |a| > |b| (bzw. |b| > |a|) die Summe a+ b und dieOrientierung von a (bzw. b) und die Länge |a| − |b| (bzw. |b| − |a|).4



für |a| > |b| für |b| > |a| für |a| = |b|Figur 1.10 b,,d: Zum Summenvektor � Beispiele für die weiteren FälleEs verbleibt der Fall, dass a und b parallel und gleih lang sind, aber gegensätzlih orientiert. (Anwen-dungsbeispiel: gleih groÿe, aber entgegengesetzt gerihtete Kräfte). Es ist üblih, dann −a für b zushreiben.Ist −−→AB Repräsentant von a, so repräsentiert −−→BA den Vektor −a.Die Summe a + (−a) wird repräsentiert durh die �Pfeile� der Form −→AA (=
−−→
AB +

−−→
BA), die wir eben-falls vektorgleih nennen. Der Vektor, den sie bestimmen, heiÿt Nullvektor o; er hat Länge 0 undunde�nierte Rihtung.Eine (hier niht beantwortete) Frage : Wie sieht die �Parallelvershiebung� vo aus, wie v(−a) ?Wir halten fest: a+ (−a) = oHaben −a und o die Eigenshaften, die man aufgrund der Ähnlihkeit zur Bezeihnungsweise bei Zahlenerwartet? Tatsählih gilt:

c+ o = c für jeden Vektor c in E ; undaus x+ a = b folgt x = b− a ;denn aus x + a = b folgt durh Addition von −a die Gleihung (x + a) + (−a) = b + (−a); mit derAbkürzung b − a = b + (−a) und wegen (x + a) + (−a) = x + (a + (−a)) = x + o = x sieht man,dass höhstens diese Lösung möglih ist. Umgekehrt ist x = b − a tatsählih Lösung, was man durhEinsetzen veri�ziert. So lassen sih also solhe Gleihungen lösen.(Vgl. Figur 1.11 !)
Figur 1.11: Zur Lösung der Gleihung x+ a = b() S-Multiplikation (Multiplikation mit Skalaren)Eine zentrishe Strekung mit dem (reellen, von 0 vershiedenen) Strekfaktor k und dem Zentrum Zbildet jeden Pfeil −−→AB auf einen zu −−→AB parallelen Pfeil −−−→A′B′ der |k|-fahen Länge und der im Falle{
k > 0 gleihen
k < 0 entgegengesetzten} Orientierung ab.(Zum Zusammenhang mit den Strahlensätzen s. Figur 1.12 !).Ein Vektor wird also bei zentrishen Strekungen wieder auf einen (meist vom ursprünglihen vershie-denen) Vektor abgebildet. 5



k > 0 k < 0Figur 1.12: Pfeile unter zentrishen Strekungen mit Strekfaktor k (
−−→
ZA′ = k

−→
ZA).Mit ka bezeihnen wir den Vektor, der gleihe Rihtung wie a hat, |k|-fahe Länge und (für k > 0)gleihe bzw. (für k < 0) entgegengesetzte Orientierung; insbesondere ist |ka| = |k| · |a|.Beispiele:

1a = a; −a = (−1)a

Figur 1.13 a: Beispiel zur S-Multiplikation:
2a = a+ a

Figur 1.13 b: Beispiel zur S-Multiplikation:
(− 1

2 )a = −(12a)Für k = 0 de�nieren wir: 0a = o für alle Vektoren a von E.(Geometrishe) Anwendung: Bestimmung des Mittelpunktes einer Streke.Seien a und b die Ortsvektoren (bzgl. des Ursprungs
O) der Endpunkte A und B der gegebenen Streke!Wie lässt sih dann der Ortsvektor m des Mittel-punktes M von AB angeben? Figur 1.14 Mittelpunkt einer Streke
−−→
AB ist Repräsentant von b− a (nah der Spitze-Fuÿ-Regel)
−−→
AM ist Repräsentant von 1

2 (b− a) (nah De�nition von Mittelpunkt und S-Multiplikation)
−−→
OM also Repäsentant von a+ 1

2 (b− a) = a+ 1
2b − 1

2a = 1
2 (a+ b). Also m =

1

2
(a+ b) .Dabei haben wir mit Vektoren gerehnet, wie wir es von den reellen Zahlen gewohnt sind. Gerehtfertigtwird unser Vorgehen hier durh den Nahweis der Gültigkeit folgenderRehenregeln:

k(a+ b) = ka+ kb (Distributivgesetz 1. Art)6



Beweis. Sind −−→BC und −→CA Repräsentanten von abzw. b, und ist −−→BA Pfeil von c = a + b, so gilt fürderen Bilder unter einer zentrishen Strekung mitStrekfaktor k: −−−→B′C′, −−→C′A′, −−−→B′A′ sind Repräsen-tanten von ka, kb bzw. kc, und es ist k(a + b) =
kc = ka+ kb. Figur 1.15 Zur S-Multiplikation

k1(k2a) = (k1 · k2)a (gemishtes Assoziativgesetz)(Unmittelbar aus der De�nition einzusehen).
(k1 + k2)a = k1a + k2a (Distributivgesetz 2. Art)
↑ ↑Addition Additionreeller Zahlen von VektorenBeweis � Andeutung.

(k1 + k2)a und k1a+ k2a haben beide die gleihe Orientierung (warum?) und die Länge |k1 + k2| · |a|(Falluntersheidungen nah den Vorzeihen von k1 und k2).Weitere geometrishe Anwendungen:(i) Shnittpunkt der Seitenhalbierenden eines Dreieks.Wir wissen, daÿ die Seitenhalbierenden eines Dreieks sih im Verhältnis 2 : 1 teilen. Wir wollen diesenSahverhalt vektoriell herleiten. Das Dreiek sei gegeben durh die Punkte A, B, C mit den Ortsvektoren
a, b bzw. c. Es sei F der Mittelpunkt der Streke AB mit Endpunkten A und B. Wir suhen denOrtsvektor s des Punktes S, der die Streke CF im Verhältnis 2 : 1 teilt.
f = 1

2 (a+ b) (s.o.)
s = f+ 1

3 (c−f) = f+ 1
3 c− 1

3 f =
2
3 f+

1
3 c =

1
3 (a+b+c).Da das Ergebnis symmetrish in a, b, c ist, erhal-ten wir s auh als Ortsvektor der Punkte, die dieanderen Seitenhalbierenden im Verhältngs 2 : 1 tei-len; diese Punkte fallen also zusammen; S ist derShnittpunkt aller drei Seitenhalbierenden. Figur 1.16: Zum Seitenhalbierenden-Shnittpunkt(ii) GeradengleihungenIst von einer Geraden g ein Punkt P mit Ortsvektor p und die Rihtung durh einen Vektor f in Rihtung

g bekannt, dann hat jeder Punkt X von g einen Ortsvektor x der Form
x = p+ kf (vektorielle Punktrihtungsgleihung).Umgekehrt liegt jeder solhe Punkt auf g.(Beim Beweis wird benutzt, daÿ parallele Vektoren skalare Vielfahe von einander sind). Sind von gzwei Punkte P , Q mit Ortsvektoren p und q gegeben, so folgt mit f = q− p

x = p+ k(q− p) (vektorielle Zweipunktegleihung).
7



Figur 1.17: Zur Punkt-Rihtungs-Gleihung einer Geraden

Figur 1.18: Zur Zweipunktegleihung einer Geraden(d) KomponentendarstellungVon der Shule her sind wir gewohnt, Punkte durh Koordinatentupel darzustellen. Bis jetzt haben wiruns um eine koordinatenfreie Darstellung bemüht. Nun wollen wir die Verbindung zwishen dem (Orts-)Vektor und den Koordinaten eines Punktes herstellen.Dazu wählen wir in E ein �kartesishes Koordinatensystem� aus, also insbesondere Punkte O,
E1, E2 derart, dass gilt: |OE1| = 1 = |OE2| (Streken der Länge 1) und OE1⊥OE2 (Geraden, dieaufeinander senkreht stehen).

Figur 1.19: Kartesishe Koordinaten
Nun seien e1 und e2 Ortsvektoren von E1bzw. E2.Der Punkt X mit den kartesishen Koor-dinaten (x1, x2) hat dann den Ortsvektor
x = x1e1 + x2e2 (Komponentendarstel-lung), wofür wir auh x =

(
x1

x2

)

e1,e2

shrei-ben. (Siehe Figur 1.19 !)
Wir haben also folgende Entsprehung: X = (x1, x2)←→ x =

(
x1

x2

)

e1,e2

.8



Addition in Komponentendarstellung:(
x1

x2

)

e1,e2

+

(
y1
y2

)

e1,e2

= (x1e1 + x2e2) + (y1e1 + y2e2) = (x1 + y1)e1 + (x2 + y2)e2 =

(
x1 + y1
x2 + y2

)

e1,e2S-Multiplikation in Komponentendarstellung:
k

(
x1

x2

)

e1,e2

= k(x1e1 + x2e2) = (kx1)e1 + (kx2)e2 =

(
kx1

kx2

)

e1,e2

.(Shreiben Sie die beiden Rehnungen ausführliher hin! Welhe Rehengesetze wurden benutzt?)Anwendungsbeispiel.Sei g Gerade mit Ahsenabshnitt b und Steigung
m 6= ∞. Es geht dann g durh den Punkt Pmit Ortsvektor p =

(
0
b

)

e1,e2

und hat ( 1
m

)

e1,e2als Rihtungsvektor f. Die (vektorielle) Punktrih-tungsgleihung
x = p+ kf wird zu

(
x
y

)

e1,e2

=

(
0
b

)

e1,e2

+ k

(
1
m

)

e1,e2

,woraus x = k und y = b + km, also die gewohnteGleihung für den einen der beiden Geradentypen
y = mx+ b folgt. Figur 1.20: Zur GeradengleihungAnmerkung. Wir haben uns eben eines kartesishen Koordinatensystems bedient. Will man den Begri�des Senkrehtstehens noh vermeiden, so lassen sih ähnlihe Betrahtungen auh für ein (sogenanntesa�nes) Koordinatensystem (O;A1, A2) bzw. für a1, a2 statt e1, e2 anstellen, wobei von den Punkten

O, A1, A2 nur gefordert wird, dass sie niht auf einer Geraden liegen, bzw. von a1, a2, dass sie nihtparallel sind; s. Figur 1.21 ! Auh dann lässt sih jeder Vektor (eindeutig) in der Form
x = k1a1 + k2a2 =

(
k1
k2

)

a1,a2als Linearkombination von a1 und a2 shreiben.Wir sagen a1 und a2 spannen die Ebene E auf. DieBedingung �a1 und a2 sind niht parallel� bedeutet,dass keine Beziehung der Form a1 = ka2 oder a2 =
ka1 bestehen darf. Fassen wir die beiden letztenGleihungen zusammen, dann fordern wir für a1und a2, dass die Gleihung

x1a1 + x2a2 = o Figur 1.21: A�ne Koordinaten eines Vektorsnur die Lösung x1 = 0 = x2 hat. In diesem Fall nennen wir a1 und a2 linear unabhängig.Insbesondere sind e1 und e2 linear unabhängig.(e) Anhang: Koordinatenfreie Beweise geometrisher Sätze mit Hilfe der Vektor-rehnungWir gehen hier kurz auf Beweisverfahren für Figuren ein, die sih durh Zeihnen von Geraden, Streken,Parallelen und Teilen von Streken konstruieren lassen. Als Beispiel wählen wir nohmals den Satz überdie Seitenhalbierenden eines Dreieks, ohne jedoh das Teilverhältnis als bekannt vorauszusetzen.(i) In den Figuren auftretende Streken werden mit einer geeigneten Orientierung versehen, sodasszu Vektoren übergegangen werden kann. (S.z.B. Figur 1.22 !) 9



Figur 1.22: Zuordnung von VektorenBeispiel.
s sei repräsentiert durh −→

AS t sei repräsentiert . durh −−→
HS

k � � � −−→
AK l � � −−→

KB

h � � � −−→
AH j � � −−→

HB

a � � � −−→
CB b � � −→

AC

c � � � −−→
AB(ii) Zwei geeignete linear unabhängige Vektoren a, b werden ausgewählt. (Im Beispiel ist dies shongeshehen, a und b sind linear unabhängig.) Jeder Vektor der Ebene läÿt sih dann als Linear-kombination dieser Vektoren shreiben, zunähst meist nur mit uns unbekannten Koe�zienten.(iii) Die Voraussetzungen sowie konstruktionsbedingten Beziehungen werden als Gleihungen geshrie-ben.Beispiel.

h = 1
2b, l = 1

2a, s = xk, t = yj (mit noh zu bestimmenden Zahlen x, y).(iv) Geeignete geshlossene Pfeilzüge werden durh Gleihungen ausgedrükt.Beispiel.
s = h+ t, h+ j = c, k+ l = c, c = a+ b(v) Die Gleihungen werden auf Beziehungen zwishen a und b reduziert.Beispiel.
s = h+ t = 1

2b+ yj = 1
2b+ y(c− h) = 1

2b + y(a+ b− 1
2b) = ya+ 1

2 (y + 1)b;andererseits:
s = xk = x(c− l) = x(a+ b− 1

2a) =
1
2xa + xb.Hieraus erhalten wir (nah Koe�zienten von a und b) sortiert:

(
1

2
x− y)a =

[1
2
(y + 1)− x

]
b.(vi) Da a und b linear unabhängig (also niht parallel) sind, folgt jeweils aus einer Gleihung der Form

ka+mb = o, dass k = m = 0 gilt.Beispiel.
1
2x − y = 0 und 1

2 (y + 1) − x = 0, also y = 1
2x und x = 2

3 . Das Teilverhältnis ist als 1 : 2, wieerwartet.1.2 Vektoren des AnshaungsraumesDie Ausführungen von (1.1) a) � ) gelten fast wörtlih, wenn man jeweils �Zeihenebene E � durh�Anshauungsraum� ersetzt. Ein Vektor ist dann eine Menge vektorgleiher Pfeile im Raum. Die höhere10



Dimension shlägt sih lediglih in den Teilen (d) und (e) explizit nieder, wo eine 3. Koordinate undentsprehend eine 3. Komponente (mit einem 3. Koordinatensystemvektor) hinzugezogen werden muÿ.Der Raum läÿt sih niht durh 2 Vektoren, sondern erst durh drei Vektoren a, b, c aufspannen. Dabeidarf a kein Vielfahes von b sein und c keine Linearkombination von a und b.

Figur 1.23: A�nes Koordinatensystem im Raum
1.3 Lösungen von linearen GleihungssystemenDie Behandlung linearer Gleihungen ist eine sowohl inner-mathematish als auh für praktishe Anwen-dungen bedeutsame Problemstellung. Wie von der Analytishen Geometrie gingen von ihr wesentliheAnstöÿe zur Entwiklung der Theorie der Vektorräume aus.Diese Zusammenhänge werden plausibel, wenn man bedenkt, daÿ sih lineare Gleihungen oft geome-trish interpretieren lassen bzw. umgekehrt sih geometrishe Gebilde oft durh Gleihungen beshreibenlassen.Beispiel.(a) Den beiden Gleihungen{

2x +3y = 1
x −y = 2entsprehen im üblihen x-y-Koordina-tensystem der Ebene zwei Geraden; derenShnittpunkt hat, da er auf beiden Ge-raden liegt, beide Gleihungen erfüllendeKoordinaten

x = 7
5 und y = − 3

5 .Dies ist die einzige gemeinsame Lösungbeider Gleihungen. Figur 1.24: Graphishe Lösung zweier Glei-hungen 11



(b) Zu {
2x +3y = 1
4x +6y = 9gehören in geometrisher Interpretationzwei parallele Geraden. (Beide Geradenhaben die Steigung − 2

3 .) Das Fehlen einesShnittpunktes bedeutet, dass das Glei-hungssystem keine Lösung besitzt. Figur 1.25: Veranshaulihung der Unlösbar-keit eines Gleihungssystems() Betrahten wir die Lösungen der (linearen) Gleihung
−2x+ 5y + z = 0, x, y, z reell. (∗)Erfüllen die drei reellen Zahlen x1, y1, z1 diese Gleihung, so sprehen wir von einer Lösung von(∗) und shreiben das �Lösungstripel� in der Form 


x1

y1
z1


. Die Gleihung (∗) hat u.a. die Lösungen



1
0
2


, 20

4


,  1

2
0
1


, allgemeiner k · 10

k · 2


 für k reell.In Anlehnung an die Koordinatenshreibweise der S-Multiplikation bei Vektoren de�nieren wir zunähsteine �S-Multiplikation� zwishen reellen Zahlen und Lösungstripeln:

k



x1

y1
z1


 :=



kx1

ky1
kz1


Diese De�nition wird durh die obigen Beispiele von Lösungen nahegelegt, ist aber sonst völlig willkür-lih. Wir erhalten damit: Mit dem Tripel α1 =



1
0
2


 ist auh kα1 Lösungstripel für jede reelle Zahl

k.Analysieren wir den Beweis hierfür (�Multiplikation der Gleihung � mit k), so zeigt sih allgemeiner:Ist ξ Lösung von (∗), so auh kξ . (i)(Beweis ?)Aber noh haben wir niht alle Lösungen angegeben, so z.B. niht solhe, für die x = 0, y 6= 0 ist,wie z.B. β1 =




0
1
−5


 (und alle skalaren Vielfahen kβ1 mit k reell, k 6= 0). Durh Multiplikation derGleihung (∗) mit einer reellen Zahl k kamen wir eben von einer Lösung zu (sogar mehr als endlih)vielen. Es liegt nahe auh andere Operationen mit Gleihungen zu betrahten.Seien also ξ1 =



x1

y1
z1


 und ξ2 =



x2

y2
z2


 Lösungen von (∗);12



es gilt dann −2x1 + 5y1 + z1 = 0und −2x2 + 5y2 + z2 = 0 .Wir �addieren� und erhalten −2(x1 + x2) + 5(y1 + y2) + (z1 + z2) = 0 .Es ist also auh x1 + x2

y1 + y2
z1 + z2


 Lösung von (∗).Dies veranlaÿt uns, in Analogie zur Koordinatendarstellung der Vektoraddition eine Addition zwi-shen Lösungstripeln zu de�nieren:



x1

y1
z1


+



x2

y2
z2


 :=



x1 + x2

y1 + y2
z1 + z2


 .In dieser Shreibweise formuliert, haben wir also folgendes gezeigt:Sind ξ1 und ξ2 Lösungen von (∗), so ist es auh ξ1 + ξ2 . (ii)(Diese Tatsahe hängt wie (i) wesentlih davon ab, dass (∗) linear ist und das �konstante Glied� (rehteSeite) in (∗) Null ist; wir sprehen von einer homogen linearen Gleihung .)Mit den Lösungen α1 und β1 von (∗) folgt aus (i) und (ii) nun: Jede �Linearkombination� hα1 + kβ1,

h, k reell, ist Lösung von (∗).Sind dies alle Lösungen? Für eine beliebige Lösung ξ1 =



x1

y1
z1


 gilt z1 = 2x1 − 5y1, also

ξ1 =




x1

y1
2x1 − 5y1


 =



x1

0
2x1


+




0
y1
−5y1


 = x1



1
0
2


+ y1




0
1
−5


 = x1α1 + y1β1.Damit läÿt sih jede Lösung von (∗) als Linearkombination von α1 und β1 darstellen;umgekehrt ist jede Linearkombination dieser Elemente Lösung von (∗).Interpretieren wir x, y, z als die kartesishen Koordinaten von Punkten des Anshauungsraumes (wirshreiben sie als Ortsvektoren), so entspriht einem Lösungstripel x1

y1
z1


 nun x1

y1
z1




ex,ey,ez

. Die durhdie Gleihung (∗) bestimmten Vektoren sind dann Linearkombinationen der Vektoren a1 =



1
0
2




ex,ey,ez(entspriht α1) und b1 =




0
1
−5




ex,ey,ez

(entspriht β1).
13



Geometrish gesehen ist also
−2x+ 5y + z = 0die Gleihung einer Ebene durhden Ursprung.Es hat sih hier gezeigt, dass die �Anlei-he � bei der Vektorrehnung (Addition,S-Multiplikation, geometrishe Interpre-tation) wesentlih dazu beigetragen hat,die Lösung der Gleihung (∗) �in den Gri�zu bekommen�. Dies hängt damit zusam-men, daÿ in der Menge der Lösungen sihjedes Tripel wie ein geometrisher Vek-tor verhält. Formal kommt dies durhdie Möglihkeit einer analogen Shreib-weise, einer analogen De�nition von Ad-dition und S-Multiplikation sowie durhdieGültigkeit analoger Rehengeset-ze zum Ausdruk: Figur 1.26: Eine Ebene als Lösung einer linearenGleihung.Es gilt nämlih wieder (für alle Lösungstripel α, β, γ)

• Assoziativität der Addition: (α+ β) + γ = α+ (β + γ).
• Existenz eines Nullelements: O :=



0
0
0


 (triviale Lösung) mit α+O = α.

• Möglihkeit zur Subtraktion: Zu jedem α existiert ein −α mit α+ (−α) = O.
• Kommutativgesetz der Addition: α+ β = β + αsowie
• Assoziativgesetz der S-Multiplikation: k(hα) = (k · h)α.
• 1. Distributivgesetz: (k + h)α = kα+ hα.
• 2. Distributivgesetz: k(α+ β) = kα+ kβ.
• Neutralität der reellen 1: 1α = α.Unter (i) und (ii) haben, wir auÿerdem bewiesen, dass Summenbildung und S-Multiplikation niht ausder Menge der Lösungen heraus führt. Alle diese Tatsahen sowie die Darstellbarkeit der Lösungen alsreelle Linearkombinationen von α1 und β1 �nden ihren Niedershlag in der Möglihkeit, die Lösungengeometrish als Ebene im Raum darzustellen.14



Ergänzung zu (1.2) & (1.3)(i) SkalarproduktSeien e1, e2, e3 Einheitsvektoren eines kartesishen Koordinatensystems des Raumes; seien
x =



x1

x2

x3




e1,e2,e3

und y =



y1
y2
y3




e1,e2,e3beliebige Vektoren des Raumes. Dann de�niert man das (kanonishe) Skalarprodukt von x und ydurh1
x · y :=

3∑

i=1

xiyi.Zu den Rehenregeln beahte man Aufgabe 1.2a !Auf dem Skalarprodukt lassen wir auh folgende Begri�e �aufbauen�:Betrag (Länge) eines Vektors: |x| = √x · x =
√
x2
1 + x2

2 + x2
3 (in Übereinstimmung mit |ei| = 1und der geometrishen Länge der Pfeile des Vektors x ). 2Orthogonalität zweier Vektoren: x⊥y : ⇐⇒ x · y = 0 (insbesondere : ei⊥ej für i 6= j).Anmerkung: Man kann zeigen, dass x · y = |x||y| cos∢(x, y) gilt.(ii) Zur EbenengleihungSei nun die Gleihung

a1x1 + a2x2 + a3x3 = b (1)gegeben, wobei niht alle ai Null seinen.Jeder Lösung x1

x2

x3


 ordnen wir den Punkt des Raumes mit Ortsvektor x = 


x1

x2

x3




e1,e2,e3

zu. WelhesGebilde beshreibt dann Gleihung (1)?Setzt man m =



a1
a2
a3




e1,e2,e3

, so lautet (1) nun m · x = b.Sei p =



p1
p2
p3




e1,e2,e3

Ortsvektor eines Punktes, dessen Koordinaten (1) erfüllen; solh ein Punktexistiert (warum?).Wegen b = mp ( denn p erfüllt de�nitionsgemäÿ (1) ) ist auh folgende Gleihung zu (1) äquivalent :
m(x− p) = 0. (2)Mit x̄ := x − p erhalten wir mx̄ = 0. Ähnlih wie im Beispiel (1.3) erhählt man allgemein: es existierenzwei (linear unabhängige) Vektoren y1, y2 derart, dass my = 0 ist, genau dann wenn y = y − p ∈Ry1 +Ry2 (:= {k1y1 + k2y2|k1, k2 ∈ R}). Als Lösungsmenge von (1) ergibt sih dann p+Ry1 +Ry2,also eine Ebene E, die wegen m⊥(x−p) für jedes x, das Ortsvektor eines Punktes von E ist, orthogonalzu m ist. Normiert man m zu n = m

|m| (Länge 1), so gilt auh n(x− p) = 0.1Dabei bezeihnet ∑k

i=1 ai die Summe a1 + a2 + . . . ak.2Beweis durh zweimalige Anwendung des Satzes von Pythagoras! 15



Durh die Gleihung n(x − p) = 0 mit |n| = 1 ist eine Ebene de�niert. Hierbei ist pOrtsvektor eines Punktes der Ebene, sowie n ein normierter Rihtungsvektor einer auf E�senkreht stehenden� Geraden.Die Gleihung nx = d mit d = np (bzw. nx − d = 0) mit |n| = 1 heiÿt Hesseshe Normalform derGleihung der Ebene E. (Siehe auh Figur 1.27 !)Beispiel. −3x1 + 2x2 − 6x3 = −27Es ist |m| = ∣∣∣∣∣∣−32−6∣∣∣∣∣∣ = √9 + 4 + 36 = 7, und die Hesseshe Normalform der zugehörigen Ebenenglei-hung lautet: − 3
7x1 +

2
7x2 − 6

7x3 +
27
7 = 0. Die Ebene hat als Normalenvektor: n = 1

7



−3
2
−6




e1,e2,e3

.

Figur 1.27: Zur Hesseshen Normalform einer Ebenengleihung : m(x− p) = 0(iii) VektorproduktNeben dem Skalarprodukt ist noh eine weitere Produktbildung bei Vektoren des Raumes von Interesse,das Vektorprodukt. Bezüglih eines kartesishen Koordinatensystems de�niert man
x× y :=



x1

x2

x3




e1,e2,e3

×



y1
y2
y3




e1,e2,e3

=



x2y3 − x3y2
x3y1 − x1y3
x1y2 − x2y1




e1,e2,e3Man kann zeigen, dass
• x× y = 0 genau im Falle der linearen Abhängigkeit von x und y gilt;
• im anderen Falle x× y auf der von x und y aufgespannten Nullpunktsebene senkreht steht;

x× y y

x

y

x

|y| sinα
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a) b)Figur 1.28: a) x× y steht senkreht auf der von x und y aufgespannten Ebene.b) Zum Fläheninhalt des von x und y aufgespannten Parallelogramms.16



• die Länge |x × y| des Vektorprodukts gleih dem Fläheninhalt des von x und y aufgespanntenParallelogramms ist, nämlih |x× y| = |x| · |y| · sin∢(x, y). (Siehe Figur 1.28 !)Damit ist das Vektorprodukt u.a. zur Bestimmung von Fläheninhalten, Normalenvektoren undWinkelgröÿen benutzbar.Ahtung: Assoziativgesetz und Kommutativgesetz sind verletzt!Beispiel:1
0
2




e1e2e3

×




0
1
−5




e1e2e3

=



0 · (−5)− 2 · 1
2 · 0− 1(−5)
1 · 1− 0 · 0




e1e2e3

=



−2
5
1




e1e2e3

steht in Übereinstimmungdamit, dass −25
1




e1e2e3

ein Normalenvektor der von 1
0
2




e1e2e3

und  0
1
−5




e1e2e3

aufgespannten, in(1.3)() durh die Gleihung −2x+ 5y + z = 0 beshriebenen Ebene ist.1.4 Lösung einer homogenen linearen Di�erentialgleihungWir untersuhen die Di�erentialgleihung
y′′(t) + 4y(t) = 0 (∗∗)(y = y(t) bezeihen dabei eine reelle Funktion und y′′ die zweimalige Ableitung von y nah t, die oftauh als ÿ geshrieben wird).Anwendungsbeispiel. Ungedämpfter harmonisher Oszillator: Ein Körper der Masse m = 1 kg sei aneiner Feder der Federkonstanten D = 4N/Meter befestigt. Feder- und Trägheitskraft seien die einzigenauf den Körper wirkenden Kräfte.Bei der Auslenkung y(t) aus der Ruhelage gilt dannzu jedem Zeitpunkt t für die rüktreibende Kraft

K = −Dy (s. Figur 1.29 !) und damit
m · y′′(t) = −D · y(t).Geben wir t in se, y in Meter an, so gilt (∗∗)für die Maÿzahlen. Von Anfangsbedingungen sehenwir zunähst ab. Die Di�erentialgleihung (∗∗) be-sitzt Lösungen, d.h. zweimal di�erenzierbare reelleFunktionen, die die Gleihung erfüllen. Unter An-wendung der Kettenregel veri�ziert man, dass z.B.die Funktion y1 mit

y1(t) = sin 2teine solhe Lösung ist. Figur 1.29:Kraft bei Auslenkung aus der RuhelageUm einen Überblik über die Lösungen zu erhalten, überlegen wir uns (in Analogie zu (1.3)), wie wirgegebenenfalls aus bekannten Lösungen neue konstruieren können.Sei etwa y eine Lösung; dann folgt aus y′′(t) + 4y(t) = 0 durh Multiplikation mit reellem k

ky′′(t) + 4ky(t) = 0.Bezeihnen wir diejenige Funktion, deren Werte für jedes t gerade das k-fahe der entsprehenden Wertevon y sind, mit ky, sodass also
(ky)(t) := k · y(t) 17



und (ky)′′(t) = ky′′(t) für alle t gilt, dann ist auh ky Lösung von (∗∗). Insbesondere ist k1y1 mit
(k1y1)(t) = k1 · sin 2t eine Lösung für jedes reelle k1. Ähnlih ist y2 mit y2(t) = cos 2t Lösung und damitfür jedes reelle k auh k2y2 mit (k2y2)(t) = k2 cos 2t.Die Analogie zu (1.3) legt nahe, auh hier die �Summe� y1 und y2 zweier Lösungen y1 und y2 zuuntersuhen. Dazu de�nieren wir die Summe von Funktionen y1 und y2 durh

(y1 + y2)(t) := y1(t) + y2(t).Durh Addition der Gleihungen y′′1 (t) + 4y1(t) = 0 und y′′2 (t) + 4y2(t) = 0 und Anwendung derDi�erentiationsregel für Summen ergibt sih: Sind y1, y2 Lösungen von (∗∗), so ist auh y1 + y2Lösung.Die Menge der Lösungen von (∗∗) ist also abgeshlossen bzgl. Multiplikation mit einem Skalar(�S-Multiplikation�) und bzgl. Addition.In Anwendung auf die bereits gefundenen Lösungen (y1(t) = sin 2t und y2(t) = cos 2t) ergibt sih: JedeLinearkombination y mit
y(t) = k1 sin 2t+ k2 cos 2t , k1, k2 reell,('Superposition') ist Lösung. Es ist möglih zu zeigen daÿ jede Lösung von (∗∗) diese Form hat.Anmerkung 1. Vorgegebene Anfangsbedingungen sondern dann Funktionen mit bestimmten k1, k1,aus der Menge der Lösungen aus. Wegen y(0) = k2 und y′(0) = 2k1 wird z.B. die Bedingung(i) y(0) = 0 und y′(0) = 0 nur durh die Funktion o mit o(t) = 0 für alle t (Nullfunktion) (Körperin Ruhelage) bzw.(ii) y(0) = 2 und y′(0) = 1 nur durh die Funktion y mit y(t) = 1

2 sin 2t+2 cos 2t =
√

1
4 + 4 sin(2t+ϕ)(für tanϕ = 4) (ungedämpfte harmonishe Shwingung) erfüllt.Anmerkung 2. Wir vermerken, dass für Addition und S-Multiplikation bei Funktionen, insbesonderebei den Lösungen von (∗∗), entsprehende Rehengesetze wie bei den vorherigen Beispielen gelten, also:Assoziativität der AdditionKommutativität der AdditionExistenz einer Null (hier Nullfunktion o) mit f + o = fMöglihkeit zur Subtraktion (Umkehrung der Addition): Zu f de�nieren wir −f durh

(−f)(t) = −f(t); dann ist f + (−f) = o und (g + f) + (−f) = g.Assoziativgesetz der S-MultiplikationBeide Distributivgesetze der S-MultiplikationBeweis. ÜbungAnmerkung 3. Wie in den vorangegangenen Beispielen fällt auf, dass sih alle vorkommenden Vektorenals �Linearkombinationen� von einigen wenigen darstellen lassen. Die Angabe solher Erzeugenden istein wesentlihes Beshreibungsprinzip der (linearen) Algebra.1.5 Ein Code (als binäres Modell)(a) DualodeBeim Dualode werden Zahlen im Binärsystem (Dualsystem) dargestellt. Dieses Zahlsystem verwen-det statt der Zahlen 0 bis 9 des Dezimalsystems nur 0 und 1. Bei beiden Systemen gibt die Stellungeiner Zi�er in der Darstellung einer Zahl ihre Wertigkeit an (Positionssysteme), beim Binärsystem aberniht als Potenzen zur Basis 10, sondern zur Basis 2.18



Beispiel. dezimal 1001 = dezimal (1 · 103 + 0 · 102 + 0 · 101 + 1 · 100)binär 1001 = dezimal (1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20) = dezimal 9.Die folgende Tabelle zeigt die ersten 10 Zahlen:dezimal dual �Au�üllen� zu �Wörtern�der Länge 4 (Tetraden)
0 0 · 20 0 0 0 0 0
1 1 · 20 1 0 0 0 1
2 1 · 21 + 0 · 20 1 0 0 0 1 0
3 1 · 21 + 1 · 20 1 1 0 0 1 1
4 1 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20 1 0 0 0 1 0 0
5 1 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 1 0 1 0 1 0 1
6 1 · 22 + 1 · 21 + 0 · 20 1 1 0 0 1 1 0
7 1 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 1 1 1 0 1 1 1
8 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 0 · 20 1 0 0 0 1 0 0 0
9 1 · 23 + 0 · 22 + 0 · 21 + 1 · 20 1 0 0 1 1 0 0 1Tabelle 1.1: Binäre Darstellung der ersten 10 ZahlenBei gröÿeren Zahlen kann man entsprehend odieren (geshlossene Codierung) oder jede Dezimalstelleeinzeln odieren. Anmerkung: Es handelt sih hier nur um eine von vielen Möglihkeiten der numerishenCodierung; s. auh � ASCII�-Code, �Uniode�, �UTF-8� et.).(b) Datenübertragung über gestörte Kanäle und binäre AdditionEin (shematishes) Beispiel einer Übertragung über einen gestörten Kanal (Funkstreke/Atmosphäreoder Kabel, Magnetband, Glasfaser et.) zeigt Figur 1.30.Kanal

Figur 1.30: Shema eines Übertragungssytems und ÜbertragungsbeispielDabei sind: die gesendete Nahriht N1 = O O 1 1das empfangenes Signal E1 = O O 1 Oder �Fehlervektor� F1 = O O O 1 .Zur mathematishen Beshreibung des Sahverhalts setzen wir N = E ⊕F , wobei �komponentenweise�folgendermaÿen zu �addieren� ist: 3 0⊕0=0 (kein Fehler)1⊕0=1 (kein Fehler)0⊕1=1 (Fehler)1⊕1=0 (Fehler).Die letzten 4 Vereinbarungen shreiben wir auh in der Form einer �Verknüpfungstafel � :3also niht, wie bei der gewöhnlihen Addition im Dualsystem, 1 + 1 = 10, d.h. 0 mit Übertrag 1.Beahten Sie auh die untenstehende Anmerkung zu einer Addition auf {u, g} ! 19



⊕ 0 1
0 0 1
1 1 0 .Anmerkung:Wie man sieht und wie wir weiter unten noh vertiefen werden, hängt die Addition eng mitder Anzahl der Summanden �1� in einer Summe4 zusammen. Ist diese Anzahl (die sogenannte Parität)gerade, so ist die Summe 0, andernfalls 1. Ersetzt man daher 0 durh g (wie �gerade�) und 1 durh u(wie �ungerade�) , so ergibt sih als Verknüpfungstafel:
⊕ g u
g g u
u u g .Diese entspriht den bekannten Additionsregeln:gerade plus gerade = geradegerade plus ungerade = ungeradeungerade plus gerade = ungeradeungerade plus ungerade = gerade .Wir kommen zu weiteren Eigenshaften dieser Addition auf {0, 1} (bzw. {g, u}):Ist die Abgeshlossenheit der Addition shon vorher ersihtlih, so erkennt man an der Symmetrieder Verknüpfungsafel sofort die Kommutativität der Addition; auh die Neutralität der Nullist leiht zu erkennen. Jedes Element ist sein eigenes Inverses. Shlieÿlih gilt noh das Assoziativgesetz,wie sih durh Prüfen der einzelnen Fälle zeigt.() Codierung zur FehlererkennungMit dem Ziel, einen Übertragungsfehler pro Wort erkennen zu können, fügen wir den bisherigen Code-wörtern noh je ein Kontrollsymbol (ähnlih den Prüfzi�ern bei Kontonummern) hinzu. Dabei benutzenwir die eben de�nierte Addition auf {0, 1} und bilden die �Quersumme� der Informationssymbole (�Pa-ritätskontrolle�): Anstelle von a1a2a3a4 senden wir a1a2a3a4︸ ︷︷ ︸Informationsteila1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4︸ ︷︷ ︸Kontrollzi�er .Beispiel. Für 0 0 1 1 senden wir 0 0 1 1 0.Anmerkung. Auh hier haben wir wieder nur eine von vielen Möglihkeiten zur Codierung herausge-gri�en; der entsprehende Code heiÿt Paritätsode; bei ihm ist die Anzahl der Einsen im Codewortgerade, d.h. die binäre Quersumme der Symbole gleih 0:

a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ (a1⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4)
AssoziativgesetzKommutativgesetz

= (a1 ⊕ a1)⊕ (a2 ⊕ a2)⊕ (a3 ⊕ a3)⊕ (a4 ⊕ a4) Selbstinverse
= 0⊕ 0⊕ 0⊕ 0 Neutralität der 0

= 0Codewörter sind daher Wörter der Form a1a2a3a4a5, die die (Paritätskontroll-) Gleihung
a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 = 0erfüllen (und umgekehrt). Wörter, die durh Abänderung einer Komponente aus einem Codewort ent-stehen, haben Quersumme 1 und sind damit als fehlerhaft zu erkennen:4auh mit mehreren Summanden20



Beispiel. Kanal
Figur 1.31: Beispiel einer Übertragung mit Fehlererkennung(d) Weiter StrukturierungWir vermerken, dass wir auh zwishen den Wörtern der Länge 5 aus Nullen und Einsen eine Additionkomponentenweise de�nieren können:Beispiel. E2 = 0 0 0 1 0

F2 = 0 0 1 0 0
N2 = E2 ⊕ F2 = 0 0 1 1 0 .Dabei übertragen sih viele der Rehengesetze, insbesondere die von uns herausgestellten: Abgeshlos-senheit der Addition, Assoziativgesetz, Existenz eines neutralen Elements (hier 00000), Existenz einesInversen zu jedem Wort (hier das Wort selbst) und das Kommutativgesetz.Ferner ist es möglih, eine (banal ersheinende) S-Multiplikation zu de�nieren durh 0 ·W = 00000bzw. 1 ·W = W für jedes der betrahteten Wörter W.De�niert man, motiviert auh durh die Multiplikationsregelngerade mal gerade = geradegerade mal ungerade = geradeungerade mal gerade = geradeungerade mal ungerade = ungerade ,eine Multiplikation zwishen den Elementen 0 ( =̂ g) und 1 ( =̂u) durh folgende Verknüpfungstafel:

⊙ 0 1
0 0 0
1 0 1 ,so kann man die S-Multiplikation wieder komponentenweise ausführen. Für sie gilt neben der Abge-shlossenheit und den beiden Distributivgesetzen auh das Assoziativgesetz

k · (l ·W ) = (k ⊙ l) ·W.Damit ist, zumindest was die Rehengesetze betri�t, eine Analogie zwishen der eben behandeltenStruktur und den vorigen hergestellt; als neuer �Tatbestand � ist nun hinzugekommen, dass die Skalareniht mehr reelle Zahlen sind (jedoh noh den meisten der für reelle Zahlen gültigen algebraishenRehenregeln genügen.)Ähnlih wie in (1.3) lassen sih die Lösungen der linearen Gleihung a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 = 0, dieja Codewörter a1a2a3a4a5 ergeben, als Linearkombinationen einiger weniger darstellen. �Erzeugende�sind z.B. die Codewörter α1 = 10001, α2 = 01001, α3 = 00101 und α4 = 00011. Jedes Codewort istdann von der Form
k1α1 ⊕ k2α2 ⊕ k3α3 ⊕ k4α4 mit k1, k2, k3, k4 ∈ {0, 1}.Es wird sih herausstellen, dass die bei jedem der obigen Beispiele herausgestellten Rehengesetze deren(algebraishe) Struktur shon wesentlih festlegen, sodass eine gemeinsame Theorie möglih undsinnvoll wird. Diese Theorie ist die des (abstrakten) Vektorraums (auh linearer Raum genannt), desHauptgegenstandes unserer Vorlesung. 21



Parallel zu diesem Thema versuhen wir, unsere Sprahe zu präzisieren und zu normieren. Dies wird,nah evtl. anfänglihen Shwierigkeiten, sowohl die Kommunikation erleihtern als auh die Argumen-tation siherer und nahprüfbarer gestalten.Übungsaufgaben:Aufgabe 1.1 Bestimmen Sie die Koe�zienten a1, a0 der Di�erentialgleihung
y′′ + a1y

′ + a0y = 0so, dass y1 und y−1 mit y1(x) = ex und y−1(x) = e−x Lösungen dieser Gleihung sind. Sind dann auhdie (Hyperbel-)Funktionen sinh und osh mitsinh(x) := ex − e−x

2
und osh(x) = ex + e−x

2Lösungen dieser Di�erentialgleihung?Anmerkung: Ohne Beweis dürfen Sie hier Eigenshaften der Exponentialfunktion verwenden, u.a. dieTatsahe, dass ex 6= 0 für alle x ∈ R gilt und (ex)′ = ex ist.Aufgabe 1.2 a) Zeigen Sie für das kanonishe Skalarprodukt des Raumes:
a · b = b · a und (a+ b) · c = a · c+ b · c !für alle Vektoren a, b, c des Raumes!b) Benutzen Sie Teil a) zum Nahweis der Formel

|a+ b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2) !) Warum heiÿt die Gleihung aus b) �Parallelogrammgleihung�? Interpretieren Sie sie elementar-geometrish mit Hilfe einer Skizze!Aufgabe 1.3 5:Wir de�nieren eine Abbildung von binären Tetraden auf binäre 8-Tupel
c : a1a2a3a4 7→ a1a2a3a4a5a6a7a8durh a5 := a1 ⊕ a3;

a6 := a2 ⊕ a4;
a7 := a1 ⊕ a2;
a8 := a3 ⊕ a4.Zeigen Sie:1. c ist additiv, d.h. es gilt : c(a1a2a3a4 ⊕ b1b2b3b4) = c(a1a2a3a4)⊕ c(b1b2b3b4).2. Einen Übertragungsfehler in einer Komponente eines Wortes kann man niht nur feststellen, sondernsogar korrigieren.Lösungshinweis: Shreiben Sie a1a2a3a4 in ein 2 × 2− Quadrat, und addieren Sie die Einträge jederZeile und jeder Spalte!

5 Starke Vereinfahung eines bei Magnetbändern verwendeten Codes !22



� 2 Zur normierten Sprahe der MathematikerHinweis: Dieser Paragraph wird abshnittsweise in die Vorlesung eingestreut.Literatur:Deiser, Oliver: Einführung in die Mengenlehre. Die Mengenlehre Georg Can-torsund ihre Axiomatisierung durh Ernst Zermelo. Springer. Berlin 2002.Halmos, P.R.: Naive Mengenlehre, Göttingen 1968.Hermes, H.: Einf. i.d. math. Logik, Stuttgart 1963.Loomis-Sternberg: Advaned Calulus (Einleitung).Felsher, W.: Naive Mengen und abstrakte Zahlen I, Zürih 1978.Warlih,L.: Grundlagen der Mathematik für Studium und Lehramt I. Wiesba-den 1996.2.1 Naive Logik(a) Aussagen und AussageformenMathematishe Aussagen sind sprahlihe Gebilde, denen entweder der Wert �wahr�(w) oder der Wert �falsh� (f) zu, geordnet werden kann. Eine andere Möglihkeit solles für eine Aussage niht geben (�tertium non datur�, Zweiwertigkeitsprinzip).Beispiel.
4 ist eine gerade Zahl (w)
4 + 3 = 6 (f)
4 + x = 6 keine AussageSprahlihe Gebilde mit �Variablen� (�freien Variablen �, s.u.), die nah Ersetzen dieserVariablen in Aussagen (egal, ob wahr oder falsh) übergehen, heiÿen Aussageformen(Prädikate oder Formeln der Aussagenlogik).Beispiel.
4 + x = 6 und x ist natürlihe Zahl (Gleihung !)

x 6= x
x < ysind Aussageformen.Meist wird auh die Menge der Elemente, die man für die Variablen einsetzen will undkann, der Grundbereih M der Aussageform, angegeben. Ist A(x) eine Aussageform inder nur die Variable x vorkommt (z.B. A(x) : 4 + x = 6 mit Grundbereih N der Mengeder natürlihen Zahlen), so erhalten wir also durh Ersetzen von x durh ein Element desGrundbereihs (z.B. durh 5) eine Aussage (z.B. A(5) : 4+5 = 6), die dann wieder einenWahrheitswert besitzt (hier: falsh). (Ist A(x) Gleihung, so heiÿt x1 aus M Lösung,falls A(x1) wahr ist).Da Aussageformen durh jede Ersetzung in Aussagen übergehen, kann man mit ihnenmeist hantieren wie mit Aussagen (s.u. Teil ()).
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(b) QuantorenDie oben beshriebene Einsetzung von Elementen in eine Aussageform ist nur eine Mög-lihkeit, von einer Aussageform zu einer Aussage zu gelangen. Eine weitere ist es, die�Erfüllbarkeit� einer Aussageform zu betrahten:�Es existiert (mindestens) ein x aus M mit der Eigenshaft, dass A(x) wahr ist.�Dies ist dann wieder eine Aussage mit Wahrheitswert �wahr� oder �falsh�, eine soge-nannte Existenzaussage.Spreh- und Shreibweise: Es existiert ein x aus M mit A(x);ex. x ∈M : A(x);
∃x ∈M : A(x) ,
∨

x∈M A(x).Beispiele:(i) Es existiert eine natürlihe Zahl x mit 4 + x = 6, kurz
∃x ∈ N : 4 + x = 6 (Wahrheitswert w)(ii) ∃x ∈ N : x 6= x (Wahrheitswert f)Anmerkungen.1.) In �∃x : A(x)� kommt zwar noh eine Variable x formal vor, jedoh ist es nihtmehr erlaubt, ein Element des Grundbereihs einzusetzen. Wir sprehen von einergebundenen Variablen2.) Die Sprehweise �es existiert ein� bedeutet stets �es existiert mindestens ein�; exi-stiert ein x ∈ M mit A(x), aber keine zwei vershiedene in M , so sagen wir: �esexistiert genau ein x ∈ M mit A(x)�, kurz ∃1x ∈ M : A(x) bzw. ∃! x ∈ M oder
•∨
x∈M : A(x).Eine weitere Aussage mit gebundener Variablen ist die Allgemeingültigkeitsaussage füreinen Bereih M (All-Aussage): �Für alle x aus M gilt: A(x) ist wahr�.Spreh- und Shreibweisen: Für alle x aus M gilt A(x);f.a. x ∈M : A(x) ;

A(x) f.a. x ∈M ;
∀x ∈M : A(x)
∧

x∈M

A(x).Beispiele.
∀x ∈ N : 4 + x = 6 (Wahrheitswert f)
∀x ∈ N : x ≥ 0 (Wahrheitswert w)
∀x ∈ R : x ≥ 0 (Wahrheitswert f)Hierbei bezeihnet R die Menge aller reellen Zahlen.24



An dem Beispiel zeigt sih die Wihtigkeit des Grundbereihs M für den Wahrheitswerteiner All-Aussage.Enthält eine Aussageform A(x, y, ...) mehrere freie Variable, so können diese durh ent-sprehend viele Quantoren gebunden werden; dabei ist jeder Quantor auf die hinter ihmstehende Aussage bezogen; gegebenenfalls verdeutliht man den Wirkungsbereih durhKlammern.Beispiel. ∀x ∈ N : ∀y ∈ N : x+ y = y + x (w) .Auÿer bei gleihen Quantoren ist unbedingt auf die Reihenfolge zu ahten:
∀x ∈ N : ∃y ∈ N : x < y (w) (z.B. y = x+ 1)aber ∃y ∈ N : ∀x ∈ N : x < y (f) (z.B. x = y + 1 > y f.a. y ∈ N).Jedoh darf man zwei hintereinander stehende Allquantoren vertaushen, also von

∀x ∈ M1 : ∀y ∈M2 : A(x, y) zu ∀y ∈M2 : ∀x ∈M2 : A(x, y)übergehen. Entsprehendes gilt für zwei hintereinander stehende Existenzquantoren.() Junktoren1. Negation einer Aussage ¬A , nonA.Beispiele. (i) A: 4 + 3 = 7 (w)
¬A: 4 + 3 6= 7 (f)6(ii) A: ∃x ∈ R : x2 = −1 (f)
¬A: ∀x ∈ R : x2 6= −1 (w).Der Zusammenhang zwishen Wahrheitswert einer Aussage und dem ihrer Negation läÿtsih in einer Tabelle (Wahrheitstafel) darstellen:

A ¬Aw ff w .Umgekehrt präzisiert diese Wahrheitstafel den Begri� �Negation�, zumindest was seinVerhalten bzgl. des Wahrheitswertes angeht.2. Das logishe �und� A ∧ B ,A und BAuh diese logishe Verknüpfung beshreiben wir ganz formal durh eine Wahrheitstafel:
A B A ∧ Bw w ww f ff w ff f f A∧B ist also nur wahr, wenn sowohl A alsauh B wahr sind.6Hierbei ist a 6= b eine Abkürzung für ¬(a = b). 25



Beispiele. (4 + 3 = 7) ∧ (∀x ∈ R : x2 ≥ 0) (w) ,
(4 + 3 = 6) ∧ (∀x ∈ R : x2 ≥ 0) (f) .Auh die Bildung der Aussageform A(x, y, . . . )∧B(x, y, . . . ) ist sinnvoll (Beispiel: Glei-hungssysteme).3. Das logishe �oder� A ∨B ,A oder B

A B A ∨Bw w ww f wf w wf f f A ∨ B ist also nur wahr, wenn mindestenseine der beiden Aussagen A, B wahr ist.(Dieses �oder � entspriht dem lateinishenvel, dessen Anfangsbuhstabe zum Zeihen
∨ führte.)Beispiele. (4 + 3 = 7) ∨ (∀x ∈ R : x2 ≥ 0) (w) ,

(4 + 3 = 6) ∨ (∀x ∈ R : x2 ≥ 0) (w) .4. Wenn � dann A ⇒ B (Subjunktion)Sprehweisen: �Wenn A, dann B�.�A ist hinreihend für B�.�B ist notwendig für A�.�Aus A folgt B�; (wobei hier �folgt� niht inhaltlih, sondernrein formal gemeint ist).Der Wahrheitswert der Aussage A⇒ B für Aussagen A und B wird de�niert durh
A B A⇒ Bw w ww f ff w wf f w } aus Wahrem folgt nur Wahres.

} �Ex falso quodlibet�.Wir verwenden das Zeihen �⇒� auh zwishen Aussageformen A(x, y, . . . )⇒ B(x, y, . . . )(Implikation).Wenn für jede Einsetzung aus dem Grundbereih A(x, y, . . . ) ⇒ B(x, y, . . . ) wahr ist,spriht man von einer Folgerung. Aber auh für umgangs- oder metasprahlihe Herlei-tungen benutzt man das Zeihen �⇒� und spriht ebenfalls von einer Folgerung. (In dermathematishen Praxis untersheidet man meist niht zwishen �Subjunktion�, �Impli-kation� und �Folgerung�.)M
↓ Bei der oben-stehenden Wahrheitstafel für A⇒ B sind die beiden letzten Zeilen beahtenswert. Besagensie doh, daÿ ein Shlussÿ formal rihtig ist, wenn er von einer falshen Aussage ausgeht (Bsp. 9 = 5⇒

14 = 14 (w)). Jedoh ist diese Vereinbarung niht abwegig. So wird z.B. der umgangssprahlihe Satz(Aussageform mitZeitvariable)�Wenn es regnet, werden die Straÿen nass. �als gültig anerkannt, unabhängig davon, ob es gerade regnet oder ob die Straÿen gerade nass sind. Auhist es sinnvoll, die Aussage
∀x ∈ R : (3x+ 1 = 4⇒ x2 = 1)26



als wahr anzuerkennen, obwohl z.B. für x = −1 aus einer falshen Aussage eine wahre impliziert wirdund für x = 3 aus einer falshen Aussage eine falshe impliziert wird.Damit bleiben die bekannten Umformungsregeln für Gleihungen rihtig, auh wenn man von einerfalshen Aussage ausgeht:
9 = 5 (f)

9− 7 = 5− 7

(9− 7)2 = (5− 7)2

92 − 2 · 9 · 7 + 72 = 52 − 2 · 5 · 7 + 72

92 − 52 = 2 · 7(9− 5) | : (9− 5)

9 + 5 = 2 · 7
14 = 14 (w)Aus der Tatsahe, daÿ man aus einer Aussage A durh logishe Shlüsse (formaler oder inhaltliher Art)eine wahre Aussage B hergeleitet hat, folgt niht die Rihtigkeit der Aussage A. (Man kann heuristishso vorgehen, muss dann aber die Shlüsse umzukehren versuhen, also zeigen, dass aus B die Aussage

A folgt. Auf die Rihtung kommt es an!) ↑M5. Genau dann � wenn A ⇔ B (Abkürzung für (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A))Sprehweisen: A gilt genau dann, wenn B;
A ist notwendig und hinreihend für B;
A gilt dann und nur dann, wenn B gilt.

A B A⇔ Bw w ww f ff w ff f w(Entsprehend de�nieren wir A(x, y, . . . ) ⇔ B(x, y, . . . ), wenn für jede Einsetzung ausdem Grundbereih A(x1, y1, . . . )⇔ B(x1, y1, . . . ) wahr ist).Anmerkung. Um Klammern zu sparen, vereinbart man�⇔� trennt stärker als �⇒,∧,∨,¬�,�⇒� trennt stärker als �∧,∨,¬� und�∧,∨� trennt stärker als �¬�.(d) Einige allgemeingültige Gesetze für Aussagen (Tautologien)Folgende Aussagen haben stets den Wahrheitswert (w) :2.1.1 A ∨ ¬A stets (w) Möglihkeit zur FalluntersheidungBeweis. (Formal-logish mit Hilfe einer Wahrheitstafel.)
A ¬A A ∨ ¬Aw f wf w w �tertium non datur� 27



2.1.2 A ∧ ¬A ist immer falsh. Satz vom WiderspruhBeweis. A ¬A A ∧ ¬Aw f ff w fÄhnlih beweist man:2.1.3 ¬(¬A)⇔ A Satz von der doppelten Verneinung2.1.4 (A⇒ B)⇔ (¬B ⇒ ¬A) Kontraposition2.1.5 [(A⇒ B) ∧ (B ⇒ C)]⇒ (A⇒ C) Transitivität2.1.6 ¬(A ∨ B)⇔ (¬A ∧ ¬B)Shlussbemerkungen: Die obigen Gesetze lassen sih shon von der Form her als wahrerkennen. Solhe formal-logishen Shlüsse sind von den �inhaltlih begründeten� logi-shen Shlüssen, zu untersheiden, für die wir allerdings, wie shon angedeutet, ebenfallsdas Zeihen �⇒� benutzen werden. Tiefer-greifende Untersuhungen bleiben Vorlesungenüber Grundlagen der Mathematik vorbehalten.2.2 Mengen und ElementeM
↓ Der in der Mathematik verwandte Begri� �Menge� untersheidet sih von dem umgangssprahlihen(mehr quantitativen).Beispiel (Mengen im mathematishen Sinne).Die Menge der am 1. Oktober 2006 an der FU immatrikulierten Studenten.Die Menge N der natürlihen Zahlen.Die Mengen Q, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.Die Menge aller zu einem gegebenen Pfeil vektorgleihen Pfeile der Ebene (Vektor).Wie lässt sih der Begri� �Menge� präzisieren? Nah Cantor (1845-1918) ist eine Menge eine �Zusam-menfassung von bestimmten wohl-untershiedenen Objekten unserer Anshauung oder unseres Denkenszu einem Ganzen.�Diese Beshreibung ist jedoh zu unpräzise. Uneingeshränkte Erzeugung von Mengen führt zu Wider-sprühen (s.u.)7. Eine erfolgreihe Präzisierung ist erst im Rahmen der axiomatishen Logik möglih.Wir werden im folgenden naiv vorgehen und niht de�nieren, was eine Menge ist, sondern ledigliheinige Eigenshaften anführen.↑M Die Objekte, mit denen wir uns beshäftigen, bezeihnen wir durh Symbole, z.B. durhBuhstaben oder Zi�ern. Dabei dürfen auh vershiedene Symbole dasselbe Objekt dar-stellen.7Eine Analogie zu Problemen der Mengenbildung weist folgendes Beispiel auf: Der Katalog aller Büherist selbst ein Buh und müsste in sih erfasst sein; dann gäbe es ein weiteres Buh.28



Beispiel. 2
3
und 4

6
bezeihnen dieselbe rationale Zahl: 2

3
= 4

6
. Dabei bedeutet a = b, dassdie Symbole a und b dasselbe Objekt repräsentieren (Identität, Gleihheit der Objekte).Anmerkungen.1. Es sind auh die Shreib�guren 2

3
und 4

6
als Objekte denkbar; und diese sind dannvershieden. Die Angabe von Symbolen allein reiht also niht aus, vielmehr mussjeweils feststehen (ausgesprohen oder unausgesprohen), welhe Symbole das selbeObjekt darstellen, für welhe Symbole a und b von Objekten also a = b und fürwelhe a 6= b gilt.2. Von der Gleihheitsbeziehung erwarten wir, dass sie folgende Eigenshaften besitzt:

x = x
x = y ⇔ y = x

x = y ∧ y = z ⇒ x = z



 für alle Symbole x, y, z. M

↓3. Es ist zwekmäÿig, bestimmte Gesamtheiten von (Einzel-) Objekten als neue Objekte anzusehen;diese neuen Objekte heiÿen Mengen, die Einzelobjekte, aus denen eine Menge besteht, heiÿenElemente der Menge. Wie oben gesagt, ist die Beshreibung jedoh zu unpräzise für eine De�-nition. Sie soll uns nur als anshauliher Hintergrund dienen. Wir fahren daher folgendermaÿenfort: ↑MGewisse Objekte sollenMengen heiÿen. Zwishen einem Objekt x und einer Men-ge A kann die Beziehung
x ist Element von A,in Zeihen x ∈ A , bestehen. (Negation: x /∈ A).2.2.1 Grundeigenshaft der Element-Beziehung (Extensionalitätsaxiom)Zwei Mengen A und B sind genau dann gleih, wenn sie dieselben Elemente haben. FürMengen A und B gilt also:

A = B ⇔ ∀x : (x ∈ A⇔ x ∈ B)Anmerkung. Diese Eigenshaft präzisiert die Elemente-Beziehung mit Hilfe der Gleih-heit, die ja zwishen Objekten shon gegeben ist. Umgekehrt läÿt sih mit ihrer Hilfe dieGleihheit von Mengen bei Kenntnis ihrer Elemente nahprüfen.Folgerung aus (2.2.1): Eine Menge ist durh Angabe ihrer Elemente vollständigbestimmt (z.B. durh Aufzählen ihrer Elemente, wobei es auf die Reihenfolge nihtankommt.)Shreibweise: A = {a, b, c, . . . }.Beispiele.
• Die Menge aller Primzahlen zwishen 1 und 12: {2, 3, 5, 7, 11}. 29



• {2, 4, 6, 8} = {6, 4, 8, 2}.
• Die Menge aller durh 2 teilbaren natürlihen Zahlen ist gleih der Menge allernatürlihen Vielfahen von 2.
• Die Menge aller (natürlihen) Teiler von 8 ist T8 = {1, 2, 4, 8}.Anmerkung (1). Dass umgekehrt durh konkretes Aufzählen von Elementen eine Mengebeshrieben wird, ist niht selbstverständlih, es folgt jedoh aus der folgenden Grund-eigenshaft �Paarmengenaxiom� und der später geforderten Möglihkeit der Bildungvon �Vereinigungsmengen�.2.2.2 PaarmengenaxiomSind a und b Objekte, so gibt es eine Menge C mit

∀d : (d ∈ C ⇔ d = a ∨ d = b)(Shreibweise: C = {a, b})Anmerkung (2). In Übereinstimmung mit der von der Gleihheit von Objekten er-warteten Eigenshaften ergibt sih (aus den Eigenshaften der doppelten Implikation(2.1 5)) für alle Mengen A,B,C
A = A Re�exivität (3)
A = B ⇒ B = A Symmetrie (4)
(A = B ∧ B = C)⇒ A = C Transitivität (5)Graphishe Veranshaulihung von Mengen im sogenannten Venn-Diagramm:Beispiele.

Figur 2.1 a: Venn-Diagramm zu N ⊆ Z Figur 2.1 b: Venn-Diagramm von T6und T8 ( mit Tn gleih der Menge dernatürlihen Teiler von n).30



2.2.3 De�nition: InklusionSind A und B Mengen, und ist jedes Element von A Element von B, so heiÿt
A Teilmenge von Bbzw. B Obermenge von A; in Zeihen A ⊆ B bzw. B ⊇ A. Also:

A ⊆ B ⇔ ∀x : (x ∈ A⇒ x ∈ B) .Beispiel. N ⊆ ZVenn-Diagramme:
A ⊆ B A * BFigur 2.2: Beispiele von Venn-Diagrammen zur TeilmengenbeziehungIst A ⊆ B und A 6= B, so heiÿt A ehte Teilmenge von B. Shreibweise: A $ B.2.2.4 Eigenshaften der InklusionFür alle Mengen A,B,C gilt:

A ⊆ A Re�exivität (6)
(A ⊆ B ∧B ⊆ A)⇒ A = B Antisymmetrie (7)
(A ⊆ B ∧B ⊆ C)⇒ A ⊆ C Transitivität (8)Beweis der Antisymmetrie.Aus A ⊆ B ⇔ ∀x : (x ∈ A⇒ x ∈ B) und B ⊆ A⇔ ∀x : (x ∈ B ⇒ x ∈ A) ergibt sih

(A ⊆ B ∧ B ⊆ A)

⇔ ∀x : (x ∈ A⇒ x ∈ B) ∧ ∀x : (x ∈ B ⇒ x ∈ A) Einsetzen
⇔ ∀x : [(x ∈ A⇒ x ∈ B) ∧ (x ∈ B ⇒ x ∈ A)]

Eigenshaften desAllquantors (hierohne Beweis)
⇔ ∀x : (x ∈ A⇔ x ∈ B)

⇔ A = B (2.2.1) .Beweisen Sie (6) und (8)! 31



Anmerkung. Eine wihtige Methode, die Gleihheit zweier Mengen zu zeigen, bestehtnah (2) in dem Nahweis, dass jede in der anderen enthalten ist. (Nahweis der dop-pelten Inklusion).Die Angabe einer Teilmenge C von A erfolgt meist niht durh Aufzählen der Elementevon C, sondern durh Angabe von Eigenshaften, die allen Elementen von C, aber keinenweiteren Elementen von A zukommen.Beispiel. Die Menge P aller natürlihen Primzahlen: Ist T (x) die Aussageform. �x istPrimzahl�, so ist P die Menge für die gilt:
∀x : [x ∈ P⇔ (x ∈ N ∧ T (x))].Man könnte nun meinen, daÿ sih mit Hilfe von Aussageformen beliebige Mengen bil-den lassen. Für Teilmengen wollen wir dies als weitere Grundeigenshaft des Mengen-Begri�es (also einer Eigenshaft, die wir mit dem Begri� �Menge� verbinden, aber nihtbeweisen können) fordern:2.2.5 Erzeugungsprinzip für Teilmengen (Aussonderungsaxiom)Sei A eine Menge und T (x) eine Aussageform, zu deren Grundbereih die Elemente von

A gehören. Dann gibt es eine Teilmenge C derart, dass für alle x gilt:
x ∈ C ⇔ [x ∈ A ∧ T (x)].Shreibweisen: C = {x : x ∈ A ∧ T (x)} oder

C = {x ∈ A : T (x)}Beispiel. A = N, T (x)⇔ x2 − x− 2 = 0
L1 = {x ∈ N : x2 − x− 2 = 0)} (Lösungsmenge der Gleihung x2 − x− 2 = 0 über N)(Anmerkung: Aus der Theorie der quadratishen Gleihungen über R wissen wir, dass
x2 − x− 2 = 0 äquivalent ist mit x = 2 ∨ x = −1. Wegen −1 /∈ N und N ⊆ R gilt dann
L1 = {2}.)Denken wir an �unlösbare� Gleihungen! Nah den Grundeigenshaften der Gleihheits-beziehung geht z.B. x 6= x (als T (x)) bei keiner Einsetzung in eine wahre Aussage über.2.2.6 Hilfssatz:(a) Die Teilmenge ∅A := {x ∈ A : x 6= x} von A enthält kein Element. Es gilt also:
∀x : x /∈ ∅A.Ist F (x) irgendeine Aussageform, so gilt für jedes x des Grundbereihs:
x ∈ ∅A ⇒ F (x); denn x ∈ ∅A ist stets falsh (vgl. (2.1)4).Ist B eine zweite Menge, so folgt daher ∀x : (x ∈ ∅A ⇔ x ∈ ∅B). Nah (2.2.1) heiÿtdas:32



(b) Für alle Mengen A,B gilt: ∅A = ∅B .
∅A ist also unabhängig von A. Es gibt nur eine Menge �ohne Elemente�. Wir nennensie die leere Menge.Shreibweise: ∅ (= ∅A = ∅B). Für sie gilt:() ∀x : x /∈ ∅ und(d) ∅ ⊆ A für jede Menge A.Anmerkung:URL zur �leeren Menge� : www.mathematik.de/fuenfminuten�13. Die Existenz der leeren Menge maht Sinn.�Wir haben ein Verfahren kennen gelernt, mit Hilfe von Aussageformen aus einer Mengeneue (Teil-) Mengen zu bilden (auszusondern). Die Beshränkung auf Teilmengen istdabei von Bedeutung; entgegen ersten Vermutungen kann eine Verallgemeinerung zuWidersprühen führen. Als Beispiel dafür sei die Antinomie von B. Russel angeführt:Die Bildung A = {x : x /∈ x) ist niht erlaubt: Denn die beiden (einzigen) Fälle

A ∈ A(⇒ A /∈ A) und A /∈ A(⇒ A ∈ A) führen zu Widersprühen. M
↓Shon im alten Griehenland war bekannt: Wenn sih Aussagen auf sih selbst beziehen können, kommtes eventuell zu Problemen Ein Beispiel ist die Aussage: � Ih lüge. � (Warum ?)Bekannt ist auh das �Paradoxon des Dorfbarbiers�. Dieser Barbier hat sih darauf spezialisiert,alle Männer des Dorfes zu rasieren, die sih niht selbst rasieren, und auh keine anderen. Was ist aberdann mit ihm selbst ?Siehe auh folgende URL: www.mathematik.de/fuenfminuten ↑M2.2.7 De�nition der Mengenoperationen ∪, ∩Seien X, Y Teilmengen einer Menge M .(a) X ∪ Y := {z : z ∈ X ∨ z ∈ Y } heiÿt Vereinigungsmenge von X und Y .(b) X∩Y = {z : z ∈ X∧z ∈ Y } heiÿt Shnittmenge von X und Y (Durhshnitt).

X ∪ Y X ∩ YFigur 2.3: Venn-Diagramme zu Vereinigungs- und Durhshnitsmenge.Beispiele.1) X = T8 = {1, 2, 4, 8}
Y = T6 = {1, 2, 3, 6}

}
⇒
{
X ∪ Y = {1, 2, 3, 4, 6, 8}
X ∩ Y = {1, 2} . 33



2) Seien L1 =

{[
x
y

]
: x, y ∈ R ∧ 2x− 3y = 0

} und L2 =

{[
x
y

]
: x, y ∈ R ∧ x+ y = 1

}.Dann ist L = L1 ∩ L2 =

{[
x
y

]
: x, y ∈ R ∧ 2x− 3y = 0 ∧ x+ y = 1

} Lösungs-menge des Gleihungssystems
{

2x − 3y = 0
x + y = 1.Anmerkung: Zur Existenz der Menge {[x

y

]
: x, y ∈ R} s. (2.2.11) !3) X = G (Menge der geraden Zahlen)

Y = {1, 3, 9}



⇒ X ∩ Y = ∅ .Anmerkung. a) Vereinigung und Durhshnitt von Teilmengen von M existieren auf-grund des Aussonderungsaxioms. Für beliebige Mengen werden wir die Existenz derVereinigungsmenge später fordern.b) Falls X ∩ Y = ∅ gilt, nennen wir X und Y disjunkt.2.2.8 Eigenshaften von Vereinigung und Durhshnitt von TeilmengenSeien X, Y Teilmengen von M . Dann gilt:(a) Kommutativität:

X ∪ Y = Y ∪X X ∩ Y = Y ∩XBeweis-Andeutung: Beweis . . .Es genügt, X ∪ Y ⊆ Y ∪ X zu zeigen;(warum?).
∀z ∈M : (z ∈ X ∪ Y ⇒ z ∈ X ∨ z ∈ Y ⇒

z ∈ Y ∨ z ∈ X ⇒ z ∈ Y ∪X) 8 Beweis . . .(b) Assoziativität:
X ∪ (Y ∪ Z) = (X ∪ Y ) ∪ Z X ∩ (Y ∩ Z) = (X ∩ Y ) ∩ ZBeweis . . . Beweis . . .() Distributivität:
X ∩ (Y ∪ Z) = (X ∩ Y ) ∪ (X ∩ Z) X ∪ (Y ∩ Z) = (X ∪ Y ) ∩ (X ∪ Z)Beweis . . . Beweis . . .2.2.9 De�nition und Eigenshaften von Di�erenz und Komplement(a) De�nition Di�erenz: Für Mengen X, Y de�nieren wir (siehe Figur 2.4 !):

X \ Y := {x ∈ X : x /∈ Y } .8Den Beweis von A ∨B = B ∨ A für Aussagen A,B führt man mit Hilfe einer Wahrheitstafel!34



Figur 2.4: Venn-Diagramm zur Mengendi�erenz(b) De�nition Komplement (Spezialfall von (a)):Im Falle Y ⊆ X heiÿt X \ Y Komplement von Y in X , in Zeihen ∁XY .
Figur 2.5: Venn-Diagramm zum Mengen-Komplement ∁XY() Zurükführung der Di�erenz-Bildung auf die Komplementbildung:

X \ Y = ∁X(X ∩ Y ).(d) De�nition Symmetrishe Di�erenzFür A,B ⊆ X de�niert man:
A
a
B := (A ∪B) \ (A ∩B).(e) Regeln von de Morgan: Für Y, Z ⊆ X und ∁ = ∁X gilt:

∁(∁Y ) = Y Z ⊆ Y ⇔ ∁Y ⊆ ∁Z
∁(Y ∪ Z) = ∁Y ∩ ∁Z ∁(Y ∩ Z) = ∁Y ∪ ∁ZBeweis . . .Ohne auf Widersprühe zu stoÿen, fordern wir als weitere Grundeigenshaft, dass fol-gende Bildungen zu Mengen führen: 35



2.2.10 Bildung der Potenzmenge (Potenzmengenaxiom)Zu jeder Menge A existiert die Menge9
℘(A) := {X : X Teilmenge von A}

℘(A) heiÿt Potenzmenge von A.Beispiele:(i) A = {a} (einelementige Menge)⇒ ℘(A) = {∅, A}.(ii) A = {a, b} ⇒ ℘(A) = {∅, {a}, {b}, A}.Anmerkung. 1.) Stets gilt ∅ ∈ ℘(A), A ∈ ℘(A) sowie {x1} ∈ ℘(A), falls x1 ∈ A.2.) Beahten Sie auh Aufgabe 5.2 !2.2.11 Bildung eines kartesishen Produktes zweier Mengen(a) Seien X und Y Mengen. Zu Elementen x und y mit x ∈ X und y ∈ Y können wirein neues Objekt bilden, dasgeordnete Paar (x, y).Näher beshrieben werden die geordneten Paare durh eine Bedingung für die Gleih-heit:
(x, y) = (x̄, ȳ)⇔ (x = x̄ ∧ y = ȳ) .Anmerkung: Es ist möglih (x, y) als Menge {{x}, {x, y}} zu de�nieren.(b) (Grundeigenshaft: vgl. dazu aber die Anmerkung nah (2.6.1): Es existiert die Men-ge aller geordneten Paare (x, y) mit x ∈ X und y ∈ Y ; sie heiÿt �das kartesisheProdukt� von X und Y ; in Zeihen:
X × Y := {(x, y) : x ∈ X ∧ y ∈ Y } .Beispiele:1.) Für X = {1, 2} und Y = {1, 2, 3} ist

X × Y = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (2, 1), (2, 2), (2, 3)}.Tabellarishe Darstellung: X \ Y 1 2 3

1 (1, 1) (1, 2) (1, 3)
2 (2, 1) (2, 2) (2, 3).9Anmerkung: Wir verwenden diese Shreibweise, auh wenn hier niht aus einer umfassenden Mengeausgesondert wird.36



2.) Für X, Y ⊆ R ist X × Y ⊆ R×R = R2. (S. Figur 2.6 !)

Figur 2.6: Veranshauung eines Beispiels zu X × Y .Anmerkungen.a) Bei einer zweielementigen Menge kommt es auf die Reihenfolge der Angabe derElemente niht an:
{x, y} = {y, x};anders jedoh bei einem geordneten Paar:

x 6= y ⇒ (x, y) 6= (y, x).b) (x, y) ∈ X × Y ⇔ (x ∈ X ∧ y ∈ Y ).) X2 := X ×X .d) X × Y × Z := (X × Y )× Z ; also (x, y, z) := ((x, y), z).e) X3 := X ×X ×X .Anmerkung: Die behandelten Prinzipien orientieren sih an dem Axiomensystem vonZermelo und Fraenkel (ZF).2.3 Relationen M
↓Mit Hilfe von Paaren lassen sih Beziehungen, die zwishen den Elementen zweier Mengen bestehen,formal beshreiben:Seien z.B. X = {a, b, c, d} eine Menge von Personen und

Y = {s, t, u} eine Menge von Vereinen.Die Mitgliedshaftsbeziehung lässt sih dann u.a. in Form einer Tabelle angeben, z.B.:
s t u

a × × ×
b ×
c × ×
d

(Hier ist also
a Mitglied der Vereine s, t, u
b Mitglied des Vereins s
c Mitglied der Vereine t, u
d Mitglied in keinem dieser Vereine.) 37



Ein Vergleih mit der tabellarishen Darstellung bei der Bildung des kartesishen Produktes legt auhfolgende Beshreibungsform nahe: Angabe der �auftretenden� Paare, d.h. derjenigen Paare (x, y) in
X × Y , für die gilt: x ist Mitglied von y.Hier erhalten wir die Paare:

(a, s), (a, t), (a, u), (b, s), (c, t), (c, u).Der beshriebene Sahverhalt läÿt sih auh als �Zuordnung� interpretieren, was zu Darstellung derFigur 2.7, einem �Pfeil-Diagramm�, führt.

Figur 2.7: Beispiel eines Pfeil-Diagramms↑M 2.3.1 De�nition: RelationSeienX , Y Mengen, seiR ⊆ X×Y . Dann heiÿt (R,X, Y ) zweistelligeRelation zwishen
X und Y . Die Menge R heiÿt Graph der Relation.Anmerkung. Falls keine Verwehslungen zu befürhten sind, sprehen wir auh von Rallein als Relation zwishen X und Y (bzw. im Falle X = Y als Relation auf X ).Ist ρ = (R,X, Y ) Relation, so benutzen wir folgende Shreibweise:

x ρ y :⇔ (x, y) ∈ R für x ∈ X, y ∈ Y.(x steht in der Relation ρ zu y).Wenn keine Verwehslungen zu befürhten sind, benutzen wir auh die Shreibeise xRy.Möglihkeiten der Veranshaulihung einer Relation ρ = (R,X, Y ) u.a. durh(a) Hervorhebung der Elemente von R im Diagramm von X × Y (Darstellung desGraphen von ρ);(b) Verdeutlihung der Zuordnung mittels Pfeilen zwishen den Elementen von X unddenen von Y in den entsprehenden Venn-Diagrammen (Pfeil-Diagramm zu ρ):
-• •

x y
bedeute dabei x ρ y !

38



Beispiel (1). Seien X = Y = T6 := {x ∈ N : x ist Teiler von 6} = {1, 2, 3, 6} und
R := {(x, y) ∈ T6 × T6 : x ist Teiler von y}

= {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 6), (2, 2), (2, 6), (3, 3), (3, 6), (6, 6)};dann heiÿt (R, T6, T6) Teilbarkeitsrelation auf T6.
Figur 2.8a: Zu Beispiel (1):Darstellung des Graphen
Figur 2.8 b Pfeil-Diagramm zu Bsp. (1).(Ähnlih läÿt sih eine Teilbarkeitsrelation auf anderen Teilmengen von N de�nieren.)Beispiel (2). Sei X = Y = R und R := {(x, y) ∈ R×R : x ≤ y}. Die (hier niht genaude�nierte) Relation ≤= (R,R,R) heiÿt natürlihe Ordnungsrelation auf R.

Figur 2.9: Teildarstellung des Graphen der Relation ≤Das Pfeil-Diagramm ist, auh ausshnittsweise, niht darstellbar.Beispiel (3). Seien A eine beliebige Menge und X = Y = A; dann heiÿt
△A := {(x, y) ∈ A× A : x = y}Diagonale von A×A. (Beahten Sie z.B. die Darstellung in einer Tabelle wie auf Seite36 ! Welhe graphishe Darstellung hat △R ?)Die Relation idA := (△A, A, A) heiÿt Gleihheitsrelation oder auh Identität auf A;denn

x idA y ⇔ x = y.Wie sieht das Pfeil-Diagramm von idA aus? 39



2.3.2 De�nition: UmkehrrelationSei ρ = (R,X, Y ) Relation. Dann heiÿt die Relation ρ−1 := (R−1, Y,X) mit R−1 :=
{(y, x) ∈ Y ×X : (x, y) ∈ R)} inverse Relation oder Umkehrrelation von ρ. (AndereShreibweise: ρ−.)Also:

(x, y) ∈ R⇔ (y, x) ∈ R−1bzw. xρy ⇔ yρ−1x .Beispiele
• Umkehr-Relation von �≤� (siehe Beispiel 2 oben) ist �≥�.
• Umkehr-Relation der Relation �ist Teiler von� auf N ist die Relation �ist Vielfahesvon� auf N.
• Umkehr-Relation der Relation �⊆� auf ℘(X), ist �⊇�.
• (idA)

−1 = idABestimmen Sie (ρ−1)−1!Im Folgenden sei M eine Menge und X = Y =M ; unter den Relationen auf M spielenzwei Typen eine fundamentale Rolle: die Äquivalenzrelationen und die Ordnungsrelatio-nen; sie sind gekennzeihnet durh, Gesetzmäÿigkeiten, die uns bei Gleihheitsrelationenbzw. bei den Relationen �≤� auf R bzw. �⊆� auf ℘(A) shon begegnet sind.2.3.3 De�nition: ÄquivalenzrelationSei M Menge, ρ Relation auf M . Dann heiÿt ρ Äquivalenzrelation auf M , wenn gilt:
(1) Re�exivität xρx
(2) Symmetrie xρy ⇔ yρx
(3) Transitivität (xρy ∧ yρz)⇒ xρz





f.a. x, y, z ∈M.Shreibweisen: Für eine Äquivalenzrelation verwendet man oft die Symbole ∼(also x ∼ y), oder ≈ oder ≡, um damit die Ähnlihkeit zur Gleihheitsrelation zubetonen.M
↓ Beispiele. idM ist Äquivalenzrelation auf M .Die Vektorgleihheit ist Äquivalenzrelation auf der Menge der Pfeile der Ebene.Die Kongruenz von Figuren der Ebene � ∧

= � ist eine Äquivalenzrelation.↑M Beispiel. Auf M = Z (Menge der ganzen Zahlen) de�nieren wir nah Auswahl einesfesten m ∈ N eine Relation � ≡ � durh
x ≡ y :⇔ ∃t ∈ Z : x− y = t ·m (⇔ m teilt (x− y)).

≡ ist dann Äquivalenzrelation auf Z (nahprüfen!).Bezeihnung: Kongruenz modulo m40



Präzisere Shreibweise: x ≡ y (mod m) oder auh nur x ≡ y (m).Anmerkung:Haben die ganzen Zahlen x und y den gleihen Rest r bei Division durh m, existierenalso t1 und t2 mit x = t1m + r und y = t2m + r, so folgt ebenfalls x ≡ y (mod m).Umgekehrt haben modulo m kongruente Zahlen den gleihen (niht-negativen) Rest(kleiner m).2.3.4 De�nition: ÄquivalenzklasseSei ∼ eine Äquivalenzrelation auf M . Dann heiÿt für jedes a ∈M die Menge
[a] := {b ∈M : b ∼ a}die Äquivalenzklasse von a, und a ist ein Repräsentant von [a].Beispiele.(a) Für die Äquivalenzrelation �Kongruenz mod 2 � gilt mit ā := [a] z.B.:

1̄ = [1] = {x ∈ Z : x ungerade } = {. . . ,−3,−1, 1, 3, 5, . . .} = −3̄ = 3̄ = −5̄ = 5̄ . . .

0̄ = [0] = {x ∈ Z : x gerade } = −2̄ = 2̄ = −4̄ = 4̄ = . . .(b) Äquivalenzrelation Vektorgleihheit: [
−→
AB] = Vektor mit Repräsentant −→AB2.3.5 SatzIst ∼ eine Äquivalenzrelation aufM , dann gilt für die Menge M/ ∼:= {[a] : a ∈M} derÄquivalenzklassen:(i) a ∈ [a] für alle a ∈M ;(ii) [a] 6= [b]⇒ [a] ∩ [b] = ∅ für alle [a], [b] ∈ M/ ∼.Die Menge der Äquivalenzklassen M/ ∼ bildet eine Partition von M .Dabei de�nieren wir den Begri� Partition folgendermaÿen:2.3.6 De�nition

T ⊆ ℘(M) heiÿt Partition (Faserung, disjunkte Zerlegung), wenn gilt:(1) ∀x ∈M ∃T ∈ T : x ∈ T (Überdekungseigenshaft)(2) ∀T1, T2 ∈ T : (T1 6= T2 ⇒ T1 ∩ T2 = ∅) (paarweise disjunkte Mengen).Oft fordert man noh:(3) ∅ /∈ TDie Elemente von T heiÿen Fasern oder Komponenten.Beweis von (2.3.5) : 41



(i) ∀a ∈ M : a ∼ a⇒ ∀a ∈M : a ∈ [a].(ii) Seien [a], [b] Äquivalenzklassen.1. Fall: a ∼ bDann c ∈ [a] ⇒ c ∼ a
⇒
a ∼ bTransitivität von ∼

c ∼ b

⇒ c ∈ [b];also [a] ⊆ [b]. Figur 2.10: Zum Beweis von (2.3.5)Aus Symmetriegründen, also wegen a ∼ b ⇔ b ∼ a, gilt auh [b] ⊆ [a] damit [a] = [b].Die Voraussetzung (ii) aus Satz 2.3.5 ist damit niht erfüllt.2. Fall: a 6∼ bSei c ∈ [a] ∩ [b]; dann ist c ∼ a und c ∼ b, wegen der Symmetrie und Transitivität von
∼ also a ∼ b. Widerspruh. Also existiert kein c ∈ [a] ∩ [b], d.h. [a] ∩ [b] = ∅.

�Anmerkung. Umgekehrt gehört zu jeder Partition T eine Äquivalenzrelation, deren Äqui-valenzklassen gerade die Fasern von T sind.Beispiel. Für M := Z, m ∈ N und die Äquivalenzrelation �Kongruenz modulo m�erhält man Zm := Z / ≡ = {0̄, 1̄, . . .m− 1},wobei r̄ = m · Z+ r ist. Es gilt auhZ =

m−1⋃

r=0

r̄.Anmerkung: Auf Zm kann man eine Addition und eine Multiplikation durh folgendeFestsetzung de�nieren:
r1 ⊕ r2 = (r1 +mZ)⊕ (r2 +mZ) := r1 + r2 +mZ = r1 + r2bzw.
r1 ⊙ r2 = (r1 +mZ)⊙ (r2 +mZ) := r1 · r2 +mZ = r1 · r2.An der gewählten Art der De�nition sieht man sofort, dass Summe und Produkt wohl-de�niert sind, d.h. dass sie eindeutig bestimmt sind, insbesondere unabhängig von denspeziellen Repräsentanten der Äquivalenzklassen.42



2.3.7 De�nition: OrdnungsrelationSei A Menge, ρ Relation auf A. Dann heiÿt ρ Ordnungsrelation und (A, ρ) geordneteMenge (A bzgl. ρ geordnete Menge), wenn für alle x, y, z ∈ A gilt:
(1) xρx Re�exivität
(2) (xρy ∧ yρx)⇒ x = y Antisymmetrie
(3) (xρy ∧ yρz)⇒ xρz Transitivität(Konsequenzen für das Pfeil-Diagramm einer Ordnungsrelation ?)Shreibweise: Falls über die Bezeihnung der Relation frei verfügt werden kann, wähltman als Symbol oft � � �, um so den Charakter der Verallgemeinerung der natürlihenOrdnungsrelation �≤ � auf R hervorzuheben.Anmerkung. Manhe Autoren sprehen hier auh von einer �teilweisen� oder �Halb-Ordnung� und behalten sih �Ordnung� für eine speziellere Begri�sbildung vor (�totaleOrdnung�, s.u.).Beispiele geordneter Mengen. (R,≤), (℘(X),⊆), (M, idM) .(Beweis der beiden letzten Behauptungen durh Nahprüfen der Gesetze (1) bis (3);die erste Behauptung lässt sih noh niht nahprüfen, da wir (R,≤) nur als intuitivbekannt voraussetzen.)Beispiele.(1) Auf Z de�nieren wir eine Relation ≤Z durh

r ≤Z s :⇔ (r = s ∨ (∃n ∈ N : r + n = s) .

≤Z ist dann die Relation �kleiner gleih� auf Z. Mit obiger De�nition werden dann,(falls die Eigenshaften der Addition auf N bekannt sind) die Gesetze (1) bis (3)nahprüfbar.(2) Auf N de�nieren wir eine Relation � | � durh
(n|m :⇔ ∃b ∈ N : n · b = m) f. a. n,m ∈ N.Sie ist die (Ordnungs-) Relation �ist Teiler von� auf N (Teilbarkeitsrelation).Anmerkung. Die Teilbarkeitsrelation auf Tk lässt sih dann durh Einshränkung derbetrahteten Elemente m, n auf Elemente von Tk aus der Teilbarkeitsrelation auf Ngewinnen. M

↓Ist (M,≤) eine geordnete Menge, so heiÿt das niht, dass zwei Elemente x, y ∈ M �vergleihbar� sind,dass also x ≤ y oder y ≤ x gilt. In (T12, |) sind z.B. 4 und 6 niht vergleihbar. 43



Figur 2.11: Pfeildiagramm von (T12, |)(ohne Shleifen und ohne Überbrükungspfeile)10
12

4
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6
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2
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3
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1
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``@@@@@@@@Im Gegensatz dazu lassen sih in (T12,≤) je zwei Elemente vergleihen.(Hierbei sei ≤ die natürlih gegebene ≤ Relation, die von (N,≤) in T12�induziert� wird).
Figur 2.12: Pfeil-Diagramm von (T12,≤)(ohne Shleifen und Brüken)
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2.3.8 De�nitionEine MengeM heiÿt total geordnet (linear geordnet) und≤ totale Ordnungsrelation,wenn gilt:
(1) (M,≤) ist geordnete Menge .
(2) ∀x, y ∈M : (x ≤ y ∨ y ≤ x).Beispiele. (Z,≤) ist total geordnet.

(℘(X),⊆) ist niht total geordnet, wenn X mindestens 2 vershiedene Elemente enthält.
(Tn, |) ist nur dann total geordnet, wenn n = ps und p Primzahl ist.2.4 AbbildungenM

↓ Aus der Shulgeometrie sind uns shon viele Abbildungen bekannt, z.B. Kongruenz-Abbildungen (beson-ders Spiegelungen, Drehungen, Parallelvershiebungen), andere Ähnlihkeitsabbildungen (z.B. Strekun-gen) und andere a�ne Abbildungen. Auh funktionale Zusammenhänge lassen sih als Abbildungenbeshreiben; so lässt sih y = f(x) (für x ∈ D, dem De�nitionsbereih, und f(x) ∈ W , dem Werte-Bereih,) als Zuordnungs-Vorshrift interpretieren:10Ordnet man, wie in den Figuren 2.11 und 2.12, die Elemente so an, dass die Pfeile von unten nah obenzeigen, so kann man auh die Pfeilrihtungen (also die Spitzen) weglassen. Ein solhes Diagrammohne Shleifen und Brüken heiÿt Hasse-Diagramm.44



�Jedem x ∈ D wird durh f der Wert y = f(x) zugeordnet.�Beispiel. f : y = x2 (D = W = R)

Werte-Tabelle von f(Ausshnitt): x f(x) = x2

−1 1
1
2

1
4

0 0
1 1√
2 2

Figur 2.13:Darstellung des Gra-phen von f (�Graph�von f)Die Punkte des �Graphen� haben die Koordinaten (x, x2), allgemein (x, f(x)).Obwohl bei den erwähnten Abbildungen und Funktionen der Zuordnungsharakter stärker im Vorder-grund steht, ist es zwekmäÿig, sie als spezielle Relationen einzuführen. Dabei sollte der Graph einersolhen Relation
Gf = {(x, y) ∈ D ×W : y = f(x)}sein.Umgekehrt werden wir eine Relation f nur dann Funktion oder Abbildung nennen, wenn es zu jedem

x ∈ D genau ein y ∈ W gibt mit (x, y) ∈ Gf . (Interpretation im Pfeil-Diagramm?) ↑M2.4.1 De�nition: linkstotal, rehtseindeutigSeien X , Y Mengen und ρ = (R,X, Y ) eine Relation zwishen X und Y . Dann heiÿt(i) ρ linkstotal, wenn ∀x ∈ X∃y ∈ Y : (x, y) ∈ R gilt.(ii) ρ rehtseindeutig, wenn (∀x ∈ X)(∀y1, y2 ∈ Y ) : ((xρy1 ∧ xρy2)⇒ y1 = y2).2.4.2 De�nition: AbbildungEine Relation f zwishen X und Y heiÿtAbbildung von X in Y (synonym: Funktionauf X mit Werten in Y), wenn f linkstotal und rehtseindeutig ist.Anmerkung. Wir untersheiden also niht zwishen �Abbildung� und �Funktion�.Wir vereinbaren folgende Terminologie:(a) X heiÿt De�nitions-Bereih, Y Werte-Bereih von f : X = D(f), Y = W (f).(b) Für eine Abbildung f gilt: Zu jedem x ∈ X existiert genau ein y ∈ Y mit x f y. Wirsagen: Jedem x ∈ X ist durh f genau ein y ∈ Y zugeordnet; dieses y bezeihnenwir auh mit f(x).Die Zuordnungsvorshrift geben wir meist in der Form
x 7→ f(x)oder x 7→ y mit y = f(x) an, manhmal auh allein durh die Funktionsgleihung

y = f(x). 45



() Gf = {(x, f(x)) : x ∈ X} heiÿt Graph von f ; bei Zahlenmengen lässt, sih derGraph in einem Koordinatensystem darstellen. Auh bei dieser Darstellung sprihtman vom Graphen der Abbildung (der Funktion).(d) Statt f = (Gf , X, Y ) shreiben wir bei Abbildung meist f : X → YAlso: Eine Abbildung (Funktion) mit vorgegebenem Werte-Bereih wird durh dreiAngaben festgelegt: De�nitions-Bereih, Werte-Bereih, Zuordnungs-Vorshrift:Shreibweise: f :

{
X → Y

x 7→ f(x)
oder f : X → Y mit x 7→ f(x).Zwei Abbildungen (mit vorgegebenem Werte-Bereih)

f :

{
X → Y

x 7→ f(x)
und g :

{
X ′ → Y ′

v 7→ f(v)sind also genau dann gleih, wenn gilt:
X = X ′ ∧ Y = Y ′ ∧ ∀x ∈ X(= X ′) : f(x) = g(x).Beispiel. Bezeihne R+ die Menge der positiven reellen Zahlen! Die Abbildungen (mitvorgegebenem Werte-Bereih)

f1 :

{R→ R
x 7→ x2

und g1 :

{R→ R+

x 7→ x2
sind vershieden, da W (f1) 6=W (g1) ist.Anmerkung. Oft fasst man den Begri� �Abbildung� bzw. �Funktion� weiter, so dass imletzten Beispiel auh f1 und g1 als gleih angesehen werden können: Eine alternativeMöglihkeit ist es, eine Funktion f als ihren Graphen {(x, f(x)) : x ∈ X} zude�nieren. (Deshalb sprahen wir von Abbildungen mit vorgegebenem Werte-Bereih.)Spezialfälle:2.4.3 De�nition:(a) Seien X, Y Mengen, y0 ∈ Y . fy0 :

{
X → Y

x 7→ y0
heiÿt konstante Abbildung mitWert y0. (Wie sieht das Pfeildiagramm von fy0 aus?)(b) Seien X, Y Mengen mit X ⊆ Y . Dann heiÿt jX→Y :

{
X → Y

x 7→ x
kanonishe (natür-lihe) Injektion oder Einbettung von X in Y .46



Figur 2.14:Pfeil-Diagramm der kanonishenInjektion jX→YDie Injektion untersheidet sih nur durh den Wertebereih von folgender Abbil-dung:() idX = jX→X heiÿt Identität, identishe Abbildung auf XBeispiele:(i) Für X = R2 (als Punkte-Menge der euklidishen Ebene) ist idX diejenigeAbbildung, die jeden Punkt auf sih abbildet.(ii) Für X = R ist idR ist die reelle Funktion mit der Funktionsgleihung y = x.
Figur 2.15:Darstellung des Graphen von idR(Ausshnitt).

(d) Sei f : X → Y Abbildung und A ⊆ X . Dann heiÿt g = f |A :

{
A→ Y

x 7→ f(x)
dieEinshränkung (oder Restriktion) von f auf A.Umgekehrt heiÿt f eine Fortsetzung von g auf X .Ist f(A) := {f(x) : x ∈ A} ⊆ Y ′ ⊆ Y , so ist auh fA→Y ′ :

{
A→ Y ′

x 7→ f(x) .
de�niert.Anmerkung. (i) Für a ∈ A gilt insbesondere f |A(a) = f(a).(ii) Die Einshränkung von f auf A ist eindeutig bestimmt, jedoh existieren i.a. meh-rere Fortsetzungen von f |A auf X .(iii) Die Abbildung f : {0, 1} × {0, 1} → {0, 1} mit den Zuordnungen

(0, 0) 7→ 0
(0, 1) 7→ 1
(1, 0) 7→ 1
(1, 1) 7→ 0 47



steht in engstem Zusammenhang mit der in ((1.5) de�nierten Addition auf {0, 1},nämlih f : (x, y) 7→ x⊕ y.Ähnlih lässt sih auh die Addition auf R als Abbildung interpretieren (wobeihier allerdings die Zuordnungsvorshrift ohne Kenntnis der Addition nur shwerformulierbar ist): �+�: {R×R→ R
(x, y) 7→ x+ y .Auh die Multiplikation auf R, die Addition von Vektoren,die Addition von Tripelnbzw. die diversen S-Multiplikationen �liefern� Abbildungen.(iv) Weitere wihtige Abbildungen von R×R in R sind die Projektionenpr1 : {R×R→ R

(x, y) 7→ x
bzw. pr2 : {R×R→ R

(x, y) 7→ y .Veranshaulihung in der Ebene:
Figur 2.16: Zur Abbildung pr1.2.4.4 De�nition: Bild, UrbildSei f : X → Y Abbildung !(a) Für A ⊆ X heiÿt die Menge f(A) := {f(x) : x ∈ A} Bild von A unter f .Diagramm:

Figur 2.17: Bild f(A) von A unter f .Anmerkung. A ⊆ X ⇒ f(A) ⊆ f(X) ⊆ Y .Beispiel. pr1 (s.o.!)48



(b) Für B ⊆ Y heiÿt, die Menge f−(B) := {x ∈ X : f(x) ∈ B} (volles) Urbild von
B unter f . (Oft shreibt man auh f−1(B) statt f−(B).)Diagramm:

Figur 2.18: (Volles) Urbild f−(B) von B unter f .Anmerkung. (i) Urbilder einelementiger Teilmengen brauhen niht einelementig zusein:Beispiel (1). Für f :

{R→ R
x 7→ x2

ist f−({b}) =





{
√
b,−
√
b} für b > 0

{0} für b = 0

∅ für b < 0 .Beispiel (2). pr−1 ({c}) = {(x, y) ∈ R2 : x = c}Darstellung in der Ebene:
Figur 2.19 : pr−({c})

M
↓(ii) Beim Aufsuhen des Urbildes von B im Diagramm verfolgt man die in B endenden Pfeile �rük-wärts�. Demgemäÿ erinnert die Shreibweise f−(B) an die Umkehrrelation f−1 zu f . Bei denBildungen von f− ordnen wir jedoh Teilmengen von Y solhe von X zu.Wann ist mit f auh f− Abbildung? ↑M2.4.5 De�nition:Eine Abbildung f : X → Y (mit vorgegebenen Werte-Bereih Y ) heiÿt 49



(i) surjektiv (rehtstotal), falls f(X) = Y gilt;(ii) injektiv (linkseindeutig), falls gilt:
∀x1, x2 ∈ X : [f(x1) = f(x2)⇒ x1 = x2].

•

&&MMMMMMMMMMMMM

• Figur 2.20: bei injektiven Abbildungen ausgeshlossen
•

88qqqqqqqqqqqqq(iii) bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.
Figur 2.21: Pfeildiagramm einer bijektiven AbbildungAlso: f : X → Y bijektiv⇔ ∀y ∈ Y ∃1 x ∈ X : f(x) = yAls Abbildung erfüllt f natürlih die Bedingung:

∀x ∈ X ∃1 y ∈ Y : f(x) = y.2.4.6 Folgerung für eine Abbildung f :
f : X → Y ist bijektiv. ⇔ f−1 ist Abbildung von Y nah X .(Dabei identi�zieren wir die �Sigleton-Menge� {x} mit dem Element x und shreiben

f−1 statt f−|Y→X , sofern die Einshränkung möglih ist.Also: Die Umkehrrelation einer bijektiven Abbildung (bij. Abb.) f : X → Y , ist eineAbbildung f−1 : Y → X .Bezeihnung: f−1 heiÿt �die zu f inverse Abbildung �.Eigenshaft: [f(x) = y ⇔ x = f−1(y)] f.a. x ∈ X, y ∈ Y .M
↓ Beispiele.

f1 :

{R→ R
x 7→ x2

ist weder surjektiv noh injektiv. f2 :

{R→ R+

x 7→ x2
ist surjektiv, aber niht injektiv.

f3 = f1|R+
:

{R+ → R
x 7→ x2

ist niht surjektiv, aber injektiv.50



f4 = f2|R+
:

{R+ → R+

x 7→ x2
ist bijektiv; f−1

4 :

{R+ → R+

y 7→ √y .Frage: Wie sehen die Graphen von f1, f2, f3 und f4 aus?M M
↓Häu�g ist der Werte-Bereih einer Abbildung wihtiger als die Abbildung selbst. So lässt sih die Indizie-rung (bzw. Nummerierung) der Elemente einer Menge mit Hilfe des Abbildungs-Begri�es formalisieren.In solhen Fällen benutzt man eine veränderte Notation:Beispiel. Durh die Abbildung

f :





{1, 2, 3} → {a, b}
1 7→ a

2 7→ b

3 7→ aist eine �Reihenfolge� der (evtl. zu wiederholenden Elemente) von Y = {a, b} festgelegt: Der Abbildung
f entspriht das Tripel (a, b, a), ein Element aus Y 3. Umgekehrt läÿt sih jedes Element von Y 3 alsAbbildung {1, 2, 3} → Y au�assen. Verallgemeinerung:

↑M2.4.7 De�nition: Familie, Folge(a) Seien I und Y Mengen und f : I → Y Abbildung. Statt f(i) für i ∈ I shreiben wirauh yi und nennen die Abbildung f , also
f :

{
I → Y

i 7→ yi
Familie von Elementen aus Y mit Index-Menge I.Shreibweise: f = (yi)i∈I .Anmerkung. Dabei muss man die Familie f untersheiden von der Teilmenge von Y ,deren Elemente als Werte von f auftreten, d.h. von der indizierten Menge

{yi : i ∈ I}. f brauht ja niht injektiv zu sein, sodass Elemente von Y mehrfahals Bilder vorkommen können.(b) Spezialfall: I = N
(yn)n∈N heiÿt Folge in Y .(Auh für I = {n ∈ Z : n ≥ m} mit m ∈ Z ist der Begri� der Folge verwendbar.)Beispiel. ( 1

n

)
n∈N :

{N→ R
n 7→ yn = 1

n
.() Spezialfall: I = {1, . . . , n}.

(yi)i∈{1,...,n} (auh (yi)i=1,...,n geshrieben) heiÿt endlihe Folge in Y .Anmerkung. Eine solhe Folge kann mit dem entsprehenden n-Tupel (y1, . . . , yn)oder dem entsprehenden Wort y1 . . . yn identi�ziert werden.Beispiel.Das Tripel (x, y, z) ∈ R3 lässt sih als Folge {1, 2, 3} → R mit  1 7→ x
2 7→ y
3 7→ z

au�assen.
51



2.5 Verknüpfung von AbbildungenM
↓ Im Folgenden betrahten wir die Verkettung von Abbildungen. Zur Motivation ziehen wir die Hinterein-anderausführung geometrisher Bewegungen heran: zwei Drehungen um dasselbe Zentrum in der Ebenez.B. lassen sih, sieht man von den Zwishenzuständen ab, durh eine einzige Drehung ersetzen; dieHintereinanderausführung zweier Spiegelungen läÿt sih durh eine Drehung bzw. Parallelvershiebungbeshreiben.↑M 2.5.1 Produkt (Komposition) von AbbildungenVoraussetzung: Seien X , Y , Z Mengen und f : X → Y , g : Y → Z Abbildungen.Behauptung:

x 7→ g(f(x)) ist Zuordnungsvorshrift einer Abbildung von X in Z. (Beweis: ?)
Figur 2.22: Zur Verknüpfung von AbbildungenDe�nition: Diese Abbildung heiÿt das Produkt (Hintereinanderausführung, Verket-tung, Verknüpfung, Komposition) der Abbildungen f und g, in Zeihen g ◦ f .Sprehweise: � g nah f �Also g ◦ f :

{
X → Z

x 7→ g(f(x))Anmerkung. 1) Für f, g ∈ Abb(R,R) z.B. ist f ◦ g zu untersheiden von f · g (mit
(f · g)(x) = f(x) · g(x)).2a) Man beahte das �Passen� des De�nitionsbereihs von g und des Werte-Bereihs von
f .2b) Eine analoge De�nition ist auh für g : Y ′ → Z mit Y ⊆ Y ′ möglih.3) Oft shreibt man insbesondere in Geometrie und Algebra statt f(x) auh xf . BeiBenutzung dieser Shreibweise ist es sinnvoll die Faktoren eines Produktes in umge-kehrter Reihenfolge zu shreiben also f · g statt g ◦ f .4) Die Produkt-Bildung ist bei Abbildungen i.a. niht kommutativ, d.h. falls g ◦f und
f ◦ g überhaupt erklärt sind, ist f ◦ g = g ◦ f niht allgemeingültig.52



Beispiel (1). Seien g die Drehung in der Ebene um den Ursprung um 90◦ gegen denUhrzeigersinn und f die Spiegelung an der x-Ahse! Dann ist
g ◦ f die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten;
f ◦ g die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 2. und 4. Quadranten.Beispiel (2). X = Y = Z := {1, 2, 3}; für f :

{
X → X

i 7→ 1
und g :

{
X → X

j 7→ 2
gilt:

g ◦ f = g 6= f = f ◦ gBeispiel (3).
X = Y = Z = R; für f :

{R→ R
x 7→ x+ 1

und g : {R→ R
x 7→ 3x3

gilt: (g ◦ f)(x) = 3(x+1)3und f(◦g)(x) = 3x3 + 1 (für x ∈ R).5) Für jede Abbildung f : X → Y gilt
f ◦ idX = f = idY ◦f .6) Sind f : X → Y Abbildung und A ⊆ X , dann ist
f |A = f ◦ jA→X .2.5.2 Assoziativgesetz für AbbildungenSeien X , Y , Z, W Mengen, f : X → Y , g : Y → Z, h : Z →W Abbildungen11.Dann gilt:

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)Beweis. (i) Es gilt (h ◦ g) ◦ f : X → W und h ◦ (g ◦ f) : X → W , also stimmenDe�nitions- und Werte-Bereih überein.(ii) [(h ◦ g) ◦ f ](x) = (h ◦ g)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g ◦ f)(x)) = [h ◦ (g ◦ f)](x).Weitere Eigenshaften:2.5.3 Hilfssatz.(a) (f injektiv ∧ g injektiv) ⇒ g ◦ f injektiv.(b) (f surjektiv ∧ g surjektiv) ⇒ g ◦ f surjektiv.Umgekehrt gilt () g◦f injektiv⇒ f injektiv; und (d) g◦f surjektiv⇒ g surjektiv.Beweis. . . .11, also f, g, h Abbildungen mit � passenden � De�nitions- und Wertebereihen. 53



2.5.4 Folgerung.Voraussetzung: f : X → Y , g : Y → X Abbildungen(a)
(g ◦ f = idX ∧ f ◦ g = idY ) ⇔ (f Bijektion ∧ g = f−1) .(b) Sind f und g Bijektionen, so ist g ◦ f Bijektion und es gilt

(g ◦ f)−1 = f−1 ◦ g−1Beweis.. . .2.6 Weiteres zu Durhshnitt und VereinigungWir wollen die Durhshnitt- und Vereinigungsmengen-Bildung auf Familien von Mengenverallgemeinern.2.6.1 Existenz der Vereinigungsmenge (Grundeigenshaft)Sei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen. Dann heiÿt die Menge
⋃

i∈I

Ai := {x : (∃i ∈ I : x ∈ Ai)}die Vereinigung der Ai. Ihre Existenz fordern wir als weitere Grundeigenshaft.Speziell: A1 ∪ A2 :=
⋃

i∈{1,2}Ai = {x : x ∈ A1 ∨ x ∈ A2}(in Übereinstimmung mit der bereits de�nierten Vereinigung zweier Teilmengen einerMenge.)Anmerkung. Fordert man zunähst nur die Existenz von X ∪ Y (für beliebige Mengen
X und Y , so lässt sih die Existenz des kartesishen Produktes daraus und aus denanderen Grundeigenshaften herleiten, sodass dann auf die Grundeigenshaft (2.2.11)verzihtet werden kann.2.6.2 De�nition: Durhshnitt einer Familie von MengenSei (Ai)i∈I eine Familie von Mengen mit I 6= ∅. Dann heiÿt die Menge

⋂

i∈I

Ai := {x : (∀i ∈ I : x ∈ Ai)}Durhshnitt der Ai. (Ihre Existenz folgt aus den Grundeigenshaften.)Speziell: A1 ∩A2 :=
⋂

i∈{1,2}Ai = {x : x ∈ A1 ∧ x ∈ A2} (in Übereinstimmung mit dembereits de�nierten Durhshnitt zweier Teilmengen einer Menge).54



2.6.3 Verhalten bzgl. AbbildungenVoraussetzung: Seien X , Y Mengen, (Ai)i∈I eine Familie von Teilmengen von X mit
I 6= ∅, bzw. A,B ⊆ X , sowie f : X → Y Abbildung !Behauptung: (a) A ⊆ B ⇒ f(A) ⊆ f(B)(b) f(

⋃
i∈I Ai) =

⋃
i∈I f(Ai)speziell: (b') f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B)() f(

⋂
i∈I Ai) ⊆

⋂
i∈I f(Ai)speziell: (') f(A ∩ B) ⊆ f(A) ∩ f(B)Beweis-Andeutung. Exemplarish zeigen wir () (und damit auh (')):

y ∈ f(
⋂

i∈I

Ai)⇒ ∃x : (x ∈
⋂

i∈I

Ai ∧ y = f(x))

⇒ ∃x : (∀i ∈ I : x ∈ Ai ∧ y = f(x))

⇒ ∀i ∈ I : ∃x ∈ Ai : y = f(x)

⇒ y ∈
⋂

i∈I

f(Ai).
�Anmerkung. In () bzw. (') gilt im Allgemeinen niht das Gleihheitszeihen:Beispiel. Für A = {(0, 0)} ⊆ R2, B = {(0, 1)} ⊆ R2, f =pr1 gilt:pr1(A ∩ B) =pr1(∅) = ∅ und pr1(A)∩pr1(B) = {0} 6= ∅ .Ist f Bijektion, so gilt das Gleihheitszeihen.2.7 Zwei Beweis-Prinzipien M

↓Im Folgenden behandeln wir zwei Beweis-Prinzipien, die von groÿer Wihtigkeit sind. Sie erlauben es,Beweise über unendlih viele Aussagen �endlih zu mahen�.Wir beginnen zunähst mit dem Prinzip der vollständigen Induktion; es nutzt die Eigenshaften, diewir mit den natürlihen Zahlen verbinden (,und wird bei deren De�nition meist verlangt): ↑M2.7.1 Das Prinzip der vollständigen InduktionSei A(n) eine Aussageform, deren Grundbereih N enthält. Gilt dann(i) A(1) ist wahr (Induktions-Verankerung, Induktions-Beginn)(ii) ∀m ∈ N : (A(m)⇒ A(m+ 1)) (Induktions-Shritt, �Shluss)12,so ist A(n) wahr für alle n ∈ N. 55



Veranshaulihendes endlihes Analogon: Domino-KetteAnmerkung: Induktionsbeginn ist auh mit A(0) möglih, falls dann A(m)⇒ A(m+ 1)für alle n ∈ N0 = N ∪ {0} gezeigt wird.Zeigen Sie, dass auh A(−k0) mit k0 ∈ N als (dann negativer) Induktionsbeginn dienenkann!Eine weitere Variante ist der Beweis von A(n) mit dem Induktionsbeginn A(1) und demNahweis von [∀x ∈ N mit x ≤ m : A(x)] =⇒ A(m+ 1) für alle m ∈ N.Beispiel (1). A(n) : ∑n

i=1 i
3 =

(
n(n+1)

2

)2(i) Induktions-Verankerung n = 1: ∑1
i=1 i

3 = 1 =
(

n(n+1)
2

)2
.(ii) Induktions-Voraussetzung: A(m)Induktions-Shritt:

m+1∑

i=1

i3 =
m∑

i=1

i3 + (m+ 1)3

=

(
m(m+ 1)

2

)2

+ (m+ 1)3 laut Induktions-Voraussetzung
=

(m+ 1)2(m2 + 4m+ 4)

4
=

(
(m+ 1)(m+ 2)

2

)2

, d.h. A(m+ 1).Beispiel (2). Seien (M,≤) total geordnete Menge und X = {x1, . . . , xn} ⊆ M (niht-leere) endlihe Teilmenge. Dann existiert genau ein kleinstes Element von X , d.h.ein x ∈ X mit
x ≤ xi für i = 1, . . . , n .Beweis. Für n = 1 ist die Behauptung rihtig; sie sei rihtig für n = m.Sei {x1, . . . , xm+1} ⊆ M ; dann existiert ein j ∈ {1, . . . , m} : xj ≤ xi für i = 1, . . . , m(nah Induktions-Voraussetzung).Da M total geordnet ist, gilt xm+1 ≤ xj oder xm+1 ≥ xj , woraus die Existenz eineskleinsten Elementes für {x1, . . . , xm+1} folgt.Beweis der Eindeutigkeit . . . . (ohne Induktion möglih).Das zweite Beweis-Prinzip ermögliht Existenz-Beweise, wenn die zugrundeliegendeMenge geordnet ist und das untersuhte Objekt durh �Maximalität� harakterisiert ist.Den Wortlaut des Prinzips, das als Lemma von Zorn bekannt ist, geben wir weiterunten an. Zuvor vermerken wir, dass es niht aus den bisher angeführten Grundeigen-shaften hergeleitet werden kann, sodass wir seine Gültigkeit zusätzlih fordern, müssen.Oft wird auh statt des Zornshen Lemmas eine zu ihm äquivalente Aussage axioma-tish eingeführt, nämlih der12Hierbei heiÿt A(m) die Induktions-Voraussetzung (Induktions-Annahme) und A(m + 1) dieInduktions-Behauptung.56



Wohlordnungssatz:�Jede niht-leere Menge lässt sih derart ordnen, dass jede niht-leere Teilmenge T von
M ein kleinstes Element besitzt, d.h. ein x0 ∈ T mit x0 ≤ x für alle x ∈ T . �oder dasAuswahlaxiom.�Ist (Aα)α∈I eine niht-leere Familie niht-leerer paarweise disjunkter Mengen, dannexistiert eine Abbildung f : I → ⋃

α∈I Aα mit f(α) ∈ Aα für jedes α ∈ I.� (DieAbbildung f wählt aus jedem Aα ein Element aus).Da keine Aussage über die Konstruktion von f gemaht werden kann, lehnen einigeMathematiker das Axiom und Folgerungen daraus ab.2.7.2 De�nition.Sei (M,≤) eine geordnete Menge. Dann heiÿt(i) b ∈M obere Shranke13 von N ⊆ M , g.d.w.14 ∀a ∈ N : a ≤ b ;(ii) b ∈M maximal in M , g.d.w. ∀a ∈M : (a ≥ b⇒ a = b).( Niht unbedingt ist jedes Element x ∈ M kleiner als ein maximales Elementvon M ; denn x kann unvergleihbar mit b sein. Beispiel ? Dementsprehend kann�maximales15 Element � und �gröÿtes16 Element � Vershiedenes bedeuten.(Entsprehend wird �untere Shranke� und �minimal� de�niert. Man beahte den(feinen, aber wesentlihen) Untershied zwishen den Begri�en � minimales Element�und � kleinstes Element�.)Beispiele.(i) Sei (M,≤) = (R,≤) .Jedes x ∈ R mit x ≥ √2 ist obere Shranke von {x ∈ R : x2 < 2}.R besitzt keine maximalen Elemente.(ii) Seien (M,≤) = (℘(A),⊆), A Menge, A 6= ∅.
A ist maximales Element in ℘(A) (bzgl. Inklusion),
∅ ist minimales Element in ℘(A) (bzgl. Inklusion).13Die obere Shranke von N muss also niht zur Menge N selbst gehören14genau dann, wenn15es gibt kein gröÿeres16vergleihbar mit und gröÿer als alle anderen Elemente 57



Speziell: Für A = {1, 2, 3} zeigtFigur 2.23 das Hasse-Diagramm(Pfeil-Diagramm ohne Shlingen, ohneBrüken, ohne Pfeilspitzen, Pfeile inaufsteigender Rihtung) von ℘(A).Ist X = {{1}, {1, 2}}, dann sind {1, 2}und A obere Shranken von X , und
{1, 2} ist maximales Element in X . Figur 2.23: Hasse-Diagramm zu

(℘(A),⊆) für A = {1, 2, 3}.2.7.3 De�nitionEine geordnete Menge (M,≤) heiÿt induktiv geordnet, wenn zu jeder niht-leerentotal-geordneten Teilmenge (Kette) von M eine obere Shranke in M existiert.Beispiele.(i) (℘(A),⊆) ist induktiv geordnet: Für ein niht-leere Kette X von ℘(A) ist ⋃X∈X Xobere Shranke von X .(ii) (N,≤) ist niht induktiv geordnet: N ist niht-leere Kette ohne obere Shranke inN.(iii) ([0, 1, ],≤) ist induktiv geordnet, ([0, 1),≤) niht 172.7.4 Zornshes LemmaIn jeder niht-leeren induktiv geordneten Menge existiert (mindestens) ein ma-ximales Element.Wir geben eine Anwendung des Zornshen Lemmas18:2.7.5 Satz19Seien X, Y niht-leere Mengen. Dann gilt:(Es existiert eine injektive Abbildung g vonX in Y .)∨ (Es existiert eine injektiveAbbildung h von Y in X .)17Die Menge der Elemente einer monoton gegen 1 konvergierenden Folge von [0, 1) z.B. besitzt keineobere Shranke in [0, 1) .18Diese zeigt uns in (2.8), dass von je zwei Mengen eine der beiden die gleihe oder eine kleinere�Mähtigkeit� als die andere hat.19Falls Sie Shwierigkeiten beim Beweis dieses Satzes haben, die sih niht sofort beseitigen lassen, soist das niht gravierend: Der Beweis ist reht formal und dient hier hauptsählih als Beispiel zu(2.7.4).58



Beweis. (i) Wir de�nieren M := {(A, f) : A ⊆ X ∧ f : A→ Y injektiv }. M existiert(warum?).M 6= ∅, da für x ∈ X, y ∈ Y und f(x) := y das Paar ({x}, f) aus M ist.Weiter de�nieren wir auf M eine Relation �≤� durh
(A, f) ≤ (B, g) :⇔ A ⊆ B ∧ g|A = f .(ii) Wir zeigen, dass (M,≤) induktiv geordnet ist: Es ist �≤� Ordnungsrelation. Sei

U eine niht-leere total geordnete Teilmenge von M , indiziert durh Elemente von
I : U = {(Ai, fi) : i ∈ I}. Wir setzen A =

⋃
i∈I Ai und de�nieren f : A→ Y durh

f(x) = fi(x) für x ∈ Ai. Wir müssen zeigen, dass f als Abbildung �wohlde�niert�ist, d.h. dass die durh Gf = {(x, y)|∃i ∈ I : x ∈ Ai ∧ y = fi(x)} de�nierteRelation (Gf , a, Y ) linkstotal und rehtseindeutig ist; die Linkstotalität folgt sofort,die Rehtseindeutigkeit folgendermaÿen: seien x ∈ Ai und x ∈ Ak; zu zeigen ist
fi(x) = fk(x); da U total geordnet ist, sind (Ai, fi) und (Ak, fk) vergleihbar; ohneBeshränkung der Allgemeinheit (o.B.d.A) gelte (Ai, fi) ≤ (Ak, fk), also Ai ⊆ Akund fk|Ai

= fi. Damit ist f : A→ Y Abbildung, und es gilt f |Ai
= fi für alle i ∈ I.Wenn wir noh die Injektivität von f zeigen können, haben wir nahgewiesen, dass

(A, f) obere Shranke von U ist. Seien also x1, x2 ∈ A und f(x1) = f(x2); dannexistieren i, j ∈ I mit x1 ∈ Ai, x2 ∈ Aj und f(x1) = f(x2); o.B.d.A. ist Ai ⊆ Aj(da U total geordnet), also x1, x2 ∈ Aj; dann folgt fj(x1) = fj(x2) und, weil fjinjektiv ist, x1 = x2.(iii) (M,≤) ist also induktiv geordnet. Nah dem Lemma von Zorn existiert dann alsoein maximales Element (B, g) in (M,≤). Wir wollen zeigen, dass B = X oder
g(B) = Y gilt. Annahme: B 6= X ∧ g(B) 6= Y . Dann gibt es x0 ∈ X \ B und
y0 ∈ Y \ g(B); die Abbildung h : B ∪ {x0} → Y mit h(x) =

{
g(x) für x ∈ B
y0 für x = x0ist injektiv. Damit ist (B ∪ {x0}, h) eine Element von M , das eht gröÿer ist als

(B, g). Widerspruh zur Maximalität von (B, g).Es gilt also B = X oder g(B) = Y . Im ersten Fall ist g : X → Y eine injektiveAbbildung (und die Behauptung ist gezeigt), im zweiten Fall ist g : B → Y sur-jektiv und nah Konstruktion injektiv, also bijektiv; damit existiert g−1 : Y → B;mit g−1 ist auh jB→X ◦ g−1 : Y → X injektiv, woraus die Behauptung folgt.2.8 Mähtigkeit einer Menge (Kardinalzahlen) M
↓Für eine endlihe Menge M können wir durh Abzählen der Elemente deren Anzahl n (zumindesttheoretish) feststellen. Das Abzählen entspriht dem �Herstellen� einer Bijektion von M auf {1, . . . , n}.Jede andere Menge M ′ mit n Elementen läÿt sih bijektiv auf {1, . . . , n} und damit auf M abbilden.Diese Tatsahe nutzt man zur Verallgemeinerung des Anzahl-Begri�s auf unendlihe Mengen.Man geht folgendermaÿen vor: ↑M59



2.8.1 De�nition.Seien A, B Mengen. Existiert dann eine Bijektion von A auf B, so heiÿen A und Bgleihmähtig, in Zeihen A ∼ B.Beispiele(i) {0, 1, 2, 3} ∼ {0, 5, 10, 15}; denn
0 7→ 0, 1 7→ 5, 2 7→ 10, 3 7→ 15 liefert eine Bijektion zwishen diesen Mengen.(ii) Bezeihne G die Menge der geraden ganzen Zahlen undU die Menge der ungeradenganzen Zahlen! Es gilt:G ∼ U (Eine möglihe Abbildungs-Vorshrift ist z.B. x 7→ x+ 1).Satz (2.7.5) besagt dann, dass von zwei Mengen X und Y mindestens eine gleihmähtigzu einer Teilmenge der anderen ist.Die Eigenshaft von Mengen, gleihmähtig zu sein, ist re�exiv (A ∼ A), symmetrish

(A ∼ B ⇔ B ∼ A) und transitiv ((A ∼ B ∧B ∼ C)⇒ A ∼ C).M
↓ Auf jeder gegebenen Menge M, deren Elemente selbst Mengen sind, (Mengen-System), ist die Gleih-mähtigkeit daher eine Äquivalenzrelation und die Quotienten-Menge M/ ∼ besteht aus Klassen gleih-mähtiger Mengen. Jedoh tri�t man auf die Shwierigkeit, dass M evtl. niht umfassend genug ist unddie Menge aller Mengen niht gebildet werden darf.Eine Lösung dieses Problems bleibt der Vorlesung über Mengenlehre vorbehalten. Wir geben nur dasResultat wieder:↑M 2.8.2Jeder Menge A lässt sih eineMähtigkeit (Kardinalzahl), die wir mit card(A), ℵ(A)oder auh |A| (Kardinalzahl von A) bezeihnen, derart zuordnen, dass gilt:(i) |A| = |B| ⇔ A ∼ B. (Also: Zwei Mengen haben genau dann die gleihe Mähtig-keit, wenn es eine Bijektion zwishen ihnen gibt.)(ii) Eine Vergleihsmölihkeit für Kardinalzahlen lässt sih auf folgende Weise (wohl-)de�nieren:

|A| ≤ |B| :⇒ (∃C : C ⊆ B ∧A ∼ C). Man kann zeigen, dass gilt:a) |A| ≤ |A|,b) (|A| ≤ |B| ∧ |B| ≤ |A|)⇒ |A| = |B| (der Beweis ist niht einfah) und) |A| ≤ |B| ∧ |B| ≤ |C| ⇒ |A| ≤ |C|.Aus Satz (2.7.5) folgt auÿerdem: |A| ≤ |B| ∨ |B| ≤ |A|.Jede Menge von Kardinalzahlen ist damit total geordnet.60



2.8.3 De�nitionSei M eine Menge, M 6= ∅.(a) M heiÿt endlih, falls gilt: ∃n :M ∼ {x ∈ N : 1 ≤ x ≤ n} =: Nn.(b) M heiÿt abzählbar unendlih, falls M ∼ N.() M heiÿt überabzählbar, falls M weder endlih noh abzählbar unendlih ist.Shreibweisen: (a) |M | = n.(b) |M | = |N| = ℵ0 (Aleph Null).() |M | > ℵ0.Ferner |∅| := 0. M
↓Anmerkung. Die De�nition (2.8.3) benutzt die Menge N der natürlihen Zahlen und Teilmengen vonihr; will man zunähst ohne N auskommen (und N mengentheoretish begründen), so benutzt man dieDe�nition:Eine Menge M heiÿt (Dedekind-) unendlih, wenn es eine ehte Teilmenge U von M gibt mit

M ∼ U , anderenfalls endlih.Diese und andere Eigenshaften unendliher Mengen sind ungewohnt.Beispiel. Hilberts Hotel, das Hotel mit unendlih vielen Zimmern.20Ausgangssituation: Gast Gi ist in Zimmer i (für i ∈ N); alle Zimmer sind belegt.1. Fall: Herr Z kommt.Dann zieht Gast Gi in Zimmer i+ 1 und Gast Z in Zimmer 1.2. Fall: Unendlih viele Gäste Z1, Z2, . . . kommen.Neue Belegung: Gast Gm zieht in Zimmer 2m undGast Zm+1 in Zimmer 2m+ 1 � und alle Gäste sind untergebraht.Frage: Erkennen Sie die Anwendung auf N und Z ?
↑M2.8.4 Satz.(a) Z ist abzählbar .Beweis-Andeutung. f : N→ Z mit n 7→ {

n
2

falls n gerade
−n−1

2
falls n ungerade .(b) Q ist abzählbar .20s. u.a. Funkkolleg Mathematik, Bd. 1, Frankfurt/M., 1971, oder O.Deiser: Einführung in die Men-genlehre, Berlin et. 2002, oderURL: http://www.mathematik.de/fuenfminuten/Ehrhard Behrends: 15. In Hilberts Hotel ist für einzelne Gäste immer ein Zimmer frei (Volle Hotelsgibt es im Unendlihen niht). 61



Beweis-Andeutung.(i) N×N ∼ N (Abbildungs-Vorshrift (m,n) 7→ 2m−1(2n− 1) )(ii) Jede Teilmenge einer abzählbar unendlihen Menge ist abzählbar unendlihoder endlih.(iii) Q+ ∼ ϕ(Q+) ⊆ N×N(∼ N), wobei
ϕ(x) :

{Q+ → N×N
p

q
7→ (p, q) , p, q teilerfremd.Zusammenfassung:

|Q| = |Z| = |N| =: ℵ0 .() R ist überabzählbar.Beweis-Andeutung. (2. Cantorshes Diagonal-Verfahren)(i) R ∼ J = {x ∈ R : 0 < x < 1} (Intervall (0, 1))Beweis-Andeutung. f :

{
J → R
x 7→ 2x−1

1−|2x−1|

ist Bijektion.(ebenso g : {J → R
x 7→ x− 1

2

x(x−1)

mit Umkehrfunktion y 7→ 1
2

(
y

1+|y|
+ 1
)).(ii) Annahme: J ist abzählbar; dann existiert eine Bijektion N → J ; sei diesegegeben durh 21

1 7→ 0, z1 1 z1 2 z1 3 . . .
2 7→ 0,z2 1 z2 2 z2 3 . . .
3 7→ 0,z3 1 z3 2 z3 3 . . ....Die Zahl r = 0, z′1 1z

′
2 2 . . . mit z′i i := {zi i + 1 für zi i < 8

zi i − 1 für zi i = 8 oder zi i = 9ist niht aufgeführt, aber in J , ein Widerspruh!Zusammenfassung: R =: c 6= ℵ0.21Hierbei seien die Elemente von J als Dezimalbrühe dargestellt und (zum Zweke der Eindeutigkeitdieser Darstellung) . . . a9̄ als . . . (a+ 1)0̄ geshrieben.62



2.8.5 Anmerkungen(i) Man kann sih nun fragen, ob es eine Kardinalzahl gibt, die eht zwishen ℵ0 und cliegt. Die sogenannte Kontinuumshypothese beinhaltet die Annahme, dass kei-ne solhe Kardinalzahl existiert; die verallgemeinerte Kontinuumshypothese gehtdavon aus, dass es keine weitere Kardinalzahl zwishen |M | und |℘(M)| = |2M |gibt.Nah Gödel und Cohen sind sowohl die (verallgemeinerte) Kontinuumshypo-these als auh deren Negation zu den übrigen Axiomen der Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel + Auswahlaxiom) widerspruhsfrei, also auh niht aus diesen beweisbar.(Siehe auh: http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese)(ii) De�niert man Summe und Produkt zweier Kardinalzahlen geeignet, (die Summe alsdie Mähtigkeit der Vereinigung von disjunkten Repräsentanten und das Produktals Mähtigkeit des kartesishen Produkts zweier Repräsentanten), so lässt siheine Kardinalzahl-Arithmetik entwikeln; z.B. gilt ℵ0 + 1 = ℵ0 = ℵ0 + ℵ0 (vgl.Hilberts Hotel !) und Folgendes:Ist (Aµ)µ∈I eine Familie von Mengen mit |Aµ| ≤ ℵ0 für alle µ ∈ I; dann folgt
|
⋃

µ∈I

Aµ| ≤
∑

µ∈I

|Aµ| ≤ |I| · ℵ0 = max(|I|,ℵ0).(Diese Tatsahe werden wir in Satz 8.4 anwenden.)Literatur-Hinweise zu (2.8).Deiser, Oliver: Einführung in die Mengenlehre. Die Mengenlehre Georg Cantorsund ihre Axiomatisierung durh Ernst Zermelo. Springer. Berlin 2002.dtv-Atlas zur Math., Bd. 1, Münhen 1974, p.34/35Dugundji, J.: Topology, Boston, Kap. I&IIFisher-Lexikon Math. 1, Frankfurt/M. 1964 p. 166 �Kaplansky, I.: Set theory and metri spaesoder(andere) Büher über Mengenlehre.
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Kapitel II: Die algebraishen Strukturen Gruppe, Ring, KörperM
↓ Bei den Beispielen des �1 hatten wir Mengen betrahtet, auf denen eine Addition ,�+� erklärt war sowieeine S-Multiplikation mit Elementen aus R bzw. {0, 1}. Wir hatten gesehen, daÿ die Rehengesetze beiden aufgeführten Fällen weitgehend übereinstimmten. Im Folgenden wollen wir uns von den �Model-len� lösen und diese gemeinsamen Eigenshaften (auf höherer Abstraktionsstufe) untersuhen. Damitbehandeln wir indirekt auh die Beispiele aus �1.↑M � 3 Gruppen und HalbgruppenIn allen angeführten Beispielen genügte die �Verknüpfung� + dem assoziativen Gesetz

(a + b) + c = a + (b + c). Wir wollen zunähst Mengen betrahten, auf denen es ei-ne Verknüpfung dieser Eigenshaft gibt � und beginnen so mit einer relativ einfahenalgebraishen Struktur.3.1 De�nition HalbgruppeSei H eine Menge, H 6= ∅. Weiter seien folgende �Axiome� erfüllt.(G1) Auf H ist eine innere (binäre) Verknüpfung de�niert, d.h. eine Abbildung(Zuordnung) ∗ : H ×H → H .Shreibweise: a ∗ b := ∗(a, b) , also (a, b) 7→ a ∗ b.Anmerkung. Die in �1 betrahteten Additionen sind Beispiele solher inneren Ver-knüpfungen, weiter die Multiplikation auf R sowie die Multiplikation ⊙ auf {0, 1}.(G2) ∀a, b, c ∈ H : (a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c) (d.h. ∗ ist assoziativ).Dann heiÿt (H, ∗) eine Halbgruppe.Bemerkung zur Rolle der Axiome: In den �Axiomen� kommen H und ∗ als �Variable�vor. Wir dürfen sie in den Anwendungen ersetzen durh jede konkrete Menge H0 und je-de konkrete Verknüpfung ∗0, für die (G1) und (G2) zu wahren Aussagen werden, also z.B.
• H durh die Menge V der Vektoren der Ebene und ∗ durh die auf dieser de�nierteAddition oder
• H durh {0, 1} und ∗ durh die auf {0, 1} erklärte Addition ⊕ (s. 1.5 !) oder
• H durh {g, u} und ∗ durh die auf {g, u} erklärte Addition ⊕ (s. 1.5 !) oder
• H durh {0, 1} und ∗ durh ⊙ usw..Jede der aus (G1) und (G2) allgemein hergeleiteten Aussagen gilt unter diesen Voraus-setzungen auh für H0 und ∗0.M

↓ 64



Die Anwendungsmöglihkeit einer �axiomatishen Theorie� auf ein konkretes mathematishes Objektzeigt das folgende vereinfahte Shema (Figur 3.1):

Figur 3.1: Shema für die Anwendung einer axiomatish de�nierten StrukturBeispiel. Hier gehen wir zuerst auf die Halbgruppen-Struktur S ein.3.2 Exkurs: Mathematik und und die reale WeltWir vermerken, dass diese Möglihkeit der �gleihzeitigen� Untersuhung der Eigenshaften einer Viel-zahl mathematisher Objekte nur eine Seite des axiomatishen Arbeitens ist.Eine andere, noh tiefer liegende, steht im engen Zusammenhang mit der Beshreibung unserer Umweltin mathematishen Modellen. Hierbei werden (unde�nierte) Grundbegri�e und Zusammenhänge zwi-shen diesen aus der Anshauung entnommen und in (unbeweisbaren) Axiomen an den Anfang einerTheorie gestellt. Ist das Axiomensystem geeignet gewählt, so ergeben sih auh weitere Übereinstim-mungen mit dem untersuhten Sahverhalt der Umwelt, der damit inner-mathematish �nahmodelliert�ist. Ziel ist dann oft der Nahweis, dass bis auf Shreib- und Bezeihnungsweise nur ein Modell fürdieses Axiomensystem existiert (Bsp.: Hilbert'shes Axiomensystem des Raumes;→ Vorlesung Elemen-targeometrie).

Figur 3.2: Mathematik und die reale Welt 65



Beispiele.(i) Elemente von R2 ←→ Punkte der Anshauungsebene.(Die Pythagoräer versuhten mit Q2 �auszukommen�.)(ii) Elemente von V←→ konkrete Parallelvershiebungen der Anshauungsebene.(Diese Entsprehungen sind niht beweisbar, da die Objekte der Anshauung entnommen sind).Ende des Exkurses.↑M Wir kommen zurük zur Halbgruppen-Struktur. Hierfür gibt es viele Beispiele.M
↓ Anmerkung. Im folgenden benutzen wir bei Beispielen auh einige Eigenshaften der Verknüpfungen +und · von N (der Menge der natürlihen Zahlen), von Z (der Menge der ganzen Zahlen), von Q (derMenge der rationalen Zahlen) undR (der Menge der reellen Zahlen). Diese setzen wir als aus der Shuleoder der Vorlesung Analysis bekannt voraus. Da sie hier lediglih bei Beispielen, Motivation,et. vorkommen, wird dadurh der exakte Aufbau niht gestört.
↑M Beispiele.(1) (N,+), (N, ·), (Z,+), (R,+), (R, ·) sind Halbgruppen.(2) (N, ∗1) mit ∗1 :

{N×N→ N
(a, b) 7→ ab

ist keine Halbgruppe, da das Assoziativgesetzverletzt ist:22 2 ∗1 (3 ∗1 2) = 29 6= 82 = (2 ∗1 3) ∗1 2 .(3) (N,−) mit � − � :

{N×N→ N
(a, b) 7→ a− b ist keine Halbgruppe, da �−� keine innereVerknüpfung auf N ist.(4) Sei M Menge, M 6= ∅. Dann sind (℘(M),∩), (℘(M),∪), (℘(M),

a
) Halbgrup-pen.Potenzmenge!Operationen auf der P.(5) (V,+) ist Halbgruppe (VMenge der Vektoren der Ebene, soweit in (1.1) behandelt.)(6) Sei M Menge und Abb(M,R) := {f |f :M → R Abbildung}; (andere Shreibweise:RM). Für f, g ∈ Abb(M,R) de�nieren wir f + g durh (f + g)(x) := f(x) + g(x)für alle x ∈ M . Dann gilt:

(Abb(M,R),+) ist Halbgruppe.Beweis. . . .22wie auh bei � Mädhen(handels shule)� und �(Mädhen handels)shule� Hinweis von Prof. Lenz,�(Fahwerk)stadt� und �Fah(werkstadt)�, �(Vogel�ug)linie� und �Vogel(�uglinie), � �(Dshungelfeu-er)lösher� und �Dshungel(feuerlösher)�.66



Analog kann man (Abb(M,R), ·) de�nieren.(7) Sei M Menge; dann ist (Abb(M,M), ◦) Halbgruppe.Beweis. �◦� ist innere Verknüpfung nah (2.5.1), und das Assoziativgesetz gilt gemäÿ(2.5.2).3.3 De�nition neutrales ElementSei (H, ∗) Halbgruppe, e ∈ H . Dann heiÿt e neutrales Element von (H, ∗) g.d.w.gilt:
∀a ∈ H : e ∗ a = a = a ∗ e .Beispiele.(a) (N,+) besitzt kein neutrales Element. (Denn: e+ a = a⇒ e = 0; 0 /∈ N).23

0 ist neutrales Element von (N0,+), wobei N0 := N ∪ {0}.
1 ist neutrales Element von (N, ·).(b) M ist neutrales Element von (℘(M),∩).
∅ ist neutrales Element von (℘(M),∪).
∅ ist neutrales Element von (℘(M),△).() o ist neutrales Element von (V,+)(d) Existiert ein neutrales Element von (Abb(M,R),+), von (Abb(M,R), ·)?Anmerkung. Bezeihnet man die Verknüpfung �∗� einer Halbgruppe als Addition �+�, sonennt man ein evtl. existierendes neutrales Element24 auh Nullelement �0 �, ähnlihim Falle der Multiplikation �·� auh Einselement �1�.3.4 Satz (Eindeutigkeit des neutralen Elements)In einer Halbgruppe gibt es höhstens ein neutrales Element.Beweis. Seien e1, e2 neutrale Elemente der Halbgruppe (H, ∗). Dann gilt:

e1 = e1 ∗ e2 (da e2 neutrales Element ist)
= e2 (da e1 neutrales Element ist).23Ein Teil der Mathematiker bezeihnen mit N abweihend von uns die Menge/Halbgruppe der natür-lihen Zahlen einshlieÿlih der Null; es gibt sogar eine diesbezüglihe DIN-Norm.24falls keine Verwehslungen zu befürhten sind 67



3.5 De�nition InverseSei (H, ∗) Halbgruppe mit neutralem Element e ; sei a ∈ H ! Dann heiÿt a invertierbar,wenn gilt:
∃ā ∈ H : a ∗ ā = e = ā ∗ a .

ā heiÿt dann Inverse zu a.Beispiel. (i) In (R,+) ist −r Inverse von r (für beliebiges r ∈ R); in (R, ·) ist nur 0niht invertierbar; in (N0,+) besitzt allein 0 eine Inverse (nämlih 0 selbst).(ii) In (℘(M),∩) hat kein Element T 6= M eine Inverse: Sei T ⊆ M ; dann existiert
T̄ ⊆ M mit T ∩ T̄ =M nur, wenn T =M = T̄ gilt.(iii) In (V,+) ist −a Inverse von a.Shreibweise der Inversen25: a−1 , falls ∗ als Multiplikation,

−a , falls ∗ als Addition geshrieben wird.3.6 Satz (Zur Eindeutigkeit der Inversen)Sei (H, ∗) Halbgruppe mit neutralem Element e. Besitzt dann a ∈ Hein inverses Element, so ist dieses eindeutig bestimmt.Beweis. Seien ā1, ā2 Inverse von a, gelte also insbesondere ā1, ā2 ∈ H , a ∗ ā2 = e und
ā1 ∗ a = e. Dann folgt

ā1 = ā1 ∗ e (e ist neutrales Element der Halbgruppe)
= ā1 ∗ (a ∗ ā2) (nah Voraussetzung)
= (ā1 ∗ a) ∗ ā2 (nah dem Assoziativgesetz)
= e ∗ ā2 (laut Voraussetzung)
= ā2 (e ist neutrales Element der Halbgruppe).(iv) Wir behandeln nun den Spezialfall von Halbgruppen, in denen jedes Element in-vertierbar ist:3.7 De�nition PermutationSeiM n.l. Menge. Eine bijektive Abbildung vonM auf sih heiÿt auhPermutation; wirde�nieren SM := Bij(M,M) := {f : f Permutation von M} und Sn := S{1,2,...,n}.Shreibweise: Ist f ∈ Sn, so shreiben wir auh f =

(
1 2 . . . n

f(1) f(2) . . . f(n)

).Beispiel. Sei M = {1, 2, 3}; in Figur 3.3 betrahten wir S3. Man kann zeigen, dass
S3 = {idM , σ1, σ2, σ3, δ1, δ2} ist.25falls keine Verwehslungen zu befürhten sind68



Elemente von S3: Pfeildiagramm Anwendung: Symmetrieneines gleihseitigen Dreieks
δ0 =

(
1 2 3
1 2 3

)
= idM

σ1 =

(
1 2 3
1 3 2

)

σ2 =

(
1 2 3
3 2 1

)

σ3 =

(
1 2 3
2 1 3

)

δ1 =

(
1 2 3
2 3 1

)

δ2 =

(
1 2 3
3 1 2

)Figur 3.3: Elemente von S3 und die entsprehenden Symmetrien eines Dreieks.3.8 Hilfssatz (SM)Sei M Menge, M 6= ∅. Dann gilt:(a) (SM , ◦) ist Halbgruppe.(b) idM ist neutrales Element von (SM , ◦).() Zu f ∈ SM ist f−1 Inverse in (SM , ◦).(d) Für |M | ≥ 3 ist (SM , ◦) niht kommutativ26.26Vgl. De�nition (3.9)! 69



3.9 De�nition kommutative/abelshe HalbgruppeEine Halbgruppe (H, ∗) heiÿt kommutativ (abelsh), wenn für alle a, b ∈ H gilt:
a ∗ b = b ∗ a.Beweis von Hilfssatz (3.8). (a) �◦� ist innere Verknüpfung nah (2.5.4)b); das Assozia-tivgesetz gilt nah (2.5.2).(b) Beispiel 5 nah (2.5.1)() f−1 ist Abbildung nah (2.4.6), Inverse von f nah (2.5.4)a), Bijektion ebenfallsnah (2.5.4)a).(d) Seien o.B.d.A. {1, 2, 3} ⊆M ; die Fortsetzungen von σ1 und δ1 (s. Bsp. oben) auf Mkommutieren niht.Z.B. ist σ1 ◦ δ1(1) = σ1(2) = 3 6= 2 = δ1(1) = δ1 ◦ σ1(1).3.10 De�nition GruppeSei G eine Menge und ∗ eine Verknüpfung auf G; sei ferner e ∈ G ein fest gewähltesElement. Weiter seien folgende Axiome erfüllt;(G1) ∗ ist innere Verknüpfung, also ∗ : {G×G→ G

(a, b) 7→ a ∗ b ;(G2) ∀a, b, c ∈ G : a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c (Assoziativgesetz) ;(G3) ∀a ∈ G : e ∗ a = a = a ∗ e (Existenz eines neutralen Elements);(G4) ∀a ∈ G ∃ā : a ∗ ā = e = ā ∗ a (Existenz von Inversen).Dann heiÿt (G, ∗) Gruppe mit neutralem Element e.Anmerkung:
(G, ∗) Gruppe ⇒ (G, ∗) Halbgruppe mit neutralem Element e (nah (1), (2)).Anmerkung (zur Shreibweise). Die (abstrakt de�nierte) Verknüpfung ∗ wird (wie obenshon angedeutet) oft als Multiplikation, im Fall einer kommutativen Gruppe auh alsAddition geshrieben. Falls keine Verwehslungen (zwishen Menge und Gruppe) zubefürhten sind und klar ist, welhe Verknüpfung gemeint ist, shreibt man oft nur Gstatt (G, ∗).70



3.11 Elementare Eigenshaften von GruppenSei (G, ∗) Gruppe. Dann gilt:(a) In (G, ∗) existiert genau ein neutrales Element.(b) In (G, ∗) hat jedes Element a ∈ G genau eine Inverse(Bezeihnung a−1 bzw. −a im Falle additiver Shreibweise).Beweis. Nah (G3) existiert mindestens ein neutrales Element, nah (3.3) ist dieseseindeutig bestimmt. Nah (G4) existiert zu jedem Element ein inverses Element; nah(3.6) ist die Inverse jeweils eindeutig bestimmt.Beispiele:3.12 Korollar zu (3.8): SM als GruppeIst M n.l. Menge, so gilt:
(SM , ◦) ist eine Gruppe.Sie heiÿt symmetrishe Gruppe auf M ; ist speziell M = {1, . . . , n}, so heiÿt siesymmetrishe Gruppe vom Grad n. M

↓Beispiele weiterer Gruppen. (R,+), (R∗, ·), (Q,+), (Q∗, ·), (Z,+), (℘(M),△), (V,+), ({0, 1},⊕),
({1},⊙), (Abb(M,R),+) und'die' Menge der Drehungen eines regelmäÿigen n-Eks bzgl. Hintereinanderausführung als Verknüp-fung.27Bei den eben aufgeführten Beispielen stehen einige in engem Zusammenhang, z.B. (R,+) und (Q,+);es ist ja Q ⊆ R und �die Addition auf Q� (, die wir kurzfristig mit �+Q� bezeihnen,) stimmt mit derauf R (�+R�) überein�. Es gilt also für q1, q2 ∈ Q

q1 +Q q2 = q1 +R q2 .

↑M3.13 De�nition induzierte Verknüpfung, UntergruppeSeien (G, ∗) Gruppe (insbesondere ∗ : G×G→ G) und U ⊆ G.(a) Ist dann ∗(U × U) ⊆ U , so heiÿt U abgeshlossen bzgl. der Verknüpfung ∗; und
∗U :

{
U × U → U

(u, v) 7→ u ∗ vheiÿt die von G auf U induzierte (innere) Verknüpfung.27Zu jedem regelmäÿigen n-Ek gibt es eine solhe Gruppe; nur ist es so, dass sih diese Gruppen �inihrer Struktur niht wesentlih untersheiden�. 71



Anmerkung. ∗U entsteht dabei aus ∗ durh Einshränkung des De�nitions-Bereihsund des Werte-Bereihs auf U × U bzw. U .Beispiele: N und Z sind abgeshlossen in Q bzgl. der Addition; N und Z∗ sindabgeshlossen in (Q∗, ·).Ist zusätzlih (U, ∗U) Gruppe, so heiÿt (U, ∗U) Untergruppe von (G, ∗) ( abgekürzt� U UG von G �), in Zeihen U ≤ G .(b) Anmerkung. Ist G endlih, so folgtshon aus der Abgeshlossenheit von Ubzgl. ∗, dass (U, ∗U) Untergruppe ist.(Beweis?)Ein weiteres Untergruppen-Kriteriumist in (3.16) zitiert (s.u.). Sind keineVerwehslungen zubefürhten, so shrei-ben, wir statt ∗U auh nur ∗. Figur 3.5: Symbolishe Darstellungder Untergruppen-BeziehungM
↓ Beispiele.

(Z,+) ist Untergruppe (UG) von (Q,+);
(Z,+), (Q,+) sind UG'n von (R,+);
(Z,+), (Q,+), (R,+) sind UG'n von (C,+);
(Q∗, ·) ist UG von (R∗, ·);
(Q∗, ·), (R∗, ·) sind UG'n von (C∗, ·).

• (C,+)

• (R,+)

• (Q,+)

• (Z,+)

• (C∗, ·)

• (R∗, ·)

• (Q∗, ·)Figur 3.6: Diagramm für die additiven bzw.multiplikativen Gruppen einiger Zahlbereihe
↑M

3.14 Hilfssatz: neutrales Element, Inversen einer UntergruppeSeien (G, ·) Gruppe, U Untergruppe von G und a ∈ U . Dann gilt:(i) e ist neutrales Element von G.⇐⇒ e ist neutrales Element von U .(ii) a−1 ist Inverse von a in G.⇐⇒ a−1 ist Inverse von a in U .Beweis. (i) Seien eU bzw. eG die neutralen Elemente von U bzw. G, dann gilt:
eU · eG = eU (da eG neutrales Element von G ist)

= eU · eU (da eU neutrales Element von U ist)und damit eU ·eU = eU ·eG, also e−1
U ·(eU ·eU) = e−1

U ·(eU ·eG), mit der Inversen e−1
Uvon eU in G, woraus eG · eU = eG · eG und somit eU = eG folgt.72



(ii) Sei a−1
G Inverse von a in G, a−1

U von a in U . Dann ergibt sih
a−1
U · a = a · a−1

U =Def. eU =
(i)
eG =⇒(3.11b) a−1

G = a−1
U .3.15 De�nition: KomplexshreibweiseSeien (G, ·)Gruppe, A,B ⊆ G und a0, b0 ∈ G. Dann vereinbaren wir folgende abkürzendeShreibweise (�Komplexshreibweise�):

A · B := {a · b : a ∈ A ∧ b ∈ B}
a0 · B := {a0 · b : b ∈ B) = {a0} · B
A · b0 := A · {b0}
A−1 := {a−1 : a ∈ A}Damit können wir leiht hinreihende (und notwendige) Bedingungen dafür formulieren,dass U eine UG von G bildet:3.16 Satz (Untergruppenkriterium)Sei (G, ·) eine Gruppe und U ⊆ G. Dann gilt

U ist Untergruppe von G. ⇐⇒ U 6= ∅ ∧ U · U−1 ⊆ U.(Mahen Sie sih klar, wo in der Formulierung von (3.16) G und U die Gruppe (G, ·)bzw. Untergruppe (U, ·U) bezeihnen und wo die diesen zugrunde liegenden Mengen!)Beweis. � ⇒ � U UG =⇒ ∃e ∈ U =⇒ U 6= ∅
U UG =⇒(3.13), (3.10), (3.14)(ii) U−1 ⊆ U =⇒(3.13), (G1) UU−1 ⊆ U .� ⇐ � (G3) U 6= ∅ ⇒ ∃a ∈ U ⇒ ∃a−1 ∈ G =⇒

(a ∈ U)
∃a−1 ∈ U−1 ,also e = a · a−1 ∈ U · U−1 ⊆Vor. U ⇒ e ∈ Uund e neutrales Element in U.

(G4) Sei a ∈ U ; a−1 existiert in G und damit a−1 ∈ U−1;ferner e ∈ U , also a−1 = e · a−1 ∈ U · U−1 ⊆Vor. U.
(G1) [a, b ∈ U =⇒s.o. a, b−1 ∈ U ⇒ a(b−1)−1 ∈ U · U−1 ⊆ U

=⇒
(b−1)−1=b

a · b ∈ U ]⇒ U abgeshlossen (bzgl. ·).
(G2) ist erfüllt, da shon die Obermenge (G, ·) assoziativ ist.Beispiel. Seien n ∈ N und nZ := {n · z : z ∈ Z}. Dann gilt:

(nZ,+) ist Untergruppe von (Z,+) . 73



Beweis. (Z,+) ist Gruppe, nZ ⊆ Z; nZ 6= ∅ ; ferner
nz1, nz2 ∈ nZ⇒ nz1 + (−nz2) = n(z1 − z2) ∈ nZ =⇒(3.16) Behauptung.Anmerkung. Für m,n ∈ N gilt mZ ⊆ nZ ⇐⇒ n|m . Beweis?M

↓ 3.17 Anhang: Gruppe der Dekbewegungen eines WürfelsLiteratur: Grundkurs Mathematik II 2, DIFF-Studienbrief, Tübingen 1972.Eigentlihe Bewegungen des Raumes sind solhe �Kongruenzabbildungen�, die sih aus Trans-lationen (Parallelvershiebungen) und Drehungen zusammensetzen lassen. Unter einer (eigentlihen)Dekbewegung eines Körpers im Raum versteht man eine eigentlihe Bewegung, die den Körper insih überführt. Die (eigentlihen) Dekbewegungen eines Körpers beshreiben alle seine Symmetrie-Eigenshaften, wenn man von der Spiegelsymmetrie absieht.Man kann zeigen, daÿ die Menge der (eigentlihen) Dekbewegungen eines Körpers bzgl. Hintereinan-derausführung eine Gruppe bildet. Als Beispiel betrahten wir die Würfelgruppe W, d.h. die Gruppeder eigentlihen Bewegungen des Würfels auf sih. Der Würfel hat die folgenden drei Typen von Dreh-Symmetrieahsen:1. Ahsen durh die Shwerpunkte gegenüberliegender Flähen; Drehung um 90◦, 180◦, 270◦. Es gibt
3 · 3 = 9 entsprehende Drehungen.

Figur 3.7 a/b: Drehahsen von Dekabbildungen eines Würfels2. Die räumlihen Diagonalen; Drehung um 120◦ und 240◦. Zu den 4 Raumdiagonalen gibt es 4 · 2 = 8entsprehende Drehungen.3. Ahsen durh die Mitte gegenüberliegender Kanten; Drehung um 180◦. Von diesem Typ gibt es 6Drehungen.

Typ 3Figur 3.7 : Drehahse einer weiteren Dekabbildung eines Würfels74



Zusammen mit der Identität haben wir 24 Dekbewegungen gefunden. Da bei einer Dekbewegungdes Würfels jede räumlihe Diagonale wieder in eine solhe abgebildet wird und umgekehrt jede bi-jektive Abbildung der Raumdiagonalen zu einer eigentlihen Dekabbildung gehört, ist 24 (= |S4|)auh die genaue Anzahl der eigentlihen Dekabbildungen. Damit haben wir alle Elemente der Wür-felgruppe W angegeben.Literaturhinweis. Zu Symmetrien (u.a. in Natur und Kunst) allgemein sind die folgenden Abhand-lungen besonders lesenswert.
• H.Weyl: Symmetrie, Birkhäuser Verlag, 19812.
• E.Quaisser: Die Symmetriestruktur von Figuren. In A.Beutelspaher et al.(Hrsg.): JahrbuhÜberblike Mathematik 1995, Vieweg Verlag, p.147-161, 1995.
• R.Wille (Hrsg.): Symmetrie in Geistes- und Naturwissenshaft. Springer Verlag, Berlin et. 1988.Weitere Literatur:P.B:Yale: Geometry and Symmetry. Dover Publ., New York 1968.H.F.Verheyen: Symmetry Orbits. Birkhäuser V., Boston et. 1996.
• Beahten sie auh Büher über Kristallographie!

↑MÜbungsaufgaben:Aufgabe 3.1: Bezeihne W die Würfelgruppe!a) Bestimmen Sie zu jedem Element x ∈W die kleinste Zahl n ∈ N mit
xn = id,(die sogenannte Ordnung von x)!b) Nummerieren Sie die Raumdiagonalen und geben zu jedem Element von W dieentsprehenden Permutation der Raumdiagonalen an!) Bestimmen Sie Elemente x1, x2, x3 ∈ W derart, dass jedes Element von W sihals Produkt mit Faktoren aus {x1, x2, x3} shreiben lässt! (Man sagt dann, dass

x1, x2, x3 die Gruppe W erzeugen).Aufgabe 3.2: Bezeihne D5 die Gruppe der Symmetrieabbildungen (Dreh- und Spiege-lungssymmetrien) �des � regelmäÿigen 5−Eks! Zeigen Sie, dass gilt:a) D5 enthält 5 Spiegelungen und 5 Drehungen (einshlieÿlih der Drehung id um 0◦).b) |D5| = 10. (es gibt also keine weiteren Dekabbildungen).) D5 enthält genau eine Untergruppe der Elemente-Anzahl (Ordnung) 5 und genau5 weitere Untergruppen (auÿer {id} und D5 selbst).Anmerkung: 1.) Diese Gruppe spielte eine Rolle bei der Bestimmung von Prüfzi�ern fürdie Nummern der letzten DM-Banknoten.2.) Diese Aufgabe wird mit Aufgabe 4.2 fortgesetzt. 75



Aufgabe 3.3 Das Shema  a b c
d e f
g h j


 rationaler Zahlen nennen wir ein magishesQuadrat (über Q mit 3 × 3 Feldern), wenn alle Zeilen- und Spaltensummen sowie dieSummen beider Diagonalen den gleihen Wert s haben, wenn also gilt:

s = a+b+c = d+e+f = g+h+j = a+d+g = b+e+h = c+f+j = a+e+j = c+e+g.Zu zwei magishen Quadraten M =




a b c
d e f
g h j


 und N =




a′ b′ c′

d′ e′ f ′

g′ h′ j′


 de�nierenwir eine Summe durh M +N :=




a+ a′ b+ b′ c + c′

d+ d′ e+ e′ f + f ′

g + g′ h+ h′ j + j′


.a) Zeigen Sie: M ist durh (a, b, c) bestimmt, und zu jedem Tripel (a, b, c) ∈ Q3 gibt esein magishes Quadrat mit erster Zeile (a, b, c) !b) Beweisen Sie: Die Menge G aller magishen 3× 3−Quadrate über Q bildet bzgl. deroben de�nierten Addition eine kommutative Gruppe !

76



� 4 Homomorphismen von Halbgruppen und Gruppen M
↓Bei der Betrahtung der Gruppe S3 hatten wir auf die Ähnlihkeit im Verhalten der Permutationen von

{1, 2, 3} mit dem der Symmetrien (Dekbewegungen) eines gleihseitigen Dreieks hingewiesen. DiesenZusammenhang zwishen der Gruppe
S3 = ({δ0, δ1, δ2, σ1, σ2, σ3}, ◦) (s. Figur 3.3 !)und der Gruppe

D3 = ({D0, D120, D240, SW1
, SW2

, SW3
}, ◦)(mit Di als der Drehung um den Shwerpunkt des Dreieks um i◦ und SWj

als der Spiegelung an derHalbierenden des Winkels im Punkt Ej , vgl. Figur 4.1)

Figur 4.1: Zur Symmetriegruppe eines gleihseitigen Dreiekswollen wir nun präzisieren:Es existiert eine Bijektion f : {D0, . . . , Sw3
} → {δ0, . . . , σ3}, de�niert durh Di·120 7→ δi (i = 0, 1, 2) und

SWj
7→ σj . Diese Zuordnung allein reiht niht zur Beshreibung aus; es wären nur Eigenshaften der zu-grunde liegenden Mengen in Beziehung gebraht (�gleihe Kardinalzahl�), niht die der Verknüpfungen,wie z.B.

D120 ◦ SW1
= SW3

l l l
δ1 ◦ σ1 = σ3oder allgemeiner f(B1 ◦B2) = f(B1) ◦ f(B2) für B1, B1 ∈ {D0, . . . , SW3

}.Mit Abbildungen, die in diesem Sinne �mit der Gruppenstruktur verträglih� sind, wollen wir uns be-shäftigen. Derartige Bijektionen bestehen zwishen solhen Gruppen, die mit den Mitteln der Gruppen-theorie niht untershieden werden können. Aber auh niht-bijektive strukturbeahtende Abbildungenvon (Halb-)Gruppen sind von Bedeutung, übertragen sih doh auh so viele Eigenshaften auf dieBildstruktur; z.B. werden Untergruppen auf Untergruppen abgebildet.Als Beispiel für eine strukturverträglihe Abbildung, die keine Bijektion ist, betrahten wir die�kanonishe� Abbildung von Z auf die Menge der Äquivalenzklassen mod m (für m ∈ N fest gewählt):Bezeihnen wir mit x die �Restklasse28 � {y ∈ Z : y ≡ x (mod m)} von x ∈ Z, mit Zm die Menge all28Zur Erklärung des Namens: y ≡ x (mod m) bedeutet, dass m Teiler von y − x ist und damit x und
y den gleihen Rest bei der Division durh m haben.Beispiel: 5 ≡ 8 (mod 3) heiÿt u.a., dass 5 und 8 den gleihen Rest, nämlih 2, bei der Division durh
3 besitzen. 77



dieser Restklassen (also Zm := Z/≡ (mod m)), und de�nieren wir durh
x+ y := x+ y für alle x, y ∈ Zeine Addition auf Zm, so gilt (Übungsaufgabe): Diese Addition ist wohlde�niert, d.h. x+ y ist � wegen

x = x1 ∧ y = y1 ⇒ x+ y = x1 + y1 � von den Repräsentanten x und y unabhängig, und
(Zm,+) ist eine kommutative Gruppe.Für die kanonishe Abbildung

κ :

{Z→ Zm

x 7→ xist nah De�nition der Addition die Gleihung κ(x+ y) = κ(x) + κ(y) für alle x, y ∈ Z erfüllt.Beispiel. Z → Z2 mit z 7→ z =

{
0 für z gerade
1 für z ungerade ist eine strukturverträglihe Abbildung(Homomorphismus) von (Z,+) auf (Z2,+).Ähnlih gilt für die durh x · y := x · y (wohl-)de�nierte Multiplikation:

(Zm, ·) ist eine kommutative Halbgruppe,und κ ist eine auh mit dieser Struktur verträglihe Abbildung von Z auf Zm.Beispiel (Anwendung). �Neunerprobe� Gegeben sei n ∈ N ! Wir fragen: Ist 9 ein Teiler von n ?Seien a0, . . . , ak die Zi�ern der Dezimaldarstellung von n, also n =
k∑

i=0

ai10
i (nah Identi�kation derZi�ern 0, . . . , 9 mit den entsprehenden Zahlen). Gehen wir zur Kongruenz mod 9 über, so lautet dieFrage: n = 0? Nun ist 10i = 10

i
= (1)i = 1i = 1 und

n =
k∑

i=0

ai · 10i =
k∑

i=0

ai · 10i =
k∑

i=0

ai · 10i =
k∑

i=0

ai · 1 =
k∑

i=0

ai.Daher gilt: n ist genau dann durh 9 teilbar, wenn die Quersumme von n (in der Dezimal-darstellung) durh 9 teilbar ist.Zahlenbeispiel. 9 teilt 49068, da 9|(4 + 9 + 0 + 6 + 8).Untersuhen Sie analog die � Dreierprobe � und die � Elferprobe � !↑M 78



4.1 De�nition. (Halb-) Gruppen-Homomorphismen, -IsomorphismenSeien (H1, ∗1) und (H2, ∗2) Halbgruppen!(a) Eine Abbildung f : H1 → H2 heiÿt Homomorphismus (Hom) von H1 in
H2, falls gilt:

∀a, b ∈ H1 : f(a ∗1 b) = f(a) ∗2 f(b).(b) Ist f zusätzlih bijektiv, so heiÿt f Isomorphismus (Iso). Ein Isomorphis-mus einer Halbgruppe auf sih selbst (also für H1 = H2) heiÿt Automor-phismus (Aut).() (H1, ∗1) und (H2, ∗2) heiÿen isomorph, falls es einen Isomorphismus von
(H1, ∗1) auf (H2, ∗2) gibt.In Zeihen : H1

∼= H2. M
↓Beispiele.(1) Die am Anfang dieses Paragraphen angegebene Abbildung zwishen der Gruppe D3 der Dekab-bildungen eines gleihseitigen Dreieks und der symmetrishen Gruppe S3 ist ein (Gruppen-) Iso-morphismus. Also gilt D3

∼= S3.(2) Für die Würfelgruppe W (vgl. Anhang zu �3) gilt W ∼= S4.(3) Die Abbildung � � : {Z→ Zm

x 7→ x
liefert einen (surjektiven) Homomorphismus der Gruppe (Z,+)auf die Gruppe (Zm,+), sowie einen (surjektiven) Homomorphismus der Halbgruppe (Z, ·) auf dieHalbgruppe (Zm, ·).(4) Die Abbildung {0 7→ g

1 7→ u
liefert einen Isomorphismus von (Z2,+) auf ({g, u},⊕) (s. �1 !).(5) g :

{Z→ R∗

z 7→ rz
(für r ∈ R∗ fest) ist ein Homomorphismus von (Z,+) in (R∗, ·).Beweis. g ist wohlde�niert, g(z1 + z2) = rz1+z2 = rz1 · rz2 = g(z1) · g(z2).(6) h :

{C→ C
z = a+ bi 7→ z = a− bi

ist ein Isomorphismus von (C,+) auf sih (Automorphismus).
h|C∗→C∗ ist ein Isomorphismus von (C∗, ·) auf sih.(7) Seien (R2,+) := ({(x, y) : x, y ∈ R}, komponentenweise Addition) und
(V,+) :=

({(
x
y

)

e1,e2

: x, y ∈ R} , komponentenweise Addition); dann ist
f :





R2 → V

(x, y) 7→
(
x

y

)

e1,e2

ein Isomorphismus von (R2,+) auf (V,+).
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(8) pr1 :





V→ R(
x

y

)

e1,e2

7→ x
ist Homomorphismus von (V,+) auf (R,+).

Beweis.pr1 [(x1

y1

)

e1,e2

+

(
x2

y2

)

e1,e2

]
=pr1(x1 + x2

y1 + y2

)

e1,e2

= x1 + x2 = pr1(x1

y1

)

e1,e2

+ pr1(x2

y2

)

e1,e2

.
↑M 4.2 Hilfssatz. Bilder von neutralem Element und von InversenSeien (G, ∗) Gruppe mit neutralem Element e, (G′, ∗′) Gruppe mit neutralemElement e′ und f : G→ G′ ein Homomorphismus. Dann gilt:(a) f(e) = e′ ;(b) ∀a ∈ G : f(a−1) = [f(a)]−1 .D.h.: Bei einem Gruppenhomomorphismus wird das neutrale Element auf das neutraleElement und das Inverse eines Elements auf das Inverse des Bildelements abgebildet.Beweis. (a) f(e) ∗′ e′ = f(e) = f(e ∗ e) = f(e) ∗′ f(e) ⇒Mult. mit [f(e)]−1

e′ = f(e);(b) f(a−1) ∗′ f(a) =(4.1(a)) f(a−1 ∗ a) = f(e) =(a) e′ ⇒ f(a−1) = [f(a)]−1.M
↓ Bei einem Homomorphismus werden u.U. mehrere Elemente der Urbildgruppe auf dasselbe Element derBildgruppe abgebildet. (Beispiele?) Wir untersuhen �Urbildmengen� der Elemente von G′.Sei also f(a) = f(b) (vgl. Figur 4.2 !); dann gilt

e′ = f(a)−1 ∗′ f(b) =4.2(b) f(a−1) ∗′ f(b) = f(a−1 ∗ b), d.h.
f(a) = f(b)⇒ a−1 ∗ b ∈ f−({e′}) (und umgekehrt).Figur 4.2: Bildelement mit zwei UrbildernEs ist also sinnvoll, sih näher mit f−({e′}) zu beshäftigen; Ziel dieses Paragraphen ist der Nahweis,dass (erstaunliher Weise) durh diese Menge f shon weitgehend festgelegt ist.↑M 80



4.3 De�nition. Kern, Bild eines HomomorphismusSeien (G, ∗), (G′, ∗′) Gruppen mit neutralemElement e bzw. e′ und f : G → G′ Homo-morphismus. Dann heiÿt
Kern f := {x ∈ G : f(x) = e′} = f−({e′})der Kern von f (vgl. Figur 4.3 !) und
Im f := Bildf := {f(x) : x ∈ G} = f(G)das Bild von f . Figur 4.3: Kern f und Im fBeispiele.1. p̂r1 : {R2 → R2

(x, y) 7→ (x, 0)
ist Homomorphismus von (R2,+) in (R2,+).

Kern p̂r1Figur 4.4: Kern p̂r1 = {(0, y) : y ∈ R} Figur 4.5: Im p̂r1 = {(x, 0) : x ∈ R}2. Für m ∈ N ist κ :

{Z→ Zm

x 7→ x
Homomorphismus von (Z,+) auf (Zm,+) (s.o.!).Es gilt Imκ = Zm (da κ surjektiv ist) und

Kern κ = κ−(0) = {x ∈ Z : x ≡ 0 mod m} = {x ∈ Z : m|x} = {my : y ∈ Z} =:
mZ.4.4 Hilfssatz: Kern und Bild als UntergruppenSeien (G, ∗), (G′, ∗′) Gruppen und f : G→ G′ Homomorphismus. Dann gilt:(1) Kern f ist UG von (G, ∗).(2) Im f ist UG von (G′, ∗′).Beweis. (1) f(e) = e′ ⇒ e ∈ Kern f ⇒ Kern f 6= ∅.Seien u, v ∈ Kern f , also f(u) = e′ = f(v). Dann gilt

f(u ∗ v−1) =(4.1)a f(u) ∗′ f(v−1) =(4.2)b f(u) ∗′ f(v)−1 = e′ ∗′ e′−1 = e′Also u ∗ v−1 ∈ Kern f . Aus dem Untergruppen-Kriterium (3.16) folgt die Behaup-tung. 81



(2) e′ = f(e) ∈ f(G) = Im f ⇒ Im f 6= ∅.Seien u′, v′ ∈ Im f ; dann ∃u, v ∈ G : f(u) = u′ und f(v) = v′; damit gilt
u′ ∗′ (v′)−1 = f(u) ∗′ (f(v))−1 = f(u) ∗′ f(v−1) = f(u ∗ v−1) ∈ Im f .Wieder nah (3.16) folgt die Behauptung.4.5 Hilfssatz: Kern bei injektiven HomomorphismenIst f Gruppenhomomorphismus, dann gilt

f injektiv ⇐⇒ Kern f = {e} .Beweis. �⇒� Ist f injektiv, so hat e′ höhstens ein Urbild (und wegen f(e) = e′ genaueins).�⇐� Seien a, b ∈ G mit f(a) = f(b), dann folgt
f(a−1 ∗ b) = f(a)−1 ∗′ f(b) = f(b)−1 ∗′ f(b) = e′,also a−1 ∗ b ∈ Kern f =(nah Voraussetzung) {e} und damit a = b.Weiter oben (nah (4.2)) und eben hatten wir gesehen, dass für einen Homomorphismus

f gilt:
f(a) = f(b)⇒ a−1 ∗ b = f−({e′}) = Kern f (d.h. b ∈ a ∗Kern f).Ist umgekehrt b ∈ a ∗Kern f , so folgt

f(b) ∈ f(a ∗Kern f) = f(a) ∗′ f(Kern f) = f(a) ∗′ {e′} = {f(a)}, also f(b) = f(a).Somit gilt (vgl. Figur 4.6 !) in multiplikativer Shreibweise der erste Teil von:4.6 Hilfssatz: Volle UrbilderSeien (G, ·) und (G′, ·′) Gruppen und f : G→ G′ Homomorphismus. Dann giltfür jedes a ∈ G:Das volle Urbild von f(a) ist gleih a ·Kern f und ( s.u.) gleih Kern f ·a.4.7 De�nition: Nebenklasse nah einer UntergruppeSei (G, ·) Gruppe und U Untergruppe von G. Für jedes a ∈ G heiÿt
a · U linke Nebenklassee von U in G
U · a rehte Nebenklassee von U in GAhtung: Manhe Autoren benutzen umgekehrte Bezeihnungen: a · U rehte Neben-klassen et.82



Figur 4.6: Volle Urbilder ( mit N := Kern f)Anmerkung. Was für die Nebenklassen von Kern f als volle Urbildmengen o�ensihtlihist, gilt auh für die Nebenklassen einer beliebigen Untergruppe U :Die rehten (bzw. linken) Nebenklassen von U in G bilden eine Partition der Menge G.(Beweis . . . )Jedes Element einer Nebenklasse heiÿt Repräsentant dieser Nebenklasse.Beispiel. Für m ∈ Z ist (mZ,+) UG von (Z,+); die linken und rehten Nebenklassenvon mZ in (Z,+) haben die Form r +mZ (= r). (Ist r ∈ {0, . . . , m − 1}, so hat, wieshon erwähnt, jedes Element aus r+mZ bei der Division durh m den Rest r, weswegenman auh von Restklassen spriht). Ferner gilt:Z =

m−1
•⋃

r=0

(r +mZ) = m−1
•⋃

r=0

r (Überdekung von Z durh Restklassen mod m). M
↓Unser nähstes Ziel ist die Konstruktion von neuen Gruppen (aus einer gegebenen Gruppe G), die inengem Zusammenhang mit Homomorphismen von G stehen.Auf den Restklassen mod m lässt sih, wie wir sahen, eine Addition de�nieren, die mit der Additionauf Z zusammenhängt. Für Nebenklassen einer niht-kommutativen Gruppe nah einer beliebigen UGist es im allgemeinen niht möglih, auf ähnlihe Weise wie im oben erwähnten Fall eine Verknüpfung zude�nieren. Dafür benötigt man eine zusätzlihe Eigenshaft der UG, die aber von Kern f erfüllt wird. ↑MAus f(a) = f(b) erhält man nämlih auh f(b ·a−1) = f(b) ·′ f(a−1) = f(b) ·′ f(a)−1 = e′,also b ∈ Kern f · a; da f(Kern f · a) = f(a) ist, folgt daraus: Auh (Kern f) · a ist dasvolle Urbild von f(a). Es gilt also:

(Kern f) · a = a · (Kern f).4.8 De�nition: NormalteilerEine Untergruppe N der Gruppe (G, ·) heiÿt Normalteiler von G, wenn gilt:
∀a ∈ G : a · (Kern f) = (Kern f) · a.Shreibweise: N EG . Symbolishe Darstellung s. Figur 4.7 ! 83



Figur 4.7: Symbolishe Darstellung von N EGBeispiel. Bei einer kommutativen Gruppe ist jede Untergruppe Normalteiler.4.9 Satz: Kern als NormalteilerSind G, G′ Gruppen und ist f : G→ G′ Homomorphismus, dann gilt:
Kern f ist Normalteiler von G.Bei Nebenklassen nah einem Normalteiler N ist es möglih, mit Hilfe der Verknüpfungvon G eine Verknüpfung auf G/N sinnvoll zu de�nieren:4.10 De�nition: G/NSei (G, ∗) Gruppe und N Normalteiler von (G, ∗). Dann de�niert man:1. G/N := {a ∗N : a ∈ G}.2. Für a, b ∈ G sei

(a ∗N)∗̃(b ∗N) := (a ∗N) ∗ (b ∗N) (in Komplexshreibweise, vgl. 3.15 !)Man beahte, dass die Bildung von Zm = Z/mZ und die De�nition der Addition auf Zmeinen Spezialfall der eben erfolgten darstellt.4.11 Satz: FaktorgruppeSeien (G, ∗) Gruppe, N Normalteiler von (G, ∗) und G/N und ∗̃ wie eben de�-niert. Dann gilt:
(G/N, ∗̃) ist eine Gruppe,die so genannte Faktorgruppe von G nah N .Anmerkung. Es gilt (a ∗N)∗̃(b ∗N) = (a ∗ b) ∗N . Auh diese Beziehung wird oft zurDe�nition von ∗̃ herangezogen; dann ist jedoh nahzuweisen, dass ∗̃ wohlde�niert ist.Beweis. (G1) Seien a ∗N, b ∗N ∈ G/N gegeben. Dann gilt (gleihzeitig ein Beweis derAnmerkung):

(a ∗N)∗̃(b ∗N) =Def. (a ∗N) ∗ (b ∗N) =Assoz. a ∗ (N ∗ b) ∗N
=N Nt. a ∗ b ∗N ∗N =

(N, ∗) abgeshl. (a ∗ b) ∗N .84



Insbesondere ist
(a ∗N)∗̃(b ∗N) ∈ G/N.Also:
∗̃ ist innere Verknüpfung auf G/Nund
∗̃ entspriht der Verknüpfung ∗ derRepräsentanten. Figur 4.8: Zur Verknüpfung der Faktorgruppe(G2) Unter Verwendung von (G1) unmittelbare Folgerung aus der Assoziativität von
(G, ∗).(G3) N = e ∗N ist neutrales Element: N ∈ G/N
N ∗̃(a ∗N) = (e ∗N)∗̃(a ∗N) =s.o. (e ∗ a) ∗N = a ∗N

(a ∗N)∗̃N =analog a ∗N .(G4) Sei M ∈ G/N ; dann existiert a ∈ G :M = a ∗N , und es existiert a−1 ∈ G.Behauptung: a−1 ∗N ist Inverse von M .Beweis. a−1 ∗N ∈ G/N ;
M ∗̃(a−1 ∗N) = (a ∗N)∗̃(a−1 ∗N) = (a ∗ a−1) ∗N = N

(a−1 ∗N)∗̃M = (a−1 ∗N)∗̃(a ∗N) = (a−1 ∗ a) ∗N = N .Damit ist die Behauptung gezeigt.Also erfüllt (G/N, ∗̃) die Gruppenaxiome.
Figur 4.9: Symbolishe Darstellung der Faktorgruppe(vgl. auh Figur 4.7 !)Wir betrahten nun die Abbildung, die jedem Element x von G diejenige Nebenklassenah N zuordnet, in der x liegt. (Vgl. r 7→ r im Falle Z −→ Zm). 85



4.12 Hilfssatz: kanonisher HomomorphismusSei N Normalteiler der Gruppe (G, ∗). Dann ist
hN :

{
G→ G/N

x 7→ x ∗Nein Homomorphismus von (G, ∗) nah (G/N, ∗̃), der so genannte natürlihe(kanonishe) Homomorphismus von G auf G/N , und es gilt:
Kern hN = N.Anmerkung (1). Mit a := a ∗N = hN(a) gilt a ∗̃ b = a ∗ b; (vgl. Figur 4.10 !).

Figur 4.10: Zur Wirkung des natürlihen HomomorphismusAnmerkung (2). Aus (4.9) und (4.12) folgt: Jeder Kern eines Gruppenhomomorphis-mus ist Normalteiler, und umgekehrt ist jeder Normalteiler einer Gruppe Kern einesgeeigneten Homomorphismus.Beweis von 4.12. (a) hN : G→ G/N mit a 7→ a = a ∗N ist wohlde�niert, und es gilt:
hN (a ∗ b) = (a ∗ b) ∗N = (a ∗N)∗̃(b ∗N) = hN(a)∗̃hN(b).Also ist hN Homomorphismus von G auf G/N .(b) x ∈ Kern hN ⇔ x ∗N = N ⇔ x ∈ N .Anmerkung (3). Damit ist ein Zwishenziel erreiht: Zu jeder Gruppe G können wirhomomorphe Bilder konstruieren. Nun ist die Frage: Gibt es weitere homomorphe Bilder?86



Sei uns daher ein beliebiger Homomorphismus f : G → G′ gegeben. Wählen wir nunspeziell N als Kern f , so ergibt sih das Diagramm der Figur 4.11.

Figur 4.11 Zum Homomorphiesatz4.13 Homomorphiesatz für GruppenSeien G, G′ Gruppen und f : G→ G′ ein Homomorphismus. Dann gilt:
G/Kern f ∼= Im fInsbesondere ist Im f bis auf Isomorphie durh G und Kern f bestimmt.Beweis. (a) Die Zuordnung i : G/Kern f → Im f mit a ∗ Kern f 7→ f(a) ist wohlde-�niert (d.h. insbesondere rehtseindeutig); denn aus zwei möglihen Darstellungeneiner Nebenklasse a ∗Kern f = b ∗Kern f folgt

{f(a)} = f(a ∗Kern f) = f(b ∗Kern f) = {f(b)}.(b) i ist Homomorphismus von (G/Kern f, ∗) in (Im f, ∗′|Im f ); denn es gilt:
i[(a ∗Kern f)∗̃(b ∗Kern f)] =Eigensh. von ∗̃

i[(a ∗ b) ∗Kern f ] =Def. v. i f(a ∗ b)
=

f Hom. f(a) ∗′ f(b) = i[a ∗Kern f ] ∗′ i[b ∗Kern f ].() i ist surjektiv:Sei a′ ∈ Im f . Dann ex. a ∈ G : f(a) = a′; daraus folgt a′ = f(a) = i(a ∗Kern f). 87



(d) i ist injektiv:Nah Hilfssatz (4.5) reiht es zu zeigen, dass Kern i nur das neutrale Element, hiervon G/Kern f , enthält.
Kern i = {a ∗Kern f : a ∈ G ∧ i(a ∗Kern f) = e′}

= {a ∗Kern f : a ∈ G ∧ f(a) = e′}
= {a ∗Kern f : a ∈ Kern f} = {Kern f}.

Kern f ist neutrales Element von (G/Kern f, ∗̃) (s.o.).Insgesamt ist also (G/Kern f, ∗) ∼= (Im f, ∗′|Im f )M
↓ Damit ist geklärt, dass alle homomorphen Bilder einer Gruppe G isomorph zu Faktorgruppen von

G sind. Kennt man also alle Normalteiler von G, so auh (zumindest theoretish) die Struktur allerhomomorphen Bilder von G. Homomorphismen sind insbesondere shon weitgehend durh ihren Kernfestgelegt.↑M Eine symbolishe Darstellung des Sahverhalts beim Homomorphiesatz zeigt Figur 4.12.

Figur 4.12: Symbolishe Darstellung zum HomomorphiesatzÜbungsaufgabenAufgabe 4.1(a) Zeigen Sie, dass eine ganze Zahl genau dann durh 3 teilbar ist, wenn ihre Quersum-me durh 3 teilbar ist. (�Dreierprobe�).(b) Wie kann (analog) eine �Elferprobe� aussehen?Aufgabe 4.2Sei G die Menge aller Elemente aus Z9, die eine multiplikative Inverse besitzen.a) Zeigen Sie, dass (G, ·) eine Gruppe ist, die von einem Element erzeugt wird.b) Geben Sie zu jedem Element g aus G seine Ordnung29 an!29Dabei ist die Ordnung eines Gruppenelementes g de�niert als die kleinste natürlihe Zahl k mit
gk = 1.88



Aufgabe 4.3 (Fortsetzung von Aufg. 3.2)De�nieren Sie eine Verknüpfung ⋆ auf Z10 derart, dass folgende Abbildung von der Grup-pe der Symmetrien eines regelmäÿigen 5−Eks 30 in (Z10, ⋆) ein Gruppenisomorphismusist: D5 −→ Z10 mit Dj·72◦ 7→ j und Dj·72◦ ◦ S 7→ j + 5 (für j = 0, . . . 4).Lösungshinweis: Untersheiden Sie 4 Fälle!Aufgabe 4.4 Sei Cn eine zyklishe Gruppe (d.h. eine von einem Element erzeugteGruppe) der endlihen Ordnung (Elementeanzahl) n und a ein erzeugendes Elementvon Cn ! Für jedes k ∈ {1, . . . , n} ist dann folgende Abbildung ein Homomorphismus:
ϕk : Cn → Cn mit ϕk(x) = xk für alle x ∈ Cn.Zeigen Sie, dass jeder Homomorphismus ϕ : Cn → Cn von dieser Form ist!Lösungshinweis: Beahten Sie, dass ϕ shon durh k mit ϕ(a) = ak festgelegt ist.

30mit den Drehungen Dj·72◦ um j · 72◦ um den Mittelpunkt und einer �Klappung� S des 5−Eks aufsih. 89



� 5 Ringe und KörperAuf den Zahlbereihen Z, Q, R, C, aber auh auf {0, 1} bzw. {g, u}, sind jeweils zweiinnere Verknüpfungen de�niert. Deren Gesetzmäÿigkeit wollen wir nun erfassen.Statt ∗1, ∗2 shreiben wir für die beiden Verknüpfungen auh im allgemeinen Fall �+�und �·� (in Anlehnung an die angegebenen Beispiele).5.1 De�nition: RingSei R eine Menge. Ferner seien auf R zwei innere Verknüpfungen de�niert:� + � : {R× R→ R

(a, b) 7→ a+ b
und � · � : {R ×R→ R

(a, b) 7→ a · b =: abGelten dann folgende Aussagen:(R1) (R,+) ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 ∈ R);(R2) (R, ·) ist Halbgruppe;(R3) die Distributivgesetze:
∀a, b, c ∈ R : (a + b) · c = a · c + b · c und
∀a, b, c ∈ R : a · (b+ c) = a · b+ a · c,dann heiÿt das Tripel (R,+, ·) Ring (engl.: ring).Anmerkung. 1.) Sind keine Verwehslungen (zwishen Ring und Menge) zu befürhtenund ist klar, um welhe Verknüpfungen es sih handelt, so shreibt man nur R statt

(R,+, ·).2.) Oft wird (wie oben shon angegeben) der Mal-Punkt beim Produkt weggelassen.3.) Um Klammern zu sparen, vereinbaren wir, dass die Multiplikation stärker bindet alsdie Addition; also z.B. ab+ c := (a · b) + c.Beispiele.(a) (Z,+, ·), (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·) sind Ringe.(b) (Z/mZ,+, ·) ist für m ∈ N ein Ring, der sogenannte Restklassenring mod m.Anmerkung. Ist m ∈ N \ {1} keine Primzahl, so hat (Z/mZ),+, ·) sogenannte�Nullteiler� (engl.: zero divisor), also Elemente s, t 6= 0 mit s · t = 0. Ist z.B.
m = r · s mit r, s ∈ N \ {m}, dann gilt r 6= 0, s 6= 0, aber r · s = m = 0.Insbesondere kann daher (Z ∗

m , ·) keine Gruppe sein.5.2 Anmerkung und De�nition: Integritätsbereih1. (R,+, ·) heiÿt nullteilerfrei, wenn gilt(R4) ∀a, b ∈ R : [a · b = 0⇒ a = 0 ∨ b = 0].2. Ein Ring (R,+, ·) heiÿt kommutativ, wenn (R, ·) kommutativ ist.90



3. Ein Ring (R,+, ·) heiÿt Integritätsbereih(Integritätsring; engl.: integer domain),wenn er nullteilerfrei und kommutativ ist und mindestens zwei Elemente enthält.Die oben unter (a) aufgeführten Beispiele von Ringen sind auh Beispiele von Integri-tätsbereihen; ist m 6= 1, m ∈ N keine Primzahl, so ist Z/mZ wegen seiner Nullteiler (s.obige Anmerkung zu (b)) kein Integritätsbereih.Beispiele von Ringen (Fortsetzung):() Sei X Menge, R kommutativer Ring mit 1 (neutralem Element der Multiplikation),z.B. R = R. Zu f, g ∈ Abb(X,R) de�niert man (in Verallgemeinerung zu denBeispielen (6) zu Halbgruppen, s. �3 !):
f + g :

{
X → R

x 7→ f(x) + g(x)
und f · g :

{
X → R

x 7→ f(x) · g(x) .Dann gilt:
(Abb(X,R),+, ·) ist ein kommutativer Ring; dieser ist i.a. niht nullteilerfrei.(Beweis. . . . )(d) Sei R kommutativer Ring mit 1 (z.B. R = R). Wir de�nieren (mit N0 := N ∪ {0}):
P(R) := {f ∈ Abb(R,R)|∃n ∈ N0∃a0, . . . , an ∈ R : f(x) =

n∑
i=0

aix
i für alle x ∈ R}.Jedes Element f ∈ P(R) heiÿt Polynomabbildung. (P(R),+|P, ·|P) ist ein Unterringvon (Abb(R,R)+, ·). Er heiÿt Ring der Polynomabbildungen von R.Anmerkung. De�niert man fa : R → R durh fa(x) = a für alle x ∈ R und (id)i :

R → R durh (id)i(x) = xi, und ist f ∈ P(R) mit f(x) = n∑
i=0

aix
i, so gilt für alle

x ∈ R :
(
∑n

i=0 fai · (idR)
i)(x) =Def. + in

Abb(R,R)

∑n
i=0[fai · (idR)

i)](x) =Def. ∑n
i=0[fai(x) · (idR)

i)(x)] =

∑n
i=0 aix

i. Daher ist f =
∑n

i=0 fai · (idR)
i.(e) Sei (G,+) eine abelshe Gruppe und End(G) := {f |f : G→ G∧f Homomorphismus}.De�niert man für f, g ∈ EndG: f + g : x 7→ f(x) + g(x)

f ◦ g : x 7→ f
(
g(x)

),dann ist (End(G),+, ◦) ein Ring, der sogenannte Endomorphismenring der kom-mutativen Gruppe G.5.3 De�nition: Shiefkörper, KörperSei K Menge und seien auf K zwei innere Verknüpfungen� + � : {K ×K → K

(a, b) 7→ a+ b
und � · � : {K ×K → K

(a, b) 7→ a · b(=: ab) 91



de�niert. Für diese gelte31:(K1) (K,+) ist kommutative Gruppe (mit neutralem Element 0 ∈ K).(K2) (K∗, ·) ist Gruppe32(mit neutralem Element 1 ∈ K).(K3) die Distributivgesetze:
∀a, b, c ∈ K : (a+ b) · c = a · c+ b · c und
∀a, b, c ∈ K : a · (b+ c) = a · b+ a · c !Dann heiÿt (K,+, ·) ein Shiefkörper (engl.: skew �eld). Gilt zusätzlih, dass (K\{0}, ·)kommutativ ist, so heiÿt (K,+, ·) Körper(engl.: �eld).Anmerkung. 1) Viele Autoren nennen auh Shiefkörper shon Körper und sprehen beiKörpern in unserem Sinne von kommutativen Körpern. Besondere Vorsiht ist alsogeboten !2) Die besondere Bedeutung von Körpern liegt für unsere Vorlesung darin, dass diemeisten Betrahtungen, die wir an (1.1) bis (1.4) anshlieÿen wollen, niht von spe-zielleren Eigenshaften der reellen Zahlen, sondern nur von ihren Körpereigenshaf-ten abhängen. Indem wir als Skalarbereih einen beliebigen Körper zulassen, werdenunsere Betrahtungen an zusätzliher Allgemeinheit (und vielleiht auh Klarheit)gewinnen, ohne wesentlih ershwert zu werden. Unsere Betrahtungen lassen sihdann auh auf �Vektorräume� über Q, C oder {0, 1} (vgl. 1.5) anwenden.3) Es ist auh möglih, �Vektorräume� über Shiefkörpern (allgemein) zu de�nieren. Dahierbei jedoh zusätzlihe Shwierigkeiten auftreten (z.B. zu untersheiden ist, obman vereinbart mit den Skalaren �von links� oder �von rehts� zu multiplizieren),werden wir in dieser Vorlesung davon absehen.5.4 Beispiele von Körpern(a) (Q,+, ·), (R,+, ·), (C,+, ·), sind Körper.(b) ({0, 1}),⊕,⊙) mit

⊕ 0 1
0 0 1
1 1 0

und ⊙ 0 1
0 0 0
1 0 1

(vgl. 1.5) ist ein Körper.() Für jede Primzahl p ist GF(p) := (Zp ,+, ·) := (Z/pZ,+, ·) ein Körper, das soge-nannte Galoisfeld p (engl.: Galois �eld p, Fp) (vgl. auh Bsp. (b) nah (5.1)!).Beweis: Übungsaufgabe 5.1, s.u. !31mit K∗ := K \ {0}32genauer für die Verknüpfung ·|K∗92



Spezialfall: p = 2Die GF(2) zugrunde liegende Menge ist:Z2 = {0, 1} mit 0 = {. . . ,−2, 0, 2, 4, . . .} und 1 = {. . . ,−3,−1, 1, 3, . . .}.Zu den Verknüpfungen! Die De�nitionen x+ y := x+ y und x · y := x · y führen zufolgenden Verknüpfungstafeln:
+ 0 1

0 0 1
1 1 0

· 0 1

0 0 0
1 0 1 .Ein Vergleih mit den Verknüpfungstafeln des Beispiels 5.4(b) zeigt, dass die Bijek-tion

i :





Z2 −→ {0, 1}
0 7→ 0

1 7→ 1sowohl mit den Additionen auf Z2 = Z/2Z und {0, 1} als auh mit den Multiplika-tionen auf diesen Mengen �verträglih� ist.5.5 De�nition: Ring-Homomorphismus,Ring-IsomorphieSeien (R,+, ·) und (S, +̂, ·̂) Ringe. Eine Abbildung f : R → S heiÿt (Ring-) Homo-morphismus, falls für alle x, y ∈ R
f(x+ y) = f(x)+̂f(y) und f(x · y) = f(x)̂·f(y)gilt.33 Ein bijektiver (Ring-) Homomorphismus heiÿt (Ring-) Isomorphismus.Im Falle der Existenz eines Isomorphismus des Rings (R,+, ·) auf den Ring (S, +̂, ·̂)heiÿen die beiden Ringe isomorph, in Zeihen (R,+, ·) ∼= (S, +̂, ·̂), kurz R ∼= S. M

↓Wie bei Gruppen, so ist auh bei Ringen die Isomorphie als eine �Strukturgleihheit� aufzufassen.Isomorphe Ringe kann man also als �im Wesentlihen gleih� ansehen, jedenfalls insofern man sih aufihre Ringstruktur beshränkt. ↑MWie wir gleih zeigen werden, ist ein Körper ein Ring mit zusätzlihen Eigenshaften, dieunter Ring-Isomorphismen erhalten bleiben. In Fortführung unseres speziellen Beispielskönnen wir also festhalten: i ist ein (Körper-) Isomorphismus; insbesondere gilt also:
(Z2,+, ·) ∼= ({0, 1},⊕,⊙).Auh im Falle von Beispiel (b) sprehen wir daher vom Galoisfeld 2. Ähnlih folgt
(Z2,+, ·) ∼= ({g, u},⊕,⊙).33Vgl. diese De�nition mit der des Gruppen-Homomorphismus/Isomorphismus in 4.1 ! 93



5.6 Zusammenhang Ring � Körper
(K,+, ·) ist Körper ⇐⇒ 



(K,+, ·) ist kommutativer Ring mit34 1 und 1 6= 0,und zu jedem Element x ∈ K \ {0} existiert einemultiplikative Inverse.Beweisskizze.�⇒� Sei (K,+, ·) Körper. Nah De�nition sind +, · innere Verknüpfungen, ist (K,+)kommutative Gruppe und gelten die Distributivgesetze. Da (K \{0}, ·) kommutativeGruppe ist, interessiert nur noh das Verhalten von 0 bei der Multiplikation.Sei a ∈ K. Dann folgt

0 · a+ 0 · a =Distribut.Gesetz (0 + 0) · a =
0 neutr.Eltd.Add. 0 · a ⇒Add.v. −(0 · a)(ex.)Assoz.-Ges. derAddition 0 · a = 0.Analog lässt sih a ·0 = 0 für alle a ∈ K zeigen. Das 0-Element verletzt daher wederdie Assoziativität noh die Kommutativität der Multiplikation (und es gilt 1 ·0 = 0).Bevor wir die Rükrihtung zeigen, bemerken wir, dass bei der Herleitung von 0 · a =

0 = a · 0 im oberen Beweisteil nur solhe Eigenshaften benutzt wurden, die auh Ringeallgemein besitzen, und halten fest:5.7 Hilfssatz: Produkt mit NullIn jedem Ring (R,+, ·) gilt 0 · a = 0 = a · 0 für alle a ∈ R.Fortsetzung des Beweises von 5.6:�⇐� Auh hier interessiert nur noh die multiplikative Struktur.Die Nullteilerfreiheit von K und damit die Abgeshlossenheit von (K \ {0}, ·) erhältman dann folgendermaÿen:
x · y = 0 ∧ x 6= 0⇒ y = x−1(xy) = x−1 · 0 = 0.Die zusätzlihen Eigenshaften vonK bewirken, dass (K\{0}) kommutative Gruppesein muss. �5.8 De�nition: Char KSei (K,+, ·) Körper.(a) Für a ∈ K und n ∈ N de�nieren wir n · a := a+ a+ · · ·+ a︸ ︷︷ ︸

n Summanden = (1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n Summanden )a =

(n · 1) · a (mit 1 ∈ K).34wobei 1 das neutrale Element der Multiplikation bezeihnet und 0 das der Addition.94



(b) Ist m · 1 6= 0 für alle m ∈ N, so sagen wir: K hat Charakteristik 0; in Zeihen:
CharK = 0.Andernfalls nennen wir die kleinste natürlihe Zahl n mit n·1 = 0 die Charakteristikvon K, in Zeihen: CharK = n.Beispiel. GF(p) hat Charakteristik p ; Q, R, C haben Charakteristik 0.5.9 Satz: Werte von Char K

K Körper ⇒ CharK = 0 ∨ CharK = p (mit geeigneter Primzahl p).Beweis: Übungsaufgabe 5.3.Übungsaufgaben:Aufgabe 5.1 Sei (R,+, ·) ein kommutativer Ring mit
(∗) x2 = x für alle x ∈ R.(Diese Eigenshaft hat z.B. jeder Potenzmengenring35.) Zeigen Sie:a) Für alle x ∈ R gilt x+ x = 0.b) Ist |R| > 2, so ist (R,+, ·) kein Integritätsbereih.Lösungshilfe: Betrahten Sie die Terme (a+ b)2 und a(a− 1) !Aufgabe 5.2Zeigen Sie, dass (Zp,+, ·) für jede Primzahl p ein Körper ist !Lösungshinweis: Für den Nahweis der Existenz der Inversen zu a betrahtet man dieinjektive und damit bijektive Abbildung x 7→ a · x.Aufgabe 5.3 Beweisen Sie Satz 5.9 !Lösungshinweis: Zu CharK = p · q berehnet man (p · 1)(q · 1) !Aufgabe 5.4 Untersuhen Sie, unter welher (notwendigen und hinreihenden) Bedin-gung an die niht-leere Menge T der Potenzmengenring (℘(T ),

a
,∩) ein Körper ist !(Vgl. 2.2.9 d und 2.2.10 !)

35Zur De�nition des Potenzmengenringes siehe 2.2.10 und Aufgabe 5.4 ! 95



Kapitel III: Vektorräume� 6 Vektorräume und Unterräume � De�nitionen und BeispieleIn diesem Paragraphen kommen wir nun endlih zurük auf die in �1 erörterten Beispieleund behandeln diejenige Struktur, die durh die dort herausgestellten Gesetze de�niertist, für die also jene Beispiele Modelle liefern.(6.1') De�nition: (linker) VektorraumSeien (K,+, ·) ein Körper und V eine Menge; weiter seien Verknüpfungen
⊕ :

{
V × V → V

(v, w) 7→ v ⊕ w und �
K
:

{
K × V → V

(λ, v) 7→ λ� vde�niert. Für diese seien folgende Axiome erfüllt:(V1) (V,⊕) ist kommutative Gruppe.(V2′) ∀v, w ∈ V : ∀λ, µ ∈ K :

{
λ� (v ⊕ w)=(λ� v)⊕ (λ� w)
(λ+ µ)� v=(λ� v)⊕ (µ� v)(gemishte Distributivität).(V3′) ∀v ∈ V : ∀λ, µ ∈ K : (λ · µ)� v = λ� (µ� v)(gemishte Assoziativität).(V4′) ∀v ∈ V : 1� v = v(Verhalten der 1, des neutralen Elements der Multiplikation von K).Dann heiÿt (V,⊕,�

K
) (linker) Vektorraum über dem Körper K, K-Vektorraum (Ab-kürzung: K-VR) oder linearer Raum; die Elemente von V heiÿen Vektoren, die Ele-mente von K Skalare.Zur Shreibweise: Durh die verwendeten Zeihen +, ⊕, ·, � wollten wir (aus didakti-shen Gründen) untersheiden zwishen den beiden Additionen (+ in K, ⊕ in V ) undden beiden Multiplikationen (· in K und �, der so genannten S-Multiplikation). Fallskeine Missverständisse zu befürhten sind, shreiben wir anstelle von ⊕ ebenfalls +,anstelle von λ � v nur λ · v oder λv, verwenden also dieselben Symbole für vershiede-ne Verknüpfungen. Später shreiben wir statt (V,+, ·) auh nur V und weiterhin statt

(K,+, ·) nur K. Zur Ersparnis von Klammern de�nieren wir, dass die S-Multiplikationmehr als die Addition binde, also z.B. λv + w := (λv) + w gilt.Beispiele:M
↓

• Die Menge der Vektoren der Ebene mit den in (1.1) de�nierten Verknüpfungen (Addition, S-Multiplikation) bildet einen R-Vektorraum.Ähnlih bilden96



• die Vektoren des Raumes (vgl. 1.2)
• die Lösungstripel der linearen homogen Gleihung (∗) von (1.3)
• die Lösungsfunktionen der linearen homogenen Di�erenzialgleihung (∗∗) von (1.4) mit den ent-sprehenden. Additionen bzw. S-Multiplikationenjeweils einen R-Vektorraum.
• Die Menge der Wörter der Länge 5 über dem Alphabet {0, 1} bildet bzgl. der in (1.5) de�nierten(komponentenweisen) Addition und S-Multiplikation einen Vektorraum über dem Körper GF(2).

↑MAnmerkung. Oft betrahtet man auh Vektorräume, bei denen mit Skalaren �von rehts�multipliziert wird:6.1 De�nition: (rehter) VektorraumSei (K,+, ·) ein Körper und V eine Menge. Ferner seien Verknüpfungen ⊕ : V ×V → V(Addition) und ⊙
K

: V × K → V (S-Multiplikation) de�niert. Für diese seien folgendeAxiome erfüllt:(V1) (V,⊕) ist kommutative Gruppe.(V2) Für alle v, w ∈ V , λ, µ ∈ K gilt:
(v ⊕ w)⊙ λ = (v ⊙ λ)⊕ (w ⊙ λ) und v ⊙ (λ+ µ) = (v ⊙ λ)⊕ (v ⊙ µ).(V3) Für alle v ∈ V , für alle λ, µ ∈ K gilt v ⊙ (λ · µ) = (v ⊙ λ)⊙ µ.(V4) Für alle ∀v ∈ V ist v ⊙ 1 = v.Dann heiÿt (V,⊕,⊙

K
) (rehter)Vektorraum überK,K-Vektorraum (Abkürzung:K-VR)oder linearer Raum.Da wir uns auf Vektorräume über Körpern beshränkt haben (eine analoge De�nitionüber Shiefkörpern ist möglih), brauhen wir aber niht streng zu untersheiden zwi-shen rehtem und linkem Vektorraum; es gilt nämlih:6.2 Satz: linker Vektorraum als rehter Vekrorraum(a) Ist (V,⊕,�

K
) ein linker Vektorraum über dem Körper K, und de�nieren wir

⊙
K
: V ×K → V durh v ⊙ λ := λ� v, so ist (V,⊕,⊙) ein rehter K-Vektorraum.(b) Ist umgekehrt (V,⊕,⊙

K
) ein rehter K-Vektorraum und de�nieren wir�

K
: K×V → Vdurh λ� v := v ⊙ λ, so ist (V,⊕,�

K
) ein linker K-Vektorraum.Beweis-Skizze. (a) (V1), (V2) und (V4) erhält man leiht aus den entsprehenden Ge-setzen.Aus (V3') ergibt sih v ⊙ (λ · µ) = (λ · µ) � v =

(K,·) komm. (µ · λ) � v = µ � (λ � v) =

µ� (v ⊙ λ) = (v ⊙ λ)⊙ µ und damit (V3). 97



(b) Die Umkehrung ergibt sih analog.Im weiteren sprehen wir daher nur von einem Vektorraum (ohne Zusatz �rehts� oder�links�), shreiben die Skalare aber meist rehts von den Vektoren.Fortsetzung der Beispiele zu: Vektorräume(a) Sei (K,+, ·) ein Körper und n ∈ N. Wir de�nieren:
V := Kn = {(ξ1, ξ2, . . . , ξn) : ξ1, ξ2, . . . , ξn ∈ K},⊕ : (α1, α2, . . . , αn)⊕(β1, β2, . . . , βn) :=
(α1 + β1, α2 + β2, . . . , αn + βn),
⊙
K
: (α1, α2, . . . , αn)⊙ λ := (α1 · λ, α2 · λ, . . . , αn · λ)(also Addition und S-Multiplikation sind komponentenweise erklärt).Dann gilt: (Kn,⊕,⊙

K
) ist ein K-Vektorraum. (Standardbeisdpiele)Spezialfälle:(1) n = 1: Jeder Körper K ist auh K-Vektorraum.(2) n = 2, K = GF(2), V = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}

⊕ (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 0) (0, 0) (0, 1) (1, 0) (1, 1)
(0, 1) (0, 1) (0, 0) (1, 1) (1, 0)
(1, 0) (1, 0) (1, 1) (0, 0) (0, 1)
(1, 1) (1, 1) (1, 0) (0, 1) (0, 0)

⊙
K
: (α, β)⊙ 0 := (0, 0)

(α, β)⊙ 1 := (α, β)für α, β ∈ {0, 1}.(3) n = 5, K = GF(2), V = Menge der Wörter der Länge 5 über {0, 1}; ⊕, ⊙
Kkomponentenweise.(4) R2 = {(ξ1, ξ2) : ξ1, ξ2 ∈ R}; (ξ1, ξ2)⊕ (η1, η2) := (ξ1 + η1, ξ2 + η2) und

(ξ1, ξ2)⊙λ = (ξ1 ·λ, ξ2 ·λ) für alle ξ1, ξ2, η1, η1, λ ∈ R.(5) Analog zu (4): (R3,⊕,⊙R) .(b) Seien (K,+, ·) ein Körper, I niht-leere Menge sowie
KI := {(λi)i∈I : λi ∈ K für alle i ∈ I};
⊕ : (λi)i∈I + (µi)i∈I := (λi + µi)i∈I ;
⊙
K
: (λi)i∈I ⊙ µ := (λi · µ)i∈I .Dann gilt (KI ,⊕,⊙

K
) ist ein K-Vektorraum.Beweis. . . .98



Anmerkung. Jede Familie f = (λi)i∈I ist ja de�nitionsgemäÿ eine Abbildung von Iin K; umgekehrt lässt sih jede solhe Abbildung als Familie shreiben; also KI =
Abb(I,K). Für f = (λi)i∈I und g = (µi)i∈I gilt dann f ⊕ g = (λi + µi)i∈I und
f ⊙ µ = (λi · µ)i∈I , also (in Übereinstimmung mit früheren De�nitionen):
f ⊕ g : (f ⊕ g)(i) = λi + µi = f(i) + g(i) ,
f ⊙ µ : (f ⊙ µ)(i) = λi · µ = f(i) · µ.Damit lassen sih die angeführten Beispiele auh in der Form

(
Abb(I,K),⊕,⊙

)shreiben.Speziell:
• Für I = {1, 2, . . . , n} gilt KI = Kn; da auh Addition und S-Multiplikationübereinstimmen, sind die Beispiele aus (a) auh unter den eben in (b) de�nier-ten.
• Für I = N und K = R erhält man denVektorraum der reellen Zahlfolgen.() Sei (K,+, ·) Körper und I niht-leere Menge.

K(I) := {(λi)i∈I |(λi)i∈I ∈ KI und λi = 0 für fast alle i ∈ I} ;(�λi = 0 für fast alle i ∈ I� bzw. �λi 6= 0 für höhstens endlih viele i ∈ I� sagenwir, wenn {i ∈ I|λi 6= 0} endlih ist; wir sprehen auh von einer Abbildung von
I in Kmit endlihem Träger).Addition ⊕ und S-Multiplikation ⊙

K
de�nieren wir wie bei KI (eingeshränkt aufUrbild K(I) ×K(I) bzw. K(I) ×K und Bild K(I)). Dann gilt

(K(I),⊕,⊙
K
) ist ein K-Vektorraum . Standardbeispiele (erweitert)Ist speziell |I| = n ∈ N, so gilt K(I) = KI , im Falle I = {1, . . . , n} also insbesondere

K(I) = Kn.6.3 Hilfssatz: Eigenshaften der neutralen und inversen ElementeSei (V,⊕,⊙
K
) Vektorraum über dem Körper (K,+, ·), bezeihne ferner

0 das neutrale Element von (K,+) (Nullelement des Körpers),
1 das neutrale Element von (K, ·) (Einselement des Körpers),
−λ die additive Inverse von λ, λ ∈ K,
o das neutrale Element von (K,⊕) (Nullvektor),
−v das additive Inverse von v, v ∈ V .Dann gilt für alle v ∈ V und alle λ ∈ K : 99



(1) v ⊙ 0 = o,
o⊙ λ = o;(2) v ⊙ λ = o⇒ v = 0 ∨ λ = 0;(3) (−v)⊙ λ = −(v ⊙ λ) = v ⊙ (−λ);speziell: −v = v ⊙ (−1).Beweis. (1) o⊕(v⊙0) =(V1) v⊙0 =(K2) v⊙(0+0) =(V2) (v⊙0)⊕(v⊙0) ⇒Kürzen (V1) o = v⊙0 ,

o⊕ (o⊙ λ) = o⊙ λ = (o⊕ o)⊙ λ = (o⊙ λ)⊕ (o⊙ λ)⇒ o = o⊙ λ.(2) Sei v ⊙ λ = o und λ 6= 0; dann existiert λ−1 mit λ · λ−1 = 1.
v =(V4) v ⊙ 1 = v ⊙ (λ · λ−1) =(V3) (v ⊙ λ)⊙ λ−1 =Vor. o⊙ λ−1 =(1) o.(3) [v ⊙ (−λ)]⊕ [v ⊙ λ] =(V2) v ⊙ [(−λ) + λ] =(K2) v ⊙ 0 =

(1)
o⇒ v ⊙ (−λ) = −(v ⊙ λ).Für λ = 1 ergibt sih −v = −(v ⊙ 1) = v ⊙ (−1) und damit

v ⊙ (−λ) =Eigenshaftvon −1∈K

v ⊙ [(−1) · λ] =(V3) [v ⊙ (−1)]⊙ λ = (−v)⊙ λ .
6.4 De�nition: UnterraumSei (V,+, ·

K
) ein K-Vektorraum und U ⊆ V . Dann heiÿt U (linearer) Unterraum (UR,Teilraum) von (V,+, ·

K
), wenn + bzw. ·

K
auf U Verknüpfungen +

U
:= +|

U×U→U
bzw.

·
K

U

= ·
K

∣∣∣
U×K→U

induzieren (, insbesondere also U abgeshlossen bzgl. + und ·
K
ist,) undgilt:

(U,+U , ·
KU

) ein K-Vektorraum ist.Beispiel. (a) Sei V der Vektorraum der Vektoren der Ebene (s. 1.1).Für jedes a ∈ V ist
aR := {ak|k ∈ R}(s. Figur 6.1 !) ein Unterraum von V.Es lässt sih zeigen, dass dies die ein-zigen von V vershiedenen Unterräumevon V sind.

a

Figur 6.1: aR als Gerade (für a 6= o).100



(b) In einem Vektorraum V sind stets V und {o} Unterräume.
{o} heiÿt Nullraum oder trivialer Unterraum. Ein von V vershiedener Unterraumvon V heiÿt ehter Unterraum von V .() K(I) ist Unterraum des K-Vektorraumes (KI ,+, ·

K
) (vgl. Bsp. (b) und () nah(6.2)), allerdings für |I| <∞ kein ehter Unterraum, da dann K(I) = KI gilt.Um niht jedesmal sämtlihe VR-Eigenshaften eines UR-�Kandidaten� nahprüfen zumüssen, zeigen wir6.5 Satz (Unterraum-Kriterium)Sei V ein K-Vektorraum und U ⊆ V . Dann gilt

U ist Unterraum von V ⇔ 



(i) U 6= ∅. !!(ii) U ist abgeshlossen bzgl. Addition undS-Multiplikation.Beweis.�⇒� U UR ⇒ (U,+
U
) Gruppe ⇒ o ∈ U (also U 6= ∅) und U abgeshlossen bzgl. +.Ferner ist ·

K
U

= ·
K

∣∣∣
U×K→U

(per de�nitionem), also U abgeshlossen bzgl. S-Multi-plikation.�⇐� Die Einshränkung von + auf U × U → U und ·
K
auf U ×K → U ist wegen (ii)möglih.(V2) bis (V4) und die Kommutativität der Addition gelten für V und damit auhfür Teilmengen von V . Zu zeigen bleibt also aus (V1), dass (U,+

U
) Gruppe, alsoUntergruppe von (V,+), ist:Nah (i) ist U 6= ∅; nah (6.3)(3) gilt −u = u · (−1) für jedes u ∈ U , wegen (ii)also −u ∈ U für jedes u ∈ U und ebenfalls nah (ii) damit U + (−U) ⊆ U . Nahdem UG-Kriterium (3.16) folgt die Behauptung.Fortsetzung der Beispiele zu: Unterräume(d) V = R3 ; U = {(x, y, z)|x, y, z ∈ R ∧ −2x + 5y + z = 0} ist Unterraum von R3.(Vgl. dazu (1.3) !)Beweis. (0, 0, 0) ∈ U ⇒ U 6= ∅;

(x1, y1, z1), (x2, y2, z2) ∈ U ⇒ −2x1 + 5y1 + z1 = 0 und − 2x2 + 5y2 + z2 = 0 ⇒
−2(x1+x2)+5(y1+y2)+(z1+z2) = 0 und ∀λ ∈ R : −2(x1·λ)+5(y1·λ)+(z1·λ) = 0⇒
(x1, y1, z1)+(x2, y2, z2) ∈ U und (x1, y1, z1)·λ ∈ U für alle λ ∈ R ⇒(6.5) Behauptung. 101



(e) C([0, 1],R) (die Menge der stetigen reellen Funktionen auf [0, 1]) bildet einen Un-terraum von (R[0,1],+, ·R), des Vektorraumes aller reellen Abbildungen mit De�niti-onsbereih [0, 1].M
↓ (f) Im Vektorraum der Vektoren des Raumes (vgl.1.2) erzeugen linear unabhängige Vektoren aund b die Menge aR + bR = {ak + bl|k, l ∈R}; diese Mengen bilden Unterräume, ebenso

cR = {ck|k ∈ R} für jeden Vektor c 6= o.Die Unterräume der ersten Art bestehen je-weils aus den Ortsvektoren einer �Ebene durhden Nullpunkt� (s. Figur 6.2 !), die der zweitenArt aus denen einer �Nullpunktsgeraden�. Jezwei vershiedene Ebenen durh den Nullpunktshneiden sih in einer Geraden. Allgemeinervermuten wir, daÿ der Durhshnitt zweier Un-terräume wieder ein Unterraum ist.
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Figur 6.2: Shnitt zweier Ebenen durh denNullpunkt
↑M

6.6 Hilfssatz: Durhshnitt von UnterräumenSeien V einK-Vektorraum und (Ui)i∈I eine niht-leere Familie von Unterräumenvon V .Dann ist auh ⋂
i∈I

Ui ein Unterraum von V .Beweis. Für alle i ∈ I gilt: o ∈ Ui, daher o ∈ ⋂
i∈I

Ui und somit ⋂
i∈I

Ui 6= ∅.Seien v, w ∈ ⋂
i∈I

Ui und λ ∈ K. Dann gilt für alle i ∈ I zunähst v, w ∈ Ui und, da
Ui Unterraum ist, auh {v + w ∈ Ui

vλ ∈ Ui

}, somit v + w, vλ ∈ ⋂
i∈I

Ui; nah (6.5) folgt dieBehauptung.Eine wihtige Folgerung ist:6.7 KorollarSeien (V,+, ·
K
) ein K-Vektorraum und T ⊆ V .Dann existiert genau ein Unterraum U von V mit(a) T ⊆ U .(b) Für jeden Unterraum W von V mit T ⊆W gilt U ⊆W .d.h. U ist (eindeutig bestimmter) kleinster T enthaltender Unterraum.102



6.8 Bezeihnung: Erzeugnis, ErzeugendensystemDer Unterraum U der in (6.7) aufgeführten Eigenshaften heiÿt der von T erzeugteUnterraum, von T aufgespannte Unterraum oder die lineare Hülle von T , inZeihen U = 〈T 〉. T heiÿt Erzeugendensystem von 〈T 〉.Beweis von (6.7). (Allgemeineres Beweisprinzip!) Betrahte U := {X|X UR von V ∧
T ⊆ X} ! Es gilt: V ∈ U, also U 6= ∅. Wir de�nieren:

U :=
⋂

X∈U

X ⊆ V.Behauptung : U hat die geforderten Eigenshaften.Nah (6.6) ist U Unterraum von V , nah Konstruktion ist T ⊆ U .Sei W Unterraum von V mit T ⊆W . Dann ist W ∈ U und damit
U =

⋂

X∈U

X ⊆W.Eindeutigkeit:Seien U1, U2 Unterräume der Eigenshaften (a) und (b). Dann gilt U1 ⊆ U2 (mit U = U1und W = U2) und U2 ⊆ U1 (mit U = U2 und W = U1), insgesamt also U1 = U2. M
↓Beispiel. Sei V = V (vgl. (1.1)), der Vektorraum der Vektoren der Ebene.(i) Setzen wir T = {a} mit a ∈ V \ {o}, so erhalten wir

〈a〉 := 〈{a}〉 = aR (geometrishe Deutung: Nullpunktsgerade in Rihtung von a, s.o.!).Beweis. aR ist Unterraum (Bsp. (a), s.o.); ferner gilt
∀r ∈ R : ar ∈ 〈a〉 (da mit a auh alle skalaren Vielfahe von a in einem Unterraum liegen).(ii) Sind a1 und a2 linear unabhängige Vektoren ausV, so gilt: 〈a1, a2〉 := 〈{a1, a2}〉 = a1R+a2R = V.

↑MIm Folgenden werden wir versuhen, auh allgemein einen Zusammenhang zwishen demErzeugnis von T und den Linearkombinationen von Elementen von T herzustellen undso 〈T 〉 direkter zu beshreiben.6.9 De�nition: LinearkombinationSei V ein K-Vektorraum!(a) Seien v1, . . . , vn ∈ V und n ∈ N. Dann heiÿt jeder Vektor
v =

n∑

i=1

viλi ( mit λi ∈ K für i ∈ {1, . . . , n})eine Linearkombination (LK) der Vektoren v1, . . . , vn. 103



(b) Sei ∅ 6= T ⊆ V . Unter einer Linearkombination von (Elementen von) T verstehtman eine Linearkombination von endlih vielen Vektoren v1, . . . , vn ∈ T .() Für T ⊆ V de�nieren wir:
LK(T ) := {v ∈ V |v Linearkombination von T}, falls T 6= ∅, und
LK(∅) := {0}.Beispiele(a) Jeder Vektor von V aus (1.1) ist Linearkombination von e1 und e2.(b) Sei K Körper und V = Kn; mit

e1 := (1, 0, 0, . . . , 0)
e2 := (0, 1, 0, . . . , 0)...
en := (0, 0, . . . , 0, 1)gilt V = LK({e1, . . . , en}) wegen (ξ1, . . . , ξn) =

n∑
i=1

eiξi.() Sei K Körper und P(K) die Menge der Polynomabbildungen f =
n∑

i=0

fαi
(idK)

i. Beider Einführung von P(K) (�5 Bsp. (d)) haben wir, u.a. eine Addition + auf P(K)de�niert: f+g : (f+g)(x) := f(x)+g(x). Eine skalare Multiplikation ·
K
ist gegebendurh die Festsetzung

αf = α ·
K
f :

{
K → K
x 7→ α · f(x).Es gilt also α ·

K
f = fα·f sowie (α ·

K
f)(x) = α·

n∑
i=0

fαi
(idK)

i(x) = α·
n∑

i=0

αix
i =

n∑
i=0

ααix
iund f =

n∑
i=0

fαi
(idK)

i =
n∑

i=0

αi ·
K
(idK)

i.Man kann zeigen, daÿ (P(K),+, ·
K
) ein K-Vektorraum ist.Es gilt: P(K) = LK{(idK)

i |i ∈ N0} (wobei das Produkt von Funktionen wiederargumentweise zu bilden ist).6.10 Satz (Darstellung des Erzeugnisses)Sei V ein K-Vektorraum und T ⊆ V . Dann gilt
〈T 〉 = LK(T ).
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Beweis. 1. Fall T = ∅
〈∅〉 =

⋂
U URvon V

U = {o} = LK(∅), da {o} Unterraum ist und ∅ ⊆ U für jedenUnterraum U von V gilt.2. Fall T 6= ∅(a) T ⊆ LK(T ).
t ∈ T ⇒ t = t · 1 ∈ LK(T ).(b) LK(T ) ist Unterraum von V .Nah (a) ist LK(T ) ⊇ T 6= ∅.Wir zeigen die Abgeshlossenheit von LK(T ) bzgl. Addition und S-Multipli-kation:Seien v, w ∈ LK(T ) und λ ∈ K. Nah De�nition (6.9) (b) haben v und wdann folgende Darstellung:

v =

r∑

i=1

viλi und w =

s∑

j=1

wjµj mit geeigneten r, s ∈ N,
v1, . . . , vr, w1, . . . , ws ∈ T, λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs ∈ K.Damit gilt

v + w = (
r∑

i=1

viλi +
s∑

j=1

wjµj) ∈ LK(T )(v1, . . . , vr, w1, . . . , ws sind ebenfalls nur endlih viele Vektoren aus T ) sowie
v · λ = (

r∑

i=1

viλi) · λ =

r∑

i=1

vi(λiλ) ∈ LK(T ).Nah dem UR-Kriterium (6.5) folgt die Zwishenbehauptung.() 〈T 〉 ⊆ LK(T ) .Diese Tatsahe folgt aus (a) und (b), da LK(T ) unter den Unterräumenvorkommt, über die der Durhshnitt gebildet wird.(d) LK(T ) ⊆ 〈T 〉 .Sei v ∈ LK(T ); dann existieren n ∈ N, v1, . . . , vn ∈ T , λ1, . . . , λn ∈ K mit
v =

n∑
i=1

viλi. Da vi ∈ T für i = 1, . . . , n und T ⊆ 〈T 〉 (vgl. 6.7 !) ist, gilt nah(6.5): viλi ∈ 〈T 〉 für i = 1, . . . , n und damit v =
n∑

i=1

viλi ∈ 〈T 〉.Damit ist die �doppelte Inklusion� gezeigt.
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� 7 Lineare Unabhängigkeit, Basis � ExistenzsatzM
↓ Am Ende des vorigen Paragraphen betrahteten wir bei vorgegebener Teilmenge T eines K-Vektorrau-mes V das Erzeugnis U von T in V . Die Bildung des Erzeugnisses ist dabei ein wihtiges Prinzip, dasauh in anderen Gebieten der Algebra in ähnliher Weise herangezogen wird. Die Information über dasErzeugnis ist dabei jeweils shon ganz in dem Erzeugendensystem enthalten. In unserem Falle lässt sih

U = 〈T 〉 mit Hilfe von Linearkombinationen von T beshreiben.Wir verlagern entsprehend unseren Standpunkt: Wir geben den Unterraum U vor und fragen naherzeugenden Mengen von U . Zunähst stellen wir fest:
U = 〈U〉,so dass also jeder Unterraum als Erzeugnis (seiner selbst) geshrieben werden kann. Es ist aber, zwek-mäÿig, das Erzeugendensystem T von U möglihst klein auszuwählen, also ohne solhe Vektoren,die sih aus den übrigen durh Linearkombination ergeben.Diese treten auf, wenn es v1, . . . , vn ∈ T gibt mit

n∑

i=1

viλi = o und (z.B.) λ1 6= 0.Denn dann ist v1 selbst Linearkombination der übrigen vi:
v1 = −(

n∑

i=2

viλi)λ
−1
1 =

n∑

i=2

vi(−λiλ
−1
1 ).

↑M 7.1 De�nition: Lineare Unabhängigkeit, lineare Abhängigkeit(a) (i) Eine endlihe Teilmenge T von V heiÿt linear abhängig (lin.abh., l.a.)g.d.w. gilt: Es existieren Elemente λ1, . . . , λn ∈ K, niht alle λi = 0, und
v1, . . . , vn ∈ T mit vi 6= vj für i 6= j derart, dass n∑

i=1

viλi = o. (Es existiert dannalso eine �niht-triviale Darstellung des Nullvektors�.)(ii) Das n-Tupel von Vektoren (v1, . . . , vn) ∈ V n heiÿt linear abhängig g.d.w.gilt:
{v1, . . . , vn} lin.abh. ∨ v1, . . . , vn niht paarweise vershieden.(In diesem Falle sagen wir auh: die Vektoren v1, . . . , vn sind linear abhängig.)(iii) v1 heiÿt linear abhängig von v2, . . . , vn, wenn v1 ∈LK({v2, . . . , vn}) gilt; dannsind insbesonder v1, v2, . . . vn linear abhängig.(iv) Eine Teilmenge M von V (niht notwendig endlih) heiÿt linear abhängig,wenn gilt: Es existiert eine endlihe Teilmenge von M , die linear abhängig ist.(b) linear unabhängig (lin.unabh., l.u.) ≡ niht linear abhängig, also für M ⊆ V :

M lin.unabh. ⇔ Jede endlihe Teilmenge von M ist lin.unabh. .106



und:
v1, . . . , vn lin.unabh. :⇔ v1, . . . , vn niht lin.abh.

⇔ {v1, . . . , vn} lin.unabh. und v1, . . . , vn paarweise versh.
⇔
[ n∑

i=1

viλi = o⇒ λi = 0 für alle i ∈ {1, . . . , n}
]

7.2 Beispiele(a) V = R2(i) (1, 0) und (2, 2) sind linear unabhängig.Beweis. Zu zeigen ist (1, 0) · λ+ (2, 2) · µ = 0⇒ λ = µ = 0 für alle λ, µ ∈ R.
(1, 0)λ+ (2, 2)µ = (0, 0)⇒ (λ, 0)+ (2µ, 2µ) = (0, 0)⇒ (λ+2µ, 2µ) = (0, 0)⇒
λ+ 2µ = 0 ∧ µ = 0⇒ λ = µ = 0.(ii) (1, 0), (2, 2), (−2, 1), (1,

√
2) sind linear abhängig.Beweis. (1, 0) · 3 + (2, 2) · (−1

2
) + (−2, 1) · 1 + (1,

√
2) · 0 = o(Aus dem Beweis sehen wir, dass sogar (1, 0), (2, 2), (−2, 1) linear abhängigsind).(b) V = Kn , K Körper; ei := (0, 0, . . . , 0,1, 0, . . . , 0)

↑
i-te Stelle (vgl. Beispiel (b) nah (6.9)(i) {e1, . . . , en} ist linear unabhängig.Beweis. n∑

i=1

eiλi = o⇒ (λ1, . . . , λn) = o⇒ ∀i = 1, . . . , n : λi = 0.(ii) Die Menge {(λ1, . . . , λn), e1, . . . , en} ist linear abhängig für jedes n-Tupel
(λ1, . . . , λn) ∈ Kn \ {e1, . . . , en}.Beweis. (λ1, . . . , λn) · (−1) +

n∑
i=1

eiλi = o und −1 6= 0.Anmerkung. (λ1, . . . , λn) = n∑
i=1

eiλi ∈ LK({e1, . . . , en})
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() Verallgemeinerung von (b):In KI de�nieren wir ei für i ∈ I durh
ei := (δij)j∈I :

{
I → K,

j 7→ δij .
wobei δij =

{
0 ∈ K für i 6= j

1 ∈ K für i = j
.Dann ist {ei|i ∈ I} linear unabhängig.Beweis. Für jede endlihe Teilmenge {ei1, . . . , ein} folgt aus n∑

k=1

eikλk = o zunähst
o =

n∑
k=1

(δikj)j∈I ·λk =
(

n∑
k=1

δikjλk

)

j∈I

, also n∑
k=1

δikjλk = 0 für jedes j ∈ I. Wählen wirfür l ∈ {1, . . . , n} nun j = il, so erhalten wir daraus und aus δikj = 0 für ik 6= il = jsofort δililλl = 0, also λl = 0.(d) In P(R) , dem Vektorraum der Polynomabbildungen über R, ist {(idR)i|i ∈ N0}linear unabhängig.Beweis. Wäre die Menge linear abhängig, so gäbe es eine linear abhängige endliheTeilmenge, insbesondere ein m ∈ N0 und Elemente λ0, . . . , λm ∈ K mit
o =

m∑

i=0

(id)iλi und λm 6= 0.Für alle x ∈ R gilt somit m∑
i=0

xiλi = 0. Durh m-maliges Di�erenzieren erhält man
λm ·m! = 0.  (Widerspruh) �Anmerkung. In P

(
GF(2)

) sind shon (idGF(2)), (idGF(2))
2 linear abhängig:

[
idGF(2) +(idGF(2))

2
]
(x) = x+ x2 = 0 für alle x ∈ GF(2).Es gilt sogar: idGF(2) = (idGF(2))

2.7.3 Hilfssatz: Teilemengen linear unabhängiger MengenSei V ein K-Vektorraum.(i) Jede Teilmenge einer linear unabhängigen Menge ist linear unabhängig.(ii) Jede Obermenge einer linear abhängigen Menge ist linear abhängig.Beweis. Die Behauptung folgt unmittelbar aus De�nition (7.1).Anmerkung. Insbesondere gilt: ∅ ist linear unabhängig !Nun können wir auf Erzeugendensysteme zurükkommen.108



7.4 Satz: Entbehrlihe Elemente in linear abhängigen MengenVoraussetzung: V K-Vektorraum, ∅ 6=M ⊆ V .Behauptung: M lin.abh. ⇔ ∃a ∈M : 〈M \ {a}〉 = 〈M〉 .Insbesondere sind in einem linear abhängigen Erzeugendensystem Elemente entbehrlih.Beweis. �⇒� M lin.abh. ⇒ ∃v1, . . . , vn ∈ M, λ1, . . . , λn ∈ K :
n∑

i=1

viλi = o und λk 6= 0für mindestens ein k ∈ {1, . . . , n}; für diese Elemente folgt vkλk = −
n∑

i=1
i 6=k

viλi, also
vk = −

( n∑
i=1
i 6=k

viλi
)
λ−1
k =

n∑
i=1
i 6=k

vi(λiλ
−1
k ), d.h. vk ∈ 〈M \ {vk}〉 und 〈M〉 = 〈M \ {vk}〉.�⇐� a ∈ 〈M〉 = 〈M \ {a}〉 ⇒ a ∈ LK(M \ {a})⇒

∃ b1, . . . , bn ∈ M \ {a}, λ1, . . . , λn ∈ K : a =
n∑

i=1

biλi ⇒ a · 1 +
n∑

i=1

bi(−λi) = o ⇒
{a, b1, . . . , bn} l.a. ⇒ M lin.abh.Im Folgenden interessieren wir uns hauptsählih für linear unabhängige Erzeugenden-systeme.7.5 De�nition: BasisSei V ein K-Vektorraum und B ⊆ V . Dann heiÿt B Basis von V g.d.w. B linearunabhängiges Erzeugendensystem ist, also gilt:(1) B ist linear unabhängig,(2) V = 〈B〉.7.6 Beispiele(a) In Kn ist B = {e1, . . . , en} mit e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , en =

(0, 0, . . . , 0, 1) eine Basis, die sogenannte kanonishe Basis von Kn. Denn B istlinear unabhängig (Bsp. (b) s.o.) und jedes x = (ξ1, . . . , ξn) aus Kn ist Linearkom-bination von B: x =
n∑

i=1

eiξi ∈ 〈B〉.(b) Verallgemeinerung:In K(I) ist B = {ei|i ∈ I} mit ei = (δij)j∈I Basis:
B ist linear unabhängige Teilmenge von KI (s. Beispiel (), s.o.) und damit von K(I).Ist x = (λi)i∈I ∈ K(I), so gibt es eine endlihe Teilmenge J von I mit λi = 0 für109



i ∈ I \ J ; damit gilt x =
∑
i∈J

eiλi (wobei nur endlih viele Summanden auftreten).36Also K(I) = 〈B〉.Anmerkung. Ist I unendlih, so ist B keine Basis von KI . Zum Beispiel lässt sih diekonstante Folge (ai)i∈N in KN mit ai = a 6= 0 niht als Summe von ei mit endlihvielen Summanden darstellen.() {n1, n2} ist eine Basis von V (dem R-Vektorraum der Ebene), ebenso {a, b}, wenn
a, b linear unabhängig sind; (vgl. (1.1)!)(d) ∅ ist Basis des Nullraumes eines Vektorraums; denn:
∅ ist lin.unabh. (es existiert keine lin.abh. Teilmenge von ∅) und 〈∅〉 = {o}, s.o.!(e) B = {id iR |j ∈ N0} ist Basis von P(R).(B ist lin.unabh. gemäÿ Beispiel (d) nah (7.1); P(R) = 〈B〉 gemäÿ Bsp. () nah(6.9)7.7 Satz (Charakterisierung von Basen)Sei V ein K-Vektorraum. Dann sind folgende Aussagen äquivalent:(a) B ist Basis von V ; (d.h. B ist lin.unabh. Erzeugendensystem).(b) B ist eine maximale linear unabhängige Teilmenge von V(d.h. B lin.unabh. und für alle x ∈ V \B : B ∪ {x} lin.abh.)() B ist ein minimales Erzeugendensystem von V(d.h V = 〈B〉 ∧ ∀x ∈ B : 〈B \ {x}〉 $ V .)(d) Jeder Vektor v ∈ V lässt sih (abgesehen von Summanden der Form bj ·0,Reihenfolge und Aufspalten von Summanden) auf genau eine Weise alsLinearkombination von B darstellen.Beweis.(a)⇒(b) Ist B Basis, so de�nitionsgemäÿ B lin.unabh. ∧V = 〈B〉 =(6.10) LK(B). Sei

x ∈ V \B, dann x ∈ LK(B) und x /∈ B und daher (B 6=)B ∪ {x} lin.abh..(b)⇒(a) B maximal linear unabhängige Teilmenge ⇒
(B l.u. ∧∀x ∈ V \B : B∪{x} lin.abh.)⇒ (B lin.unabh. ∧x ∈ LK(B) f.a. x ∈
V )⇒ (B lin.unabh. ∧ V = LK(B) =(6.10) 〈B〉).(a)⇔() Nah Satz 7.4 ist ein lin.unabh. Erzeugendensystem minimal und umgekehrt.36Man shreibt dann auh x =

∑
i∈I eiλi, wobei zu beahten ist, dass nur endlih viele der formalauftretenden Summanden von o vershieden sind.110



(a)⇒(d) Sei B Basis und v ∈ V . Dann gilt v ∈ 〈B〉 = LK(B). Wir zeigen die Eindeu-tigkeit der Darstellung von v als Linearkombination von B.Seien v =
n∑

i=1

biλi und v =
m∑
j=1

cjµj zwei solhe Darstellungen (mit n,m ∈ N,
bi, cj ∈ B, λi, µj ∈ K und paarweise vershiedenen bi bzw. cj).Durh Addieren von Summanden biµi mit µi = 0 zur zweiten Darstellung imFalle, dass bi niht unter den cj vorkommt, und von Summanden cjλj mit
λj = 0 zur ersten Darstellung, wenn cj niht unter den bi vorkommt, sowiedurh Änderung der Nummerierung (falls bi = cj) und der Bezeihnungen (z.B.
bn+1 := c1, falls c1 /∈ {b1, . . . , bn} usw.), erhält man

v =
l∑

k=1

bkλk und v =
l∑

k=1

bkµk.Zu zeigen ist nun: λk = µk f.a. k ∈ {1, . . . , l}. Zunähst erhält man
o = v − v =

l∑

k=1

bkλk −
l∑

k=1

bkµk =

n∑

i=1

bk(λk − µk).Als endlihe Teilmenge von B ist {b1, . . . , bl} linear unabhängig. Damit gilt
λk − µk = 0 f.a. k ∈ {1, . . . , l}, was zu zeigen war.(d)⇒(a) V = LK(B) ⇒(6.10) V = 〈B〉.Wäre B linear abhängig, so lieÿe sih o auf vershiedene Weisen als Linearkom-bination von B darstellen.(Wieso ?)7.8 De�nition von KoordinatenSei V ein K-Vektorraum, der eine endlihe Basis B = {b1, . . . , bn} besitzt. Durh dieNummerierung der Elemente von B legen wir eine Reihenfolge fest. In diesem Fall spre-hen wir von der geordneten Basis B = (b1, . . . , bn).Nah (7.7) lässt sih jedes x ∈ V auf genau eine Weise in der Form

x =
n∑

i=1

biξidarstellen. ξi heiÿt dann die i-te Koordinate von x bzgl. B = (b1, . . . , bn).Shreibweise: x =



ξ1...
ξn



B

.
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Es gilt


ξ1...
ξn



B

+



η1...
ηn



B

=
∑

biξi +
∑

biηi =
∑

bi(ξi + ηi) =



ξ1 + η1...
ξn + η1



BEntsprehend wird die S-Multiplikation komponentenweise ausgeführt.Anmerkung. Die Zuordnung

iB :





V → Kn



ξ1...
ξn




B

7→ (ξ1, . . . , ξn)ist ein Isomorphismus von (V,+) auf (Kn,+), der mit der S-Multiplikation verträglihist:
iB(v · λ) = iB(v) · λ für alle v ∈ V und λ ∈ K(VR-Isomorphismus s.u.).

(ξ1, . . . , ξn) oder auh MB(x) :=



ξ1...
ξn


 heiÿt Koordinatenvektor von x =



ξ1...
ξn



BBeispiele(1) V hat die Basis {n1, n2}. Jedem x ∈ V mit

x = n1ξ1 + n2ξ2 =

(
ξ1
ξ2

)

n1,n2

ist durh in1,n2das Paar (ξ1, ξ2) ∈ R2 zugeordnet; dies istauh das Koordinatenpaar des Punktes mitOrtsvektor x. (Siehe Figur 7.1 !) n1ξ1

(ξ1, ξ2)
n2ξ2

n2

n1Figur 7.1: Koordinaten eines Vek-tors der Ebene.(2) Sei V = Kn, B = (e1, . . . , en). Dann gilt (λ1, . . . , λn) = λ1...
λn



B

.Eine Verallgemeinerung auf Vektorräume, die eine unendlihe Basis besitzen, ist mitKoordinaten-Familien möglih.Es erhebt sih die Frage nah der Existenz einer Basis in einem beliebigen Vektorraum.Mit Hilfe des Zornshen Lemmas können wir beweisen:112



7.9 Satz (Basis-Ergänzungs-Satz bei endlihem Erzeugendensystem)Ist V endlih erzeugter Vektorraum, A linear unabhängige Teilmenge und S einendlihes Erzeugendensystem von V mit A ⊆ S, dann existiert eine Basis Bvon V mit A ⊆ B ⊆ S.7.10 Korollar (Basis-Existenz-Satz für endlih erzeugte Vektorräume)Jeder endlih erzeugte Vektorraum V besitzt ein Basis.Beweis von (7.10): Man setze A = ∅ und S = V und wende (7.9) an!Beweis von (7.9): Sei S endlihes Erzeugendensystem von V , A linear unabhängige Teil-menge von S. Betrahte
X := {C | A ⊆ C ⊆ S ∧ C linear unabhängig} !Da S endlih ist, enthält S nur endlih viele Teilmengen; somit ist X endlih. Daherexistiert bzgl. der Ordnung �⊆� ein maximales Elemenmt B in X. Laut De�nition ist

A ⊆ B. Ist x ∈ S und x /∈ B, dann gilt B ∪ {x} ⊆ S und wegen der Maximalität von
B dann B ∪ {x} /∈ X; daraus folgt die Lineare Abhängigkeit von B ∪ {x}. Da B linearunabhängig ist, erhält man x ∈< B >. Da x beliebig in S \ B gewählt war, ergibt sih
S ⊆< B > und daraus V =< S >=< B >. Also ist B Basis.Anmerkung: Man kann zeigen, dass die Existenz einer Basis für jeden K−Vektorrraumäquivalent zur Gültigkeit des Auswahlaxioms bzw. zum Zornshen Lemma ist. Wir zeigenhier unter Voraussetzung des Zornshen Lemmas:7.11 Satz (Basis-Ergänzung und Basis-Existenz allgemein)Voraussetzung: �Zermelo-Fraenkelshes Axiomensystem + Auswahlaxiom�(ZFC)/bzw. �Zornshes Lemma�(a) Ist V Vektorraum, A linear unabhängige Teilmenge und S ein Erzeugen-densystem von V mit A ⊆ S, dann existiert eine Basis B von V mit A ⊆ B ⊆ S.(b) Jeder Vektorraum V besitzt eine Basis.Beweis von (7.11 (b)): (analog zu 7.10): Man setze A = ∅ und S = V und wende (7.11(a)) an!Beweis von (7.11 (a)): (a) De�nition: Sei

X := {C|A ⊆ C ⊆ S ∧ C lin.unabh.} ⊆ ℘(V ).Wegen A ∈ X ist X 6= ∅ und daher (X,⊆) niht-leere geordnete Menge. 113



(b) Zwishenbehauptung: (X,⊆) ist induktiv geordnet (vgl. Def. 2.7.3 ):Sei T ⊆ X niht leer und total geordnet, eine sogenannte Kette! Wir wollen zeigen,dass CT :=
⋃
C∈T

C obere Shranke von T in (X,⊆) ist, also (X,⊆) induktiv geordnet.(i) Da konstruktionsgemäÿ ∀C ∈ T : C ⊆ CT gilt, ist CT obere Shranke; es reihtdaher der Nahweis von CT ∈ X.(ii) Laut De�nition gilt ∀C ∈ T : A ⊆ C ⊆ S und daher A ⊆ ⋃
C∈T

C = CT ⊆ S.(iii) Behauptung: CT ist lin.unabh..Sei U = {c1, . . . , cn} endlihe Teilmenge von CT =
⋃
C∈T

C.Dann gilt: ∀i ∈ {1, . . . , n}∃Ci ∈ T : ci ∈ Ci. Da T total geordnet ist, existiertein gröÿtes Element Ck in {C1, . . . , Cn}; damit gilt Ci ⊆ Ck für i ∈ {1, . . . , n}und U ⊆
n⋃

i=1

Ci = Ck. Ck ist linear unabhängig, da Ck ∈ T. Daher ist U alsendlihe Teilmenge linear unabhängig. Also: Jede endlihe Teilmenge von CTist linear unabhängig, d.h. CT ist linear unabhängig.Aus (i), (ii) und (iii) folgt: CT ist obere Shranke von T in X. (X,⊆) erfüllt daherdie Voraussetzung des Zornshen Lemmas (2.7.4); dessen Anwendung liefert:() Es existiert ein maximales Element B in X.(d) Behauptung: B ist Basis der geforderten Eigenshaft.(i) Wegen B ∈ X ist B linear unabhängig und A ⊆ B ⊆ S.(ii) Ist B = S, so sind wir fertig. Sei andernfalls s ∈ S \B ! Dann gilt B∪{s} % B.Da B maximales Element von X ist, gilt B ∪ {s} /∈ X. Aus A ⊆ B ∪ {s} ⊆ Sergibt sih daher B ∪ {s} als linear abhängig, also s ∈ 〈B〉. Mit S ⊆ 〈B〉erhalten wir V = 〈S〉 ⊆ 〈B〉 und daraus V = 〈B〉. �
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� 8 Dimension und Isomorphie von Vektorräumen M
↓Bei den Vektorräumen der Beispiele (1.1)und (1.2) ist es anshaulih klar, dass jede Basis die gleiheElementeanzahl enthält: Je zwei linear unabhängige Vektoren spannen die Ebene, je drei den Raum auf.Wir fragen nah einer Verallgemeinerung: Sind bei einem gegebenen Vektorraum alle Basen von dergleihen Mähtigkeit? ↑MBei dieser Untersuhung beshränken wir uns zunähst auf endlih erzeugbare Vek-torräume, d.h. solhe, die ein endlihes Erzeugendensystem und nah (7.7) damit eineendlihe Basis besitzen.8.1 Hilfssatz.Seien B = {b1, . . . , bn} eine Basis des K-Vektorraumes V und a =

n∑
i=1

biλi mit
λi ∈ K und λj 6= 0 für ein j ∈ {1, . . . , n}. Dann ist auh

B′ = {b1, . . . , bj−1, a, bj+1, . . . , bn}eine Basis von V ; auÿerdem gilt a /∈ {b1, . . . , bj−1, bj+1, . . . , bn}.Beispiel.Seien V = R3,
e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1),
B = {e1, e2, e3}, a = (1, 1, 0).Wegen
a = (1, 0, 0) · 1 + (0, 1, 0) · 1 + (0, 0, 1) · 0sind auh B′ = {a, e2, e3} und
B′′ = {e1, a, e3} Basen von R3; (s. auhFigur 8.1 !)

e3

e2

e1

a

B

e3

e2 a

B′

Figur 8.1: Austaush eines Basisvektors(Ersetzen von e1 durh a).Beweis von 8.1. Zunähst gilt:(i) a =
n∑

i=1
i 6=j

biλi + bjλj ⇒
λj 6=0

bj =
(
a−

n∑
i=1
i 6=j

biλi
)
λ−1
j .Sei v ∈ V ; wegen V = 〈B〉 existieren µ1, . . . , µn ∈ K : v =

n∑
i=1

biµi ; damit folgt
v =

n∑
i=1
i 6=j

biµi+ bjµj =
n∑

i=1
i 6=j

biµi+
(
a−

n∑
i=1
i 6=j

biλi
)
λ−1
j µj =

n∑
i=1
i 6=j

bi(µi−λiλ−1
j µj)+a(λ

−1
j µj).Also ist V = 〈B′〉. 115



(ii) Wir zeigen: B′ ist linear unabhängig.
aµ+

n∑
i=1
i 6=j

biµi = o⇒
( n∑
i=1
i 6=j

biλi + bjλj
)
µ+

n∑
i=1
i 6=j

biµi = o

⇒
n∑

i=1
i 6=j

bi(λiµ+ µi) + bj(λjµ) = o

⇒
B l.u. (∀i ∈ {1, . . . , n} \ {j} : λiµ+ µi = 0) ∧ λjµ = 0

⇒
λj 6=0

µ = 0 ∧ ∀i ∈ {1, . . . , n} \ {j} : µi = 0.(iii) Wäre a = bk für ein k 6= j, so o =
n∑

i=1

biλi − a =
n∑

i=1

biλi − bk, wegen der linearenUnabhängigkeit von B daher λj = 0, im Widerspruh zur Voraussetzung. �Verallgemeinerung:8.2 Satz. (Austaushsatz von Steinitz)Seien B = {b1, . . . , bn} Basis des (endlih erzeugbaren) K-Vektorraumes V und
A = {a1, . . . , am} eine linear unabhängige Teilmenge von V (mit |B| = n und
|A| = m).Dann gilt: (1) m = |A| ≤ |B| = n.(2) ∃C ⊆ B : B′ = C ∪ A ist Basis von V und |B′| = n.Beweis. Durh vollständige Induktion nah m:Induktions�Verankerung: m = 1. Gegeben sei: {a1}.

B Basis ⇒ a1 =
n∑

i=1

biλi für geeignete λi ∈ K ⇒
{a1} l.u. ∃j ∈ {1, . . . , n} : λj 6= 0;mit (8.1) folgt B′ = {b1, . . . , bj−1, a1, bj+1, . . . , bn} ist Basis der Mähtigkeit n und damit

m = 1 ≤ n.Induktions�Voraussetzung: Die Behauptung sei rihtig für m = k − 1, d.h.:
{a1, . . . , ak−1} linear unabhängig⇒ k−1 ≤ n und {a1, . . . , ak−1}∪{bik , . . . , bin} ist Basisder Mähtigkeit n für eine geeignete Teilmenge {bik , . . . , bin} ⊆ B.Induktions�Shluss:
{a1, . . . , ak} l.u. ⇒ {a1, . . . , ak−1} l.u. ⇒Ind.Vor. k − 1 ≤ n und B′′ = {a1, . . . , ak−1, bik , . . . , bin}Basis für eine geeignete Teilmenge {bik , . . . , bin} von B.Wäre k−1 = n, so B′′ = {a1, . . . , ak−1}, damit ak ∈ 〈a1, . . . , ak−1〉 und A linear abhängig,ein Widerspruh. Also ist k − 1 < n, d.h. k ≤ n.116



Da ak ∈ V = 〈B′′〉 ist, existieren λk, . . . , λn ∈ K mit ak =
k−1∑
i=1

aiλi +
n∑

j=k

bijλj; wären
λk, . . . , λn sämtlih 0, so A linear abhängig; somit existiert ein λ0 ∈ {λk, . . . , λn} mit
λ0 6= 0. Nah (8.1) gilt: (B′′ \ {bi0}) ∪ {ak} ist Basis von V der Mähtigkeit n.8.3 Korollar: Elementeanzahl in BasenJe zwei Basen eines endlih erzeugbaren K-Vektorraumes V enthalten dieselbe(endlihe) Anzahl von Elementen.Beweis. Sei B Basis mit |B| = n ∈ N0 (eine solhe existiert nah Voraussetzung, da Vendlih erzeugbar ist); sei B′ eine weitere Basis von V . (B′ könnte unendlih sein.)Ist M endlihe Teilmenge von B′, so ist M linear unabhängig; nah (8.2) gilt |M | ≤ nund damit |B′| ≤ n = |B|. Analog folgt |B| ≤ |B′| <∞, also |B| = |B′|.Die Beshränkung auf endlih erzeugbare Vektorräume in (8.3) ist unnötig, falls mandas Auswahlaxiom oder äquivalente Bedingungen heranzieht37; es gilt dann folgendeVerallgemeinerung:8.4 Satz von Löwig (Basis-Gleihmähtigkeits-Satz).Je zwei Basen eines K-Vektorraumes V sind gleihmähtig.Beweis-Andeutung.Seien B1 und B2 Basen von V . Ist B1 oder B2 endlih, so folgt |B1| = |B2| nah (8.3).Seien also B1, B2 unendlih.Ist x ∈ B1, so bezeihne B2,x die Menge der Basisvektoren aus B2, die zur Darstellung von
x �benötigt� wird; diese Menge ist endlih. Auÿerdem gilt B2 =

⋃
x∈B1

B2,x, anderenfallswären Elemente von B2 über�üssig.Daher gilt |B2| = |
⋃

x∈B1

B2,x| ≤wegen
|B2,x|≤ℵ0

|B1| · ℵ0 =wegen
B1unendlih |B1|.(Zur Kardinalzahl-Arithmetik s. z.B. Dugundji, Topology, Chap.II, Boston 1966 oderSheja/Storh - s. Literaturliste - oder Büher über Mengenlehre.)Analog folgt |B1| ≤ |B2|. Insgesamt ergibt sih |B1| = |B2|.(Einen hiervon etwas abweihenden Beweis �ndet man z.B. in H. Lüneburg: Einführungin die Algebra et. 1973 p. 169).Wie wir später sehen werden, ist die (konstante) Mähtigkeit einer Basis von V eine derwesentlihen harakteristishen Eigenshaften von V .37Zur De�nition der Kardinalzahlen wird die Wohlordnung der sogenannten Ordinalzahlen verwandt.117



8.5 De�nition: Dimension eines VektorraumsSei V ein K-Vektorraum. Die Mähtigkeit m einer (und nah (8.4) damit jeder) Basisvon V heiÿt die Dimension des Vektorraumes V über dem Körper K,oft auh Rang von V über K.Shreibweise: dimK V = mFalls keine Verwehslungen zu befürhten sind, shreiben wir auh dimV = m.Anmerkung 1. Ein endlih erzeugter Vektorraum besitzt de�nitionsgemäÿ eine endliheBasis. Ist deren Elementeanzahl n (∈ N0), so gilt dimV = n. Wir nennen V dannauh einen n-dimensionalen Vektorraum. Statt von einem endlih erzeugten Vektorraumwerden wir im folgenden von einem endlih-dimensionalen Vektorraum sprehen.Beispiel.(i) V = V, der Vektorraum der Vektoren der reellen Ebene: V = 〈n1, n2〉. Also:
dimRV = 2 (in Übereinstimmung mit der umgangssprahlihen Dimensionsvor-stellung).Dimension von Unterräumen:
dimR(aR) = 1, für a ∈ V \ {o},
dimR({o}) =0, (da ∅ Basis von {o} ist).(ii) V = Vr, der Vektorraum der Vektoren des reellen Raumes: Vr〈n1, n2, n3〉. Es folgt:
dimRVr = 3.Dimension von Unterräumen:
dimR(aR+ bR) = 2, falls a, b linear unabhängig sind,
dimR aR =1, falls a 6= o,
dimR({o}) = 0.(iii) Für V = Kn, n ∈ N gilt

dimK K
n = n (da {e1, . . . , en} Basis ist).Anmerkung 2. Besitzt der K-Vektorraum V keine endlihe Basis, so nennt man ihn auhoft unendlih-dimensional, in Zeihen dimK V =∞.Hierbei ist die (unendlihe) Mähtigkeit niht angegeben, es handelt sih also um eineglobalere Angabe als in De�nition (8.5).Beispiel.

{id iR |i ∈ N0} ist eine Basis von P(R), dem Vektorraum der reellen Polynomabbildun-gen. Daher gilt:
dimRP(R) =∞, genauer: dimRP(R) = ℵ0.Anmerkung 3. Obwohl ∅ kein Vektorraum (insbesondere auh kein Unterraum) ist, er-weist es sih (für später behandelte Formeln) als zwekmäÿig,

dimK ∅ := −1zu de�nieren.118



Weitere Folgerungen:8.6 Hilfssatz: Anzahl linear unabhängiger VektorenSeien V ein n-dimensionaler Vektorraum, n ∈ N und A ⊆ V . Dann gilt(i) A linear unabhängig ⇒ |A| ≤ n.(ii) A Basis ⇔ A linear unabhängig und |A| = n.(iii) U Unterraum von V ⇒ dimK U ≤ n.Beweis.(i) Nah (7.7) existiert eine Basis B mit A ⊆ B. Nah (8.3) ist |B| = n.(ii) Ist A Basis, so nah (8.3) |A| = dimK V = n und de�nitionsgemäÿ A linear unab-hängig.Ist A linear unabhängig und |A| = n, so folgt wie in (i) A ⊆ B für eine Basis Bund aus Anzahlgründen A = B.(iii) Ist C Basis von U , so gilt: C linear unabhängig in U und damit C linear unabhängigin V . Aus (i) folgt
dimK U = |C| ≤ n = dimK V. �Wir wollen im folgenden untersuhen, inwieweit die Struktur eines Vektorraumes shondurh seine Dimension festgelegt ist. Zunähst beahten wir folgendeAnmerkung: Ist (V,+, ·) ein Vektorraum über dem Körper K und K ′ ein Unterkörpervon K, so ist (V,+, ·

K

∣∣∣
V×K ′→V

) ein K ′-Vektorraum.Beispiele.Jeder R-Vektorraum wird durh Einshränkung des Skalarbereihs von R auf Q zumQ-Vektorraum. Jeder C-Vektorraum wird bei Beshränkung auf reelle Skalare zum R-Vektorraum.Da bei der Einshränkung des Skalarbereihs eine linear abhängige Menge linear unab-hängig werden kann (in den Linearkombinationen dürfen einige Koe�zienten niht mehrverwandt werden), gilt i.A.
dimK V 6= dimK ′ V.Beispiele.

dimRR = 1, dimQR =∞ genauer: dimQ = c = |R|
dimCC = 1, dimRC = 2 (1, i sind linear unabhängig über R,aber linear abhängig über C).Da sih mit Wehsel des Körpers auh weitere Eigenshaften (z.B. Dimension von Un-terräumen) der entsprehenden Vektorräume ändern, sheint es zwekmäÿig, sih beiBetrahtungen über Struktur-Gleihheit auf Vektorräume über dem selben Körper zubeshränken, insbesondere also K und die Dimension festzuhalten. 119



8.7 De�nition: Vektorraum-IsomorphismusSeien V und V ′ Vektorräume über dem selben Körper K.
V und V ′ heiÿen isomorph (in Zeihen V ∼= V ′), wenn es eine Bijektion f : V → V ′gibt mit (1) ∀v, w ∈ V : f(v + w) = f(v) + f(w);(2) ∀v ∈ V : ∀λ ∈ K : f(vλ) = f(v) · λ.Eine Bijektion dieser Eigenshaft heiÿt lineare Bijektion oder Vektorraum-Isomor-phismusAnmerkung. Ein Vektorraum-Isomorphismus f : V → V ′ ist wegen (1) insbesondereGruppenisomorphismus von (V,+) auf (V ′,+). Zusätzlih beahtet er die beiden Multi-plikationen mit Skalaren.M

↓ Isomorphe Vektorräume sind von der Vektorraum-Struktur her niht untersheidbar.
↑M Beispiele:(a) Sei V der in (1.1) behandelte Vektorraum der Klassen vektorgleiher Pfeile. Dann giltM
↓

V ∼= R2.Wählen wir die Basis (n1, n2) vonV, so lässt sih diese Isomorphie als Übergang von den Vektoren zu dendurh die entsprehenden Ortsvektoren bestimmten Punkten (in kartesishen Koordinaten) geometrishdeuten: v = e1ξ1 + e2ξ2 7→ (ξ1, ξ2) ∈ R2Aufgrund der Isomorphie können wir von dem zum Teil intuitiv eingeführten V zu dem Modell R2übergehen (siehe auh § 9 !)↑M (b) Sei V = V ′ = Rn und λ ∈ R \ {0}. Dann ist f : Rn −→ Rn mit f(v) = vλein Vektorraum-Isomorphismus von V auf sih, ein Vektorraum-Automorphismus. DieInverse ist ebenfalls ein Automorphismus: f−1(w) = wλ−1.Beweis?Wir betrahten Eigenshaften der Isomorphie. Ähnlih wie bei der Gruppenisomorphie gilt:8.8 HilfssatzAuf jeder Menge von Vektorräumen ist die Vektorraum-Isomorphie eine Äqui-valenzrelation.Beweis.(a) V ∼= V : idV ist ein Isomorphismus.(b) V ∼= V ′ ⇔ V ′ ∼= V .Ist f : V → V ′ Isomorphismus, so existiert f−1; wir zeigen, daÿ f−1 wieder Vektor-raum-Isomorphismus ist: die Additivität von f−1 sieht man folgendermaÿen: Füralle v′, w′ ∈ V ′ existieren v, w ∈ V mit f(v) = v′ und f(w) = w′, also gilt:120



f−1(v′ +w′) = f−1
(
f(v)+ f(w)

)
=

f Isom. f−1
(
f(v+w)

)
= v+w = f−1(v′) + f−1(w′);die Verträglihkeit mit der S-Multiplikation ergibt sih so:

∀v′ ∈ V ′ ∃v ∈ V : f(v) = v′, damit gilt für alle λ ∈ K:
f−1(v′λ) = f−1

(
f(v)λ

)
=

f Isom. f−1
(
f(vλ)

)
= (f−1 ◦ f)(vλ) = vλ = f−1(v′)λ.() V ∼= V ′ ∧ V ′ ∼= V ′′ ⇒ V ∼= V ′′.Seien f : V → V ′ und g : V ′ → V ′′ Isomorphismen; dann ist g◦f de�niert, Gruppen-Isomorphismus und wegen

(g ◦ f)(vλ) = g
(
f(vλ)

)
= g
(
f(v)λ

)
= g
(
f(v)

)
λ = (g ◦ f)(v) λVektorraum-Isomorphismus. �Anmerkung: Aus dem Beweis folgt insbesondere:8.9 Hilfssatz: Inverse und Verkettung von Isomorphismen(a) Ist f : V → V ′ ein Vektorraum-Isomorphismus, so auh f−1 : V ′ → V .(b) Die Hintereinanderausführung von zwei VR-Isomorphismen ist wieder einVR-Isomorphismus.Beispiel (zum Isomorphiebegri�).Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n. Dann existiert de�nitionsgemäÿ eine Basis

B, die wir als geordnet annehmen können.Die Abbildung
iB :





V → Kn

n∑
i=1

biξi =



ξ1...
ξn



B

7→ (ξ1, . . . , ξn)ist dann ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. (7.6)); es folgt nämlih
iB(x+ y) = iB(x) + iB(y) und iB(xλ) = iB(x)λ .Es gilt also V ∼= Kn.Oft werden wir (nah Auswahl einer Basis B) die Elemente von V mit den Elementenvon Kn identi�zieren.Aus obigem Beispiel ergibt sih die eine Implikation von8.10 Satz: Vektorräume der dim nSei V ein K-Vektorraum und n ∈ N. Dann gilt:

dimK V = n⇔ V ∼= Kn. 121



Bis auf Isomorphie gibt es nur einen K−Vektorraum der Dimension n.Beweis. �⇒� s.o.(Beispiel)�⇐� B = (e1, . . . , en) ist (geordnete) Basis von Kn; damit dimK K
n = n , (s.o.). LautVoraussetzung existiert ein Isomorphismus f : Kn → V . Wir zeigen, dass f(B) =

(f(e1), . . . , f(en)) Basis von V ist:(i) V = 〈f(B)〉:Sei v ∈ V ; da f Bijektion ist, gilt: ∃w = (λ1, . . . , λn) ∈ Kn : f(w) = v.
v = f(w) = f

(
(λ1, . . . , λn)

)
= f

( n∑
i=1

eiλi
)
=

fIsom. n∑
i=1

f(ei)λi ∈ 〈f(B)〉.(ii) f(B) linear unabhängig:
n∑

i=1

f(ei)µi = o ⇒
fIsom. f( n∑

i=1

eiµi

)
= o ⇒inj.Hom.von(Kn,+)auf (V,+)

n∑
i=1

eiµi = o ⇒
B l.u. ∀i = 1, . . . , n : µi = 0.

�M
↓ Damit ist es uns gelungen, alle endlih erzeugten Vektorräume zu beshreiben; es sind dies (bis aufIsomorphie) gerade die Vektorräume (Kn,+, ·) mit n ∈ N.Ohne Beweis erwähnen wir eine Verallgemeinerung.↑M 8.11 Satz (Isomorphie und Gleihmähtigkeit der Basen)Seien V undW zwei Vektorräume über demselben Körper K. Dann sind V und

W genau dann isomorph, wenn V und W gleihmähtige Basen besitzen.Zwei Vektorräume über demselben Körper K sind also genau, dann isomorph, wenn siedieselbe Dimension besitzen. Ahtung: Hierbei ist aber die präzise De�nition (8.5) undniht die aus Anmerkung 2 zu (8.5) zu verwenden:
dimV =∞∧ dimW =∞ 6⇒i.A. V ∼= W.Insbesondere läÿt sih zeigen:8.12 Satz : Isomorphie zu K(I)Sei V ein K-Vektorraum und B Basis von V . Dann gilt
V ∼= K(I) ⇔ |I| = |B| (= dimK V ).Anmerkung :Die K(I) (für Indexmengen I) sind also bis auf Isomorphie sämtlihe K−Vektorräume.122



� 9 Die a�ne Geometrie eines Vektorraums M
↓Nah Auszeihnung eines kartesishen Koordinatensystems lassen sih die Punkte der Anshauungsebe-ne (vgl. (1.1)) durh Koordinatenpaare, also Elemente von R2 repräsentieren.Jedem Punkt P lässt sih � wie in (1.1) ausgeführt �ein Element von V als Ortsvektor zuordnen.Sind n1 bzw. n2 die Ortsvektoren von (1, 0) bzw. (0, 1), so ist

p =

(
x
y

)

(n1,n2)

= n1x+ n2y Ortsvektor von P = (x, y).Die Ortsvektoren der Geraden 0P durh 0 und P 6= 0 sind dieElemente von
pR = {pλ|λ ∈ R}.Umgekehrt bestimmt jeder 1-dimensionale Unterraum von Veine Gerade durh den Nullpunkt. 0

n2

n1

p

P = (x, y)

Figur 9.1 : Zuordnung Punkt-OrtsvektorNun ergibt sih eine Möglihkeit, die Unsiherheiten bei der Einführung von V, (Begri�e wie Punkt,Gerade, parallel, Länge, Orientierung waren unde�niert verwandt worden), zu eliminieren:Als Modell für die Anshauungsebene (mit Auszeihnung eines Nullpunktes wählen wir R2,genauer: als Punkte die Elemente (Vektoren) von R2, als Geraden durh den Nullpunkt die 1-dimensi-onalen Unterräume des R-Vektorraums R2. (Weitere De�nitionen folgen im Laufe der Vorlesung). Wirsprehen dabei von der reellen Ebene später auh von der euklidishen Ebene.Diese Präzisierung erkaufen wir durh �Aufgabe der ontologishen Bindung�: Wir sind uns bewusst, dasses sih lediglih um ein Modell für die Anshauungsebene handelt. Letzteres hat sih bisher bewährt(� im Gegensatz zu dem ModellQ2 der Pythagoräer, das zu Widersprühen mit der Anshauung führte).Ähnlih wählen wir R3 als Modell für den Anshauungsraum.Anmerkung. Diese Vorgehensweise innerhalb der Geometrie nennt man �analytish� (daher �analytisheGeometrie�) im Gegensatz zur �synthetishen� Vorgehensweise, bei der Punkte, Geraden, Inzidenz,Parallelität et. axiomatish eingeführt werden (vgl. das Axiomensystem des 3-dimensionalen Raumesnah HILBERT !) und bei der die Koordinatisierbarkeit durh R3 erst nah längeren Betrahtungenerhalten wird.In unserem Modell haben wir zunähst nur die Punkte und die Geraden durh den Nullpunkt beshrie-ben.Welhe Form haben die übrigen Geraden? Dazu ge-hen wir nohmals zur Anshauungsebene zurük:Eine zur Geraden 0P parallele Gerade g durh denPunkt A mit Ortsvektor a entsteht durh Transla-tion (Parallelvershiebung) um den Vektor a, alsoAddition von a:
g = a+ pR = {a+ pλ|λ ∈ R}(vgl. (1.1) d(ii) ist die Menge der Ortsvektoren derPunkte von g. Also ist g �Nebenklasse� nah einemUnterraum der Dimension 1.Umgekehrt stellt jede solhe Nebenklasse a+U (mit

dimR U = 1) eine zu U parallele Gerade durh denPunkt mit Ortsvektor a dar.
A

P
p

a

p

g

0Figur 9.2: Zu einer Nullpunkts-Geradenparallele Gerade als Nebenklasse

↑M
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9.1 De�nition: Lineare Mannigfaltigkeit, a�ner UnterraumSei V ein Vektorraum über dem Körper K. Eine Teilmenge M von V heiÿt lineareMannigfaltigkeit (LM) oder a�ner Unterraum von V , wenn es zu ihr einen Unter-raum UM und ein a ∈ V gibt mit M = a+ UM = {a + u|u ∈ UM}.Anmerkungen.(i) Unterräume sind spezielle lineare Mannigfaltigkeiten: U = o+ U .(ii) Ist UM = {o}, so identi�zieren wir M = a + {o} = {a} mit a ∈ V .(iii) Der Repräsentant a von M ist durh M i.A. niht eindeutig festgelegt (s.u.):
b ∈ a+ U ⇔ a+ U = b+ U ⇔ a− b ∈ U .Beweis: b = a+ u⇒ b+ U = a + (u+ U) = a+ U . �Die linearen Mannigfaltigkeiten der Form a + U sind ja auh Nebenklassen nahder Untergruppe U von (V,+).M

↓ (iv) Geometrish erhält man den Unterraum UM aus M = a+UM durh Parallelvershiebung (Trans-lation) um den Vektor −a in den Nullpunkt.↑M Allgemein ist also niht verwunderlih, dass UM durh M eindeutig bestimmt ist.9.2 Hilfssatz: Zur Eindeutigkeit der Darstellung eines a�nen UnterraumsSei V K-Vektorraum, seien U , U ′ Unterräume von V und a, a′ ∈ V . Dann gilt:
a+ U = a′ + U ′ ⇔ a′ − a ∈ U ∧ U = U ′ .Beweis.�⇒� Sei a+ U = a′ + U ′. Dann gilt: ∀u ∈ U ∃u′ ∈ U ′ : a+ u = a′ + u′.Setzt man u = 0, so ergibt sih a− a′ ∈ U ′.Sei nun u ∈ U mit u 6= 0; dann folgt ∃u′ ∈ U ′ : u = (a′−a)+u′ ∈ U ′, also U ⊆ U ′.Analog folgt U ′ ⊆ U , insgesamt also U = U ′ sowie a′ − a ∈ U .�⇐� U = U ′ ∧ a′ ∈ a + U ⇒ a + U = a′ + U = a′ + U ′.

�Geometrish motiviert de�nieren wir:9.3 De�nition: Dimension einer linearen MannigfaltigkeitSei V K-Vektorraum und M = a+ U lineare Mannigfaltigkeit von V .
dimK(a + U) := dimK U .
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Beispiele:(a) V = V (bzw. R2).LM'en der Dimension 0 sind die Punkte (Vektoren) von V (s. Anm. (ii)),LM'en der Dimension 1 sind die Geraden von V (s. Motivation!),LM der Dimension 2 ist V selbst.(b) V = Vr (bzw. R3).LM'en der Dimension 0 sind die Punkte (Vektoren) von V,LM'en der Dimension 1 sind die Geraden von V ,LM'en der Dimension 2 sind die Ebenen von V ,LM der Dimension 3 ist V selbst. M
↓Betrahten wir wieder die Situation in der durh R2 beshriebenen Zeihenebene bzw. dem durh R3beshriebenen Anshauungsraum! Der Punkt P liegt auf der Geraden g bzw. die Gerade g geht durhden Punkt P , wenn {P} ⊆ g gilt. Wir sagen auh: P inzidiert mit g. Analog inzidiert die Gerade g mitder Ebene E, wenn g ⊆ E ist.Zwei Geraden g = a + pR und h = b + qR sind parallel, wenn q ∈ pR, also Ug = pR = qR = Uh,gilt. Zwei Ebenen E und F sind parallel, wenn sie durh Parallelvershiebungen in den Nullpunkt zurselben Ebene führen, also

UE = UFgilt. Für eine zu E parallele Gerade g haben wir Ug ⊆ UE.Diese algebraishe Beshreibung stellt einen Zusammenhang zwishen Sahverhalten im Vektorraumund geometrishen Gegebenheiten dar. Eine Übertragung auf einen beliebigen Vektorraum V führtzum Begri� der a�nen Geometrie AG(V ) von V .Unter a�ner Geometrie versteht man allgemein das Studium geometrisher Begri�e wie Punkte, Gera-den, Ebenen, Inzidenz, Parallelismus ohne Verwendung der Begri�e Länge und Winkel. ↑M9.4 De�nition: A�ne Geometrie eines VektorraumsSei V K-Vektorraum mit 1 ≤ dimK V = n <∞.(a) AG(V ) := {M |M LM von V }Wir benutzen geometrishe Sprehweise:
0�dim LM'en heiÿen Punkte (wir identi�zieren sie mit den Vektoren von V ),
1�dim LM'en heiÿen Geraden,
2�dim LM'en heiÿen Ebenen... ...
i�dim LM'en heiÿen a�ne Unterräume der Dimension i,... ...
(n− 1)-dim LM'en heiÿen Hyperebenen. 125



(b) Für lineare Mannigfaltigkeiten L,M ∈ AG(V ) de�nieren wir Inzidenz durh
L IM ⇔ L ⊆M ∨M ⊆ L.(Insbesondere: {a} IL⇔ a ∈ L)Auh hier verwendet man geometrishe Sprehweise: Ein Punkt P liegt auf einerGeraden g (statt P I g) bzw. g geht durh P . Punkte P1, P2, . . . , Ps, die mit einerGeraden g inzidieren, heiÿen kollinear; Punkte einer Ebene heiÿen komplanar.() Zwei lineare Mannigfaltigkeiten L = a+UL und M = b+UM (mit Unterräumen ULund UM) heiÿen parallel, in Zeihen

L ‖M g.d.w. gilt UL IUM ; also
L ‖M ⇔ UL ⊆ UM ∨ UM ⊆ UL.(d) (AG(V ), I, ‖) heiÿt a�ne Geometrie von V .Beispiel (Fortsetzung).Sei K = GF(2) und V = K2 !Punkte von AG(V ) sind

(0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)Geraden sind z.B.
g1 = 〈(1, 0)〉 = {(0, 0), (1, 0)}
g1 ‖ g2 = (0, 1) + 〈(1, 0)〉

= {(0, 1), (1, 1)}
h1 = 〈(1, 1)〉 ‖ h2 = h1 + (1, 0)
ℓ1 = 〈(0, 1)〉 ‖ ℓ2 = ℓ1 + (1, 0).

(1, 0)

(1, 1)

(0, 0)

(0, 1)
g2

ℓ2

g1

ℓ1 h1h2

Figur 9.3: Veranshaulihung von
AG(GF(2)2); (paralleleGeraden sind mit gleiherStrihart dargestellt).Wie in R2 bzw. R3 erhält man allgemein den folgenden Hilfssatz:9.5 Hilfssatz: GeradengleihungenSei V K-Vektorraum. Dann gilt(a) Zu je zwei vershiedenen Punkten p und q von AG(V ) existiert genau einemit p und q inzidierende Gerade g, nämlih

g = p+ (q − p)K.(b) Ist dimK V ≥ 3 und sind p, q, r drei niht-kollineare Punkte von AG(V ), soexistiert genau eine mit p, q, r inzidierende Ebene E, nämlih
E = r + (p− r)K + (q − r)K.126



9.6 Hilfssatz: ParallelitätSei V K-Vektorraum der Dimension 2, seien ferner g und h Geraden in AG(V ).Dann gilt
g ‖ h⇔ (g = h ∨ g ∩ h = ∅)⇔ Ug = Uh .Anmerkung: Die Aussage dieses Satzes ist falsh für dim V ≥ 3 ; es existieren dannsogenannte windshiefe Geraden. Daher ist bei dimV ≥ 3 zusätzlih zu fordern, dass gund h komplanar sind.Beweis von Satz 9.6: Seien g = a+ Ug und h = b+ Uh.(i) Behauptung: g ‖ h⇔ Ug = Uh.

g ‖ h⇔ Ug ⊆ Uh ∨ Uh ⊆ Ug

⇐
⇒

dimUg

=dimUh=1

Ug = Uh.(ii) g ‖ h⇒(i) g, h sind Nebenklassen nah dem gleihen Unterraum⇒ g = h∨g∩h = ∅.(iii) Beh.: g 6‖ h⇒ g ∩ h 6= ∅.Sei g 6‖ h. Nah (i) ist Ug = 〈p〉 6= 〈q〉 = Uh; somit gilt V = 〈p, q〉 (wegen dimK = 2)und daher ∃λ, µ ∈ K mit a− b = pλ+ qµ; dann ist a+ p(−λ) = b+ qµ ∈ g ∩ h.�Aufgabe 9.1:Zeigen Sie für einen beliebigen K-Vektorraum V : Zu jeder Geraden g und jedem Punkt
P aus AG(V ) existiert genau eine Gerade h ∈ AG(V )mit P I h und g ‖ h (EuklidishesParallelenaxiom).Zusammenfassende BemerkungIn der a�nen Geometrie eines Vektorraums V werden auÿer den Unterräumen von Vauh alle Bilder dieser Unterräume unter Translationen, also die zu ihnen parallelena�nen Unterräume betrahtet.Dadurh gelangt man zu Modellen (z.B. der Zeihenebene bzw. des Anshauungsrau-mes), die sih niht auf die Unterräume durh einen festen Punkt (Ursprung) beshrän-ken; die Bindung an den Ursprung wird so abgemildert.ZielWir wollen den Zusammenhang von a�nen Unterräumen und den Lösungsräumen vonlinearen Gleihungssystemen untersuhen. Dazu benötigen wir auh die Theorie derVektorraum-Homomorphismen (linearen Abbildungen).
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� 10 Lineare Abbildungen und ihre Anwendung auf lineare Gleihungssysteme IGeneralvoraussetzung: Seien K Körper und V, V ′ K-Vektorräume.Um Strukturähnlihkeiten auh bei niht-isomorphen Vektorräumen beshreiben unduntersuhen zu können, de�nieren wir Vektorraum-Homomorphismen. Diese lassen sihdarüber hinaus auf die Theorie Linearer Gleihungssysteme, auf geometrishe Abbildun-gen und auf Abbildungen aus der Analysis anwenden.10.1 De�nition: Lineare AbbildungEine Abbildung f : V → V ′ heiÿt lineare Abbildung (lineare Transformation,
K-Homomorphismus,Vektorraum-Homomorphismus, linearer Operator), wenngilt: (1) ∀v, w ∈ V : f(v + w) = f(v) + f(w) (Additivität)(2) ∀v ∈ V ∀λ ∈ K : f(v · λ) = f(v) · λ (Homogenität)Anmerkung.(i) Ein Vektorraum-Homomorphismus ist insbesondere Gruppen-Homomorphismus von

(V,+) in (V ′,+′).(ii) EinVektorraum-Isomorphismus ist ein bijektiver Vektorraum-Homomorphismus.(iii) Ein surjektiver Homomorphismus heiÿt Epimorphismus.Ein injektiver Homomorphismus heiÿt Monomorphismus.(iv) Ein Homomorphismus von V in sih heiÿt Endomorphismus.Ein Isomorphismus von V auf sih heiÿt Automorphismus.Automorphismen dienen insbesondere der Beshreibung von Symmetrien in Vek-torräumen.10.2 Beispiele(a) Für 1 ≤ k ≤ n ist die k-te Projektion prk : { Kn → K
(ξ1, . . . , ξk, . . . , ξn) 7→ ξk

linear.(b) Für α ∈ K ist σα :

{
Kn → Kn

(ξ1, . . . , ξn) 7→ (ξ1α, . . . ξnα) = (ξ1, . . . , ξn)αeine lineare Abbildung (geometrishe Interpretation: Strekung mit Zentrum o undStrekfaktor α).() Nah folgender Anmerkung de�nieren wir eine weitere lineare Abbildung.128



10.3 Anmerkung: Matrixshreibweise
∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Seien n,m ∈ N und αij ∈ K für i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n} !
aij ist mit �doppeltem Index� versehen; diese Shreibweise benutzen wir abkür-zend für α(i,j); die Familie A = (αij)(i,j)∈{1,...,m}×{1,...,n} gibt man oft in �Matri-zenform� an.

A =



α1 1 α1 2 . . . α1n... ... ...
αm 1 αm 2 . . . αmn


und nennt sie Matrix.Besonders eignet sih die Matrixshreibweise für die Angabe der Koe�zienten eineslinearen Gleihungssystems:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(∗)





α1 1ξ1 + α1 2ξ2 + · · ·+ α1nξn = β1...
αm 1ξ1 + αm 2ξ2 + · · ·+ αmnξn = βmbzw. abgekürzt





n∑
j=1

α1 jξj = β1... ...
n∑

j=1

αmjξj = βm10.4 Beispiele (Fortsetzung)(a) (i) (Fortsetzung von 10.2())Durh Anmerkung 10.3 motiviert de�nieren wir eine Abbildung
fA :





Kn→Km

(ξ1, . . . , ξn) 7→
( n∑
j=1

α1 jξj, . . . ,
n∑

j=1

αmjξj
)und stellen fest, daÿ (ξ1, . . . , ξn) genau dann eine Lösung von (∗) ist, wenn

fA(ξ1, . . . , ξn) = (β1, . . . , βm)gilt.Es ist also sinnvoll, sih mit Abbildungen der Form fA zu beshäftigen.(ii) Behauptung: Es gilt folgender Satz:
fA ist ein Vektorraum-Homomorphismus. 129



Beweis.
fA
(
(ξ1, . . . , ξn) + (η1, . . . , ηn)

)
=
( n∑
j=1

α1 j(ξj + ηj), . . . ,
n∑

j=1

αmj(ξj + ηj)
)

=
( n∑
j=1

α1 jξj+
n∑

j=1

α1 jηj, . . . ,
n∑

j=1

αmjξj+
n∑

j=1

αmjηj
)

= fA
(
(ξ1, . . . , ξn)

)
+ fA

(
(η1, . . . , ηn)

)
;

fA
(
(ξ1, . . . , ξn) · λ

)
= fA

(
(ξ1λ, . . . , ξnλ)

)

=
( n∑
j=1

α1 jξjλ, . . . ,
n∑

j=1

αmjξjλ
)

= fA
(
(ξ1, . . . , ξn)

)
· λ .Anmerkungen:(1) In Beispiel (a) sind die Beispiele 10.2 (a) und (b) als Spezialfälle enthalten:(i) Wählt man in (a) m = 1, α1 k = 1 und α1 j = 0 für j 6= k, dann wird dieZuordnungsvorshrift zu (ξ, . . . , ξn) 7→ (1 · ξk). Und (ξk) identi�zieren wirmit ξk. Die zugehörige Matrix ist A = (0 . . . 0 1 0 . . . 0) (mit 1 an der k-tenStelle).(ii) Setzt man in (a) n = m und 38 αi j = αδi j, so ergibt sih

(ξ1, . . . , ξn) 7→ (αδ1 1ξ1, . . . , αδnnξn) = (αξ1, . . . , αξn) = (ξ1, . . . , ξn) · α. Diezugehörige Matrix ist  α 0 . . . 0 0
0 α . . . 0 0... . . . ...
0 0 . . . α 0
0 0 . . . 0 α



.(2) Wählt man αi j = 0 für alle i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}, so erhält man die�Nullabbildung � Kn → Km mit (ξ, . . . , ξn) 7→ o.(3) (Beispiel aus der Codierungstheorie; vgl. 1.5 !)(i) Zufügen eines KontrollbitsFür K = GF(2) ist die Codierung K4 → K5, die durh a1a2a3a4 7→

a1a2a3a4a5 mit a5 = a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 de�niert ist, eine lineare Abbil-dung; zu ihr gehört die Matrix
A1 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 1 1


(vgl. Anmerkung 10.3 !)38Erinnerung: δi j := { 0 für i 6= j

1 für i = j
.130



(ii) ParitätskontrolleAuh die lineare Abbildung fA2 : K
5 → K de�niert durh

a1a2a3a4a5 7→ a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 mit Matrix A2 =
(
1 1 1 1 1

) istvon Bedeutung: Wegen a1 ⊕ a2 ⊕ . . . ⊕ a4 ⊕ a5 = 2a1 ⊕ . . . ⊕ 2a4 = 0 istdie Menge der Codewörter gerade gleih Kern fA2 . (Vgl. Bemerkung 10.6,s.u.!)(4) (Ein Beispiel aus der Populationsdynamik):Ein einfahes Modell für die Entwiklung eines Käfers sieht folgendermaÿen aus:Aus den Eiern shlüpfen nah einem Monat Larven, nah einem weiteren Monatwerden diese zu Käfern, die dann wieder Eier legen und anshlieÿend sterben.Die Übergänge bei jedem �Generationswehsel� seien gegeben durh folgendeTabelle Eier Larven Käfer (vor dem Generationenwehsel)Eier 0 0 s3Larven s1 0 0Käfer 0 s2 0(nah einem Monat)Dabei sei s1 die Wahrsheinlihkeit, dass aus einem gelegten Ei eine Larveshlüpft, s2 die Wahrsheinlihkeit, dass aus einer Larve ein Käfer entsteht und
s3 die Anzahl der Eier, die ein Käfer im Monat durhshnittlih legt.Die Abbildung, f : R3 → R3 de�niert durh

(n1, n2, n3) 7→ (n′
1, n

′
2, n

′
3) = (s3n3, s1n1, s2n2)gibt die Veränderung der Anzahlen der �Generationen� wieder.Die Abbildung f ist linear; zu ihr gehört die Matrix




0 0 s3
s1 0 0
0 s2 0


(vgl. Bsp. () und obige Tabelle).Weitere Literatur: J. Lighthill: Newer uses of mathematis, Penguin 1978E. Lehmann: Matrizenrehnung, BSV 1975E. Lehmann: Endlihe homogene Marko�she Ketten,BSV 1973.(b) (Ein Beispiel aus der Analysis):Sei V der R-Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen, also

V =
{
(αn)n∈N| lim

n→∞
αn existiert} mit komponentenweiser Addition und S-Multi-plikation: 131



(αn)n∈N + (βn)n∈N := (αn + βn)n∈N und (αn)n∈N · λ := (αnλ)n∈N.
V ist dann Unterraum von RN. Wegen lim

n→∞
(αn + βn) = lim

n→∞
αn + lim

n→∞
βn und

lim
n→∞

(αnα) =
(
lim
n→∞

αn

)
α ist die folgende Abbildung ebenfalls eine lineare Abbil-dung:

lim :

{
V →R

(αn)n∈N 7→ lim
n→∞

αn() (Weiteres Beispiel aus der Analysis):Sei V = V ′ := P(R), der R-Vektorraum der Polynomabbildungen, sowie
D :

{
P(R)→P(R)

f 7→D f
mit (D f)(x) := d

dx
f(x) = f ′(x) .Nah den Sätzen der Di�erential-Rehnung gilt

[
D(f1 + f2)

]
(x) = (f1 + f2)

′(x) = f ′
1(x) + f ′

2(x) =
[
(D f1) + (D f2)

]
(x)und

[
D(αf)

]
(x) = (αf)′(x) = αf ′(x) =

[
α(D f)

]
(x) für alle x ∈ R.Daher ist D linear, also Vektorraum-Homomorphismus.(d) Beispiel (in Fortsetzung von 1.4):Sei V der R-Vektorraum der zweimal di�erenzierbaren reellen Funktionen und

D : V → Abb(R,R) de�niert durh D f = f ′′ + 4f . Dann ist D linear:
D(λf + g) = (λf + g)′′ + 4(λf + g) = λ(f ′′ + 4f) + (g′′ + 4g) = λD f +D g .Der Lösungsraum der homogenen Di�erentialgleihung y′′ + 4y = 0 (vgl. (1.4)) istgerade gleih dem Kern von D (s. auh 10.6 !).10.5 Anmerkung: Multiplikation einer Matrix mit einem VektorIm Fall endliher Dimensionen von V und V ′ ist es üblih, die Abbildung x 7→ fA(x) alseine Multiplikation von x mit der Matrix A zu interpretieren. Dazu beahten wir, dasswir das lineare Gleihungssystem (∗) auh in folgender Form shreiben können:




n∑

j=1
α1jξj...

n∑

j=1
αmjξj


 =




β1......
βm


 .

132



Bei dieser Shreibweise ist die linke Seite gleih dem als Spalte geshriebenen Vektor
fA(x) = (

n∑
j=1

α1jξj, . . . ,
n∑

j=1

αmjξj). Konsequenter Weise shreiben wir dann auh die Vek-toren b und x als Spalten:
b =



β1...
βm


 und x =



ξ1...
ξn


Eine Multiplikation zwishen der Matrix A und dem Spaltenvektor xwirddann de�niert, indem man A · x als den Spaltenvektor fA(x) nimmt; den i−ten Eintragvon A · x erhält man also als kanonishes Skalarprodukt der i−ten Zeile von A mit demSpaltenvektor x. (Dies setzt natürlih voraus, dass die Anzahl der Spalten von A gleihder der Zeilen von x ist.)Shematish:









1.Zeile 
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i.te Zeile 
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 letzte Zeile 
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.Der i−te Shritt (i = 1, . . . , m) bei dieser Multiplikation wird beshrieben durh dasfolgende Shema: mal Spalte


ξ1...
ξm




↓

i-teZeile 


α11 . . . α1n... ...
αi1 . . . αin... ...
αr1 . . . αmn



→




...
γi...




mit γi = n∑
j=1

αijξjDabei ist, wie oben shon erwähnt, γi das kanonishe Skalarprodukt zwishen der i−tenZeile ai• := (αi1 . . . αin) von A und dem Vektor x = (ξ1 . . . ξn).Das lineare Gleihungssystem (∗) können wir nun in der Form
A · x = bshreiben.Nah etwas Theorie werden wir diese auf lineare Gleihungssyteme anwenden: 133



10.6 Bemerkung: lineare Abbildung als Gruppen-HomomorphismusEin Vektorraum-Homomorphismus f : V → V ′ ist (wegen der Additivität) insbesondereein Gruppen Homomorphismus (V,+)→ (V ′,+).(Vgl. auh Anmerkung (i) nah 10.1 !)Damit sind De�nitionen und Aussagen aus �4 auf f anwendbar.U.a. sind de�niert
Kern f = {v ∈ V |f(v) = o} und Bildf =

Im f = {v′ ∈ V ′|∃v ∈ V : f(v) = v′} = f(V ).Nah (4.4) sind Kern f und Bild f Untergrup-pen von (V,+) bzw. (V ′,+). Es gilt darüberhinaus: o

Im f

Kern f

V V ′

fFigur 10.1: Kern und Bildeiner linearen Abbildung.10.7 Satz (Kern und Bild einer linearen Abbildung)Ist f : V → V ′ Vektorraum-Homomorphismus, so gilt(a) Kern f ist Unterraum von V .(b) Bild f ist Unterraum von V ′.Beweis.(a) Kern f ist Untergruppe von (V,+) (s.o.), insbesondere additiv abgeshlossen undniht leer. Auÿerdem gilt
v ∈ Kern f ⇒ f(v) = o⇒ f(vλ) = f(v) · λ = o⇒ v · λ ∈ Kern f.Damit istKern f abgeshlossen bzgl. Addition und S-Multiplikation. Aus dem Unter-raum-Kriterium (6.5) folgt die Behauptung.(b) Für λ ∈ K und v′ ∈ Im f gilt ∃v ∈ V : f(v) = v′ und f(vλ) = f(v) · λ = v′λ ∈ Im f .Im übrigen verläuft der Beweis wie in (a). �10.8 Anwendung(i) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a):Seien A =



α1 1 . . . α1n... ...
αm 1 . . . αmn


 mit αi j ∈ K und
fA :





Kn→Km

(ξ1, . . . , ξn) 7→
( n∑
j=1

α1 jξj, . . . ,
n∑

j=1

αmjξj
)
.Dann gilt:134



(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kern fA ⇔ (∗∗)





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =0... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=0Das System (∗∗) heiÿt System von m homogenen linearen Gleihungen in

n Unbekannten mit Koe�zientenmatrix A. Die Menge aller Lösungen eines Glei-hungssystems, d.h. die Menge aller n-Tupel (ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn, die das Gleihungssystemerfüllen, nennen wir Lösungsraum. Aus (10.7) folgt wegen L0 = Kern fA damit:10.9 Satz (Lösungsraum eines homogenen linearen Gleihungssystems)Der Lösungsraum L0 eines homogenen linearen Gleihungssystems in n Unbekanntenüber dem Körper K ist ein Unterraum von Kn, also selbst K-Vektorraum.Anmerkung. Vgl. dazu Beispiel (1.3).Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a)
(β1, . . . , βm) ∈ Im fA

⇔ ∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn :
( n∑

j=1

α1 jξj, . . . ,

n∑

j=1

αmjξj
)
= (β1, . . . , βm)

⇔ ∃(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn :





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =β1... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=βm

(∗)Für das lineare Gleihungssystem (∗) in n Unbekannten über dem Körper K mitKoe�zientenmatrix A halten wir fest:10.10 Satz (Lösbarkeit eines LGS)Genau dann ist das Gleihungssystem
(∗)





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =β1... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn =βmüber K lösbar, wenn gilt:

(β1, . . . , βm) ∈ Im fA mit fA :





Kn→Km

(ξ1, . . . , ξn) 7→
( n∑
j=1

α1 jξj, . . . ,
n∑

j=1

αmjξj
)
.
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Weitere Anwendungs-Beispiele(ii) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (b):Für D :

{
P(R)→P(R)

f 7→Df
mit (

Df
)
(x) = f ′(x) gilt

KernD = {f ∈ P(R) | f konstant}.Beweisskizze: Aus dem Mittelwertsatz der Di�erentialrehnung folgt
f ′ ≡ 0⇒ ∃ ξ ∈ (x, y) : 0 = f ′(ξ) =

f(x)− f(y)
x− y ⇒ f(x) = f(y).(iii) Fortsetzung von Beispiel (10.4) ():Ist V der Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen und f = lim

n→∞
, so ist

Kern f der Unterraum aller reellen Nullfolgen.(iv) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (d) und (1.4):In Beispiel (10.4) (d) hatten wir gesehen, dass der Lösungsraum L der homogenenDi�erentialgleihung y′′+4y = 0 Kern einer linearen Abbildung vom Vektorraum Vder zweimal di�erenzierbaren Funktionen in den Vektorraum Abb(R,R) ist. Daherist L ein Unterraum von V ; (vgl. 1.4 !).Als weitere Aussage erhalten wir aus �4 unmittelbar:10.11 Hilfssatz ( Kern und Injektivität)Ist f : V → V ′ Vektorraum-Homomorphismus, so gilt:(i) v +Kern f ist das volle Urbild von f(v).(ii) f injektiv ⇔ Kern f = {o}Beweis. s. (4.5) und (4.6).Wegen der Kommutativität von (V,+) ist jeder Unterraum von V , als Untergruppe von
(V,+) aufgefasst, Normalteiler. Satz (4.9) liefert also keine über (10.7) (a) hinausgehendeInformation.Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a): Aus (10.11) (i) erhalten wir u.a.:136



10.12 Satz ( Lösungsraum eines linearen Gleihungssystems)Für den Lösungsraum L eines linearen Gleihungssystems
(∗)





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =β1... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=βmüber K gilt entweder L = ∅ oder L = p+ L0 ;hierbei bezeihnet p ∈ Kn eine spezielle Lösung von (∗), (eine sogenanntePartikulärlösung), und L0 den Lösungsraum des zu (∗) gehörenden homo-genen Systems

(∗∗)





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =0... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=0 .Beweis.Ist A :=



α1 1 . . . α1n... ...
αm 1 . . . αmn


, b := (β1, . . . , βm), so folgt

L = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn|fA
(
(ξ1, . . . , ξn)

)
= b} = f−

A (b).Falls b /∈ Im fA gilt, erhält man L = ∅. Ist L 6= ∅, so existiert ein p ∈ Kn mit
fA(p) = b ; es folgt L = p +Kern fA (s. (10.11) (i)). Dabei ist Kern fA = {(ξ1, . . . , ξn) ∈
Kn|fA

(
(ξ1, . . . , ξn)

)
= o} =: L0 der Lösungsraum des zugehörigen homogenen Glei-hungssystems (∗∗).Beispiel: Sei K = R, n = 3, m = 2

(∗) :

{
2ξ1+3ξ2− ξ3=4
ξ1+ ξ2+ ξ3=3Wir suhen zunähst eine Partikulärlösung. Aus (∗) ergibt sih (2 mal 2. Zeile minus1. Zeile) {

2ξ1+ 3ξ2− ξ3=4
−ξ2+3ξ3=2Setzt man nun z.B. ξ3 = 0, so folgt ξ2 = −2 und ξ1 = 5. Tatsählih ist p = (5,−2, 0)(Partikulär-) Lösung. (Probe wegen Beweisrihtung!)Das zu (∗) gehörige homogene System ist

(∗∗) :

{
2ξ1+3ξ2− ξ3=0
ξ1+ ξ2+ ξ3=0

bzw.
(∗∗′) :

{
2ξ1+3ξ2− ξ3=0
− ξ2+3ξ3=0Setzt man ξ3 = 0, so folgt ξ1 = ξ2 = 0. Daher können wir o.B.d.A. von ξ3 6= 0 ausge-hen. Der Lösungsraum ist invariant bzgl. Multiplikation mit einem Skalar. Bis auf ein137



skalares Vielfahes des Lösungsvektors ist ξ3 = 1; so ergibt sih ξ2 = 3 und ξ1 = −4.Tatsählih ist (−4, 3, 1) Lösung (Wegen der Beweisrihtung: Probe!). Daher hat (∗∗)den Lösungsraum L0 =
〈
(−4, 3, 1)

〉.Der Lösungsraum von (∗) ist damit
L = (5,−2, 0) + (−4, 3, 1)R.Im a�nen Raum AG(R3) ist L eine Gerade durh den Punkt (5,−2, 0). Diese Geradeist also durh das Gleihungssystem (∗) beshreibbar.

(−4, 3, 1)

L0 L

z

y

x1

1
1

(5,−2, 0)

Figur 10.2: Geometrishe Interpretation des Lösungsraums L eines Linearen Glei-hungssystems und des Lösungsraums L0 des zugehörigen homogenenSystems.Aus (10.12) folgt auh:10.13 Satz (Eindeutigkeit der Lösung)Das lineare Gleihungssystem
(∗)





α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =β1... ... ...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=βmüber K besitzt höhstens dann eine eindeutige Lösung, wenn das zugehörigehomogene System nur die triviale Lösung besitzt.
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� 11 Lineare Gleihungssysteme II:Rang von Matrizen, elementare Zeilenumformungen und Gauÿshe Elimination M
↓Im Laufe der Entwiklung der Vektorraumtheorie haben wir die Lösungsstruktur linearer Gleihungs-systeme untersuht. Die dabei erhaltenen Ergebnisse erleihtern zwar die Angabe der Lösung, liefernaber kein Verfahren zur praktishen Bestimmung. Ein solhes behandeln wir im Folgenden. (WeitereVerfahren können Sie u.a. in der Vorlesung über Numerishe Mathematik kennen lernen.) ↑M11.1 Voraussetzungen und ShreibweisenGegeben sei (über dem Körper K) das lineare Gleihungssystem (LGS)

(∗)





α11ξ1 + α12ξ2 + . . . + α1nξn = β1
α21ξ1 + α22ξ2 + . . . + α2nξn = β2... ... ...
αm1ξ1 + αm2ξ2 + . . . + αmnξn = βmmit Koe�zientenmatrix
A =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n... ...
αm1 αm2 . . . αmn


 .Letztere ist eine (m × n)−Matrix mit Einträgen αi,j ∈ K, in Zeihen: A ∈ K(m,n) :=

K{1,...,m}×{1,...,n}. (Vgl. �10 !) Die Elemente β1, . . . , βm ∈ K der rehten Seite shreibenwir jetzt als Spaltenvektor, also als (m× 1)−Matrix:
b =



β1...
βm


 ∈ K(m,1) .Auh eine Lösung von (∗) geben wir in Zukunft meist als Spaltenvektor an: De�nitions-gemäÿ ist dann

x =



ξ1...
ξn


 ∈ K(n,1)Lösung von (∗), falls gilt:

A · x :=



a1• · x...
am• · x


 :=




n∑

j=1
α1jξj...

n∑

j=1
αmjξj


 =




β1......
βm


 = b.
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Es erweist sih als sinnvoll, A und b zusammenzufassen zur erweiterten Koe�zien-tenmatrix (A|b), de�niert durh
(A|b) :=




α11 α12 . . . α1n β1... ... ...
αm1 αm2 . . . αmn βm


 .Diese ist eine Matrix über K mit m Zeilen und n + 1 Spalten, also ein Element von

K(m,n+1). Der Strih dient dabei der besseren optishen Gliederung und erinnert an dieStellung der Spalten im LGS:
α11 ξ1 + α12 ξ2 + . . . + α1n ξn = β1
α21 ξ1 + α22 ξ2 + . . . + α2n ξn = β2... ... ...
αm1 ξ1 + αm2 ξ2 + . . . + αmn ξn = βm

.Beispiel: Das lineare Gleihungssystem
{

2ξ1 + 3ξ2 − ξ3 = 4
ξ1 + ξ2 + ξ3 = 3lässt sih shreiben als (

2 3 −1
1 1 1

)

ξ1
ξ2
ξ3


 =

(
4
3

)Die erweiterte Koe�zientnematrix ist
(

2 3 −1 4
1 1 1 3

)
.Wir behandeln nun ein Kriterium für die Lösbarkeit des LGS (∗): Es gilt:

Ax = b besitzt eine Lösung x⇐⇒ fA((ξ1, . . . , ξn)) = (β1, . . . , βm) ist lösbar.
⇐⇒ (β1, . . . , βm) ∈ Bild fA (Vgl. Satz 10.10 !)
⇐⇒



β1...
βm


 ∈




Ax | x =



ξ1...
ξn


 ∈ K(n,1)





=







α11ξ1 + . . .+ α1nξn... ...
αm1ξ1 + . . .+ αmnξn


 | ξj ∈ K





=







α11...
αm1


 ξ1 + . . .+



α1n...
αmn


 ξn | ξ1, . . . , ξn ∈ K





=

〈

α11...
αm1


 , . . . ,



α1n...
αmn



〉
.Das LGS (∗)ist also genau dann lösbar, wenn der Vektor b der rehten Seite in dem vonden Spalten der Koe�zientenmatrix A aufgespannten Unterraum liegt, sih also durhHinzunahme von b dieser Unterraum , d.h. auh dessen Dimension, niht vergröÿert. Wirvereinbaren folgende Bezeihnung:140



11.2 De�nition: Rang einer MatrixZu A =




α11 α12 . . . α1n

α21 α22 . . . α2n... ...
αm1 αm2 . . . αmn


 de�niert man als (Spalten-)Rang von A dieDimension des von den Spaltenvektoren von A aufgespannten Unterraumes von K(n,1):RangA := rgA := dimK(

〈

α11...
αm1


 , . . . ,



α1n...
αmn



〉
) .11.3 De�nition (Rang einer linearen Abbildung) und AnmerkungFür eine lineare Abbildung f : V → W de�niert man:Rangf := dimK Bildf = dimK f(V ).Ist nun A eine Matrix über K und fA wie oben de�niert (d.h. durh Multiplikation mitder Matrix A gegeben), so gilt wegen Bild fA = 〈a•1, . . . , a•n〉 :Rang fA = RangA.Beispiel: Sind K = R, m = 2, n = 3 und A =

(
2 3 −1
1 1 1

), so erhält manRangA = dimK <

(
2

1

)
,

(
3

1

)
,

(−1
1

)
>= 2,da die angegebenen Spalten als Vektoren des 2-dim Vektorraum R(2,1) einen Unterraumder Dimension höhstens und damit genau 2 erzeugen.Mit den eben eingeführten Bezeihnungen können wir dann die vorigen Überlegungenzusammenfassen zu folgendem11.4 Satz (Lösbarkeitskriterium)Das lineare Gleihungssystem Ax = b ist genau dann lösbar, wenn b vonden Spaltenvektoren der Koe�zientenmatrix A linear abhängt, d.h. wenn derRang der Koe�zientenmatrix A gleih dem der erweiterten Koe�zientenmatrix

Aerw := (A|b) ist, also wenn gilt:RangA =RangAerw
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11.5 Anmerkung (Dimension des Lösungsraums)Wir werden später sehen, dass gilt:
dimK(KernfA) = n− Rang fA .Im Fall der Lösbarkeit des LGS (∗) folgt daher (unter Verwendung von Satz 10.12 ) fürden Lösungsraum L von (∗):

dimK L = dimK(p + L0) = dimK L0 = dim(KernfA) = n − Rang fA = n − RangA.Wir halten fest: dimKL = n− Rang A .M
↓ Um zu einem Lösungsverfahren von Lineare Gleihungssystemen zu kommen, überlegen wir nun, welheUmformungen von (11.1) die Lösungsmenge von (11.1) �erhalten�. Es sind dies u.a. :(i) die Multiplikation der k�ten Gleihung mit einem Skalar λ ∈ K r {0} (für k ∈ {1, . . . ,m})(ii) die Addition der k�ten Gleihung zur i�ten Gleihung (für i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k)(iii) das Vertaushen zweier Gleihungen(iv) die Addition des λ�fahen der k�ten Gleihung zur i�ten Gleihung (für λ ∈ K und

i, k ∈ {1, . . . ,m}, i 6= k).Wir bemerken, dass die Umformungen (iii) und (iv) durh mehrfahe Anwendung von Umformungender ersten beiden Typen erreiht werden kann, nämlih39(iv) durh (i) und danah (ii) und(iii) mittels zi −→ zi := zi − zk −→ zk := zk + zi = zi −→ zi := −zi + zk = zk.Untersuht man, wie sih die erwähnten Umformungen auf die erweiterte Koe�zientenmatrix von (11.1)auswirkt, so stöÿt man auf folgende sogenannte elementare Zeilenumformungen einer Matrix:↑M 11.6 De�nition: Elementare ZeilenumformungenUnter einer elementaren Zeilenumformung an einer (m× s)�Matrix C über K verstehtman eine der folgenden Operationen:(i) Die Multiplikation einer Zeile von C mit einem Skalar λ ∈ K r {0}.(ii) Die Addition der k�ten Zeile von C zur i�ten Zeile (für i, k ∈ {1, . . . , m}, i 6= k).(iii) Das Vertaushen zweier Zeilen von C.(iv) Die Addition des λ�fahen der k�ten Zeile von C zur i�ten Zeile (für λ ∈ K und
i, k ∈ {1, . . . , m}, i 6= k).39Dabei bezeihnen wir mit zi die i−te Zeile (bzw. Gleihung), mit zi die i−te Zeile nah der erstenUmformung dieser Zeile, mit zi die i−te Zeile nah der zweiten Umformung dieser Zeile usw..142



11.7 AnmerkungDie Umformungen (iii) und (iv) erhält man durh wiederholte Anwendungen der Um-formungen der ersten beiden Typen, s.o.: Ad (iii):
(zi, zk) −→ (zi, zk + zi) −→ (−zi, zk + zi) −→ (zk + zi − zi, zk + zi) −→ (zk, zi).(iv): Übungsaufgabe.Beispiel: Seien K = R, C =



−1 2 3 1
1 −1 −3 0
0 2 0 4


 und zi, z̄i, ¯̄zi die Zeilenvektoren von

C und den daraus erhaltenen Matrizen.
C −−−−−−−−→

z2→z̄2=z2+z1



−1 2 3 1
0 1 0 1
0 2 0 4


 −−−−−−−−→

z̄3→¯̄z3=z̄3−2z̄2



−1 2 3 1
0 1 0 1
0 0 0 2


Wir vermerken, dass C die erweiterte Koe�zientenmatrix des LGS' s





−ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 = 1
ξ1 − ξ2 − 3ξ3 = 0

2ξ2 = 4ist.Die obigen elementaren Umformungen entsprehen dem Übergang zu folgenden LGS'en:




−ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 = 1
ξ2 = 1
2ξ2 = 4

bzw. 



−ξ1 + 2ξ2 + 3ξ3 = 1
ξ2 = 1

0 = 2
,deren Unlösbarkeit o�ensihtlih ist.Dass die Lösungsmenge eines LGS's durh elementare Umformungen erhalten bleibt,besagt der folgende Satz:11.8 Satz (Lösungsräume bei elementaren Umfomungen)Entsteht die Matrix B̂ =


 B

γ1...
γm


 aus Â =


 A

β1...
βm


 durh elementareZeilenumformungen, so stimmen die Lösungsmengen der Gleihungssystememit den erweiterten Koe�zientenmatrizen Â bzw. B̂, also von

fA(x) = (β1, . . . , βm) und fB(x) = (γ1, . . . , γm),überein. 143



Beweis. Wie bemerkt entspriht einer elementaren Zeilenumformung der erweitertenKoe�zientenmatrix eine Multiplikation einer der Gleihungen mit einem Skalar bzw. dieAddition einer der Gleihungen zu einer anderen oder eine daraus zusammengesetzteOperation. Damit sind die Lösungen des LGS mit erweiterter Koe�zientenmatrix Â,also von fA(x) = (β1, . . . , βm), unter denen des LGS mit erweiterter Koe�zientenmatrix
B̂, also von fB(x) = (γ1, . . . , γm), enthalten.Die umgekehrte Inklusion erhält man, wenn man beahtet, dass die elementaren Zei-lenumformungen durh ebensolhe umgekehrt werden können, nämlih z.B. dieMultiplikation einer Zeile mit λ ∈ K r {0} durh die Multiplikation der entstandenenZeile mit λ−1, die Addition zweier Zeilen zi −→ z̄i = zi + zk durh z̄i −→ zi − z̄k =
(zi + zk)− zk = zi.Ein weiteres Beipiel (mit K = R) zeigt Figur 11.1.
ξ1 + ξ2 − ξ3 = 0
ξ1 − 2ξ2 + ξ3 = 1
ξ1 − 2ξ2 − ξ4 = 2

ξ3 + 2ξ4 = −1




−→ Aerw. = 



1 1 −1 0 0
1 −2 1 0 1
1 −2 0 −1 2
0 0 1 2 −1




y elementare Zeilenumformung



1 1 −1 0 0
0 −3 2 0 1
0 −3 1 −1 2
0 0 1 2 −1




y elementare Zeilenumformung



1 1 −1 0 0
0 −3 2 0 1
0 0 −1 −1 1
0 0 1 2 −1




y elementare Zeilenumformung
ξ1 + ξ2 − ξ3 = 0
− ξ2 +

2
3
ξ3 = 1

3

− ξ3 − ξ4 = 1
ξ4 = 0





←− Berw. = 


1 1 −1 0 0
0 −1 2

3
0 1

3

0 0 −1 −1 1
0 0 0 1 0


Figur 11.1: Ein weiteres Beispiel zu elementaren Umformungenmit z2 := z2 − z1, z3 := z3 − z1, z3 := z3 − z2, z4 := z4 + z3, z2 := 1
3z2.Aus letzterem LGS in �Zeilen-Stufenform� lassen sih nun leiht die Komponenten einerLösung �von unten her� berehnen:

ξ4 = 0, ξ3 = −1, ξ2 =
2

3
ξ3 −

1

3
= −1, ξ1 = −ξ2 + ξ3 = 0;144



die Lösungsmenge L, nah (11.8) auh des Ausgangsgleihungssystems, ist also
L = {(0,−1,−1, 0)}.11.9 Bemerkung (Gauÿshe Elimination)Der im Beispiel geshilderte Prozess zum Au�ösen eines LGS's (oder auh die entspre-henden Operationen mit den Gleihungen selbst) heiÿtGauÿshes Eleminationsver-fahren. Bei ihm wird durh elementare Umformungen ein Gleihungssystem in Stufen-form hergestellt, das sih dann leiht au�ösen lässt.Im vorhergehenden Beispiel (s. Figur 11.1) hat das betrahtete LGS eine eindeutig be-stimmte Lösung. Wie geht man vor, wenn die Dimension der Lösungsmannigfaltigkeitgröÿer als 0 ist?Dazu erneut ein Beispiel (mit K = R und Umformungen z2 = z2 − z1, z3 = z3 + z2),s. Figur 11.2 ! Es gilt hier: Rang B = 2 =Rang Berw, woraus dimL = 4 − RangB = 2folgt.

ξ1 − 2ξ2 + ξ3 = 1
ξ1 − 2ξ2 − ξ4 = 2

ξ3 + ξ4 = −1



 −→ Aerw. = 


1 −2 1 0 1
1 −2 0 −1 2
0 0 1 1 −1




y elementare Zeilenumformung



1 −2 1 0 1
0 0 −1 −1 1
0 0 1 1 −1




y elementare Zeilenumformung
ξ1 − 2ξ2 + ξ3 = 1

ξ3 + ξ4 = −1

}
←− Berw. = 


1 −2 1 0 1
0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0


 = (B|c)Figur 11.2: Zu einem Beispiel mit mehrdimensionalem LösungsraumBeim Beispiel der Figur 11.2 gilt Rang B = 2 =RangBerw, woraus dimL = 4− RangB =

2 folgt. Zur Bestimmung der Lösungen hat man nun u.a. zwei Möglihkeiten:(a) Man löst das letztere LGS, in dem man �von unten her� Variable �separiert�:
ξ3 = −1− ξ4
ξ1 = 2ξ2 − ξ3 + 1 = 2ξ2 + ξ4 + 2.Die höhere Dimension von L maht sih in der �freien Verfügbarkeit über ξ2 und ξ4�bemerkbar. Mit ξ2 = λ und ξ4 = µ erhält man

L = {(2λ+ µ+ 2, λ,−1− µ, µ) | λ, µ ∈ R}
= (2, 0,−1, 0) + (2, 1, 0, 0)R+ (1, 0,−1, 1)R . 145



(b) Man wählt auf der Suhe nah einer Partikulärlösung z.B.
(ξ2, ξ3) = (0, 0) und erhält (1, 0, 0,−1) ∈ L ;Zur Bestimmung von linear unabhängigen Lösungen des homogenen Systems setztman z.B.

(ξ2, ξ3) = (1, 0) [Damit erhält man → ξ4 = 0, ξ1 = 2℄ bzw. (ξ2, ξ3) = (0, 1) und gewinntso (2,1, 0, 0) bzw. (−1,0, 1,−1) als linear unabhängige Vektoren von L0, also
L = (1, 0, 0,−1) + (2, 1, 0, 0)R+ (1, 0,−1, 1)R .Abshlieÿend präzisieren wir den Begri� der Zeilen-Stufenform einer Matrix und gehenauf die Möglihkeit ein, eine gegebene Matrix in eine Matrix von Stufenform überzufüh-ren.11.10 Satz (Zeilenstufenform durh elementare Umformungen)Jede (m× n)-Matrix A über K lässt sih durh endlih viele elementare Zeile-numformungen in eine Matrix der Form
B =




β1j1 . . .
0 β2j2 . . .... . . .
0 . . . 0 βkjk . . . βkn
0 . . . 0 0 . . . 0... ... ... ...
0 . . . 0 0 . . . 0


mit βiji 6= 0 für alle i ∈ {1, . . . , k} und j1 < j2 < · · · < jk überführen. DieForm von B nennen wir Zeilenstufenform. (Evtl. ist {1, . . . , k} = ∅, d.h. BNullmatrix.)Beweisskizze. Die Überführung der Matrix A in die Matrix B erfolgt in mehreren Shrit-ten.Nah q Shritten sei

Bq =




β1j1 . . .
0 β2j2 . . .... . . .
0 . . . 0 βqjq . . .
0 . . . 0 ∗ . . .... ... ...
0 . . . 0 ∗ . . .
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(Im Falle q = 0 setzen wir Bq := A). Der �eingerahmte Teil� habe o.B.d.A. in der erstenSpalte ein von 0 vershiedenes Element (andernfalls verkleinern wir ihn oder sind fertig).Eventuell durh Zeilenvertaushungen erreihen wir, dass in der entstandenen Matrix
B̄q =




β1j1 . . .

0
. . .... βqjq . . .

0 . . . 0 βq+1jq+1 . . .... ... ...
0 . . . 0 βmjq+1 . . .


nun βq+1 jq+1 6= 0 ist.Durh Umformungen vom Typ (iv) mit k = q + 1, i ∈ {q + 2, . . . , m} und

λ = −
(
β(q+1)jq+1

)−1
βijq+1 gelangen wir zu
Bq+1 =




β1j1 . . .

0
. . .... βqjq . . .

0 . . . 0 βq+1jq+1 . . .
0 . . . 0 ∗ . . .... ... ...
0 . . . 0 ∗ . . .


mit βq+1 jq+1 6= 0 und βsjq+1 = 0 für jedes s ≥ q + 2, falls ein solhes existiert.Nah endlih vielen Shritten wird eine Matrix der Form B erreiht.Anmerkung. Das Element βq+1 jq+1 im Beweis zu 11.10 heiÿt Pivot-Element. Zwar isttheoretish unerheblih, welhes der dafür in Frage kommenden Elemente gewählt wird;für praktishe Rehnungen spielt die Auswahl jedoh eine Rolle, da Rundungsfehler et.je nah Wahl des Pivot-Elements vershieden ausfallen können. In folgendem Beispiel istdas Pivotelement jeweils eingekästelt:Beispiel.(i) Aerw =

(
10−4 1 1
1 1 2

)
−→

(
10−4 1 1
0 −9999 −9998

)

(ii) Aerw =

(
10−4 1 1

1 1 2

)
−→

(
1 1 2
0 0, 9999 0, 9998

)(Vertaushung von z1 und z2 und Addition von −10−4z̄1 zu z̄2.)Als �Lösung� des LGS's mit erweiterter Koe�zientenmatrix Aerw erhält man bei Reh-nung mit 3-stelliger Mantisse im Falle (i) aus 10−4ξ1 + ξ2 = 1 und −104ξ2 = −104 dasErgebnis ξ1 = 0, ξ2 = 1, im Falle (ii) aus ξ1+ ξ2 = 2 und 1 · ξ2 = 1 die Werte ξ1 = ξ2 = 1.147



� 12 Lineare Ungleihungen und OptimierungLiteratur: Aigner, M.: Angewandte Mathematik, Vorlesungsskript FU 1979Shwarz, H. u.a.: Grundkurs Mathematik III 2, DIFF, Tübingen 1975Guber, S.: Lineare Algebra und Analytishe Geometrie, I �15M
↓ In diesem Paragraphen behandeln wir die für Anwendungen u.a. in Wirtshaftswissenshaft und So-ziologie sehr wihtigen Systeme linearer Ungleihungen und damit zusammenhängende Maximum- undMinimumprobleme.Zur Einleitung betrahten wir folgendes Beispiel (s. Aigner, l.. Seite 5): Ein Shnapsbrenner stelltzwei Shnäpse S1, S2 her. Neben Alkohol, Zuker und Wasser verwendet er zwei Zusätze Z1, Z2. Erwill nun einen Produktionsplan aufstellen, der ihm einen maximalen Gewinn garantiert. Dabei hat erfolgende Rahmenbedingungen zu beahten:Anteil S1 S2 Vorrat (in l)Alkohol 0,4 0,25 30Zuker 0,2 0,3 25Z1 0,15 0 10Z2 0 0,3 20Wasser 0,25 0,15 100 Gewinn pro Liter:S1: 7S2: 3(in Währungseinheiten)Umformulierung: Sei ξi die zu produzierende Literzahl von Si (i ∈ {1, 2}). Dann müssen folgendeUngleihungen erfüllt sein:

0, 4 ξ1 + 0, 25ξ2 ≤ 30 (1)
0, 2 ξ1 + 0, 3 ξ2 ≤ 25 (2)
0, 15ξ1 ≤ 10 (3)

0, 3 ξ2 ≤ 20 (4)
0, 25ξ1 + 0, 15ξ2 ≤ 100 (5)sowie

ξ1 ≥ 0 (6)und
ξ2 ≥ 0. (7)Zu maximieren ist

Q(ξ1, ξ2) = 7 ξ1 + 3 ξ2. (8)In diesem einfahen Fall (nur zwei Variablen) ist eine graphishe Lösung möglih (s. Figur 12.1;); dabeibeahtet man, dass αξ1 + βξ2 = γ (für (α, β) 6= (0, 0)) eine Gerade in der reellen Ebene darstellt und
αξ1 + βξ2 ≤ γ eine �Halbebene�.Der shra�erte Teil in der Figur 12.1 ist der Bereih der �zulässigen Lösungen�, also solher Lösun-gen, für die die Ungleihungen (1) � (7) erfüllt sind. Dabei bezeihnet gi die Randgerade des Gebiets,das durh Ungleihung (i) beshrieben wird; (das zu (5) gehörende Gebiet umfasst den shra�ertenübrigen Teil). Jede Parallelvershiebung der Geraden mit der Gleihung Q(ξ1, ξ2) = 7ξ1 + 3ξ2 = c1 inPfeilrihtung führt zu einer Geraden der Gleihung 7ξ1 + 3ξ2 = c2 mit c2 ≥ c1. Wie sih aus der Zeih-nung ablesen lässt, hat unser Maximierungsproblem die eindeutige optimale Lösung (ξ̃1, ξ̃2) = g1 ∩ g3,die sih zu ξ̃1 = 10

0,15 = 66, 6 und ξ̃2 = 30−0,4ξ̃1
0,25 = 13, 3 berehnet. Bei der Produktion von 66, 6 l148
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Figur 12.1: Beispiel einer linearen OptimierungShnaps S1 und 13, 3 l Shnaps S2 wird der optimale Gewinn von 7 · 66, 6 + 3 · 13, 3, d.h. rund 506Währungseinheiten, erreiht.Wir wollen im Folgenden zunähst lineare Ungleihungen betrahten; in diesem Zusammenhang de�nie-ren wir, was wir unter einem Halbraum verstehen wollen, und weisen eine seiner wihtigen Eigenshaftennah. ↑M12.1 De�nition: Lineare Ungleihung; Lösungshalbraum(a) Seien n ∈ N und λ1, . . . , λn, α ∈ R. Dann heiÿt
n∑

i=1

λiξi ≤ α (bzw. n∑
i=1

µiξi ≥ β für µi = −λi, β = −α) (∗)eine lineare Ungleihung; die Lösungsmenge
H = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn|

n∑
i=1

λiξi ≤ α} = {(ξ1, . . . , ξn) ∈ Rn|
n∑

i=1

(−λi)ξi ≥ (−α)}heiÿt (Lösungs-) Halbraum (von (∗)).(b) Verallgemeinerung:Ist V R-Vektorraum und f : V → R linear, z.B. f : x =



ξ1...
ξn


 7→

(
λ1 . . . λn

)


ξ1...
ξn


und β ∈ R, dann heiÿt

f(x) ≤ α (∗′)149



eine lineare Ungleihung und H = {x ∈ V |f(x) ≤ α} Lösungshalbraum zu(∗′).Anshaulih ist klar, wie ein Halbraum bei Dimension 2 (Halbebene) oder 3 aussieht.Wir zeigen nun allgemein, dass mit zwei Punkten eines Halbraums H auh dieVerbindungsstreke zu H gehört:12.2 De�nition: VerbindungsstrekeSeien V ein R-Vektorraum und a, b ∈ V .Dann heiÿt
[a, b] :={aλ+ b(1− λ) | λ ∈ [0, 1] ⊆ R}

={b+ (a− b)λ | 0 ≤ λ ≤ 1}
={aλ+ bµ | λ, µ ≥ 0, λ+ µ = 1}Verbindungsstreke von a und b.

a

a− b
b

Figur 12.2:Di�erenz der Ortsvektoren a und bund die Streke [a, b]12.3 De�nition: konvexSei V ein R-Vektorraum und A ⊆ V . Dann heiÿt A konvex, falls gilt
∀a, b ∈ A : [a, b] ⊆ A.

Figur 12.3: Konvexe Menge im R2(z.B. Grundriss eines Museumsraums) b

a

Figur 12.4: Niht konvexe Menge in R2(dto. mit shlehter Übersiht für denMuseumswärter)Beispiele.(1) Jede lineare Mannigfaltigkeit in V , insbesondere jeder Lösungsraum eines linearenGleihungssystems, ist konvex:Seinen L = v + U und a, b ∈ L; dann folgt a ∈ b+ U = L (bzw. a− b ∈ U) und für
x ∈ [a, b] damit x = b+ (a− b)λ ∈ b+ U = L für ein geeignetes λ ∈ R.(2) Jedes Intervall von R ist eine konvexe Teilmenge von R.(3) Der Durhshnitt konvexer Mengen ist wieder konvex.150



12.4 Satz (Konvexität des Lösungshalbraums)Der Lösungshalbraum einer linearen Ungleihung ist konvex.Beweis. Seien f : V → R linear und H = {x ∈ V | f(x) ≤ α} mit α ∈ R; seien ferner aund b Elemente von H . Dann gilt
f(a) ≤ α und f(b) ≤ α.Nah (12.3) ist [a, b] ⊆ H zu zeigen. Sei also x ∈ [a, b]; dann existiert ein λ ∈ [0, 1] mit

x = aλ+ b(1 − λ); es folgt
f(x) = f(aλ+ b(1− λ)) =

f linear f(a)λ+ f(b)(1− λ) ≤
λ≥0

1−λ≥0

αλ+ α(1− λ) = αund daraus x ∈ H .Da der Durhshnitt konvexer Mengen wieder konvex ist, gilt12.5 Korollar (Konvexität der Lösungsmenge)Die Menge der Lösungen eines Systems linearer Ungleihungen




f1(x) ≤ α1...
fm(x) ≤ αm(mit fi : V → R linear und αi ∈ R für i ∈ {1, . . . , m}) ist konvex.12.6 De�nition: Extremalpunkt

Figur 12.5: Extremalpunkte
Sei A eine konvexe Teilmenge des R-Vektorraums
V . Dann heiÿt x ∈ A Eke (oder Extremal-punkt) von A, falls x niht im Inneren einer ganzin A enthaltenen Streke liegt, d.h. falls gilt:

∀a, b ∈ A : (x ∈ [a, b]⇒ x = a ∨ x = b).
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AFigur 12.6: Die Menge Aopt

Folgender Satz besagt: Nimmt eine lineare Abbil-dung f : V → R auf einer konvexen Menge A ihrMaximum α an, und bezeihnet
Aopt := {x ∈ A|f(x) = α}die Menge der �optimalen Punkte� von A, dannist jeder Extremalpunkt von Aopt auh Extremalpunkt von A. 151



12.7 Satz (Ekpunkte der Menge optimaler Punkte)Seien V ein R-Vektorraum, A konvexe Teilmenge von V und f : V → R linear;weiter existiere ein x0 ∈ A mit
∀x ∈ A : f(x) ≤ f(x0) =: α.Dann gilt:Jeder Ekpunkt von Aopt = {x ∈ A|f(x) = α} ist ein Ekpunkt von A.Beweis.(i) f−(a) := {x ∈ V |f(x) = α} ist für f 6= 0 (oder für f = 0 und α = f(x0) = 0)eine lineare Mannigfaltigkeit und als solhe konvex (vgl. Bsp. 1 zu 12.3). Daher istauh Aopt = A ∩ {x ∈ V |f(x) = α} konvex (vgl. Bsp. 3 zu 12.3).(ii) Sei y Ekpunkt von Aopt Wir nehmen an, y sei kein Ekpunkt von A. Es ist aber

y ∈ A; verbindet man y mit einem weiteren Punkt von A, so sieht man: es existieren
a, b ∈ A und λ ∈ (0, 1)mit y = aλ+b(1−λ)). Da y Ekpunkt von Aopt = {x|f(x) =
α} ist, gilt f(a) 6= α oder f(b) 6= α; andernfalls wäre f(a) = f(b) = α ∧ a, b ∈ A,also a, b ∈ Aopt, damit wegen der Konvexität auh [a, b] ⊆ Aopt; es wäre dann yinnerer Punkt von Aopt und niht Ekpunkt. Also gilt: f(a) < α oder f(b) < α.Damit ergibt sih
f(y) = f(aλ + b(1 − λ)) = f(a)λ + f(b)(1 − λ) <

λ>0
1−λ>0

αλ + α(1 − λ) = α, also
y /∈ Aopt, ein Widerspruh.Anmerkung. Ein x0 der im Satz 12.7 angegebenen Eigenshaften brauht niht zu exis-tieren.Andeutung eines Beispiels:
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und f geeignet.
Es ist also rihtig, optimale Lösungen (falls vorhanden) einer linearen Optimie-rungsaufgabe





f1(x) ≤ α1...
fm(x) ≤ αm

f0(x) maximal (mit f0, f1, . . . , fm : V → R linear, α1, . . . , αm ∈ R)
152



unter den Eken der (konvexen) Lösungsmenge des Systems linearer Unglei-hungen 



f1(x) ≤ α1...
fm(x) ≤ αmzu suhen.Bei zwei Variablen kann diese Suhe graphish geshehen (vgl. einleitendes Beispiel);für komplizierte Probleme gibt es Algorithmen zur rehnerishen Bestimmung, z.B. dasSimplexverfahren, das � geometrish interpretiert � im gezielten Durhlaufen von�Kanten� des �Polyeders� der Lösungen bis zum Erreihen einer �optimalen Eke� besteht(s. z.B. Aigner l.. oder DIFF Studienbrief).
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� 13 Basisbezogene Darstellung von linearen Abbildungen, MatrizenWir setzen jetzt unsere Untersuhung von linearen Abbildungen fort.13.1 HomK(V,W)(a) Sind V undW Vektorräume über dem KörperK, so bezeihnet man mit HomK(V,W )die Menge aller linearen Abbildungen von V in W . Auf HomK(V,W ) lassen sih durh
f + g : V → W de�niert durh (f + g)(v) = f(v) + g(v) und
fλ : V →W de�niert durh (fλ)(v) = f(v)λeine Addition und eine S-Multiplikation derart de�nieren, dass (HomK(V,W ),+, ·

K
) ein

K-Vektorraum ist. (Beweis ?)M
↓ Um die Elemente von HomK(V,W ), also lineare Abbildungen, �ökonomish� beshreiben zu können,untersuhen wir, wodurh eine lineare Abbildung (eindeutig) bestimmt ist. Dazu betrahten wir zunähsteine Abbildung

fA : Kn → Km mit  ξ1
. . .
ξn


 7→




n∑
j=1

α1jξj

. . .
n∑

j=1

αmjξj




und Matrix A =
(
aij
)
(i,j)∈{1,...,m}×{1,...,n}

. Es ist fAlinear, also fA ∈HomK(Kn,Km). Da jedes Element von Kn sih als Linearkombination von e1, . . . , enmit ei = (δij)j∈{1,...,n} shreiben lässt und fA linear ist, reiht es, sih auf fA(ei) zu beshränken; eszeigt sih
fA(ei) =




n∑
j=1

α1jδij

. . .
n∑

j=1

αmjδij




=




α1i

. . .
αmi


 = a•i .Für i ∈ {1, . . . , n} ist das Bild von ei unter fA (als Spalte geshrieben) gerade der i-te Spaltenvektorvon A: 


α11 . . . α1i−1 α1i α1i+1 . . . α1n... ... ...
αm1 . . . αmi−1 αmi αmi+1 . . . αmn


Dabei war A =

(
αij

)
(i,j)∈{1,...,m}×{1,...,n}

beliebig in K(m,n) gewählt.↑M Wiederholung:Mit I := {1, . . . , m} und J := {1, . . . , n} de�nieren wir (wie in �11 ) für m,n ∈ N dieMenge der (m × n)-Matrizen über dem Körper K:
K(m,n) := KI×J :=

{
(αij)(i,j)∈I×J |αij ∈ K für alle i ∈ {1, . . . , m}, j ∈ {1, . . . , n}} .M

↓ Wir haben gesehen, dass die Abbildungen fA mit Matrizen A lineare Abbildungen sind. Gehören um-gekehrt im Endlih-Dimensionalen zu linearen Abbildungen auh Matrizen?↑M Vor Beantwortung dieser Frage halten wir fest: Durh die Auswahl einer geeignetenMatrix A ∈ K(m,n) kann man, wie aus obigen Überlegungen folgt, eine lineare Abbildung154



f angeben, die die Vektoren e1, . . . , en der kanonishen Basis von Kn auf vorgeshriebeneVektoren (α11, . . . , αm1), . . . , (α1n, . . . , αmn) von Km abbildet. Dies gilt auh allgemeinfür Vektorräume. Darüberhinaus ist eine lineare Abbildung shon durh ihre Wirkungauf die Elemente einer Basis des Urbildraumes eindeutig bestimmt:13.2 Satz von der Linearen Fortsetzung (Basissatz für lineare Abbildungen)Seien V und W K-Vektorräume, (bi)i∈I eine geordnete Basis von V und (wi)i∈Ieine Familie von Vektoren aus W (mit gleiher Indexmenge I). Dann gilt: Esexistiert genau ein f ∈ HomK(V,W ) mit f(bi) = wi für alle i ∈ I.Beweis. Übungsaufgabe A13.1. M
↓Für die angestrebte Beshreibung einer linearen Abbildung betrahten wir zunähst die Bilder einer festgewählten Basis von V . Wir beshränken uns dabei auf endlih-dimensionale Vektorräume: ↑M13.3 Beshreibung von linearen Abbildungen bzgl. fester BasenVoraussetzungen: Seien V,W K-Vektorräume mit dimV <∞ und dimW <∞.Seien B = (b1, . . . , bn) (geordnete) Basis von V und C = (c1, . . . , cm) (geordnete) Basisvon W .(a) De�nition: Ist f ∈ HomK(V,W ), so heiÿt die durh

f(bj) =
m∑

i=1

ciαij =



α1j...
αnj




C

(j = 1, . . . , n)de�nierte Matrix
M(f) :=MB

C (f) := (aij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}die Matrix von f bzgl. des Basispaares (B,C).Dabei ist die j−te Spalte von MB

C (f), d.h. α1j...
αnj


, gleih MC(f(bj)), alsogleih dem Koordinatenvektor des Bildes des j−ten Basisvektors desUrbildraums bzgl. der Basis des Bildraums (für j = 1, . . . , n). 155



(b) Beispiele(i) K = R, V =W = R2

sλ :

{ R2→R2

(ξ1, ξ2) 7→ (λξ1, λξ2)(Strekung um den Faktor λvom Nullpunkt aus).Wir wählen B = C = (e1, e2). Es folgt: ξ1 λξ1

λξ2

ξ2

R2

Figur 13.1:Zur zentrishen Strekung
sλ(e1) = sλ

(
(1, 0)

)
= (λ, 0) =

(
λ
0

)

(e1,e2)

sλ(e2) = sλ
(
(0, 1)

)
= (0, λ) =

(
0
λ

)

(e1,e2)

und damit MB
C (sλ) =

(
λ 0
0 λ

)
.Speziell: MB

C (idR2) = ( 1 0
0 1 ) (�Einheitsmatrix�).(ii) Seien K, V , W , sλ wie in Beispiel (b)(i) gewählt.

B′ =
(
(1, 1), (0, 1)

), C ′ = (e2, e1)

sλ
(
(1, 1)

)
= (λ, λ) =

(
λ
λ

)

C′

, sλ
(
(0, 1)

)
= (0, λ) =

(
λ
0

)

C′

MB′

C′ (sλ) =

(
λ λ
λ 0

).(Beahten Sie die Abhängigkeit der darstellenden Matrix von dengewählten Basen!)(iii) Sei f die �Drehung um 0 um den Winkel vom Maÿ α � in der reellen euklidi-shen Ebene, also in V = W = R2 versehen mit dem kanonishen Skalarpro-dukt (vgl. �1 !).Sei f(x) = (η1
η2

) Bildpunkt des Vektors x =

(
ξ1
ξ2

). (Wir indenti�zieren wiederdie Punkte mit ihren Ortsvektoren bzgl. des Ursprungs 0). Sei ferner y1 derFuÿpunkt des Lots von f(x) auf ~0x. Wegen |x| = |f(x)| ergibt sih
y1 =

(
|x| cosα

)
x
|x|

= x cosα und −→

y1f(x)=
(
|x| sinα

)
x̃
|x|

= x̃ sinα, (mit
x̃ :=

(
−ξ2
ξ1

)
⊥ x, also |x̃| = |x|), folglih (η1

η2

)
= f(x) = x cosα + x̃ sinα =

(
ξ1
ξ2

)
cosα +

(
−ξ2
ξ1

)
sinα =

(
ξ1 cosα− ξ2 sinα
ξ2 cosα + ξ1 sinα

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)(
ξ1
ξ2

)insbesondere (mit f linear und (ξ1
ξ2

)
=

(
1
0

) bzw. (ξ1
ξ2

)
=

(
0
1

) und B =

(b1, b2) = (e1, e2)):
f(e1) =

(
cosα
sinα

)

B

, f(e2) =

(
− sinα
cosα

)

B

.156



Ergebnis: In der reellen euklidishen Ebene ist die Drehung um 0 mit Drehwin-kelmaÿ α linear, und es gilt (bzgl. der kanonishen Basis B):
MB

B (f) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.(iv) Ist V = Kn, W = Km und sind B und C die kanonishen Basen, so gilt

MB
C (fA) = A.

a) Bild f(x) von x b) Koordinaten der Bilder der BasisvektorenFigur 13.2: Zur Drehung um 0.

f(x) = (η1, η2)

x = (ξ1, ξ2)

|x|

α y1
x cosα

x̃ sinα

(v) Eine Sherung S von AG(R2) ist eine Abbildung von R2 auf sih, bei der(i) eine Gerade g punktweise fest bleibt (Fixpunktgerade) � sie heiÿt Af�ni-tätsahse �,(ii) der Bildpunkt S(Q) jeden Punktes Q auf der Parallelen zur Af�nitäts-ahse g durh den Urbildpunkt Q liegt und(iii) Kollinearität erhalten bleibt.Wir wählen nun den Ursprung 0 auf g; sei B = (b1, b2) eine Basis derart, dass
b1 Einheitsvektor auf der Ahse g und b2 dazu orthogonaler Einheitsvektor ist(s. Figur 13.3)Heuristik: Ist P ein fester Punkt mit zweiter Koordinate 1 und Bildpunkt P ′ =
S(P ), so sei α ∈ R bestimmt durh ~PP ′ = b1α. Z.B. nah dem Strahlensatzfolgt dann für einen Punkt Q ∈ 0P mit 2. Koordinate η die Gleihung

S(Q) = S(

(
ξ
η

)

B

) =

(
ξ
η

)

B

+

(
1
0

)

B

· ηα =

(
ξ + ηα
η

)

B

.Die Abbildung S bildet daher Q ab auf den Punkt mit Koordinaten
(
ξ′

η′

)
=

(
1 α
0 1

)
·
(
ξ
η

)
. 157



Die lineare Abbildung mit der Abbildungsvorshrift (bzgl. Basis B)
(
ξ
η

)
7→
(
1 α
0 1

)
·
(
ξ
η

)
, also mit Matrix MB

B (S) =

(
1 α
0 1

)und α ∈ R erhält die Kollinearität und Parallelität, lässt die ξ−Ahse punkt-weise und die jeweilige η−Koordinate fest. Damit erfüllt sie die Bedingungen (i)bis (iii) für die Sherung und ist somit die durh P und P ′ eindeutig bestimmteSherung.
-

6

6

-

b1
ξ ξ ′

Q ′
η αb1Q

b2

αb1 P αb1
P ′-

η

-1

O Figur 13.3 Zur Sherung() Existenz und Eindeutigkeit der darstellenden Matrix
MB

C (f) ist bei festen endlihen geordneten Basen B und C für jedes
f ∈ HomK(V,W ) de�niert und eindeutig bestimmt.Folgerung aus Satz 13.2.(d) UmkehrungIst umgekehrt A = (αij) eine (m × n)-Matrix über K, so existiert (für B und
C fest) genau eine Abbildung f ∈ HomK(V,W ) mit MB

C (f) = A.Beweis.Ist A = (αij)i=1,...,m
j=1,...,n

gegeben, so de�nieren wir wj :=
m∑
i=1

ciαij (j = 1, . . . , n). Genaudann ist MB
C (f) = A, wenn f(bj) = wj ist. Nah (13.2) existiert ein eindeutigbestimmtes f ∈ HomK(V,W ) mit f(bj) = wj für alle j ∈ {1, . . . , n}. Es folgt

MB
C (f) = A. Umgekehrt folgt aus MB

C (f) = A die Gleihung f(bj) = m∑
i=1

ciαij = wj.Nah dem Fortsetzungssatz ist f eindeutig.(e) ZusammenfassungDie Abbildung MB
C :

{
HomK(V,W )→K(m,n)

f 7→MB
C (f)

ist wohlde�niert und bijektiv.
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13.4 Erinnerung und Anmerkung zu KoordinatenIn (7.8) hatten wir jedem Vektor x eines endlih-dimensionalen K-Vektorraums Vbzgl. einer festen geordneten Basis B = (b1, . . . , bn) einen �Koordinatenvektor�zugeordnet; dieser lässt sih auh als n× 1-Matrix über K au�assen:Zu x =
n∑

i=1

biξi =



ξ1...
ξn




B

∈ V hatten wir de�niert: MB(x) :=



ξ1...
ξn


 ∈ K(n,1) .Die Zuordnung MB :

{
V →K(n,1)

x 7→MB(x)
ist ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. 7.8).Die Elemente von Kn, K(1,n), K(n,1) untersheiden sih zwar formal:

(ξ1, . . . , ξn) ∈ Kn ist eine Abbildung von (1, . . . , n) in K, (ξ1, . . . , ξn) ∈ K(1,n) eineAbbildung von {(1, 1), . . . , (1, n)} in K, und ξ1...,
ξn


 ∈ K(n,1) ist eine Abbildung von

{(1, 1), . . . , (n, 1)} in K. Jedoh gibt es eine natürlihe Zuordnung zwishen ihnen,die mit der Addition und der S-Multiplikation verträglih ist:
K(1,n) ∼= Kn ∼= K(n,1).Die Untersheidung ist also mehr formaler als inhaltliher Art. Sie muss aber trotz-dem beahtet werden.Für den K−Vektorraum V = K(n,1) und die kanonishe Basis

B =
(



1
0...
0


 ,




0
1...
0


 , . . . ,




0...
0
1



) gilt: MB

(


ξ1...
ξn



)
=



ξ1...
ξn


 .Im Fall eines beliebigen n-dimensionalen K-Vektorraums V müssen wir jedoh zwi-shen x ∈ V und dem Spaltenvektor MB(x) ∈ K(n,1) untersheiden. Wir verwendendabei wie bisher folgende Shreibweise: ξ1...

ξn




B

=
n∑
j1

bjξj .Im Hinblik auf den Übergang von Zeilen- zu Spaltenvektor de�nieren wir noh
(ξ1, . . . , ξn)

T :=



ξ1...
ξn
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als Spezialfall der De�nition (αij)
T
i∈I,j∈J := (αji)i∈I,j∈J .

AT heiÿt die zu A transponierte Matrix, aT der zum Vektor a transponierte Vek-tor.Beispiel:
(
1 2 3
0 1 2

)T

=



1 0
2 1
3 2


 .Wie wirkt nun ein Homomorphismus, dessen Matrix bzgl. Basen B und C gegebenist, auf die entsprehenden Koordinatenvektoren?SeienB = (b1, . . . , bn) und C = (c1, . . . , cm) geordnete Basen der endlih-dimensionalen

K−Vekrorräume V bzw. W ; sei ferner f ∈ HomK(V,W ) mit Matrix
MB

C (f) = (αij) i∈{1,...,n}
j∈{1,...,m}

. Für x ∈ V und y = f(x) mit MB(x) =



ξ1...
ξn


, also

x =
n∑

j=1

bjξj , sowie MC(y) =



η1...
ηm


, also y =

m∑
i=1

ciηi, folgt aus y = f(x) =

f
( n∑
j=1

bjξj
)
=

n∑
j=1

f(bj)ξj =
n∑

j=1

( m∑
i=1

ciαij

)
ξj =

m∑
i=1

n∑
j=1

ciαijξj =
m∑
i=1

ci
( n∑
j=1

αijξj
) dieGleihung

MC(y) =




n∑
j=1

α1jξj...
n∑

j=1

αmjξj


und damit



η1...
ηm


 =MC

(
f(x))

)
=



α11 · · · α1n... ...
αm1 · · · αmn


 ·



ξ1...
ξn


 =MB

C (f) ·MB(x) .Wir halten fest:13.5 Satz (Abbildungsgleihung in Matrixform)Seien V und W endlih-dimensionale K-Vektorräume mit geordneter Basis Bbzw. C und sei f ∈ HomK(V,W ). Dann gilt für alle x ∈ V die Gleihung
MC(f(x)) =MB

C (f) ·MB(x).160



Anmerkungen: 1.) Der Übergang zu Koordinaten sieht dabei shematish wie folgtaus:
f : V −→ W linear x 7→ y

↓ ↓MB ↓MC ↓ ↓
MB

C (f) K(n,1) −→ K(m,1) mit MB(x) 7→ MC(y) =MB
C (f) ·MB(x)2.) Alternative Shreibweise: Bezeihnen wir mit

• ~x den Koordinatenvektor40 von x ∈ V zur Basis B,
• ~y den Koordinatenvektor 41 von y ∈ W zur Basis C,
• Mf die Matrix von f bzg. der Basen B und C,dann gilt analog zur �Abbildungsgleihung� y = f(x) die Gleihung

~y =Mf · ~xBeispiel: (Vgl. 13.3 Bsp. (b)(iii) :)Seien V = W = R2, K = R, B = C = (e1, e2) sowie dα die Drehung um 0 umden Winkel vom Maÿ α. Dann haben wir folgende Entsprehungen:
y = dα (x)
l l l(
η1
η2

)
=

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
ξ1
ξ2

)wegen
η1 = (cosα) ξ1 +(− sinα) ξ2 und
η2 = (sinα) ξ1 +(cosα) ξ2

.Anmerkung. Die Koordinatenvektoren haben wir hier in Spaltenform geshrieben.Bei einer modi�zierten De�nition der Matrix von dα mit dem Ziel der Multiplikationmit der Matrix �von rehts� können auh Zeilenvektoren benötigt werden:
(η1, . . . , ηm) = (ξ1, . . . , ξn) ·M ′( mit M ′ =MT ).40in Spaltenform41ebenfalls in Spaltenform 161



13.6 Spezialfall: LinearformSei V ein K-Vektorraum der Dimension n mit geordneter Basis B, sei ferner
f ∈ V ∗ := HomK(V,K) (f heiÿt dann Linearform und V ∗ Dualraum) und
MB(x) =



ξ1...
ξn


 Koordinatenvektor von x ∈ V bzgl. B; dann existiert eineMatrix (α1 . . . αn

)
∈ K(1,n) mit

f(x) =
(
α1 . . . αn

)


ξ1...
ξn


 für alle x ∈ V .Beweis. Die Behauptung folgt aus 13.5, wenn wir die Elemente von K mit denenvon K(1,1) identi�zieren; dann ist M{1}

(
f(x)

)
=
(
f(x)

)
= f(x) .Anmerkung:1.) Wir werden später ( als Spezialfall von (13.10) ) sehen, dass die Abbildung

{
V ∗→K(1,n)

f 7→MB
{1}(f) =

(
α1 . . . αn

)im Falle endliher Dimension n von V ein Vektorraum-Isomorphismus ist. Insbeson-dere gilt also im Endlih-Dimensionalen : V ∗ ∼= V .2.) Die Aussage V ∗ ∼= V gilt niht für unendlih-dimensionale Vektorräume.3.) Ein Beispiel einer Linearform eines unendlih-dimensionalen Vektorraums42 istdie Abbildung f : C[0, 1]→ R mit g 7→ 1∫
0

g(t) dt.13.7 Anwendung: Lineare GleihungDie lineare Gleihung ( also das lineare Gleihungssystem mit einer Gleihung)
α1ξ1+ . . . +αnξn= βüber K läÿt sih mit Hilfe der einreihigen Koe�zientenmatrix a = (αi){i∈{1,...,n} undden Vektoren x =



ξ1...
ξn


 ∈ K(n,1) bzw. b = (β) ∈ K(1,1) folgendermaÿen shreiben42des Vektorraums der reellen stetigen Funktionen auf dem Intervall [0, 1]162



(vgl. �11):
(
α1 . . . αn

)
·



ξ1...
ξn


 = (b) bzw. a · x = b bzw. fa(x) = bDabei ist fa Linearform, also ein Element von V ∗. Ist a 6= 0, so gilt für den Lö-sungsraum L von fa(x) = b, dass dimL = dim Kern fa = n − Ranga = n − 1 ist.Der Lösungsraum einer linearen Gleihung ist daher Urbild eines Skalarsunter einer Linearform und als solher (im Falle a 6= 0) eine Hyperebene inAG(Kn).Wir hatten zu anfang dieses Paragraphen erwähnt, dass HomK(V,W ) ein Vektorraum(mit der üblihen addition unmd S-Multiplikation von Abbildungen) ist.Auh K(m,n) (= KI′ mit I ′ = {1, . . . , m} × {1, . . . , n}) trägt eine Vektorraum-Struktur(s. �6 Bsp. b). Wir wiederholen die De�nition der Addition und S-Multiplikation, spe-zialisiert auf Matrizen, und wenden uns danah der Frage zu, ob MB

C linear ist.13.8 De�nition (Addition und S-Multiplikation bei Matrizen)Spezialisierung von �6 Bsp. b)Seien (αij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

und (βij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

m× n-Matrizen über dem Körper K und λ ∈ K.(a) Addition �+� (komponentenweise)
(αij)i∈{1,...,m}

j∈{1,...,n}

+ (βij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

:= (αij + βij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

,also


α11 . . . α1n... ...
αm1 . . . αmn


+



β11 . . . β1n... ...
βm1 . . . βmn


 :=



α11 + β11 . . . α1n + β1n... ...
αm1 + βm1 . . . αmn + βmn


(b) S-Multiplikation � ·

K
� (komponentenweise)
λ · (αij)i∈{1,...,m}

j∈{1,...,n}

:= (λαij)i∈{1,...,m}
j∈{1,...,n}

=: (αij) · λ ,also
λ ·



α11 . . . α1n... ...
αm1 . . . αmn


 =



λα11 . . . λα1n... ...
λαm1 . . . λαmn


 =



α11 . . . α1n... ...
αm1 . . . αmn


 · λ .
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13.9 Satz (K(m,n) als Vektorraum)(i) (K(m,n),+, ·
K
) ist ein K-Vektorraum.(ii) Eine Basis von K(m,n) über K wird gebildet von den Matrizen




1 0 . . . 0
0 . . . 0... ...
0 . . . 0


 ,




0 1 . . . 0
0 . . . 0... ...
0 . . . 0


 , . . . ,




0 . . . 0 1
0 . . . 0... ...
0 . . . 0


 ,... ...




0 . . . 0... ...
0 . . . 0
1 0 . . . 0


 , . . . ,




0 . . . 0... ...
0 . . . 0
0 . . . 1 0


 ,




0 . . . 0... ...
0 . . . 0
0 0 . . . 1


 .Beweis. Übung ! Hinweis: Es gilt K(m,n) ∼= Km·n .Anmerkung.(a) Die Summe zweier Matrizen über K ist nur de�niert, wenn sie vom gleihen Typsind, also gleihe Zeilenzahl und gleihe Spaltenzahl haben.(b) Neutrales Element der Addition ist die �Nullmatrix� 0 . . . 0... ...

0 . . . 0


.13.10 Satz (Matrizenzuordnung als Isomorphismus)Seien V ein n-dimensionaler K-Vektorraum und W ein m-dimensionaler K-Vektorraum (n,m ∈ N) mit (geordneter) Basis B bzw. C. Dann gilt(a) MB

C (f + g) =MB
C (f) +MB

C (g) und MB
C (f · λ) =MB

C (f) · λfür alle f, g ∈ HomK(V,W ) und λ ∈ K, d.h. MB
C ist linear und damit ein Vektor-raumisomorphismus.(b) HomK(V,W ) ∼= K(m,n) (als Vektorräume).Beweis. (a) Seien f, g ∈ HomK(V,W ), B = (b1, . . . , bn) und C = (c1, . . . , cm),ferner seien f(bj) =

∑m
i=1 ciαij und g(bj) =

∑m
i=1 ciβij (für j ∈ {1, . . . , n}), sowie

I := {1, . . . , n} und J := {1, . . . , m}.164



Bezüglih der Basen B und C gilt dann mit M :=MB
C de�nitionsgemäÿ

M(f) = (αij) i∈I
j∈J

und M(g) = (βij) i∈I
j∈J

.Aus
(f + g)(bj) = f(bj) + g(bj) =

m∑

i=1

ciαij +
m∑

i=1

ciβij =
m∑

i=1

ci(αij + βij)und
(fλ)(bj) = f(bj)λ =

( m∑

i=1

ciαij

)
λ =

m∑

i=1

ci(αijλ)ergibt sih
M(f + g) =

(
αij + βij

)
i∈I
j∈J

=
(
αij

)
i∈I
j∈J

+
(
βij
)
i∈I
j∈J

=M(f) +M(g)und
M(fλ) =

(
αijλ

)
i∈I
j∈J

=
(
αij

)
i∈I
j∈J
· λ =M(f) · λ.(b) Aus (a) und (13.3)(e) folgt, dassMB

C ein Isomorphismus zwishen den Vektorräumen
(HomK(V,W ),+, ·

K
) und (K(m,n),+, ·

K
) ist. M

↓Der Isomorphismus MB
C hängt, wie shon mehrfah betont, von den Basen B und C ab. Nah derenFestlegung kann man dann von den linearen Abbildungen zu den entsprehenden Matrizen übergehen(oder umgekehrt, vgl. 13.3(d)).Eine weitere Verknüpfung von Homomorphismen müssen wir allerdings noh berüksihtigen: die Hin-tereinanderausführung (Verkettung). ↑MSeien V1, V2 und V3 K-Vektorräume mit (geordneter) Basis B1 = (b1, . . . , bn),

B2 = (c1, . . . , cm) bzw. B3 = (d1, . . . , dr), ferner g ∈ HomK(V1, V2) und f ∈ HomK(V2, V3)sowie MB2
B3

(f) = (αij)i=1,...,r,j=1,...,m und MB1
B2

(g) = (βjk)j=1,...,m,k=1,...,n. Es gilt also
f(cj) =

r∑
diαij und g(bk) = m∑

cjβjk. Wir wollen γik mitMB1
B3

(f ◦g) = (γik)i=1,...,r,k=1,...,nbestimmen. (Vgl. Figur 13.4 !)
V1 V2 V3

B1 B2 B3

g

M
B1
B2

(g)

f

M
B2
B3

(f)

f ◦ g
M

B1
B3

(f◦g)Figur 13.4: Venndiagramm zur Verkettung von linearen Abbildungen 165



Aus (f ◦ g)(bk) =
Def.
f◦g

f(g(bk)) =
Def.
M(g)

f
( m∑

j=1

cjβjk
)

=
flinear m∑

j=1

f(cj)βjk =
Def.
M(f)

m∑

j=1

( r∑

i=1

diαij

)
βjk =

r∑

i=1

m∑

j=1

diαijβjk

=

r∑

i=1

(
di

m∑

j=1

αijβjk

︸ ︷︷ ︸
γik

)
(k = 1, . . . , n)

ergibt sih γik = m∑
j=1

αijβjk (für i ∈ {1, . . . , r}, k ∈ {1, . . . , n}).Demgemäÿ de�nieren wir das Produkt zweier Matrizen:13.11 De�nition (Matrizenmultiplikation)Sind (αij) i∈{1,...,r}
j∈{1,...,m}

∈ K(r,m) und (βjk)j∈{1,...,m}
k∈{1,...,n}

∈ K(m,n), so de�nieren wir:
(αij) i∈{1,...,r}

j∈{1,...,m}

· (βjk)j∈{1,...,m}
k∈{1,...,n}

:=
( m∑

j=1

αijβjk
)
i∈{1,...,r}
k∈{1,...,n}

∈ K(r,n)Shematish:
k-teSpalte


β11 . . . β1k . . . β1n... ...
βm1. . . βmk . . . βmn




i-teZeile 


α11 . . . α1m... ...
αi1 . . . αim... ...
αr1 . . . αrm







↓... ...
→ γik... ...




mit γik = m∑
j=1

αijβjk

Insbesondere: ( α1 . . . αm

)



β1...
βm


 =

m∑
i=1

αiβi .Anmerkung. 1.) Die Matrizenmultiplikation ist nah dieser De�nition nur ausführbar,wenn die Spaltenzahl des ersten Faktors gleih der Zeilenzahl des zweiten ist. �Entsprehend müssen ja bei der Komposition linearer Abbildungen der Wertebereih derzuerst angewandten Abbildung mit dem De�nitionsbereih der zweiten übereinstimmen.166



2.) Besteht (βik) nur aus einem Spaltenvektor (d.h. k = 1), so geht die De�nition 13.11über in die De�nition der Multiplikation einer Matrix mit einem Spaltenvektor aus �10.Beispiel:Für K = Q, A =

(
1 2 3
4 5 6

)
∈ Q(2,3) und B =



2 −3 3 0
3 −1 2 0
0 1 0 1


 ∈ Q(3,4) gilt:

A · B =

(
1 · 2 + 2 · 3 + 3 · 0 1 · (−3) + 2(−1) + 3 · 1 1 · 3 + 2 · 2 + 3 · 0 1 · 0 + 2 · 0 + 3 · 1
4 · 2 + 5 · 3 + 6 · 0 4(−3) + 5(−1) + 6 · 1 4 · 3 + 5 · 2 + 6 · 0 4 · 0 + 5 · 0 + 6 · 1

)

=

(
8 −2 7 3
23 −11 22 6

)
∈ Q(2,4).Gemäÿ der Überlegung, die zu De�nition 13.11 führten, können wir festhalten:13.12 Satz (Matrix eines Produkts von linearen Abbildungen)Sind Vi (i = 1, 2, 3) K-Vektorräume mit (geordneten) Basen Bi, und sind

g ∈ HomK(V1, V2), f ∈ HomK(V2, V3), dann gilt:
MB1

B3
(f ◦ g) =MB2

B3
(f) ·MB1

B2
(g) .Der Komposition der Abbildungen entspriht die Multiplikation der darstellen-den Matrizen.Beispiel. Seien K = R, Vi = R2, Bi = (e1, e2) =: B (für i = 1, 2, 3), ferner

f die �Drehung um 0 um den Winkel vom Maÿ α� und
g die �Spiegelung an der x−Ahse� (s. Figur 13.5 !)Nah Beispiel (b)(iii) aus 13.3 ist f linear und es gilt:

MB
B (f) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
.Für g erhalten wir folgende Beshreibung:

g((ξ1, ξ2)) = (ξ1,−ξ2) =
(
ξ1
−ξ2

)

B

.Also ist auh g linear und es gilt
MB

B (g) =

(
1 0
0 −1

)
.

x = (ξ, η)

g(x) = (ξ,−η)

e1
e2

Figur 13.5Zur Spiegelung an der x−AhseFür die Verknüpfung f ◦ g folgt:
MB

B (f ◦ g) =MB
B (f) ·MB

B (g) =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)
·
(
1 0
0 −1

)
=

(
cosα sinα
sinα − cosα

)
,167



für g ◦ f hingegen:
MB

B (g ◦ f) =MB
B (g) ·MB

B (f) =

(
1 0
0 −1

)
·
(
cosα − sinα
sinα cosα

)
=

(
cosα − sinα
− sinα − cosα

)
.Dass f und g i.A. niht vertaushbar sind, �ndet eine Entsprehung darin, dass M(f)und M(g) i.A. niht kommutieren, nämlih für α /∈ πZ.Die Matrizen�Multiplikation ist also i.A. niht kommutativ.Als Eigenshaft der Verknüpfung quadratisher Matrizen (also von (m × n)−Matrizenmit m = n) erwähnen wir:13.13 Satz (Ring der n × n Matrizen)(a) Für jeden Körper K und jedes n ∈ N ist (K(n,n),+, ·) ein Ring, der Ringder quadratishen n−reihigen Matrizen über K..(b) Ist V ein K-Vektorraum der Dimension n mit n ∈ N, so gilt:

(EndK(V ),+, ◦) := (HomK(V, V ),+.◦) ∼= (K(n,n),+, ·)Beweis-Andeutung. EndKV ist ein Ring, wie man durh Nahprüfen der Ring-Axiomefeststellt. Für eine Basis B ist die Abbildung
MB

B :

{
HomK(V, V ) → K(n,n)

f 7→ MB
B (f)ein Ring-Isomorphismus.13.14 Anmerkung (K-Algebra)

K(n,n) und EndKV tragen sowohl Vektorraum- als auh Ring-Struktur. Allgemein heiÿt
(V,+, ·

K
, ·) eine K�Algebra, wenn (V,+, ·

K
) ein K−Vektorraum und (V,+, ·) ein Ringist und folgende Verträglihkeitsbedingung gilt:

∀a, b ∈ V ∀λ ∈ K : (a · b) ·
K
λ = (a ·

K
λ) · b = a · (b ·

K
λ) .Nah den Sätzen 13.9, 13.10 und 13.13 sowie durh Nahprüfen der erwähnten Verträg-lihkeitsbedingung erhält man:

( EndK(V ),+, ·
K
, ◦) und (K(n,n),+, ·

K
, ·) sind K−Algebren und als solhe isomorph.168



Die Abbildung MB
B ist dabei ein bijektiverK−Algebren-Homomorphismus, d.h.sowohl Ring- als auh Vektorraum-Homomorphismus, also vertäglih mit den Operatio-nen �+�,� ·

K
� und �◦� sowie �·�.Weitere Beispiele von Algebren:

Q,R,C mit den üblihen Verknüpfungen sind Q−Algebren.
R,C mit den üblihen Verknüpfungen sind R−Algebren.Ebenso bilden die Polynomabbildungen von K eine K−Algebra (bzgl. +, ·

K
, ·).Auh die Menge C[0, 1] der auf dem Intervall [0, 1] stetigen reellen Funktionen ist eine

R− Algebra (bzgl. +, ·
R
, ·).ÜbungsaufgabenA 13.1 Führen Sie den Beweis von Satz 13.2 aus!A 13.2 In der reellen euklidishen Ebene sei sg die Geradenspiegelung an einer Null-punktsgeraden g (s. Figur 13.6 !). Zeigen Sie, dass sg linear ist.Lösungshilfe: Wählen Sie eine Basis B = (b1, b2) wie in Figur 13.6 angedeutet! x habedie Darstellung x = b1ξ + b2η; welhe Linearkombination beshreibt dann sg(x) ?

x

sg(x)

b1b2

g

Figur 13.6: Zur Spiegelung an einer Nullpunktsgeraden
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� 14 A�ne AbbildungenM
↓ Lineare Abbildungen lassen den Nullvektor fest. Wenn man daher z.B. bei geometrishen Abbildungenden Nullpunkt niht frei wählen kann oder wenn, wie bei niht-trivialen Translationen, gar kein Fixpunktexistiert, ist ein Verallgemeinerung der Begri�sbildung nötig.↑M 14.1 De�nition: a�n-lineare Abbildung, A�nitäta) Sei V ein K-Vektorraum. Dann heiÿt F : V → V a�n-lineare Abbildung von V(bzw. von AG(V )), auh a�ne Abbildung, falls es eine lineareAbbildung f : V → Vund ein t ∈ V gibt mit

F (x) = f(x) + t.b) Eine a�n-lineare Abbildung F heiÿt A�nität, falls F zusätzlih bijektiv ist.Anmerkungen :(1) Eine a�n-lineare Abbildung in AG(V ) ist also eine Translation verknüpft mit einerlinearen Abbildung. Oft ist es möglih, durh geeignete Wahl des Ursprungs (alseinen Fixpunkt der Abbildung) t = 0 zu erreihen und damit zu einer linearenAbbildung zu gelangen.(2) Ist dimK V = n < ∞ , so hat F bzgl. einer Basis B von V die Darstellung
~x 7→ A · ~x + ~t mit Matrix A := MB

B (f) und Koordinatenvektoren ~x := MB(x)und ~t := MB(t) von x bzw. t. Bei einer A�nität ist A regulär, d.h. Rang A = n,und umgekehrt.Im Folgenden behandeln wir neben A�nitäten von AG(R1) unf AG(R2) auh spezielleTypen von A�nitäten in AG(Rn) : Ähnlihkeitsabbildungen und Kongruenzabbil-dungen (Bewegungen).14.2 Eigenshaften a�n-linearer AbbildungenEine a�n-lineare Abbildung bildet a�ne Unterräume auf a�ne Unterräume ab underhält Inzidenz und Parallelität.Eine A�nität ist damit insbesondere eine Kollineation von AG(V ), d.h. eine Bi-jektion der Punktmenge von AG(V ) auf sih, die die Menge der Geraden von AG(V )auf sih abbildet.Beweis. Es gilt F (a + U) = f(a + U) + t = f(a) + f(U) + t = (f(a) + t) + f(U). Da
f linear ist, wird der Unterraum U auf einen Unterraum f(U) abgebildet. Sind L und
M parallele Unterräume, so folgt UL I UM und damit f(UM) I f(UL), woraus sih dieParallelität von F (L) und F (M) ergibt.
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Anmerkungen :1.) Umgekehrt werden die Kollineationen von AG(Kn) für K = R ausshlieÿlih vonA�nitäten induziert; (dies ergibt sih aus dem sogenannten 2. Hauptsatz der Pro-jektiven Geometrie, da R keine niht-trivialen Automorphismen zulässt.)2.) Im Gegensatz zum reellen Fall liefert für K = C zum Beispiel die Abbildung
x = (ξ1, . . . , ξn) 7→ x = (ξ1, . . . , ξn) (mit ξ = α− β i für ξ = α + β i) (Übergangzu konjugiert komplexen Koordinaten) eine Kollineation, die keine A�nität ist.14.3 Beispiele(i) Im Fall von V = K (also dimK(V ) = 1) ist jede A�nität von der Form K → Kmit x 7→ ax + b für a 6= 0, a, b ∈ K; umgekehrt ist jede Abbildung mit dieserZuordnung eine A�nität (Beweis ?). Die Menge aller dieser Abbildungen bildetbzgl. der Hintereinanderausführung eine Gruppe, die a�ne Gruppe AGL(1, K).(ii) Wir betrahten nun Drehungen, Geradenspiegelungen Sherungen von
AG(R2), bei denen niht der Nullpunkt fest bleibt. Diese sind dann keine linearenAbbildungen.Ist t0 der Ortsvektor eines Fixpunkts N einer sohen Abbildung F , so vershiebenwir das Koordinatensystem um den Vektor t0. Sei x der Ortsvektor eines Punktes
X im urspünglihen Koordinatensystem und x̂ derjenige im neuen Koordinatensy-stem. Es gilt dann (vgl. Figur 14.1 !): x = x̂+ t0.

t0

x

x̂

X

N

Figur 14.1 Zur KoordinatentransformationIm neuen Koordinatensystem hat F die Darstellung wie in �13; insbesondere gilt
ŷ = F (x̂) = f(x̂) (mit linearer Abbildung f). Damit folgt
y − t0 = ŷ = F (x̂) = f(x̂) = f(x− t0) = f(x)− f(t0), also

y = f(x) + t mit t = t0 − f(t0).Jede Drehung, Spiegelung und Sherung in AG(R2)ist also eine A�ni-tät; und die zugehörende lineare Abbildung ist die einer Drehung, Spiegelung oderSherung mit Fixpunkt 0. 171



14.4 Abstand, Orthogonalität (Erinnerung)Im Folgenden sei V = Rn mit dem kanonishen Skalarprodukt versehen (vgl. �1 für
n = 2 bzw. n = 3), also

(ξ1, . . . , ξn) · (η1, . . . , ηn) :=
(
ξ1, . . . , ξn

)
·



η1...
ηn


 =

n∑

i=1

ξiηi.Durh dieses Skalarprodukt ist1.) ein Abstand d zwishen je zwei Punkten de�niert (euklidisher Abstand) mittels
d(x, y) = d((ξ1, . . . , ξn), (η1, . . . , ηn)) :=

√√√√
n∑

i=1

(ξi − ηi)2 =
√
(x− y)2 =: ||x− y||2.) eine Orthogonalitätsrelation ⊥ erklärt durh: x ⊥ y ⇔ x · y = 0.AG(Rn) mit diesem Skalarprodukt, dieser Abstandsfunktion und dieser Orthogonali-tätsrelation heiÿt n−dim reeller euklidisher Raum, in Zeihen EG(Rn).14.5 Ähnlihkeitsabbildungena) De�nition:Sei F eine a�n-lineare Abbildung von EG(Rn). Dann heiÿt F Ähnlihkeitsabbil-dung oder äquiforme Abbildung, falls ein γ ∈ R mit γ > 0 existiert derart, dassgilt:

d (F (x), F (y)) = γ · d (x, y) für alle x, y ∈ Rn.Diese Formel bedeutet, dass Strekenlängen-Verhältnisse konstant bleiben.b) Beispiel (vgl. 13.3 b (i)):Die zentrishe Strekung Sα : Rn → Rn mit x 7→ α · x (für α 6= 0) ist eineÄhnlihkeitsabbildung. 43Es gilt nämlih:
d(Sα(x), Sα(y)) = d(αx, αy) =

√
(αx− αy)2 =

√
α2(x− y)2 = |α|d(x, y).Ferner gilt (Sα)

−1 = Sα−1 (für α 6= 0).) Weitere Eigenshaften:Ist F wie in 14.5 a) de�niert, so ist F̃ := S −1
γ ◦ F wegen

d (F̃ (x), F̃ (y)) = |γ−1|d (F (x), F (y)) = |γ−1γ|d (x, y) = d(x, y)43Die zugehörige Matrix bzgl. der kanonishen Basis ist A = α · En.172



eine längenerhaltende A�nität und damit Kongruenzabbildung (Bewegung)(s.u.14.6). Jede Ähnlihkeitsabbildung ist damit Produkt einer Bewegung und einerzentrishen Strekung: F = Sγ ◦ F̃ .Nah geeigneter De�nition von Winkelgröÿen kann man zeigen, dass auh Winkel-gröÿen bei Ähnlihkeitsabbildungen invariant sind.d) Anmerkung:Ähnlihe Figuren, d.h. solhe, die durh Ähnlihkeitsabbildungen ineinanderübergeführt werden können, stimmen daher in der Gröÿe entsprehender Winkelund dem Verhältnis entsprehender Strekenlängen überein.14.6 Bewegungen (Kongruenzabbildungen)a) De�nition:Unter einer Bewegung (Kongruenzabbildung) des reellen euklidishen RaumesEG(Rn) versteht man eine A�nität von EG(Rn), die den Abstand je zweier Punkteinvariant lässt, also längentreu ist.b) Beispiele:Translationen, Spiegelungen an einer Geraden (in EG(R2)) bzw. an einer Ebene(in EG(R3)), Drehungen.) Eigenshaften:Man kann zeigen, dass im 2- (bzw. 3-) dimensionalen Fall eine Bewegung(i) Produkt einer Translation mit einer Drehung ist (Bezeihnung: eigentliheBewegung, gleihsinnige Kongruenzabbildung), und es ist det f = 1; (im 3-Dimensionalen: Shraubung oder Translation)oder(ii) Produkt einer Translation mit einer Drehung verknüpft mit einer Ahsenspie-gelung (uneigentlihe Bewegung), det f = −1; (im 3-Dimensionalen: Drehspie-gelung, Punktspiegelung, Gleitspiegelung).d) Anmerkungen:(i) Kongruente Figuren sind Teilmengen von Rn, die durh eine Kongruenz-abbildung aufeinander abgebildet werden können. (Vgl. die Vorlesung Ele-mentargeometrie).(ii) U.a. die folgenden Mengen von Abbildungen des reellen euklidishen Raumes
R =EG(Rn) bilden bzgl. Verkettung eine Gruppe:
A : die Menge der A�nitäten von R
Ä : die Menge der Ähnlihkeitsabbildungen von R
K : die Menge der Kongruenzabbildungen (Bewegungen) von R
K+: die Menge der gleihsinnigen Kongruenzabbildungen von R
T : die Menge der Translationen von R
Tg: die Menge der Translationen von R längs einer (festen) Geraden g.Dabei gilt: Tg ≤ T ≤ K+ ≤ K ≤ Ä ≤ A. 173



� 15 DeterminantenM
↓ MotivationDie De�nition der �Determinante� einer Matrix bzw. einer linearen Abbildung wird motiviert durhfolgende Ziele:1. Bestimmung des Volumens des durh die Vektoren v1, v2, v3 ∈ R3 aufgespannten �Parallel-�ahs� {∑αivi

∣∣ αi ∈ [0, 1]} ⊆ R3 bzw. Bestimmung der Flähe des durh Vektoren v1, v2 ∈ R2aufgespannten Parallelogramms und damit verbunden:2. Test der linearen Unabhängigkeit von n Vektoren eines n-dimensionalen K−Vektorraums:bei linearer Abhängigkeit ist das Volumen bzw. das Flähenmaÿ gleih 0.3. Test der Regularität einer quadratishen Matrix A ∈ K(n,n), d.h. eine Möglihkeit zum Fest-stellen, ob RangA = n gilt und damit A eine multiplikative Inverse besitzt.4. Maÿ für die Änderung des Volumens von Körpern bei linearen Abbildungen.
↑M (A) Steilkurs15.1 De�nition: Volumen (Determinantenform)Sei V ein n−dimensionaler K-Vektorraum. Eine Abbildung ∆ : V n → K heiÿt Volumen(Determinantenform), falls gilt:(i) ∆ ist n-fahe Linearform, d.h. ∆ : V n → K ist linear in jeder Komponente.(ii) ∆(v1, . . . , vn) = 0 für beliebige linear abhängige Vektoren v1, . . . , vn aus V .(iii) ∆(b1, . . . , bn) 6= 0 für mindestens eine Basis B1 = (b1, . . . , bn) von V .Anmerkung:Die Forderung (i) ergibt sih ebenso wie (ii) und (iii) u. a. aus dem Ziel der Bestimmungeines (gerihteten) Volumens, (s. Figur 15.1 für n = 2).

- -

�

v1 λv1

v2
v1

v 1
v1

v
2

v
2

v
2

v
1 + v

1a) b)Figur 15.1 Eigenshaften eines Volumens im Fall n = 2a) ∆(λv1, v2) = λ∆(v1, v2)b) Additivität (Flähenumwandlungen durh 2 Sherungen !)
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15.2 Spezialfall (n=2):Seien n = 2 und ∆ : V × V → K Volumen sowie C = (c1, c2) Basis von V ! Für
vi = c1ξi1 + c2ξi2 (i = 1, 2) folgt aus der Multilinearität von ∆, wegen ∆(ci, ci) = 0und wegen ∆(c2, c1) = −∆(c1, c2) (s.u., 15.3) die Darstellung:
∆(c1ξ11 + c2ξ12, c1ξ21 + c2ξ22)

= ξ11ξ21∆(c1, c1) + ξ11ξ22∆(c1, c2) + ξ12ξ21∆(c2, c1) + ξ12ξ22∆(c2, c2)

= (ξ11ξ22 − ξ12ξ21) ·∆(c1, c2) =

∣∣∣∣
ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

∣∣∣∣ ·∆(c1, c2) mit
∣∣∣∣
ξ11 ξ12
ξ21 ξ22

∣∣∣∣ := ξ11ξ22 − ξ12ξ21.15.3 Hilfssatz und De�nition (alternierende Multilinearform)(a) Jedes Volumen ∆ ist eine alternierende Multilinearform , d.h. dass dieMultilinearform ∆ die folgende Eigenshaft hat:(ii') ∆(v1, . . . , vi, . . . , vj , . . . , vn) = −∆(v1, . . . , vj, . . . , vi, . . . , vn)(für alle v1, . . . , vn ∈ V ).(b) Umgekehrt ist im Falle 44 har K 6= 2 eine Abbildung ∆ mit (i), (ii') und (iii)ein Volumen.Beweisskizze.(a) ∆(. . . , vi + vj, . . . , vi + vj , . . .) = 0 =⇒
0 + 0 + ∆(. . . , vi, . . . , vj , . . .) + ∆(. . . , vj , . . . , vi, . . .) = 0.(b) ∆(x1, . . . xi, . . . , xi, . . . , xn) = −∆(x1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn) =⇒
∆(x1, . . . , xi, . . . , xi, . . . , xn) = 0. Ist z.B. xj linear ab-hängig von den übrigen xi, so folgt: ∆(x1, . . . ,

n∑
i 6=j

xiλi, . . . , xi, . . . , xn) = 0. �Angeregt durh den Fall n = 2 de�nieren wir:15.4 De�nition: Determinante(i) AlsDeterminante (normiertes Volumen) bezeihnet man ein Volumen∆0 von
K(n,1), das für die Basis B = (e1, . . . , en) (mit den kanonishen Spaltenvektoren
ei) den Wert 1 hat, also für das gilt:

∆0(e1, . . . , en) = 1.44d.h. im Falle eines Körpers K mit 1 + 1 6= 0 175



(ii) Ist nun A = (αij)i,j=1,...,n ∈ K(n,n) eine quadratishe Matrix mit Spalten
a•1 :=



α11...
αn1


 , . . . , a•n :=



α1n...
αnn


, so de�niert man detA = ∆0 (a•1, . . . , a•n).

Weiter unten werden wir zeigen, dass ein solhes normiertes Volumen existiert und ein-deutig bestimmt ist.A 15.1 Übungsaufgabe:Zeigen Sie die Existenz und Eindeutigkeit der Determinante im Fall n = 2 !Unmittelbar aus der De�nition des Volumens erhält man eine Rihtung von (i), ferner(ii) und (iii) (für die Spalten) des folgenden Satzes; die Aussagen über die Zeilen folgtaus (iv); die restlihen Aussagen werden weiter unten, (v) erst in Teil II der Vorlesunggezeigt.
15.5 Eigenshaften von DeterminantenEigenshaften von Determinanten(i) Sei A ∈ K (n,n). Es gilt dann detA 6= 0 genau dann, wenn Rang A = n gilt,also A regulär ist.(ii) det : A 7→ detA ist linear in jeder Spalte von A.(Man kann zeigen, dass detA auh linear in jeder Zeile von A ist.)(iii) Verhalten bei elementaren Umformungen:� Die Determinante bleibt unverändert bei Addition einer Linear-kombination von Spalten (Zeilen) zu einer anderen Spalte(bzw. Zeile).� detB =α · detA, falls B aus A durh Multiplikation einer Spalte(Zeile) mit α ∈ K hervorgeht.� detB =− detA, falls B aus A durh Vertaushen zweier Spalten(Zeilen) hervorgeht.(iv) detA = detAT für (αij)

T
i,j=1,...,n := (αji)i,j=1,...,n.(Determinante der �transponierten� Matrix).(v) det(A · B) = detA · detB für A,B ∈ K(n,n) (Multiplikationssatz).
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15.6 Berehnung von 3 × 3−Determinanten(i) Spezialfall: Dreieksmatrix45
∣∣∣∣∣∣

α11 ⋆
α22O α33

∣∣∣∣∣∣
:= det




α11 ⋆
α22O α33


 =

3∏

i=1

αii.Beweis:Wegen der de�nierenden Eigenshaften von Determinanten folgt:
det(e1α11, e1α12 + e2α22, e1α13 + e2α23 + e3α33)
= α11∆0(e1, e1α12 + e2α22, e1α13 + e2α23 + e3α33) =
α11α12∆0(e1, e1, e1α13 + e2α23 + e3α33) + α11α22∆0(e1, e2, e1α13 + e2α23 + e3α33) =
0 + α11α22[α13∆0(e1, e2, e1) + α23∆0(e1, e2, e2) + α33∆0(e1, e2, e3)] = α11α22α33. �Anmerkung: Eine Verallgemeinerung auf n× n−Dreieksmatrizen ist möglih.(ii) Regel von Sarrus (gesprohen Sarrü) (nur für 3 × 3-Matrizen !) :
∣∣∣∣∣

+︷ ︸︸ ︷
α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33︸ ︷︷ ︸
−

∣∣∣∣∣

α11 α12

α21 α22

α31 α32=α11α22α33 + α12α23α31 + α13α21α32 − α31α22α13 − α32α23α11 − α33α21α12.Beweisandeutung: Spezialisierung von 15.7, s. auh (iv) !(iii) Durh elementare Umformungen und Zurükführung auf (i) :Beispiel:
∣∣∣∣∣∣

λ k k
k λ k
k k λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

λ− k 0 k
k − λ λ− k k
0 k − λ λ

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

λ− k 0 k
0 λ− k 2k
0 0 λ+ 2k

∣∣∣∣∣∣
=
(i)1. Spalte minus 2. Spalte 2. Zeile plus 1. Zeile2. Spalte minus 3. Spalte 3. Zeile plus neue 2. Zeile

= (λ− k)2(λ+ 2k).(iv) Laplae'she Entwiklung (im Fall n=3) nah der ersten Zeile(Zurükführung auf 2× 2−Matrizen) :
∣∣∣∣∣∣

α11 α12 α13

α21 α22 α23

α31 α32 α33

∣∣∣∣∣∣
= α11

∣∣∣∣
α22 α23

α32 α33

∣∣∣∣− α12

∣∣∣∣
α21 α23

α31 α33

∣∣∣∣+ α13

∣∣∣∣
α21 α22

α31 α32

∣∣∣∣45Dabei sind die Einträge des oberen Dreieks beliebige Körperelemente, durh ⋆ angedeutet, die Ein-träge des unteren Dreieks sämtlih 0, durhO angedeutet. 177



Anmerkung: 15.6 (iv) ist eine Spezialisierung von 15.7, s.u..Wir erwähnen hier shon die Verallgemeinerung:15.7 Laplae'she Entwiklung (nah einer Zeile):Allgemein gilt für A = (αij)i,j=1,...,n mit Akj := (−1)k+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α11 · · · α1j · · · α1n... ...
αk1 αkj αkn... ...
αn1 · · · αnj · · · αnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣die Formel
detA =

n∑

j=1

αkjAkj (für k ∈ {1, . . . , n} fest).Beispiel: siehe 15.6 (iv) !Diese Formel werden wir in Teil II der Vorlesung beweisen. Wegen 15.5 (iv) ist auh dieEntwiklung nah einer Spalte möglih:
detA =

n∑

i=1

αikAik (für k ∈ {1, . . . , n} fest).Im Folgenden gehen wir fast zurük zum Anfang und diskutieren das Thema:(B) Zur Existenz und Eindeutigkeit des VolumensAnalyse: Sei eine Determinantenform ∆ gegeben. Aus den de�nierenden Eigenshaftenfolgt mit xj = n∑
ij=1

bijξijj für j = 1, . . . , n und Basis B = (b1, . . . , bn) :
∆(x1, x2, . . . , xn) = ∆(

n∑
i1=1

bi1ξi11, . . . ,
n∑

in=1

binξinn)

=
n∑

i1=1

ξi11∆(bi1 ,
n∑

i2=1

bi2ξi22, . . . ,
n∑

in=1

binξinn)

=
n∑

i1=1

n∑
i2=1

ξi11ξi22∆(bi1 , bi2 ,
n∑

i3=1

bi33ξi33, . . . ,
n∑

in=1

binξinn)

=
n∑
i1

n∑
i2

. . .
n∑
in

ξi11ξi22 · · · ξinn ∆(bi1 , bi2 , . . . , bin).Zu summieren ist zunähst über alle Kombinationen (i1, i2, . . . , in) ∈ {1, 2, . . . , n}n, al-so über die Bilder aller Abbildungen f : {1, . . . , n} → {1, . . . , n} mit k 7→ ik. Kommtjedoh ein bj an mehreren Positionen vor, so ist der Summand de�nitionsgemäÿ gleih178



Null. Damit kann man sih auf diejenigen n−Tupel (i1, i2, . . . , in) beshränken, die ei-ne Permutation k 7→ ik von {1, 2, . . . , n} darstellen, also Elemente der symmetrishenGruppe Sn sind. Es folgt daher
(∗) ∆(x1, x2, . . . , xn) =

∑

π∈Sn

ξπ(1)1ξπ(2)2 · · · ξπ(n)n ∆(bπ(1), bπ(2), . . . , bπ(n)).Wir wissen nah Satz 15.3 (a), dass die Vertaushung zweier Vektoren das Vorzeihender Determinante ändert. Die Frage ist nun, als Produkt von wievielen solher Vertau-shungen eine Permutation π ∈ Sn geshrieben werden kann.Exkurs: Gerade und ungerade PermutationenSei π ∈ Sn, also π Permutation von {1, . . . , n}. Wir wollen wiederholte Anwendungen von
π betrahten; im Folgenden bezeihne wieder πi die i−fahe Hintereinanderausführungvon π, also π ◦ π ◦ π . . . ◦ π︸ ︷︷ ︸

i mal .Beispiel: n = 6; π =

(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 5 4

) (Vgl. Figur 5.1 !)
π 0 = id{1,...,6}
π 1(1) = π(1) = 2
π 2(1) = π(π((1)) = π(2) = 3
π 3(1) = π(π2(1)) = π(3) = 1
π 4(1) = π(1) . . .
π(4) = 6
π 2(4) = π(6) = 4
π(5) = 5 (Fixpunkt)

1

2

5

4

3

6

Figur 15.1 Bahnen einer Permutation15.8 Bahnen einer Permutation(a) De�nition: Sei π ∈ Sn; für a, b ∈ {1, . . . , n} de�nieren wir eine Relation
a ∼

π
b :⇔ ∃ k ∈ Z : b = π k(a).(b) Hifssatz: Für π ∈ Sn ist ∼

π
eine Äquivalenzrelation auf {1, . . . , n}. (Beweis · · · ).() De�nition: Die Äquivalenzklasse von a ∈ {1, . . . , n} bzgl. ∼

π
, also

{a, π(a), π 2(a), . . .},heiÿt Bahn oder auh Transitivitätsgebiet von a unter π.Fortsetzung des letzten Beispiels ( siehe wieder Figur 15.1):Bahnen von π sind in diesem Fall {1, 2, 3}, {4, 6} und {5}. 179



15.9 De�nition: Zyklus(a) Eine Permutation, deren Bahnen bis auf höhstens eine einelementig sind, (alsoauÿerhalb einer Bahn die Punkte fest läÿt,) heiÿt Zyklus. Ein Zyklus ist also vonder Form (
a1 a2 a3 . . . am am+1 . . . an
a2 a3 a4 . . . a1 am+1 . . . an

)
.Wir shreiben den Zyklus auh in der Form (a1 a2 a3 . . . am)(am+1) . . . (an) odernoh kürzer

(a1 a2 a3 . . . am) ∈ Sn.(b) Beispiel:(i) (
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

)
= (1 2 3)(4)(5)(6) = (1 2 3) ∈ S6.(ii) (2 5 1 3) =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 2 4 1 6

), falls (2 5 1 3) ∈ S6 gilt.() De�nition: Zwei Zyklen (a1 . . . as) und (b1 . . . bt) aus Sn heiÿen disjunkt, falls
{a1, . . . , as} ∩ {b1, . . . , bt} = ∅.15.10 Hilfssatz (Disjunkte Zyklen)Disjunkte Zyklen aus Sn kommutieren.Beweisskizze. (b1 . . . bt

)
◦
(
a1 . . . as

)
=

(
a1 . . . as b1 . . . bt . . . . . .
a2 . . . a1 b2 . . . b1 . . . . . .

)

=
(
a1 . . . as

)
◦
(
b1 . . . bt

)
.

�15.11 Hilfssatz (Zerlegung in Zyklen)Seien n ≥ 2 und π ∈ Sn \ {id}; dann lässt sih π (bis auf die Reihenfolge derFaktoren) eindeutig als Produkt paarweise disjunkter Zyklen shreiben.Beweisandeutung: Die Zyklenzerlegung entspriht der Partition in Bahnen. �Beispiel (Fortsetzung): (
1 2 3 4 5 6
2 3 1 6 5 4

)
= (123) ◦ (46).15.12 De�nition: TranspositionEin Zyklus der Länge 2, d.h. ein solher von der Form (a1a2), heiÿt Transposition. (EineTransposition vertausht also genau 2 Elemente aus {1, . . . , n} und lässt die übrigenfest.)180



15.13 Satz ( Darstellung als Produkt von Transpositionen)Jede Permutation aus Sn (mit n ≥ 2) lässt sih als Produkt von (niht notwendigdisjunkten) Transpositionen shreiben.Beweis-Andeutung. Nah 15.11 existiert eine Zerlegung in disjunkte Zyklen; jeder Zyklus
(a1 a2 . . . an) lässt sih shreiben als46

(a1 an) ◦ (a1 an−1) ◦ . . . ◦ (a1 a3) ◦ (a1 a2).Beispiel: π1 :=

(
1 2 3 4 5 6
3 5 1 6 4 2

)
= (1 3) ◦ (2 5 4 6) = (1 3) ◦ (2 6) ◦ (2 4) ◦ (2 5).Andereseits gilt auh π1 = (1 2) ◦ (1 6) ◦ (1 4) ◦ (1 5) ◦ (2 3) ◦ (1 2). Die Darstellungals Produkt von Transpositionen ist also niht eindeutig. Jedoh gilt: ( hier ohne Beweiszitiert):15.14 Satz (Anzahl der Faktoren)Sei π ∈ Sn mit n ≥ 2. Dann ist die Anzahl der Faktoren bei Darstellungen von πals Produkt von Transpositionen entweder stets gerade oder stets ungerade.Damit werden folgende De�nitionen sinnvoll:15.15 De�nition: gerade Permutation; Signum(a) Ist π Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen, so heiÿt π gerade Permu-tation, andernfalls ungerade Permutation.(b) Wir de�nieren das Signum einer Permutation wie folgt:sgn π :=

{
+1 falls π gerade
−1 falls π ungerade.Beispiele: sgn id= +1, sgn τ = −1 für jede Transposition τ ;sgn π1 = sgn (1 2 3 4 5 6

3 5 1 6 4 2

)
= +1 (vgl. voriges Beispiel; 4 bzw. 6 Faktoren!).Anmerkungen: Die Komposition

• einer geraden und einer ungeraden Permutation ist eine ungerade Permutation
• zweier geraden Permutationen ist eine gerade Permutation
• zweier ungeraden Permutationen ist eine gerade Permutation.Die De�nition von 'sgn' ermögliht daher folgende Aussage:46hier von rehts aus zu lesen; d.h. der letzte Faktor wird zuerst angewandt 181



15.16 Hilfssatz (Eigenshaften des Signums)Für π, ρ ∈ Sn gilt sgn (π ◦ ρ) =sgn π · sgn ρ.Für n > 1 ist 'sgn' daher ein Gruppenhomomorhismus von (Sn, ◦) auf die Untergruppe
({+1,−1}, ·) von (R∗, ·).Der Kern dieses Homomorphismus, also die Menge aller geraden Permutationen von Sn,bildet einen Normalteiler von Sn. Da die Multiplikation mit einer Transposition τ diesePermutationen bijektiv auf die der ungeraden Permutationen abbildet, folgt insgesamt:15.17 Satz und De�nition: alternierende Gruppe(i) Die Menge der geraden Permutationen von Sn bilden eine Untergruppe An von

Sn.
An ist Normalteiler von Sn, und es gilt Sn = An ∪ An ◦ τ für jede Transposition
τ sowie |An| = 1

2
|Sn| = n!

2
.(ii) An heiÿt alternierende Gruppe vom Grad n.Beispiel:

A3 besteht aus folgenden 3!
2
= 3 Elementen (� den geraden Permutationen von S3 ):id= (1), (1 2 3) = (1 3) ◦ (1 2), (1 3 2) = (1 2) ◦ (1 3) = (1 2 3)−1.Ungerade Permutationen von S3 sind die Transpositionen: (1 2), (1 3), (2 3).Zurük zur Determinante: Kann man eine Permutation π in ein Produkt von t Trans-positionen zerlegen, so gilt nah De�nition sgn π = (−1)t. Daraus folgt mit 15.3 (ii'):15.18 HilfssatzSeien ∆ Determinantenform auf V , dimK V = n und π ∈ Sn; dann gilt

∆(xπ(1), . . . , xπ(n)) = sgnπ ·∆(x1, . . . , xn).Wir können damit die oben erhaltene Beziehung (∗) weiter umformen und erhalten:15.19 EindeutigkeitssatzIst ∆ eine Determinantenform auf dem K− Vektorraum V mit Basis C = (c1, . . . , cn),und sind xj =
n∑

i=1

ciξij für (j = 1, . . . n) n beliebige Vektoren aus V (mit ξij ∈ K für
i, j = 1, . . . , n), so gilt:
(∗∗) ∆(x1, . . . , xn) = γ ·

[ ∑

π∈Sn

( sgnπ)ξπ(1)1 · · · ξπ(n)n] mit γ = ∆(c1, . . . , cn).
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Beispiel: Seien dimK V = 2 und C = (c1, c2) Basis von V . Wegen S2 = {id, (1 2)} istjede Determinantenform von V von folgender Art:
∆
((ξ11

ξ21

)

C

,

(
ξ12
ξ22

)

C

)
=
[
1 · ξ11ξ22︸ ︷︷ ︸von id{1,2}

+ (−1)ξ21ξ12︸ ︷︷ ︸von (1 2)∈S2

]
·∆(c1, c2)

= (ξ11ξ22 − ξ21, ξ12) · γ mit γ := ∆(c1, c2) konstant.15.20 Korollar (Determinantenform und lineare Unabhängigkeit)Sind ∆ Determinantenform auf dem n−dim Vektorraum V und c1, . . . , cn ∈ V , sogilt:
∆(c1, . . . , cn) 6= 0 ⇔ {c1, . . . , cn} ist Basis von V .Anmerkung: Dies zeigt, dass 15.1 (ii) niht nur für eine, sondern für jede Basis von Vgilt. Auÿerdem beweist dieses Korollar die Eigenshaft aus 15.5 (i).Beweis von 15.20.�⇒ � Wäre {c1, . . . , cn} linear abhängig, so de�nitionsgemäÿ ∆(c1, . . . , cn) = 0.�⇐ � Seien {c1, . . . , cn} Basis von V und B1 = {b1, . . . , bn} die Basis von V , für die

∆(b1, . . . , bn) 6= 0 gemäÿ 15.1 (iii) gilt. Nah 15.19 existiert ein µ ∈ K mit
0 6= ∆(b1, . . . , bn) = µ∆(c1, . . . , cn), woraus die Behauptung ∆(c1, . . . , cn) 6= 0 folgt. �15.21 Korollar (Zur Frage der Eindeutigkeit)Sind ∆1 und ∆2 Determinantenformen auf V , so existiert ein λ ∈ K \ {0} mit

∆1 = λ ·∆2.Bei festem Vektorraum V sind also Determinantenformen bis auf skalare Vielfahebestimmt.Anmerkung:Wir werden sehen, dass umgekehrt eine Determinantenform ∆ existiert undmit ∆ auh λ ·∆ Determinantenform ist. Dies zeigt:Die Determinantenformen von V bilden einen 1−dimensionalen Unterraum des Vektor-raums aller n−fahen Linearformen von V .Beweis von 15.21.Ist C = (c1, . . . , cn) eine geordnete Basis V , so existieren nah 15.19 und 15.20 Elemente
γi ∈ K \ {0} mit ∆i(x1, . . . , xn) = γi ·

[ ∑
π∈Sn

sgn ξπ(1)1 · · · ξπ(n)n] für (i = 1, 2). DieBehauptung folgt mit λ := γ1 · γ−1
2 ; denn damit ergibt sih

∆1(x1, . . . , xn) = λγ2 ·
[ ∑
π∈Sn

sgn π ξπ(1)1 · · · ξπ(n)n] = λ ·∆2(x1, . . . , xn). �Jetzt können wir auh 15.5 (iv))zeigen: 183



15.22 Korollar (Determinante der transponierten Matrix)Für A ∈ K(n,n) gilt detA = detAT .Beweis. Mit π ∈ Sn durhläuft auh ρ für ρ := π−1 alle Elemente aus Sn. Zu jedem jgibt es auÿerdem genau ein i mit j = π(i), also i = ρ(j). Damit gilt n∏
i=1

απ(i)i =
n∏

j=1

αjρ(j).Wegen sgn ρ =sgn π−1 = sgn π erhält man:
detA = ∆0(a•1, . . . , a•n) =

∑
π∈Sn

sgn π n∏
i=1

απ(i)i =
∑

ρ=π−1∈Sn

sgn ρ n∏
j=1

αjρ(j) = detAT .Nahzuholen ist nun noh der Nahweis der Existenz von Determinantenformen fürendlih-dimensionale Vektorräume.15.23 ExistenzsatzSei V ein n−dimensionaler K− Vektorraum; seien ferner C = (c1, . . . , cn) eine festgewählte Basis von V und γ ∈ K \ {0} sowie xj = n∑
i=1

ciξij ∈ V für j = 1, . . . , n.Dann wird durh
∆(x1, . . . , xn) := γ ·

[ ∑

π∈Sn

( sgn π)ξπ(1)1 · · · ξπ(n)n](vgl. 15.19 (∗∗) !) eine Determinantenform auf V mit ∆(c1, . . . , cn) = γ de�niert.Beweisskizze. Sei ∆(x1, . . . , xn) := γ ·
[ ∑
π∈Sn

( sgnπ)ξπ(1)1 · · · ξπ(n)n] für xj =



ξ1,j...
ξnj




C

.Man prüft leiht nah, dass ∆ in jedem seiner Argumente linear ist. Weiter gilt
∆(c1, . . . , cn) := γ ·

[ ∑

π∈Sn

( sgn π) n∏

j=1

δπ(j)j

︸ ︷︷ ︸
6= 0 nur für π=id

]
= γ · 1 = γ 6= 0 .Zu zeigen bleibt noh, dass aus der linearen Abhängigkeit von x1, . . . , xn die Aussage

∆(x1, . . . , xn) = 0 folgt. Seien also x1, . . . , xn linear abhängig; dann existieren ein
i ∈ {1, . . . , n} und Elemente λ1, . . . , λn ∈ K mit xi =

n∑
j=1,j 6=i

xjλj , und es gilt (we-gen der Linearität in der i−ten Komponente):
∆(x1, . . . , xn) =

n∑

j=1,j 6=i

λj ·∆(x1, . . . , xj︸︷︷︸
i−te Stelle, . . . , xj︸︷︷︸

j−te Stelle, . . . , xn).184



Es reiht also, ∆(x1, . . . , xn) = 0 für xi = xj für ein Indexpaar i 6= j zu zeigen. Mit derTransposition τ := (i j) ∈ Sn folgt dann nah 15.17, dass Sn = An ∪ An ◦ τ und daher
∆(x1, . . . , xn) = γ

∑

σ∈An

(
1︸︷︷︸sgn σ

·
∏

k

ξσ(k)k + (−1)︸︷︷︸sgn (σ◦τ)

·
∏

k

ξσ◦τ(k)k
)gilt. Für k /∈ {i, j} ist (σ ◦ τ)(k) = σ(k) und somit ξ(σ◦τ(k)k = ξσ(k)k. Wegen xi = xj gilt

ξei = ξej für alle e = 1, . . . , n; somit ist
ξ(σ◦τ)(i)i = ξσ(j)i = ξσ(j)j und ξ(σ◦τ)(j)j = ξσ(i)j = ξσ(i)i.Insgesamt folgt daher die Gleihheit der Faktoren von ∏

k

ξσ(k)k und ∏
k

ξσ◦τ(k)k für alle
σ ∈ An, woraus sih die Behauptung ergibt.15.24 Anmerkung: Existenz und Eindeutigkeit der DeterminanteAufgrund des Existenzsatzes gibt es zu gewählter Basis C = (c1, . . . , cn) genau eineDeterminantenform ∆0 mit ∆0(c1, . . . , cn) = 1; insbesondere gilt dies für V = Kn undWahl der kanonishen Basis von Kn als C. Damit ist die Determinante einer Matrix
A = (a•1, . . . a•n) ∈ K(n,n) durh detA := ∆0(a•1, . . . , a•n) eindeutig de�niert (vgl. 15.4).
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� 16 Etwas projektive Geometrie16.1 Motivation: ZentralprojektionAuf Fotogra�en und Bildern tre�en sih parallele Geraden oft in einem Punkt am Ho-rizont. Bei perspektivishen Zeihnungen sind solhe Punkte, sogenannte Fluhtpunkte,wesentlihe Konstruktionshilfen. Horizont
Figur 16.1: Parallele Geraden tre�en sih im �Unendlihen�.Wir behandeln nun zuerst eine Zentralprojektion ζ in R3 mit Zentrum Z von einerEbene E auf eine dazu niht parallele Ebene F . Dabei wird einem Punkt P von E derShnittpunkt P ′ der Geraden ZP mit F zugeordnet. (Siehe Figur 16.2 a) !)

E

F

gv

gf

R

P

P

Z

Fluchtgerade

Verschwindungsgerade

Z

a) b)Figur 16.2: Zentralprojektion der Ebene E auf die Ebene F mit Zentrum ZNiht alle Punkte von E haben einen Bildpunkt und niht alle Punkte von F ein Urbild:Die Shnittgerade gv der durh Z gehenden zu F parallelen Ebene mit E besteht genauaus denjenigen Punkten, die kein Bild besitzen. Analog besitzen die Punkte der Shnitt-geraden gf der mit Z inzidierenden zu E parallelen Ebene mit F kein Urbild. (Sieheebenfalls Figur 16.2 a) !). Die Gerade gv heiÿt Vershwindungsgerade, die Gerade gfFluhtgerade,Bei der Abbildung ζ : E\gv → F \gf werden Geraden von E\gv (die ja mit Z eine Ebeneaufspannen) auf Geraden von F \ gf (die Shnitte dieser Ebenen mit F ) abgebildet �und umgekehrt haben Geraden von F \ gf als Urbilder Geraden von E \ gv.186



Betrahtet man nun, was mit einem Geradenbüshel durh einen Punkt R von gv passiert,so sieht man, dass die Bilder dieser Geraden in F keinen Punkt gemeinsam haben unddamit parallel sind. (Siehe Figur 16.2 b)!) �Der Bildpunkt von R liegt also auf dieserParallelenshar im Unendlihen�. Dadurh motiviert de�niert man:16.2 Projektive Erweiterung der reellen a�nen EbeneAls projektive Erweiterung PG(A) der reellen a�nen Ebene A =AG(R2) =:AG(2,R)bezeihnen wir folgende Geometrie:(i) Punkte von PG(A) sind die Punkte von A (die eigentlihen Punkte) und dieParallelensharen der Geraden von A. Also: Jede Menge aller zu einer Geradenparallelen Geraden bildet per de�nitionem einen neuen Punkt, einen sogenannten�uneigentlihen oder idealen Punkt�.(ii) Geraden von PG(A) sind die Geraden von A, jede erweitert um den eindeutigbestimmten uneigentlihen Punkt in ihrer Rihtung, und eine weitere Gerade, be-stehend aus allen uneigentlihen Punkten, die uneigentlihe Gerade g∞.(iii) Ein eigentliher Punkt inzidiert mit einer eigentlihen Geraden, falls das auh in Ader Fall ist. Ein uneigentliher Punkt inzidiert mit einer eigentlihen Geraden, fallsdiese zu seiner Parallenshar gehört. Und g∞ inzidiert genau mit den uneigentlihenPunkten.Übungsaufgabe 16.1 Zeigen sie, dass in PG(A) je zwei Punkte durh genau eineGerade verbunden sind und je zwei Geraden sih in genau einem Punkt shneiden.Um die neue Geometrie koordinatisieren zu können, wählen wir Z als den Nullpunkt Ounseres Koordinatensystem und E als die (zu A isomorphe) Ebene Ã mit der Gleihung
z = 1; nun ordnen wir jedem Punkt P von Ã die Gerade P̂ := PO zu und jeder Geraden
g von Ã die Ebene, die von g und O aufgespannt wird. (Siehe Figur 16.3).16.3 De�nition: homogene KoordinatenEin eigentliher Punkt der a�nen Ebene A mit den Koordinaten (x, y) ∈ A (bzw.
(x, y, 1) ∈ Ã) entspriht der Geraden (x, y, 1)R; die uneigentlihen Punkte entsprehenden Geraden der Form (x, y, 0)R. Umgekehrt de�niert jede Gerade einen eigentlihenoder uneigentlihen Punkt.Jedem Koordinatentripel (ξ1, ξ2, ξ0) mit ξ0 6= 0 ordnen wir daher einen a�nen Punkt zudurh:

P̂ := (ξ1, ξ2, ξ0)R 7→ (
ξ1
ξ0
,
ξ2
ξ0
, 1) = P.

(ξ1, ξ2, ξ0) heiÿt homogenes Koordinatentripel von P ; es ist nur bis auf einen Faktoreindeutig bestimmt.Analog lässt sih jedem (ξ1, ξ2, 0) mit ξ1 6= 0∨ξ2 6= 0 ein uneigentliher Punkt zuordnen.Man kommt damit zu der in folgender De�nition beshriebenen Geometrie: 187
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Figur 16.3: Zur Einführung homogener Koordinaten
(x, y) 7→ P = (x, y, 1) 7→ P̂ = (x, y, 1)R).16.4 De�nition: Reelle projektive EbeneDie projektive Ebene PG(2,R) =PG(R3) ist wie folgt de�niert:(i) Punkte sind die 1− dim Unterräume von R3.(ii) Geraden sind die 2− dim Unterräume von R3.(iii) Inzidenz ist Enthaltensein.16.5 Anmerkungen zur projektiven Geometriea.) Eine Verallgemeinerung auf beliebige Shiefkörper und auf andere Dimensionenist möglih.b.) Der Vorteil der projektiven Geometrie ist u.a., dass

• die Punkte, Geraden, Ebenen et. jetzt lineare Unterräume und keine anderena�nen Unterräume sind
• a�n-lineare Abbildungen, wie man zeigen kann, nun durh lineare Abbildungendargestellt werden
• Falluntersheidungen bzgl. Existenz von Shnittpunkten von Geraden in einer Ebe-ne niht nötig sind
• Punkte und Hyperebenen �dual� zueinander sind
• die reelle a�ne Ebene (nah Auszeihnung einer Geraden als uneigentlihe Gerade)in PG(2,R) wiederzu�nden ist (bzw. der n− dim a�ne Raum über K durh Aus-zeihnung einer Hyperebene in PG(Kn+1) als uneigentlihe Hyperebene erhaltenwird.)
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Einige Symbole und Bezeihnungen
∀x ∈ X∃1 y ∈ Y : A(x, y) Für alle x aus X existiert genau ein y aus Y derart,dass A(x,y) gilt
⇒ daraus folgt
⇔ dies ist äquivalent zu
¬A Non A
X ⊆ Y $ Z X ist Teilmenge von Y und Y ist ehte Teilmengevon Z
℘(M) Potenzmenge von M
f :

{
X → Y
x 7→ f(x)

Funktion f mit De�nitionsbereih X , Wertebereih
Y , Zuordnungsvorshrift x 7→ f(x)

f(X) =
{
f(x)|x ∈ X

} Bild von X unter f
Gf :=

{(
x, f(x)

)
|x ∈ X

} Graph von f
f |Z := RestZf ; f |Z→W Einshränkung von f auf De�nitionsbereih Z bzw.Wertebereih W
idM Identishe Abbildung auf M
Abb(I,K) oder KI Menge aller Abbildungen von I in K (aller Familienaus K mit Indexmenge I)
K(I) Menge aller Familien aus K mit endlihem Träger
Bij(X, Y ) Menge aller Bijektionen von X auf Y
B(E,R) Menge aller beshränkten reellen Funktionen auf E
C(E,R) Menge aller stetigen reellen Funktionen auf EN, N0 := N ∪ {0}, Z, Q, R, C Zahlbereihe
pn ‖ m⇔ (pn|m ∧ pn+1 6 |m)H reelle QuaternionenalgebraZm := Z/(m) := Z/mZKörper kommutativer Shiefkörper
GF(q) = Fq Galoisfeld mit q Elementen 189



Aut(G) volle Automorphismengruppe von G
End(G) Endomorphismenring der abelshen Gruppe
Sn symmetrishe Gruppe auf n Elementen
An alternierende Gruppe auf n Elementen
P(K) Algebra der Polynomabbildungen über K
K[x] Polynomalgebra über K
V (d,K) Vektorraum der Dimension d über K
dimK V Dimension des K-Vektorraums V
V/Kern f ∼= Im f

HomK(V,W ) Vektorraum der linearen Abbildungen von V in W(als K-Vektorräume)
EndK V = HomK(V, V )

K(n,m) Vektorraum der n×m-Matrizen über K
ΓL(V ) Gruppe der n.s. semilinearen Abbildungen von V aufsih
GL(V ) = AutK V Gruppe der n.s. linearen Abbildungen von V auf sih
SL(V ) Gruppe der niht-singulären linearen Abbildungenvon V auf sih mit det 1

AG(V ) bzw. AG(d,K) a�ner Raum über V bzw. über V (d,K)

V ∗ bzw. V d algebraisher Dualraum von V
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