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Algorithmische Untersuchungen zu bikriteriellen kostenminimalen
Fliissen in Netzwerken

1. Einleitung

Die Bestimmung optimaler Fliisse auf Netzwerken gehért zu den am héufigsten angewand-
ten Aufgaben des Operations Research. Die wesentlichen Ursachen dafiir liegen in dem
hohen Veranschaulichungsgrad der Modelle vermittels der Darstellung der physischen
Gr6Ben und deren Abhingigkeiten durch einen Graphen und im Vorhandensein von
effektiven Lsungsalgorithmen begriindet. Mathematisch handelt es sich dabei um lineare
Optimierungsaufgaben, deren Nebenbedingungen wie beim Maximalstromproblem oder
beim Problem eines kostenminimalen Flusses besonders einfach und iibersichtlich struk-
turiert sind. Mit wenigen Ausnahmen, z. B. Klingman und Mote (1982), wird bei den bishe-
rigen Untersuchungen jedoch stets von nur einer Zielfunktion ausgegangen. Viele prakti-
sche Probleme beziehen indessen mehrere, miteinander konkurrierende ZielgroBen ein.
Die Zielstellung der vorliegenden Arbeit besteht in der Darstellung der beim Entwurf und
der Analyse von Algorithmen fiir das bikriterielle kostenminimale FluBmodell erzielten
Ergebnisse. Im zweiten Abschnitt geben wir die formale mathematische Beschreibung der
Problemstellung. Die im dritten Abschnitt dargestellten Komplexititsergebnisse bilden
den Ausgangspunkt fiir die nachfolgend beschriebenen Algorithmusentwicklungen. Der
vierte Abschnitt behandelt dazu zunichst einige allgemeine Resultate zur Approximation
konvexer Funktionen. Weiterhin werden ein exakter Losungsalgorithmus und verschie-
dene Realisierungen des Sandwich-Approximationsverfahrens beschrieben. In einem
finften Abschnitt werden numerische Resultate von Testrechnungen zu den oben angege-
benen Algorithmen dargestelit.

2. Problemstellung

Es bezeichnet G = (V, A) einen gerichteten, asymmetrischen zusammenhédngenden Graph
mit der Knotenmenge V und der Bogenmenge A ¢ V x V. Die Anzahl der Knoten sei
|V| = n und die Anzahl der Bogen |A| = m. In G sind zwei ausgezeichnete Knoten 1 und n
gegeben, die die Quelle bzw. die Senke symbolisieren.

Sei R die Menge der reellen Zahlen. Eine auf A erklarte Funktion x : A — R heiBt ein FluB,
falls i

Z Xjk — Z X,’,‘z
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{ x| fir j=1

fir alle Knoten j € V erfiillt ist. Dabei ist
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die Stirke des Flusses x. Ein FluB heiBit zulissig, falls mit einer fur jeden Bogen (i, j) € A
definierten Kapazitit cap;; gilt:

0= Xij = capj - ] (2)

Die lineare Restriktionen (1) und (2) beschreiben ein konvexes Polyeder X, das FluB-
polyeder genannt wird.

7usitzlich wird angenommen, daf der Transport einer Mengeneinheit entlang des Bogens
(i, j) € A die Kosten ¢;; verursacht. Fir eine festgehaltene FluBstarke x = const. (i. A. wird
dabei vom Maximalflu ausgegangen) wird ein FluBdurchlauf mit minimalen Kosten ge-
sucht. Die Aufgabe

MCF: min {c"x:x e X, |x| =C, = const. }

heiBt kostenminimales FluBproblem, wobei ¢ = (c;) € R™ der Kostenvektor ist.

Falls nicht anders vereinbart, beziehen wir die Forderung |x| = C, in die Definition des
Polyeders X mit ein. :

MCEF enthilt als Spezialfille eine Reihe von Standardproblemen des Operations Research:
die Bestimmung kiirzester Wege, das Transportproblem und das MaximalfluBproblem.
Zur Losung von MCF stehen streng polynomiale Algorithmen bereit, d. h. ihre Laufzeit ist
polynomial in 7 und m und héngt nicht von:

CAP = max {cap;: (i, j) € A} oder
COST = max {c;: (i, /) € A}

ab (vgl. dazu z. B. Goldberg, Tarjan (1987)).

Die formal allgemeineren Fille mit nichttrivialen unteren Kapazititsschranken und freien
rechten Seiten kénnen durch Einfiihrung von Umkehrbogen bzw. von zusitzlichen Bogen
auf den Fall des MCF zuriickgefiihrt werden.

Zahlreiche praktische Anwendungen lassen sich nicht adéquat durch eine Zielfunktion be-
schreiben. Wir untersuchen im weiteren den Fall, daB auf X zwei Kostenfunktionen
¢, d : X— R, erklart sind. Eine Losungx* € X heiBt (funktional) effizient oder vektoropti-
mal, falls kein x € X existiert, so da8 mit fix)=/c'r, dTx) gilt:

f(x) < f(x*) und f(x) # f(x*) -

Die Ermittlung der effizienten Minimallosungen bezeichnen wir mit min*. Dann unter-
suchen wir das folgende Problem:

BMCF: min* {f(x):x € X} .

@

3. Komplexititsergebnisse

Die Charakterisierung der dem Problem BMCF innewohnenden Komplexitat gibt wichtige
Aufschliisse fiir den nachfolgenden Algorithmusentwurf. Dabei ist es zundchst von
Interesse, daB zur Losung von MCF streng polynomiale Algorithmen bereitstehen. Ein
zweites wichtiges Resultat betrifft den Spezialfall des bikriteriellen Wegeproblems. Fol-
gendes Problem gehort in die Klasse der NP-vollsténdigen Aufgaben:

Ermittle zum Netzwerk G = (V, A) mit Bewertungenc, d : A— Rund vorgegebenen Kon-
stanten a, B >0, ob es einen gerichteten Weg P von 1 nach n gibt, fiir den gilt
(P)= 2 ci=Sa
(ij)eP
dP)= 2 d;=p.

(iL.)eP
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Bild 1

In Bezug auf BMCF betrachten wir zwei Fragestellungen:

1) Ermittle die Anzahl #; der effizienten Basislésungen mit unterschiedlichen Bild-
punkten.

2) Ermittle die Anzahl #, dér effizienten Basislosungen, die in unterschiedliche Eck-
punkte des konvexen Polyeders aller Bildpunkte abgebildet werden.

Eine Antwort auf 1) wird durch Hansen (1980) gegeben, der vermittels des bikriteriellen
Wegeproblems nachweist, daB #; exponentiell von n = |V| abhingen kann. Fiir das dabei
verwendete pathologische Beispiel I gilt #,(1) = 27, i. A. gilt #;(I) = 3,(I) beziiglich belie-
biger Instanzen / von BMCF. Vermittels des von Zadeh (1973) eingefiihrten Graphen
G, = (V,, A,) von Bild 1 und spezieller Ansitze fiir die Kostenfunktionen konnte in Ruhe
(1988b) nachgewiesen werden, daB auch #, exponentiell von n abhidngen kann, wenn-
gleich diese Schranke in praktischen Fillen kaum erreicht wird.

4. Algorithmen
4.1. Einfiithrung

Zur Lésung multikriterieller NetzwerkfluBprobleme lassen sich die Verfahren der parame-
trischen linearen Optimierung bzw. der Vektoroptimierung anwenden. Dabei sind jedoch
eine Reihe von Vereinfachungen méglich, die sich aus der speziellen Struktur des Problems
als FluBproblem in einem Netzwerk ergeben. : .

. Fir lineare Optimierungsaufgaben mit mehreren Zielfunktionen sind seit vielen Jahren
Losungskonzepte bekannt. Die einfachste Methode ist es, das lineare Optimierungspro-
blem fir jede der K Zielfunktionen unabhingig voneinander zu l6sen. Man erhilt so eine
optimale Entscheidungstabelle (Diick 1978), die wertvolle Erkenntnisse fiir die Entschei-
dungsfindung beinhaltet.

Eine andere Vorgehensweise besteht darin, eine gewichtete Summe der X linearen Ziel-
funktionen aufzustellen und danach die Optimierung mit eben dieser Summe als Ersatz-
zielfunktion vorzunehmen. Das Ergebnis erscheint in Abhingigkeit der Gewichte, deren
praktische Festlegung bekanntlich recht problematisch ist. Wiederum anders ist die
Methode, da man K- Zielfunktionen als Nebenbedingung formuliert und die so umge-
wandelte Aufgabe als lineares Optimierungsproblem mit einer Zielfunktion behandelt. Es
ist auch méglich, fiir die Zielfunktionen eine Priorititsreihenfolge vorzugeben und danach
Loésungen zu ermitteln. ‘
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In Klingman und Mote (1982) wird eine NetzwerkfluBvariante zur multikriteriellen
linearen Optimierungsaufgabe vorgestellt. Dabei wird im wesentlichen die der multikrite-
riellen Optimierungsaufgabe entsprechende lineare mehrparametrische Optimierungsauf-
gabe betrachtet und dann unter Ausnutzung der speziellen Struktur der Nebenbedmgun-
gen des FluBproblems der multikriterielle Slmplexalgonthmus zur Bestimmung der effi-
zienten Losungen angewandt. Ferner wird eine NetzwerkfluBvariante fiir die Losung mit
einer gewichteten Zielfunktion beschrieben und am Beispiel der Bestimmung des
kiirzesten Weges bei mehreren Zielfunktionen demonstriert. Dabei ist eine interaktive
Losungsprozedur entwickelt worden.

Parametrische und multikriterielle Probleme hdngen eng zusammen: Multikriterielle Pro-
bleme lassen sich in parametnsche liberfithren, wobei es zu jeder effizienten Losung des
multikriteriellen Problems einen Satz von Parametern gibt, so daB diese Ldsung auch
Optimalldsung des so entsprechenden parametrischen Problems (mit spezieller Wahl der
Parameter) ist.

Ferner haben multikriterielle Probleme wichtige Konvexitétseigenschaften, die algo-
rithmisch genutzt werden konnen. So istim Raum der Zielfunktionswerte eines multlknte-
" riellen Problems die den effizienten Losungen entsprechenden Kurve (Fliche) konvex.

4.2. Approximation konvexer Funktionen

Motiviert durch parametnsche min-KostenfluBprobleme wurde von Burkard, Hamacher
und Rote (1987) eine Theorie zur Approximation konvexer Funktionen entwickelt, die so-
wohl bei parametrischen als auch bei bikriteriellen Flquroblernen eine Anwendung finden
kann. Bekannterweise ist die Optimalwertfunktion z(¢f) eines parametrischen min-
KostenfluBproblems eine konvexe Funktion im Parameterintervall [0, T]. Man kann nun
-z(¢) durch stiickweise lineare, konvexe Funktionen /(¢) und u(t) global approximieren mit

(1) < z(f) < u(¢) firallete [0, T] .

Dabei soll einerseits die Berechnung der Funktionen /() und u(f) méglichst einfach sein,
andererseits der Abstand der Funktionen bzgl. eines vorgegebenen FehlermaBes moglichst
klein werden.

Dazu wird [0, 7] unterteilt in

O=t0<t1<t2<...<tn= I
und z(¢f) wirdin [t;_1, t] (i=1,2, ... ,n— 1) durch
u(t) = z(ti-1) + [(2(8) — z(t-))/ (6 — ti-1)] - (¢ — ti-1)

ersetzt. Ferner wird /(¢) definiert durch
I(f) = max {z(t;—1) + 27 -1~ (¢ — ti-1), 2(8) + 27 - (= B)}

wobei zT _; die rechtsseitige Ableitung von z im Punkt #;,_; und z7 die linksseitige Ableitung
von z im Punkte ¢ ist. Dieses Vorgehen wird als Sandwich-Algorithmus bezeichnet.
Freiist noch, wie die Untertellung (t;) des Intervalls gewiéhlt wird. Wahlt man als Untertei-
lung die Mlttelpunkte jener Intervalle, in denen der Fehler noch groBer als eine vorge-
gebene Schranke ¢ > 0 ist, so 148t sich folgendes zeigen:

Satz (Burkard, Hamacher, Rote (1987)):

Die Anzahl M der Funktionsauswertungen z, z* und z~, die benétigt werden zur Berech-
nung einer oberen und unteren e-Approximation u(t) bzw. [(£) von z(¢) ist beschrénkt durch

M <max {2, | 32VT (z (1) — z7(0))/2¢] + 1}. : 3)
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4.3. Ein exaktes Verfahren fiir BMCF

In Anlehnung an Aneja, Nair (1979) geben wir fiir das bikriterielle Problem kostenmini-
maler Fliisse ein Vorgehen an, bei dem Uberginge zwischen nicht notwendig benachbarten
Eckpunkten des Bildbereiches erfolgen.

Sei Y.¢ die Menge der effizienten Eckpunkte des Bildbereiches.

Satz:
Seiy’, y' € Y. Dann gilt mit

y'=argmin {|y: — y3| - y1 + [yl = yi| - y2:y = (1, y2) € ¥} (4)
undy'# /-y "+ (1 —-10)-y"; 1 €[0,1], daB auch y’ € Y.

Auf obigen Satz basiert ein Verfahren zur Lésung von BMCF.
Zur Ermittlung der Startlésungen verwenden wir den

Satz:

Mit x' € arg lexmin {(c'%, ¢*x) : x € X} und
x* e arg lexmin {(cx, c'x) : x € X}

gilt: Y=fx)eYy firi=1,2.

Auf dieser Grundlage ist in Ruhe (1988a) ein Algorithmus angegeben, der in

0 (|Yegt| n* (m + nlog n) log n) Operationen die Menge Y bestimmt. Die Vorgehensweise
ist auf andere stetige Probleme mit zwei Zielfunktionen iibertragbar. Die in jeder Iteration
zu 16sende Teilaufgabe ist im Falle von BMCF vom Typ MCF und muB fiir andere bikrite-
rielle Probleme durch das Lésen der entsprechenden Teilaufgabe ersetzt werden.

4.4. Approximationsverfahren fiir bikriterielle Flufprobleme

Fiir bikriterielle FluBprobleme kann ebenfalls die in Abschnitt 4.2. beschriebene Approxi-
mationsmethode angewandt werden. Dabei empfiehit es sich jedoch, nicht den Fehler
max |u(¢) — /()| zu minimieren (der eine Zielfunktion bevorzugt), sondern den projektiven
Abstand zwischen u(f) und I(z). '

EsseiL: = {(t,I(t): € [0, T)} und U: = { (¢, u(r) : t € [0, T]}.
Dann ist der projektive Abstand A zwischen L und U festgelegt durch
A = max {SUP xeLinfyeU ”)’ —x”7 SupyeUinfxeL ”y _x”} iR

In Ruhe (1988a) werden Approximationen /(¢) und w(f) mit A < ¢ ermittelt. Der Rechen-
aufwand zur Ermittlung dieser Apptoximationen betrigt '

0((A%¢) n* (m + nlogn) logn) , (5)

wobei A’ den projektiven Abstand beziiglich der durch die Anstiege in den linken und
rechten Randpunkten gegebenen ersten Approximation bedeutet.

In Fruhwirt, Burkard, Rote (1989) wird ebenfalls dieses Problem untersucht. Die Autoren
diskutieren 3 Regeln zur Wahl des Zwischenpunktes eines Intervalls, in dem A groBer als
das vorgegebene ¢ ist, ndmlich die '

— Sehnenregel (siehe auch Ruhe (1988a))
— Winkelhalbierungsregel
— mittlere Steigungsregel.
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Dabei konnte folgendes gezeigt werden

Satz (Fruhwirt, Burkard, Rote 1989):

Die Anzahl M der Funktionsauswertungen die nétig ist, um den projektiven Abstand A
kleiner als ein vorgegebenes £ > 0 zu machen, betrdgt bei der Winkelhalbierungsregel

M <max {2, |3/2 VT al2e] + 1} (6)
bzw. bei der mittleren Steigungsregel

M <max {2, |3/2VT-D/2e] + 1} . (7

Dabei ist D die Differenz der Anstiege im linken und rechten Randpunkt des Intervalls
[0, T] sowie a der Winkel, der in der 1. Approximation von I(¢) auftritt. Fiir die Sehnenre-
gel konnte Rote (1988) folgendes Ergebnis mit einer neuen Beweismethode zeigen:

Satz (Rote 1988):

Neben den Auswertungen in den Endpunkten des Intervalles [0, T] benotigt die Sehner
regel maximal M, zusitzliche Auswertungen, wobeli gilt

n {0' ¢ fir Aa/e <64 (8)
i [4/\/3 (VAale®) —1] fiir Aale®>64. :

Dabei st A die Fliche des Dreieckes, das in der 1. Iteration von /(¢) und u(t) gebildet wird.

4.5. Ein interaktives Vorgehen fiir mehr als zwei Kriterien.

Sowohl das in 4.3. beschriebene exakte als auch die in 4.4. dargestellten approximativen
Verfahren sind zunichst nur fiir zwei Kriterien formuliert (eine Verallgemeinerung er-
scheint prinzipiell mdglich). Um auch fir mehr als zwei Kriterien eine praktikable
Methode anzubieten, wurde ein interaktives Vorgehen auf der Grundlage der Parameter-
variation in der Zielfunktion realisiert. Bei dem vorliegenden Computerprogramm konnen
bis zu 10 Kriterien Beriicksichtigung finden.

5. Numerische Ergebnisse

5.1. Untersuchungen zur Anzahl der Knickstellen

Obwohl die worst-case-Untersuchungen gemdB Abschnitt3. im Falle bikriterieller
kostenminimaler Fliisse eine exponentiell von n = | V] abhangende Anzahl von effizienten
Eckpunkten des Bildbereiches ausweisen, zeigen die experimentellen Untersuchungen fir
den ,Normalfall‘ ein weitaus ginstigeres Verhalten.

Zu dem in Abschnitt 4.3. beschriebenen Vorgehen zur Losung von BMCF wurde ein Com-
puter-Programm geschrieben (Turbo-Pascal) und fiir zwei Klassen von Graphen am Rech-
ner PC 1715 getestet.

a) Die in Abschnitt3. dargestellten pathologischen Graphen mit zufillig erzeugten |
Kosten
b) Grid-Graphen fiirn = 4 und 5.
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Die beiden ganzzahligen Kostenvektoren wurden als Realisiérungen von gleichverteilten
ZufallsgroBen bestimmt. Als Parameterintervall fir die ZufallsgroBen wurden

a) [0,5],[0,10] und [0,50] bzw.
b) [0,5], [0,10] und [0,20]

verwendet. Die in den Tabellen 1 und 2 angegebenen Werte sind DurchschnittsgréBen von
jeweils 5 gerechneten Beispielen.

Tabelle 1 Tabelle 2

Kardinalitdt von Y. Kardinalitat von Y

n [0,5] [0,10] [0,50] n (0,5] [0,10] [0,20]
3 1,6 2.0 1,8

4 27 2,4 1,8 4 5,6 4,0 7,0

5 22 2,6 14 5 8,4 10,8 9,6

b

Dariiber hinaus wurden fiir eine Reihe von Standardtestbeispielen groBer Dimension, die
durch das dafiir bereitgestellte Programmsystem NETGEN (siehe Klingman, Napier &
Stutz 1974) erzeugt wurden, die Anzahl #; = |Y.s der effizienten Eckpunkte des Bild-

bereiches bestimmt.

Tabelle 3
Parameter der NETGEN-Test-
beispiele und Kardinalitit von'| Y|

Problem |V| |Al  |x| |Yed]
i 100 900 600 143
2 100 1000 900 189
3 100 1000 4000 280
4 400 4000 3600 853
5 400 4000 3600 863
6 400 4000 15000 1286
7 800 8000 6000 1539
8 800 8000 12500 2179
9 800 8000 30000 2872

Die Berechnungen zeigen, daf die Anzahl der effizienten Eckpunkte des Bildbereiches
weit davon entfernt ist, exponentiell mit der Knotenanzahl der Netzwerke zu wachsen. L.
keinem Beispiel iibersteigt die Anzahl der Eckpunkte die Bogenanzahl des Netzwerkes.
Fiir praktische Probleme diirfte im allgemeinen dasin 4.5. geschilderte interaktive Verfah-
ren ausreichen. :

5.2. Vergleich von approximativen Verfahren

Mit den in  Abschnitt 4.4. vorgestellten Regeln zur Wahl des Zwischenpunktes und der
noch darzustellenden LTR-Regel wurden Vergleichsrechnungen durchgefihrt. In Abhén-
gigkeit von der vorgegebenen Genauigkeit ¢ >0 wurden CPU-Zeit und maximale Hohe
(sth) des zur Speicherung der Zwischenlosungen notwendigen Stacks fiir die in Tabelle 3
beschriebenen Testbeispiele gegeniibergestellt. AuBerdem enthalt Tabelle 4 Aussagen zur
Anzahl |Z.g| der jeweils ermittelten effizienten Losungen. Die LTR-Regel benutzt eine
obere Schranke M fiir die Anzahl der Iterationen der Winkelhalbierungsregel und fiihrt
Rotationen des Bildbereiches Y um F % a/M durch. Dabei ist a der Winkel, der durch das
aktuelle Segment festgelegt ist, und F > 1 eine empirisch zu bestimmende Konstante (bzgl.
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weiterer Details sieche Fruhwirt, Burkard, Rote 1989). Als Grundroutine zur Ldsung vo
MCF wurde der primale Simplexalgorithmus nach Ahrens & Finke (1980) benutzt. Bei ge-
ringfligigen Vorteilen in der Rechenzeit ist die LTR-Regel vor allem hinsichtlich des
Parameters sth (Anzahl der zu speichernden Zwischenl6sungen) am giinstigsten.

Tabelle 4
Vergleichdera) Winkelhalbierungsregel
b) Sehnenregel

c) LTR-Regel
fiir die in Tabelle 2 charakterisierten Testbeispiele
a) b) c)

Pro- &/A° | Zes] CPUJ sth | Ze| CPLJ sth | Z.5 CPU sth

blem (sek) (sek) (sek)

1 0.010 118 3.8 3 15 4.0 3 13 33 2
0.001 37 6.9 4 33 6.8 5 40 6.0 2
0.0001 | 85 12.8 5 87 133 6 88 113 2

2 0.01 14 5.0 3 16 5.0 3 13 3.6 2
0.001 38 8:1 S5 35 7.6 S 37 6.2 2
0.0001 | 96 152 5 98 157 6 98 127 2

3 0.01 15 N2 3 16 52 3 14 42 2
0.001 39 8.6 S 38 8.3 5 40 6.9 2
0.0001 | 101 16.2 6 100 15.7 6 105 13.1 2

4 0.01 13 317 3 16 36.3 3 14 26.4 2
0.001 43 57.6 5 39 953 5 48 44.0 2
0.0001 | 124 105. 6 121 103.6 6 131 79.4 2

5 0.01 14 34.4 3 16 36.2 3 13 25.17 2
0.001 42 58.8 5 39 54.5 5 46 43.5 2
0.0001 | 123 108.3 6 123 107.9 6 130 83.5 2

6 0.01 16 41.3 3 17 4.7 4 13 30.7 2
0.001 43 65.8 5 35 61.4 5 42 45.7 s
0.0001 | 129 118.1 4 127 120.8 6 126 84.3 2

7 0.01 13 91.9 3 16 1027 3 14 74.6 2
0.001 43 156.4 ) 38 146.9 S 47 112.4 2
0.0001 | 123 262.6 6 125 277.3 7 139 2022 2

8 gt | 13 106.0 3 17 123.8 4 15 93.0 2
0.001 43 181.8 S 36 166.7 5 44 127.1 2
0.0001 | 130 310.1 7 129 316.7 7 146 2245 2

9 0.01 14 136.0 3 16 146.2 3 13 104.5 i
0.001 43 211 1 5 36 203.0 5 44 149.0 2
0.0001 | 130 346.7 6 127 349.7 7 152 249.5 2

Neben der rechentechnischen Dominanz der LTR-Regel belegen die numerischen Daten,
daB die Zahl der effizienten Lésungen bis zu einer relativen Genauigkeit von ¢/A° = 0.001
in Uberschaubaren GréBenordnungen bleibt und das approximative Vorgehen somit eine
praktikable Methode darstellt. :
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