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1 Korrekturen und Ergidnzungen

Seite 6 Zeile 11: (1,0,0...)

Seite 9 Zeile 1: Michtigkeit (Kardinalzahl)

Seite 10 Zeile -2: V; (statt V)

Seite 28 Aufgabe L5: ...eines K-Vektorrams V mit char(V) # 2.

Seite 31 Aufgabe L.24 : ...., die beziiglich der kanonischen Basis die Darstellung
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X2 .

f( o >_ hat ....
X4
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Aufgabe L28: idy statt id,
Aufgabe L.37 (v) statt (vi)

Aufgabe L.46 Zusatz:
(c) Sei Q der zu A parallele affine Unterraum durch p mit
dimg Q = dimg A! Ist dann W U Q affiner Unterraum?

Aufgabe 48. mit A =

Zeile -5 Zum Satz von Cayley-Hamilton
Achtung! Direktes Einsetzen von A in det(A — X E,) ist schon aus formalen
o —X ... Oy
Griinden nicht moglich: A — XE,, ist ja gleich ,
Oyl cer Oy —X

und Skalar minus Matrix ist (fiir » > 1) nicht erklart.

Beweisidee: Einsetzen von C = A — X E,, in die Formel der allgemeinen La-
placeschen Entwicklung

(%) (Ex xa(X)) =E, detC=C-(C;)T (vgl. 1.6).

Beweisskizze:

C := (Cyj) ist ein Polynom (n — 1)—ten Grades, also von der Form

- n—1
C = Y X*C fiir geeignete C, € K", Aus (%) erhilt man damit
k=0

n—1
(x%) Ep xa(X)=A-Co+ ¥ X¥AC, — Cr_1) — X"Cy_1. In dieser Glei-
k=1

chung kann man X durch A ersetzen; denn aus (A; ;) (L %X*) = LX*(Bf;)i

folgt durch Ausrechnen und Koeffizientenvergleich A;;yx = ij und damit
(+x) auch mit A statt X, wobei die rechte Seite 0 wird.

Zeile 5: wie man durch vollstidndige Induktion nach dimV und Betrachtung
des Orthogonalraumes zu einem Eigenraum zeigen kann,

nach Zeile 8: Anmerkung: Auch allgemein sind hermitesche Matrizen zu
Diagonalmatrizen mit reellen Eintrigen dhnlich und besitzen selbstadjun-
gierte Abbildungen eines endlich-dim Préhilbertraums eine ON-Basis aus
Eigenvektoren.

Zeile 14: (Cpositiv definit’ fett drucken!)

Tabelle 2.1: zu Fundamentalmatrix: und A positiv definit
Aufgabe L59 Cayley (statt Caylay)

Aufgabe L70 Vektorraum (statt Vectorraum)

Zeile 11: dass (statt da3)

Zeile —4: Anmerkung: Eine reelle ...

Zeile 9/10: (Text zwischen “mon” und “oton” streichen!)
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Seite 77

Seite 80
Seite 83

Seite 84

Seite 90

Seite 91

Seite 91

Seite 91

Seite 91

Seite 92

Seite 92

Zeile 8: a, = (%—1—1)”:

zu (b)2. : Spezialfall: E =TR?und

dy(x,y) = Z |E; — M| (sogenannte Taxi-Metrik)
Zeile —20 Z

Zeile —-17: Z (zweimal)
=1
Zeile -7 : (auch Supremums-Metrik genannt)

Zeile -4 :  (sog. Maximums-Metrik)
Zeile 7: Wir zeigen nun, dass die

Zeile —13: ... = f(xp) (sog. Folgenstetigkeit)
Zeile —7: Abb. 3.5 a
Zeile —7: (Satz von Heine-Cantor)

Abbildungen: (a und b durch o bzw. [ ersetzen!)
Zeile -21: Abb. 3.5
1

lb) ay = { )
la) i

v=2
Ic) E

v=0

Zeile -4 (Einschub) Beweis-Skizze: Fiur jedes n > 2 liegt die n—te Partial-
summe s, zwischen den jeweils vorhergehenden Partialsummen: s, — 5,1 =
(—=1)"a, und s, — s, 2 = (—1)""!(a,_1 — a,) haben unterschiedliche Vor-
zeichen; fiir jedes n < k liegt s, damit im Intervall mit den Grenzen s;_»
und s;_1, dessen Breite |s;_| — sx_2| = ax—1 gegen Null strebt. Damit ist
($n)nen eine Cauchy-Folge. O

Zeile -1 (Einschub): Beweisidee: Anwendung des Cauchy-Kriteriums: Aus
n
Y |bx| < € fiir alle n < m > N (mit geeignetem N) und n,m > ng folgt

K=m

n
Y Jax| <e.
K=m

Zeile 3 (Einschub) Beweisidee: Kontraposition des Majorantenkriteriums.

Zeile 9 (Einschub) Beweisidee:
N
Aufspalten der Partialsummen ), ay (zunédchst mit N = ntl_q);
v=0
2—1 221 231 2t

Beweisskizze: Z ay = ag + ): ay+ Y ay+ Y ay+...+ ¥ ayin
v=2 v=22 v=2n



Seite 93

Seit 97

Seit 100

Seit 103
Seite 110

Seite 116
Seite 119

Seite 121
Seite 128
Seite 136

Seite 137

Seite 138
Seite 142
Seite 144
Seite 148

Teilsummen, deren Summanden jeweils groBBer gleich dem ersten und klei-
ner gleich dem letzten Term der Teilsumme sind und sich damit leicht ab-
schitzen lassen

ao+ Z Vay < ap+ Z Va1 < Z ay < agp+ Z 2Vayv.

V=
Die Partlalsummen beschranken s1ch also gegenseltlg 0J

Zeile -8: Y,
v=1

Zeile 6: im Punkt xq
Zeile 9: < statt <

Zeile -1 : lin(} x%Inx =
=0

Zeile -3 : +d (statt +-c)

Zusatz zu Aufgabe A15:

Beweisen Sie unter Verwendung dieser Aussage, dass es fiir jedes n € N ein
x € [0, 1] mit der Eigenschaft 0.2+ 0.5x" = x gibt.

Zeile -2: Busam/Epp[BE]
Zeile 8: =
[lvll=1
Zeile —4: (fiir x # 0 # y; sonst direkt gleich 0).

Zeile 18: Integralfunktion

Aufgabe A66 und A68 sollten zusammengefasst werden!
. L a+0,01\, a
Zeile -18 (Aufgabe A71): v—f((1+0703)) f((l))

Zeile -2 (Aufgabe A81): f: R? — R?
Zeile -1: Busam/Epp[BE]
Zeile 3: Gleichverteilung (kursiv!)

zum "weiteren Beispiel d)":

Die Wahrscheinlichkeiten des Aufretens der Ausprigungen zweier Merk-
male E,E und F,F liefern die Eintriige in die sogenannte Vierfeldertafel
(2 x 2—Kontingenztafel):

F F gesamt
E | pPEnF) | PENF) | PE)
E | P(ENF) | PENF)| P(E)
gesamt | P(F) P(F) 1




fiir das Beispiel d) mit W; bzw. S; beim i-ten Zug (i = 1,2) also

W1 | S1 || gesamt
1 1 1
W2 | 123 3
1 5 2
2 i |1 3
1 2
gesamt | 3 | 3 1

Aus der Vierfeldertafel kann man dann das umgekehrte Baumdiagramm
konstruieren, mit dem man ohne explizite Anwendung der Formel von Bayes
aus P(E|F) die Wahrscheinklichkeit P(F|E) bestimmen kann, im Beispiel
also z.B. P(W;|W,).

? [wy | 112
1/3.
P

VP

2/3 - w1 i
S2 '

~—— :
Abbildung 5.5a: Umgekehrtes Baumdiagramm zum Beispiel der Abb. 5.5.

PO = /4= (=R

Seite 153 Zeile -12: Standardabweichung (Streuung)

Seite 154 statt der letzten 5 Zeilen:

X hat die Verteilung von X1 + X, + ...+ X, von n unabhéngigen alternativ
mit Wahrscheinlichkeiten p und (1 — p) verteilten Zufallsvariablen X; (einer
Bernoulli-Kette). Daher gilt

E(X)= XH:E(Xi) =n-p und Var(X)= Zn:Var(Xl-) =n-pq.
i=1 i=1

_ n
Seite 159 Zeile 13: X = % Y X; stochastisch
i=1

Seite 161 Zeile -8: durch die Normalverteilung approximierten
Seite 166 Zeile 8: W18 (statt WTh18)

Seite 166 FulBlnote & streichen



Seite 167
Seite 169

Seite 169

Seite 172

Seite 180

Seite 186

Seite 187
Seite 189
Seite 190
Seite 196

Seite 198

Seite 200
Seite 201

Zeile -9: Komma nach >Wahrscheinlichkeit’
Zeile 7: Komma bei (w,w)

Zeile -12/-11: 98% alle einsendenden Frauen und mit Wahrscheinlichkeit
von mindestens 98% alle einsendenden Minner

Aufgabe W51 (statt Aufgabe 51)

Zeile -4 von Aufgabe W52: verdndert, (Komma) Zeile -3 von Aufgabe W52
auf dem

Zeile -1 : (Ergiinzung:] Behrends [Beh3], Geogii [G], Biichter & Henn [BH]

(Ergénzende 2. FuBlnote:) Losungen siehe Seite 343-345 !

Zeile 4: eines 3-dim affinen Raumes A4 auf eine Ebene F' von A4

Abbildung 7.3: Parallelprojektion 7t eines 3-dim affinen Raumes A4 auf eine
Ebene von 4.

zu Anmerkung 3.): Siehe Aufgabe E39 (s.u. in den Korrekturen und Ergén-
zungen!)

4 Zeile von a): uneigentlichen
Abbildung 7.7 a) (fehlendes) A
Zeile -5: Relation <’ wihlen:
Zeile 3: ||x|| := /XX
Zeile —13: (Komma vor und)
H H
Zeile -8: ((PQ) = L(RS)
Zeile -22:(Leerzeichen vor dem Komma streichen!)

Zeile -5: Summe der WinkelgroBBen

Seite 207 Alternativer Beweis zur Umkehrung des Satzes von Thales (nach einem

Hinweis von Sabine Giese):

Aus dem gegebenen rechtwinkligen Dreieck konstruiere man durch Antra-
gen rechter Winkel an AC in A und an BC in B ein Rechteck. Dessen Diago-
nalen halbieren sich in M und sind kongruent. Da die Strecken AM und CM
also gleich lang sind, liegt C auf einem Halbkreis um M mit Radius |AM]|.

Weiterer alternativer Beweis zur Umkehrung des Satzes von Thales (nach
einem Hinweis von Beate Enderlein):

Sei AABC das betrachtete Dreieck mit rechtem Winkel bei C, und sei M
der Mittelpunkt der Strecke AB. Die Parallele zu BC durch M (d.h. das Lot
von M auf AC) schneidet die Strecke AC in einem Punkt P. Nach dem 1.
Strahlensatz ist dann, so wie M der Mittelpunkt von AB ist, auch P der
Mittelpunkt von AC. Die Dreiecke AAPM und AMPC haben die Seite MP



Seite 210
Seite 217
Seite 218

Seite 219

Seite 222

Seite 226

Seite 229
Seite 232

Seite 238

Seite 239

Seite 239

Seite 240
Seite 241
Seite 241
Seite 247

Seite 248

gemeinsam, rechte Winkel bei P und kongruente Seiten AP bzw. PC; nach
dem Kongruenzsatz SWS sind sie daher kongruent, woraus [MA| = |MC|
folgt. Dies zeigt, dass C auf dem Kreis um M mit Radius |[MA| liegt, was zu
zeigen war.

Zeile 5: (Leerzeichen vor FuBBnotennummer 13 streichen!)
Zeile 16: Ebene
E17 2.Zeile eine

E22 1.Zeile rechtwinkliges
E22 2.Zeile Dreieck

Zeile -1 Berchtold[Ber], Graumann [Gr], Kasten/Vogel [KV]

5.Zeile in 8.2 FuBnote zu Peanostruktur {genannt nach Giuseppe Peano
(1858-1939); erste axiomatische Beschreibung der natiirlichen Zahlen al-
lerdings schon 1888 durch Richard Dedekind (1831-1916), von Peano 1889
zitiert. }

Abbildung; (Strich von Q(+v/2) zu R kann erginzt werden).
Zeile —15: (S. auch Aufgabe AZ4.)

Zeile —17/16 o Verbindungsgeraden bereits konstruierter Punkte e Kreisen,
deren Mittelpunkt bereits konstruiert ist und deren Radius ...

Zeile 2: ( Durch Subtraktion der Gleichungen zweier Kreise sieht man, dass
die Schnittpunke einer Gleichung 2. Grades und nicht einer 4.Grades genii-

gen.)

Zeile -10: (...Statt des Eisensteinschen Kriteriums kann man auch direkt
eine mogliche Zerlegung von g(X) := X3 + 3X — 3 modulo 3 betrachten
und zeigen, dass die Faktoren modulo 3 Monome sein miissen und ihre
absoluten Glieder daher durch 3 teilbar, im Widerspruch dazu, dass 9 nicht
das absolute Glied von g teilt.)

FuBinote 8: Es gilt sogar (wie eine Anpassung der Beweisskizze zeigt):
Zeile 14: (neue Zeile fiir 'Bedeutung’)

Zeile 15: bzw. Faktorgruppen ( ’als’ streichen)

Zeile 8: Q(v/—d)

Zeile -2: Reiss/Schmieder [RS]



Seite 249 Losung zu Aufgabe L4 bitte ersetzen durch:
Lineare Unabhingigkeit einer Menge M heif3t laut Definition, dass jede end-
liche Teilmenge von M linear unabhéngig ist.

Sei also F = {ey,,...,eq, } eine endliche Teilmenge von E := {e,|la € R}
und seien A, ,...,A,, aus R mit ) A,e, = 0. Durch n — 1-maliges sukzes-
sives Ableiten und Einsetzen von x = 0 erhilt man das lineares Gleichungs-
system:
1 1
Al 0
al an . .
al’l—] an;l 7\’71 0
n

Da alle a; verschieden sind, hat die Koeffizientenmatrix (diese ist eine Vander-
monde-Matrix) vollen Rang, d.h. alle A; sind gleich 0. Dies zeigt, dass jede
endliche Teilmenge von E und damit £ selbst linear unabhingig ist.

Die Dimension von Abb(RR,RR) ist also mindestens gleich der Kardinalzahl
von R.

Seite 250 Zeile 8 (Losung zu Aufgabe L5 (a)):

-1 1 -1
—4 3 2/=(-1)-(6-2)—(-8+4)—(4—6)=2+#0.
2 -1 2
-1
Zeile 10 (Losung zu Aufgabe LS (b)): .. — | —2 | (geidndertes Vorzeichen)
2

Seite 251 Zeile — 6 ff.(Erginzung zu Aufgabe L10) Alternativ kann man neben der
Linearen Unabhingigkeit von B’ = (f(v;));cs (siche oben) auch zeigen, dass
B’ Erzeugendensystem von W, insgesamt also Basis von W ist: Zu jedem
w € W existiert ein Urbild v unter der Bijektion f. Fiir geeignete A; (nur
endlich viele ungleich 0) ist v = ¥ A;v; und damit (wegen der Linearitit

icl
von f)
FO) = M) =Y Nif(vi) e<B >.
icl icl
Es folgt dim W = |B'| = |I| = dimV.
Seite 255 Zeile 4 (Losung zu Aufgabe L21) elementaren

Seite 255 Zeile 12 erhalten

Seite 256 Zeile -9 (Losung zu Aufgabe L25) Mg (f) = <

| L —
~_

3
Seite 258 Zeile 1: ... =Y fi (e,-)?»i =...
i=1



Seite 258 Ende von Zeile 12: ")Btreichen!

Seite 259 Zeile 4 (Losung zu Aufgabe L.32): WFW W F

Seite 260 Zeile -4 (Losung zu Aufgabe L36):.. ergibt sich () f(x) = ..

Seite 262 Zeile 3 (Losung zu Aufgabe L.39) Vektor (statt Losungsvektor)

Seite 263 Zeile 5 (Losung zu Aufgabe L43 b) .
Alternativ reicht es, zu zeigen: det(b—d,c—d,d—d) #0.

Seite 264 Losungsskizze zu Aufgabe L46 (Neufassung):

(a)

(b)

(c)

Seite 266 Zeile 3: ¥

Nein. Wihle z.B. n > 2, ferner A als Punkt im Raum R”\ {0} und p
so, dass die Verbindungsgerade W von p zum einzigen Element von A
keine Nullpunktsgerade ist.

Ist A ein Punkt, so ist die Verbindungsgerade mit p ein 1-dim affiner
Unterraum.
Gilt hingegen 1 < dimg A < n, so ist W kein affiner Unterraum:
Sei A = v+ U # U mit Unterraum U mit 1 <dimU < n. Wére W nun
affiner Unterraum, so wegen A C W (mit¢ =1 )und p € W (fiir t = 0)
von der Form

W=v4+U =p+U;

mit Unterrau Uy; dann folgten aus A =v+U C W = v+ U die Bezie-
hungen U CUyund p+U C p+U; =W.

Andererseits implizierte p+u = p+1t(a — p) sofort u =t(a — p), also
t=0odera—p= ut ! und damitu =0oderpca+U CA+U =A,
ein Widerspruch zu dimU = dimA > 1 bzw. p ¢ A.

Also ist W kein affiner Unterraum.

Anschaulich gesehen fehlen am affinen Unterraum p+ (v — p)R+U
die Punkte (au8er p) der zu A parallelen Geraden durch p; diese Gera-
den schneiden ja A nicht.

Ja. Ist A =v+U, dann gilt Q = p+ U und

WUQ={x|x=p+(¢g—p)t,T€R,qg€A}U(p+U)
={xlx=p+(v—-p)t+ut,tceRucU}U(p+U)
={x|x=p+(-plt+ut,1#0,uc U U{p}U(p+U)
=p+(v—p)R\{0})+UU(p+U)=p+(v—p)R+U.

U; := (v— p)R+VU ist ein Unterraum (Summe zweier Unterrdume),

damit W U Q Nebenklasse nach einem Unterraum, also affiner Unter-
raum.

i=0

Seite 267 Zeile 2: der einzige



Seite 267

Seite 268

Seite 269

Seite 273

Seite 277

Seite 278

Seite 285
Seite 286
Seite 287
Seite 287

Seite 287

Seite 293

Seite 297

Zeile —19 (in der Losung zu Aufgabe L58):

det (—cos‘(p X TIne ) 2 cos>@ —sin?@ =x> — 1
—sin@®  cos@—x

Zeile —16 : Alternative Losung zu Aufgabe L.58:

Wegen A2 = E; #Aund A-AT = E; sowie detA = —1 ist (nach Klassifizie-

rung der orthogonalen Transformationen) f eine Geradenspiegelung.

Zeilen —12 und —13 (in der Losung zu Aufgabe L59): annulliert

Zeile —11 Eigenwert von A

Zeile =9  yx4(X) = (—1)"X" und nach dem Satz von Cayley-Hamilton

daher A" = 0.

letzte Zeile M = {--- }.

Zeile —4 (in der Losung zu Aufgabe 1.64): Fiir je zwei Vektoren (statt ’Dann
gibt es’)

Zeile 5 (in der Losung zu Aufgabe L74) gilt dann (statt also’)

Zeile 5 (in der Losung zu Aufgabe L83 c):

B=(((0, 1,0,0),%(_3,0,5,4))

Zur Losung von Aufgabe 190 hinzufiigen:

Anmerkung: Man kann auch zeigen, dass jede zu H parallele Hyperebene
unter 7 fix bleibt. Bei den Abbildungen T handelt es sich also um eine Ver-
allgemeinerung der uns aus der euklidischen Ebene bekannten Scherungen
auf beliebige endliche Dimensionen und beliebige Korper.

Zeile 15: Wegen f(x)...

Zeile 13: Komma vor ’und’

Zeile 19 (in der Losung zu Aufgabe A15): f(b) <b.

Zeile 22 (in der Losung zu Aufgabe A15): g(§) =0, d.h. f(§) =E&.

Beweis der Zusatzaufgabe von Aufgabe Al5:

Da die Funktion f mit f(x) = 0,2+ 0,5x" stetig auf [0, 1] ist, reicht zum
Nachweis der Behauptung das Verifizieren von f([0,1]) C [0, 1]. Fiir nicht-
negative x ist 0,2 + 0, 5x" ebenfalls nicht-negativ, und fiir 0 < x < 1 ist we-
gen der Montonie der Potenzfunktion auf diesem Intervall auch x" kleiner
gleich 1. U

Zeile -5: stetig

Zeile 8 (in der Losung zu Aufgabe A38): fiir /7, dass gilt:



Seite 301

Seite 304

Seite 304

Seite 304
Seite 306

Seite 314

Seite 315
Seite 323
Seite 327/328

Seite 333
Seite 341

Seite 344

Seite 345
Seite 346

Seite 346

: odu 1
Zeile -8: d—‘;—m

Zeile -4: Komma vor "und’

Zeile 2: sin®t 4 cos?t = 1
. 3V2 V2
Zeile 3: [ 7 ... [cosx
Zeile 4: ln%\/i. .. —ln%\/i
vorletzte Zeile von Aufgabe A64, vorletzter Term:
i (G5))
1—0 !

zu Aufgabe A81 (a) (Zeile -10 ) Die Differenzierbarkeit folgt auch aus der
Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen (s.Teil b).

Zeile 3 von Aufgabe A83: bzw. aus [F(b),F(a)] ist, ...)
Zeile 3 von Aufgabe W9: eine

Losungsskizze zu W19 streichen und ersetzen durch:

Die Wahrscheinlichkeit, dass das Auto hinter der zunéchst gewéhlten Tiir
steht, ist % und zwar unabhingig davon, wie das Spiel noch weitergeht.
Wenn der Kandidat dann bei seiner urspriinglichen Wahl bleibt, verdndert
sich diese Wahrscheinlichkeit nicht. Daher ist es sinnvoll, nach dem Offnen
einer Tiir durch den Moderator zur anderen Tiir zu wechseln.

Genauer: Sei 1 die Nummer der Tiir, hinter der das Auto steht, und j die
Nummer der gewihlten Tiir. Ist j = 1, so fiihrt ein Wechsel zwangsweise
zum Verlust. Ist j # 1, so muss der Moderator Tiir Nummer k mit k # j
offnen; der Wechsel des Kandidaten von Tiir j fiihrt zu Tiir 1 und damit
sicher zum Gewinn. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Gewinnfall ist % - 1.

Literaturhinweis zur Umsetzung fiir den Unterricht in Sekundarstufe I:
K.Heckmann & F.Padberg: Unterrichtsentwiirfe Mathematik Sekundarstufe
I. Springer Spektrum, Berlin Heidelberg 2012. §9.3

Zeile -10: angegebene
Zeile -2: ) (Klammer zu vor dem zweiten Gleichheitszeichen)

Tabelle 9.1 rechte Spalte, 3.Zeile von unten (... cos(zk+h))/6 (statt (...
cos(zk+h))/3)

Tabelle 9.2: (Die letzte Aussage ist wahr, nicht falsch.)

Zeile 11: ...Ebene E fest: denn aus...
Zeile 12: Beweis zu (a)

Aufgabe E3: Losungsidee: Satz von Desargues (Desarguessche affine Ebene
als Modell fiir die Zeichenebene.)



Seite 348
Seite 348

Seite 349

Seite 354

Seite 357
Seite 357

Seite 357

Seite 357

Seite 357
Seite 358
Seite 358
Seite 358
Seite 358

Seite 359
Seite 359
Seite 360
Seite 362
Seite 362
Seite 362
Seite 362

Aufgabe E8, 2.Absatz: Nun tragen wir auf BA™

Aufgabe E9: Letzter Satz: alternativ: Wegen der Kongruenz von Stufenwin-
keln an parallelen Seiten sind damit alle Winkel rechte Winkel.

Zeile -5 (Aufg. E13): ABM,A

Aufgabe E26 (iii) (Kiirzer mit Eigenschaft der Mittelsenkrechten:) Da X1, X>
Punkte des Kreises sind, gilt |[MX;| = |MX;|; daher ist M Punkt der Mittel-
senkrechten von X1 X5.

zu Aufgabe E 32: Zeile 20 Da mtp # g, ist @ = Tp o Tp nicht . ..

zu Aufgabe E 32: Zeile 21 da mp,mp Dehnungen sind (zentrische
Streckungen mit Faktor —1)

zu Aufgabe E 32: Zeile 24 Da Punkstpiegelungen aber (als Streckungen)
durch ein Paar von Bild und Urbild und dem Mittelpunkt als Zentrum ein-
deutig bestimmt sind

zu Aufgabe E 32: Zeile 27 Zeile zu ersetzen durch: Wegen

©(Q) = mp(no(Q)) = mp(Q) € PO
ist @ Translation entlang PQ.
Zeile -4:hund g
zu Aufgabe E33: (Punkt am Ende fehlt.)
2.Zeile zu E34: iiber (statt iiver)
10. Zeile zu E34: gerade (statt Gerade)

Zeile -3 zu E35: ... =V, (Wn(AB)) = ...

zu Aufgabe E 37: Zeile -16  id=y> # v

zu Aufgabe E 37: Zeile -3: Wird A auf B (bzw. A auf C oder A auf D)
Zeile 18 , (Komma vor ’Symmetrieachsen’)

zu Aufgabe AZS5: Klammer zu am Ende

Zeile 16: .. oder (x — 1) |h(x);

Zeile 20: teilerfremd

Zeile 24: x> +x+3 = (—x*> = 3x—1)(—x+3) +9x+6
—x?=3x—1=(9x+6)(—sx— %) +3
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Seite 363
Seite 363
Seite 365

zu Aufgabe AZ6: Alternative bei (b): Man kann die Ergebnisse des Eukli-
dischen Algorithmus von Teil (a) soweit nutzten, wie in Z gerechnet wird
und keine Reduzierung modulo 5 notig ist.

letzte Zeile: nicht

Zeile -12: QU {v/—d}

Zeile —10: Klammer am Ende der Zeile
Zeile —7: der Z und v/d

Zeile —1: ax+ by =0).

Zeile —10: Bquad streichen
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3 Anderungen zum Index

Seite 370

Seite 371

Seite 371

Seite 372

Seite 373

Seite 374
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dhnliche Figuren, 58, 217

dhnliche Matrizen 12, 38

Aleph Null (Xg) 9

algebgraisch abgeschlossen 107, 238
(Bézout .. streichen!)

Baumdiagramm s. Wahrscheinlichkeitsbaum
Bézout, Satz von B. 231
c 9

Dedekind-Struktur, 226

direkte Summe 8, 30-32, 62

dividierte Differenzen 176, 181, 343

Ebene, elliptische E. 54, 195

Ebene, euklidische E. 20,54,196 (einmal streichen)
Einheitswurzel, 237, 240

Exponentialfunktion, 82, 93, 135, ...

Geometrie, elliptische G. 54,195

geometrische Reihe, 89, 111, 112, 289, 293
Gleichverteilung kontinuierliche, 155, 157, 169, ...
Kardinalzahlen g, ¢ 9

Korper, endlicher K., 240, 247

Integral - Funktion, 102, 127,128
Integral - Kriterium, 92, 111,114
Integral - Mittelwertsatz 129
Integration-partielle I. 102,103,714-116
Kern 14, 30-32, 65

(Kompositionsreihe richtig einordnen!)
konvexe Menge, konvexe Hiille 191 f.
Leibnizkriterium, 91, 112, 140, 142



Seite 376 Logarithmus, 82, 110, 135 ...

Matrix
hermitesche M. 42, 49
orthogonale M. 13,49
positiv definite M. 44, 49
symmetrische M. 41,42,49,63, 64
unitidre M. 13,49

Metrik
euklidische M., 77 (entsprechende Zeile weiter unten streichen)
Maximums-M., 77
Supremums-M., 77
Taxi-M. 77

MWS-Integralmittelwertsatz

Newtonsche dividierte Differenzen 176, 181, 343

Seite 377 Parallelogrammgleichung (nicht-kursives 67 streichen)
partielle Integration, 102, 103, /14-116
Potenzreihe, ... s.auch A110 in den Ergénzungen

Seite 378 Reihe, geometrische, 89, 111, 112, 289, 293
Reihenkonvergenz, 89-93, 111, 112, 114
stetige Funktion (Abbildung) 82-86, 95-97, 99, 117, 118, 66, 109-114, 136-
138
Streuung (s. Standardabweichung)

Seite 379 direkte Summe, 8, 30-32, 62
Supremumsmetrik, 77
Taxi-Metrik, 77

Seite 380 Vierfeldertafel, Ergdnzung zu Seite 148; Aufgabe W55
Wahrscheinlichkeitsbaum
umgekehrter W., Ergiinzung zu Seite 148; Aufgabe W55

4 Weitere Klausuraufgaben mit Losungsskizzen

4.1 Aufgaben

zu Seite 32 Zusitzliche Aufgabe zu 1.2:
Aufgabe L.108 (lineare Abbildung, Basis, Dimension)

Zeigen Sie ohne Verwendung von Dimensionssitzen:
Sind V und W Vektorrdaume iiber dem Korper K, und existiert ein Mono-
morphismus (d.h. eine injektive lineare Abbildung) von V in W, so folgt

dimK \% S dlmK w.

Anmerkung: Sie diirfen den Basisexistenzsatz und den Basisergénzungssatz
benutzen. Wihlen Sie eine Basis von V' !



zu Seite 33

zu Seite 34

Aufgabe L.109 (Matrix, Kern einer linearen Abbildung)

Seien V ein 3 — dim Vektorraum iiber R und f ein Endomorphismus von V,
also eine lineare Abbildung f: V — V. Der Kern U von f habe Dimension
1; ferner seien by und b; linear unabhingige Vektoren aus V mit

f(bl +b2) =2b; und f(bl —bz) = 2bj sowie < bi,bp >NU = {O}

Wiihlen Sie eine Basis B von V geeignet aus, und geben Sie die f und f>
darstellenden Matrizen M5 () und M5(f?) an!

Zusitzliche Aufgabe zu 1.3:
Aufgabe L.110 (Faktorraum, Basis) (dhnlich zu Aufgabe L33)
Sei U ein nicht-trivialer echter Unterraum mit Basis By des K— Vektorraums

V; sei ferner B = By OD eine Erginzung von By zu einer Basis B von V
(und damit D = B\ By).

Zeigen Sie, dass dann By i, :={d +U|d € (B\ By)} eine Basis des Fak-
torraums V /U ist.

Zusitzliche Aufgaben zu 1.4 (und 1.2):
Aufgabe L102 (LGS)

(a) Fiir welchen Wert ¢ ist das lineare Gleichungssytem

3x1 + 2x + x3 = 0
X1 + x2 + x3 = 0
2x1 + x» + t-x3 = 0

nicht-trivial 16sbar? Bestimmen Sie fiir diesen Wert die Menge aller
Losungen!

(b) Kann es vorkommen, dass ein lineares Gleichungssystem von zwei
Gleichungen mit drei Unbekannten keine Losung hat? Falls ja, geben
Sie ein Beispiel!

(c) Geben Sie ein lineares Gleichungssystem von drei Gleichungen mit
drei Unbekannten an, das den ganzen R3 als Losungsmenge hat!
(Anmerkung: Dieser Teil ist mit Aufgabe L37 (v) identisch.)

Aufgabe L105 (Vektorraum der Polynome, LGS)
Sei V der R-Vektorraum aller reellen Polynome vom Grad < 3; in V be-
trachten wir die durch

fl(x):17 fZ(X):xa f3(X):X2, f4(X):X3
definierte Basis B = (f1, f2, f3, f4). Sei
T:V—V dedurch (Tf)(x)=f(x+1)

definierte lineare Abbildung.



(a) Bestimmen Sie die T bzgl. der Basis B darstellende Matrix A := Mg (T).
(b) Geben Sie die Inverse von T an!

(c) Bestimmen Sie mit Hilfe von (b) die Inverse von A, ohne Zeilenumfor-
mungen anzuwenden!

Aufgabe L111 (LGS, Endomorphismus, Kern, Rang, volles Urbild)

(a) Gegeben sei das folgende lineare Gleichungssystem iiber R:

Si +&3 = 1
& +& = 1
*
(*) & +& =1
& +& +& +& = 2
Bestimmen Sie den Losungsraum Ly des zu (*) gehdrenden homoge-
nen Systems sowie den Losungsraum L von (x) !

(b) Seien B = (by,bs,b3,b4) eine Basis von V = R* und f ein Endomor-
phismus von V/, fiir den gilt:

fb1) = b +by
(0) f(by) = by +b3 +by

f(b3 ) = b +by +by

f(b4) = by +by

(1) Nach welchem Satz ist f eindeutig bestimmt?
(i1)) Bestimmen Sie Kern f ! Gibt es einen Zusammenhang mit Teil
(a) dieser Aufgabe ?
(iii) Welchen Rang hat die Matrix A = ME(f) von f ?
(iv) Geben Sie das volle Urbild des Vektors w := b + by + b3 + 2by
unter f an!

zu Seite 64 Zusitzliche Aufgabe zu 2.1:
Aufgabe 1.103 (Eigenwerte, Eigenvektoren, eindeutige Fortsetzbarkeit ei-
ner linearen Abbildung oder Satz von Hamilton-Caylay)
Sei V ein zweidimensionaler Vektorraum iiber einem Korper K mit 2 # 0,
und sei f: V — V ein Endomorphismus. Zeigen Sie: Hat f die Eigenwerte
M=1und A = —1,so0gilt f2=idy .

Aufgabe L107 (Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit)

Beweisen Sie (ohne Verwendung des entsprechenden Satzes iiber symme-
trische Matrizen), dass die reelle Matrix

a ¢ O
A=1c b 0
b

0 0 o

diagionalisierbar ist!

Losungshinweis: Zeigen Sie, dass die Matrix A drei verschiedene Eigenwer-
te besitzt! Eigenschaften von Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
diirfen Sie unbewiesen benutzen.



zu Seite 67

zu Seite 70

zu Seite 109

zu Seite 111

zu Seite 112

Zusitzliche Aufgabe zu 2.2/2.3:

Aufgabe L.106 (selbstadjungiert, Kern einer linearen Abbildung, Norm)
Sei V ein euklidischer oder unitirer Raum, und sei 7 : V — V eine selbst-
adjungierte lineare Abbildung.

(a) Zeigen Sie: ker T =ker T2 .

(b) Zeigen Sie allgemeiner: ker 7 = ker T" fiir alle natiirlichen Zahlenn > 1.

Zusitzliche Aufgabe zu 2.5:

Aufgabe L.104 (Mittelpunkt einer Strecke, Parallelitit)

In der reellen euklidischen Ebene sei ein konvexes Viereck mit den Ecken
(im Anti-Uhrzeigersinn angeordnet) E, F, G, H gegeben. Die Halbierungs-
punkte der Strecken EF,FG,GH HE seien der Reihe nach mit A,B,C,D
bezeichnet. Zeigen Sie: Die Punkte A, B,C, D, im Anti-Uhrzeigersinn ange-
ordnet, sind die Eckpunkte eines Parallelogrammes.

Zusitzliche Aufgabe zu 3.1:
Aufgabe A99 (Folgenkonvergenz) (Variante zu A2)
Gegeben sei die reelle Folge (u,)n—12,3,... durch die Vorschrift:

Uy = V2, uns1 = /2 + uy (fiir die Indizes 1, 2, 3, ...).
(a) Zeigen Sie, dass diese Folge beschrinkt ist!
(b) Besitzt sie einen Grenzwert? Wenn ja, warum?
(c) Bestimmen Sie, falls er existiert, ihren Grenzwert.
Hinweis zu (a): Schitzen Sie nach oben ab, indem Sie die letzte 2 in der

Schachtelwurzel (hier ist die 2 unter dem Wurzelzeichen n-fach geschach-
telt) durch die Zahl 4 ersetzen. Oder denken Sie an vollstandige Induktion!

Zusizliche Aufgabe zu 3.2:
Aufgabe A100 (mehrdim. Stetigkeit, Niveaulinien)
Mit der Vorzeichenfunktion sgny := &—‘ fir y#0 und sgn0:=0 sei

f : R? — R definiert durch f(x,y) = min{|x|,|y|}sgny fiir (x,y) € R%.

Skizzieren Sie das Niveaulinienbild dieser Funktion f, und geben Sie die
Menge S ihrer Stetigkeitspunkte an!

/140: Zusazliche Aufgabe zu 3.3/ 4.2:
Aufgabe A101 (Potenzreihe, cos, Integral) (Variante zu A91)
Betrachten Sie auf der Menge R der reellen Zahlen die Funktion

1 —cosx

f mit f(x)=-——— fir x#0 und f(O):%.

X

(a) Wo ist f stetig, wo unstetig?

1
(b) Existiert das Integral [ f(x)dx ? Falls ja, warum?
0



zu Seite 114

zu Seite 116

zu Seite 167

(c) Bestimmen Sie im Existenzfall ein Intervall mit einer Linge kleiner als
1073, von dem Sie garantieren konnen, dass es den numerischen Wert des
Integrals enthilt.

Hinweis: Entwickeln Sie cos in eine Potenzreihe um x = 0.

Zusiatzliche Aufgabe zu 3.4:
Aufgabe A102 (Differenzierbarkeit, Stetigkeit, cos) (Variante zu A44)
Zeigen Sie, dass die Funktion f : R — R, definiert als

f(x):xzsin% fir x#0 und f(0)=0,

auf ganz R differenzierbar ist. Ist die abgeleitete Funktion auf ganz R stetig?
Falls nicht, bestimmen Sie die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte!

Zusiatzliche Aufgabe zu 3.5:
Aufgabe A103 (Partielle Integration; uneigentliches Integral)
Es sei A > 0 vorgegeben.

a) Finden Sie mit partieller Integration eine Stammfunktion zu xe M
b
b) Berechnen Sie [ xe ™ dx fiir b > 0.
0
oo b
c) Bestimmen Sie damit [ xe ™ dx := blim [ xe Mdx.
0 0
Losungshilfe:
Sie diirfen hier ohne eigenen Beweis verwenden, dass lim be M =0 gilt.

b—oo
Bemerkung: Auf dieses Weise berechnet man den Erwartungswert der Ex-

ponentialverteilung zum Parameter A > 0. Diese hat die Dichtefunktion f
mit f(x) = Ae™™ fiir x > 0 und f(x) = O fiir x < 0. (Sie ist ein Analogon
zur geometrischen Verteilung fiir den Fall stetiger Zeit.)

Zusitzliche Aufgaben zu 5.1:

Aufgabe W53 (Binomialverteilung)

Gerda wirft n mal ein ideale Miinze (mit den Seiten Wappen und Zahl),
ebenso Hans. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass beide gleich
oft das Ergebnis Wappen haben? Welchen numerischen Wert hat diese Wahr-
scheinlichkeit im Falle n =3 ?

Aufgabe W55 (Baumdiagramm, Riickwirtsschlieen, Vierfeldertafel, For-
mel von Bayes)

Viele Jugendliche ohne Hauptschulabschluss.

Von den Jugendlichen, die Ende des Schuljahres 2011 die Haupt— bzw.
Realschule mit oder ohne Abschluss verlieBen, waren 46,3% weiblich und
53,7% ménnlich. Ohne schulischen Abschluss blieben dabei rd. 7,6% der
Abgingerinnen und rd. 10% der Abgénger.

Zahlen gemapf3 Statistischem Bundesamt, Wiesbaden 2013




zu Seite 170

zu Seite 172

zu Seite 216

(a) Erstellen Sie dazu ein Baumdiagramm und eine Vierfeldertafel! Be-
rechnen Sie dann riickwérts die Wahrscheinlichkeit p dafiir, dass eine
aus den Absolventen mit Abschluss zufillig herausgegriffene Person
weiblich ist. (Dabei diirfen Sie hier die relativen Hiufigkeiten als die
entsprechenden Wahrscheinlichkeiten nehmen.)

(b) Berechnen Sie p erneut, diesmal mithilfe der Formel von Bayes!

Zusitzliche Aufgabe zu 5.3:

Aufgabe W54 (Produktraum, Gleichverteilung)

(a) Anton und Berta greifen unabhéngig voneinander je eine zufillige reelle
Zahl aus dem Intervall [0, 1) heraus; (die Zufallszahlen seien gleichférmig
verteilt). Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Summe der
beiden herausgegriffenen Zahlen kleiner als 1 ist?

(b) Berta und Anton wollen sich am Goethe-Denkmal zwischen 10 und 11
Uhr am Vormittag treffen. Anton kommt irgendwann zwischen 10 und 11
Uhr und wartet genau 20 Minuten, sofern er nicht spéter als 20 Minuten vor
11 Uhr kommt. Kommt er spéter als 20 Minuten vor 11 Uhr an, so geht er
um 11 Uhr wieder weg. Ebenso, unabhingig von ihm, macht es Berta. Wie
grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass sie einander wirklich treffen?
Anregung: Veranschaulichen Sie sich den Sachverhalt anhand einer Skizze!

Zusitzliche Aufgabe zu 5.6:
Aufgabe W56 (Konfidenzintervall)

Uber eine Zufallsvariable X sei bekannt, dass sie normalverteilt ist.

(i) Finden Sie ein Konfidenzintervall fiir M = E(X) zum Fehlerniveau
a=1—-7~0,05, wenn das Stichprobenmittel aus n = 1600 unabhén-
gigen Proben gleich 0,43 ist und die empirische Standardabweichung
s =11ist!

(1) Wie groB3 muss n sein, damit das Konfidenzintervall zum Fehlerniveau
o ~ 0,05 um das Stichprobenmittel X hochstens die Linge 0,09 hat,
wenn die Streuung 6(X) = 1 bekannt ist.

Hinweis: ®(1,96) ~ 0,975.

Zusitzliche Aufgabe zu 7.1

(evtl. Ergiinzung zu Aufg.E4):

Aufgabe E39 (Parallelprojektion oder Zentralprojektion)

Zeigen Sie (ohne Riickgriff auf Koordinaten), dass in einem affinen Raum
4= (P,G,E) gilt:

(@) |g1]| = |g2| fur je zwei Geraden g1,82 € G;
(b) |E| = |g|? fiir jede beliebige Ebene E € Eund g € G,g CE.

Hinweis: Benutzt werden diirfen inzidenzgeometrische Eigenschaften von
Geraden und Ebenen sowie das Euklidische Parallelenaxiom.



Aufgabe E40 siche unten!

zu Seite 216 Zusitzliche Aufgabe zu 7.1
Aufgabe E41 (Dehnung)

(a) Welche Typen von Dehnungen unterscheidet man?

(b) In einem 3-dim affinen Raum 4 sei eine Dehnung ¢ gegeben. Sei Z
Fixpunkt von ¢ ! Zeigen Sie, dass jede Gerade durch Z Fixgerade ist.

(c) Welche zentrische Streckung hat mehr als einen Fixpunkt?
(Mit Begriindung !)

zu Seite 216 Zusitzliche Aufgabe zu 7.1
Aufgabe E42 (Ebene, Parallelitit, Euklidisches Parallelenaxiom)

(a) Unter welcher Bedingung schneiden sich in einem 3-dim affinen Raum
zwei verschiedene Geraden g und & ?

(b) Was versteht man in der affinen Geometrie unter einem (nicht-ausgearteten)
Parallelogramm?

(c) Begriinden Sie: In einem 3-dim affinen Raum A4 lisst sich jedes nicht-
ausgeartete Dreieck ABC zu einem Parallelogramm ABDC erginzen.

Losungshinweis: Benutzt werden diirfen u.a. der Begriff der Parallelitit und
das Euklidische Parallelenaxiom.

zu Seite 217 Zusitzliche Aufgaben zu 7.2
Aufgabe E43 (Halbebene, Halbgerade, Strecke)

(a) Unter wecher Bedingung liegen (definitionsgeméal}) zwei Punkte R, S
eines geordneten Inzidenzraums in der gleichen Halbebene mit Rand-
geraden g ?

(b) Seien g = PQ eine Gerade eines geordneten Inzidenzraumes J und R
Punkt von J mit R ¢ g. Begriinden Sie fiir die Halbgerade PR™ und
die Halbebene PQR™ die Beziechung

PR C QPRT UPQ.

zu Seite 220 Zusitzliche Aufgabe zu 7.3/7.4 bzw. zu 7.5:
Aufgabe E40 (rechtwinkligs Dreieck, Hypotenusenldnge, Kongruenzsitze
bzw. Geradenspiegelung )
Sei SAT B ein nicht-ausgeartetes konvexes Viereck der reellen euklidischen
Ebene mit |AS| = |AT| fiir die von A ausgehenden Seiten AS und AT so-
wie |<<TASB| = |<ATB| = R fiir die gegeniiberliegenden Winkel <ASB und
<JATB. Zeigen Sie (bzw. Zeigen Sie mittels Spiegelung ): AB halbiert den
Winkel <SAT !
Losungshinweis: Sie diirfen den Satz iiber die Hypotenusenlidnge und die
Kongruenzsitze (bzw. Eigenschaften von Achsenspiegelungen) unbewiesen
verwenden.



zu Seite 220 Zusitzliche Aufgabe zu 7.3/7.4:

zu Seite 220

zu Seite 220

Aufgabe E44 (Winkel und Parallelen)
Sei E die reelle euklidische Ebene. Begriinden Sie:

(i) Freie Schenkel von kongruenten Strufenwinkeln sind parallel.
Genauer: Sind A,B,C,D,E Punkte von E mit A # B # D,D € AB™
und C ¢ AB sowie E € ABCT. Gilt dann <CAB = <EBD, so sind AC
und BE parallel. Hinweis: Nehmen Sie an, dass ein Schnittpunkt S
exisitert! Unterscheiden Sie zwei Fille, je nach Lage von S.

(i1) Stufenwinkel an geschnittenen Parallelen sind kongruent.
Hinweis: Benutzen Sie das Winkelantragungs-Axiom, das Euklidische
Parallelenaxiom und die Aussage von Aufgabenteil (1).

(iii)) Die GroBe jeden AuBenwinkels eines nicht-ausgearteten Dreiecks
AABC ist gleich der Summe der Grofen der nicht-anliegenden Innen-
winkel. Hinweis: Betrachten Sie eine Parallele zu AB durch C'!

(iv) Die Winkelsumme in jedem nicht-ausgearteten Dreieck hat die Grofle
2R.

Hinweis: Benutzt werden darf u.a. das Euklidische Parallelenaxiom, das
Winkelantragungsaxiom, Eigenschaften von Scheitelwinkeln, Wechselwin-
keln und der Winkeladdition sowie die Aussage, dass in der absoluten Geo-
metrie Innenwinkel eines Dreiecks nicht zu nicht-anliegenden Auflenwin-
keln des Dreiecks kongruent sein konnen.

Zusitzliche Aufgabe zu 7.3/7.4:
Aufgabe E45 (Dreieckskongruenz, Mittelsenkrechte)

Sei AABC ein nicht-ausgeartetes Dreieck der reellen euklidischen Ebene,
dessen Hohe i durch C mit der Seitenhalbierenden s¢ durch C iiberein-
stimmt.
Zeigen Sie:

(1) AABC ist gleichschenklig.

(i1) sc ist auch Winkelhalbierende des Winkels <<ACB.
(ii1) Die Seitenhalbierenden s4 und sp haben die gleiche Linge.

(iv) Der Schnittpunkt M von sc mit der Mittelsenkrechten my existiert,
und es gilt: |[AM| = |[BM| = |CM|.

Hinweis: Benutzt werden diirfen die Kongruenzsitze fiir Dreiecke und all-
gemeine Aussagen iiber Eigenschaften von Mittelsenkrechten.

Zusitzliche Aufgabe zu 7.3/7.4:
Aufgabe E46 (Kongruenz)

Sei OABCD ein Drachenviereck der reellen euklidischen Ebene, also ein
Viereck mit AC =AD und BC = BD, wobei C und D in verschiedenen



Halbebenen mit Randgeraden AB liegen. Seien ferner A und B in verschie-
denen Halbebenen mit Rand CD. Begriinden Sie:

(i) AABC = AABD.

(ii) |<<DAB| = |<CAB|.
(iii) Die Diagonalen CD und AB stehen senkrecht aufeinander, und eine

der Diagonalen wird durch den Schnittpunkt der Diagonalen halbiert.

Hinweis: Benutzt werden diirfen die Kongruenzsitze und Eigenschaften
von Halbebenen.

Aufgaben E47- E49 siehe unten!

zu Seite 220

zu Seite 222

Zusitzliche Aufgabe zu 7.3/7.4:
Aufgabe ES0 (rechtw. Dreieck, Stufenwinkel, Strahlensétze)

In der reellen euklidischen Ebene sei AABC ein rechtwinkliges Dreieck (mit
rechtem Winkel bei C); sei C* der FuBBpunkt ds Lotes von C auf AB und p das
MaB des Hypotenusenabschnitts AC*. Seien ferner F € ACT und E € AB™
mit |AF| = ¢ := |AB| bzw. |AE| = b := |AC|.

Anmerkung: Dabei bezeichnet AB™ den Strahl (die Halbgerade), der Teil
der Geraden AB ist, A als Scheitelpunkt hat und B enthilt.

(i) Betrachten Sie die Dreiecke AABC und AAFE und zeigen Sie: <AEF
ist ein rechter Winkel.

(ii) Begriinden Sie kurz: CC* || EF
(111) Wie folgt ¢ : b = b : p (und damit der Kathetensatz)?

Losungshinweis: Sie diirfen unbewiesen verwenden: Eigenschaften von Hy-
potenuse und Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks (speziell ¢ > b,c > p
fiir die Skizze), die Kongruenzsitze, den Stufenwinkelsatz, die Strahlensét-
ze.

Zusitzliche Aufgaben zu 7.5
Aufgabe E47 (Spiegelung, Lot)

In der reellen euklidischen Ebene E = (P, G) seien £ ein Kreis mit Radius
r (fiir ein r > 0) und Mittelpunkt M, ferner g € G eine Gerade mit M € g
und v, die (Geraden-)Spiegelung mit Achse g sowie T € Pmit T € gN¥.
Zeigen Sie:

(i) Es gilty,(£) C ¢.

(ii) Es gilt sogar v,(£) = €.
(iii) Ist i das Lot (die Senkrechte) durch T auf g, so gilt Y, (h) = h.

(iv) Fir die Gerade h aus (iii) ist 2N € einelementig.

Fiir einen Extrapunkt:



(v) Begriinden Sie: A ist Tangente in 7" an €.

Hinweis: Ohne Beweis diirfen benutzt werden: Allgemeine Eigenschaften
von Geradenspiegelungen, die Existenz und Eindeutigkeit des Lots und die
Aussage, dass eine Gerade einen Kreis in hochstens 2 Punkten schneidet.
Nicht benutzt werden sollte die Orthogonalitit der Tangente zum “Radius”
im Beriihrpunkt.

Aufgabe E48 (Spiegelung, Winkelhalbierende)

In der reellen euklidischen Ebene £ = (P, G) seien AABC ein nicht-ausgeartetes
Dreieck und wy,wp,we die Winkelhalbierenden der Winkel <CAB, <ABC bzw.
<ACB.

(1) Sei M Punkt von w4 im Innern von <CAB, ferner F' der FuBBpunkt des Lots
von M auf AC sowie € der Kreis um M mit Radius r = |[MF| ! Dass AB dann
Tangente an € ist, darf hier vorausgesetzt werden. Zeigen sie AC ist Tangente
an €.

(ii) Sei {S} := wa Nwc (die Existenz von S und die Lage im Innern von AABC
konnen in dieser Aufgabe ohne Beweis vorausgesetzt werden); sei ferner ¢
das Lot von S auf AC.

Um welche Art Abbildung handelt sich bei
Y= Ywa ©Y0 ©Ywe
(wobei vy, die Spiegelung an der Geraden & bezeichne)?

(iii) Zeigen Sie y(BC) = AB.
(iv) Warum sind S und B Fixpunkte von v, und was folgt daraus fiir y ?
Fiir einen Extrapunkt:

(v) Begriinden Sie die Aussage SB = wp (und damit, dass S der Schnittpunkt
der Winkelhalbierenden von AABC ist)!

Hinweis: Ohne Beweis diirfen Sie u.a. allgemeine Eigenschaften von Spiegelun-
gen, Aussagen iiber die Symmetrieachsen von Winkeln und Kreisen, die Existenz
der Lote und den Dreispiegelungssatz.

Aufgabe E49 ( Produkt spezieller Spiegelungen)

Seien g und & aufeinander senkrecht stehende Geraden der reellen euklidischen
Ebene £ und {Z} := gNh. Bezeichne Y, und Y, die Spiegelung an der Geraden g
bzw. h.

(i) Begriinden Sie in zwei Sitzen, warum die Abbildung 6 := 7 oy, eine Be-
wegung ist.

(i) Hat d einen Fixpunkt?

(iii) Sei P ein Punkt von E mit P ¢ gUh, sei P’ :=,(P), und sei F der FuBpunkt
des Lots von P auf g; dann sind die Dreiecke APZF und AP'ZF kongruent.
Begriinden Sie dies!



(iv) Bestimmen Sie <P'ZP"” und <PZP"fiir P"” := §(P) in Abhingigkeit von
o := |[<<PZF|.

Fiir zwei Extrapunkte:
(v) Begriinden Sie, warum § eine Punktspiegelung ist.

Hinweis: Ohne Beweis benutzt werden diirfen allgemeine Eigenschaften von Be-
wegungen, insbesondere Spiegelungen, von rechten und gestreckten Winkeln so-
wie der Winkelsubtraktion.

Nicht benutzt werden darf in der Aufgabe die Aussage, dass das Produkt zweier
Spiegelungen eine Drehung oder eine Translation ist (oder Ahnliches, z.B. Aussa-
gen liber Zusammenhang Drehwinkel mit Winkel zwischen den Spiegelungsach-
sen)

Aufgabe ES51 (Deckabbildung, Spiegelung)

Sei Q = LJABCD ein Quadrat in der reellen euklidischen Ebene. Zeigen Sie: Ei-
ne Deckabbildung ¢ # id von Q, die den Punkt A fest lésst, existiert, ist eine
Geradenspiegelung und eindeutig bestimmt. Losungshinweis: Allgemeine Eigen-
schaften von Deckabbildungen, (definierende) Eigenschaften von Spiegelungen
sowie Aussagen iiber Eigenschaften der Diagonalen eines Quadrats diirfen Sie
unbewiesen benutzen.

Aufgabe ES2 (Parallelitit, Translationen)
In einer affinen Ebene E seien /1,¢>,s; und s paarweise verschiedene Geraden
mit ¢ || ¢, und s; || 52 sowie 41 }f s,

(i) (2 Punkte) Mit welchen Eigenschaften der Parallelititsrelation ldsst sich
05 }t 52 (z.B. per Widerspruchsbeweis) herleiten?

(i1) (2 Punkte) Begriinden Sie (u.a. mithilfe von (i)): s; und s> schneiden jeweils
fl und fz.

(iii) (3 Punkte) Seien S; :=s; N ¢; fir i € {1,2}, ferner T} := , Ny, und T :=
l1 N'sy. Seien nun Ty := Tg,7; die Translation, die Sy auf 77 abbildet, und
Ty := Tg, 1, die Translation, die Sy auf 75 abbildet.
Geben Sie (t; 012)(S1) an! Zur Begriindung reicht hier die Angabe des
Namens der angewandten Regel!

(iv) (3 Punkte) Warum wird 77 durch t; o T, auf einen Punkt abgebildet, der auf
der zur Geraden S5, parallelen Geraden durch 77 liegt? (Stichwort: *Spur’)

Aufgabe ES53 (Kongruenzsitze, Parallelogramm, Wechselwinkel)

(a) (5 Punkte) Beweisen Sie mithilfe von Kongruenzbetrachtungen an zwei ge-
eigneten Dreiecken (z.B. AABC und AABD ) den Satz:
In einem Rechteck der Euklidischen Ebene sind die beiden Diagonalen
gleich lang.
Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie hier den Kongruenzsatz SWS ver-
wenden und die Tatsache, dass in einem Rechteck gegeniiberliegende Seiten
die gleiche Linge haben.



(b) (5 Punkte) Zeigen Sie, dass in einem Quadrat der Euklidischen Ebene die
beiden Diagonalen aufeinander senkrecht stehen.
Losungshilfe: Sie diirfen Teil (a) benutzen und ohne Beweis die Aussage,
dass sich in einem Quadrat die Diagonalen halbieren (und alle Seiten die
gleiche Lange haben).

Aufgabe E54 (Winkelhalbierende, Lot)

(i) (6 Punkte) Sei A ein Dreieck in der reellen Euklidischen Ebene. Zeigen Sie:
Die Winkelhalbierenden eines Innenwinkels und eines anliegenden Auf3en-
winkels sind orthogonal zueinander.

(Dabei diirfen Sie unbewiesen benutzen, dass eine der Dreiecksseiten im
Innern des von beiden Winkelhalbierenden gebildeten Innenwinkels liegt.)

(i) (4 Punkte) In der reellen Euklidischen Ebene seien P ein Punkt und g eine
Gerade mit P ¢ g. Eine Konstruktion der Parallelen zu g durch P erfolgt
folgendermaBen: Man fillt das Lot ¢ von P auf g und errichtet dann das Lot
h auf ¢ in P.

Nach welchem Satz ist 4 parallel zu g?

Losungshinweis: Die Moglichkeit und Eindeutigkeit der Konstruktion ist
hier nicht zu diskutieren; allein die Angabe der Bezeichung eines Satzes ist
hier erwartet.

Aufgabe ES5 (Mittelsenkrechte, Tangente, Kreis)

Seien A := AABC ein spitzwinkliges Dreieck in der Euklidischen Ebene E und k
ein Kreis durch A, B und C mit Radius r und Mittelpunkt M. Zu behandeln sind
Eigenschaften von k und seinen Sekanten und Tangenten:

(1) (3 Punkte) Begriinden Sie: Der Schnittpunkt U der Mittelsenkrechten von
A := AABC ist der Mittelpunkt M des Umkreises von AABC.
Losungshinweis: Eigenschaften der Punkte auf der Mittelsenkrechten einer
Strecke diirfen Sie hier unbewiesen benutzen, ebenso die Existenz von U
und seine Lage im Innern des (spitzwinkligen) Dreiecks und die Existenz
und Eindeutigkeit des Umkreises von A.

(i) (5 Punkte) Sei g eine Gerade von E , und seien P, 0, R Punkte von g und N
ein weiterer Punkt von E mit N ¢ g. Begriinden Sie: Die Abstinde NP,NQ,NR
der Punkte P, Q, R von N konnen nicht alle gleich sein..

(iii) (2 Punkte) Begriinden Sie: Jede Gerade h aus E durch M schneidet k in
genau zwei Punkten.

Aufgabe E56 (Schnitte von Geraden und Ebenen, Parallelitét, Translation)

(a) (5 Punkte) Seien E eine Ebene in einem 3-dim affinen Raum 4 = (P, G, E)
und /1 € G eine Gerade mit 7y C E, ferner

S:={gcG|gCENg]| M}



(b)

die Parallelenschar aller Geraden von E, die parallel zu /1 sind.
Sei f] eine Gerade aus E mit f] }f h;. Begriinden Sie:

S| = |f1| = |h1].

Losungshinweis: Die Gleichheit der Michtigkeiten der Geraden von E diir-
fen Sie unbewiesen voraussetzen. Betrachten Sie z.B. gN f] fiir g € S.

(5 Punkte) Seien (7,0) die Gruppe der Translationen eines 3-dim affinen
Raumes 4 = (P, G,E) und T € T eine nicht-triviale Translation! Zeigen Sie
(ohne Verwendung der zu beweisenden Tatsache bzw. der Parallelgramm-
konstruktion aus der Vorlesung bzw. dem Skript):

T ldsstalle Spuren Pt(P) (mit PeP) fix.

Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie andere Eigenschaften von Trans-
lationen unbewiesen verwenden. Formen Sie z.B. T(Pt(P)) um und begriin-
den Sie T(P)t?(P) = Pt(P) durch Betrachten der beiden parallelen Geraden
und ihres Schnittes !

Aufgabe E57 (Kongruenzsitze, Parallelogramm, Wechselwinkel)

(a)

(b)

Ein Parallelogramm ? = QABCD in der euklidischen Ebene ist definiert als
ein Viereck, in dem nicht-benachbarte Seiten parallel sind.

Begriinden Sie (ohne Verweis auf den entsprechenden Satz von Vorlesung
und Ubungen), dass in dem Parallelogramm P gilt:

(1) (1 Punkt) Die Winkel <BAC und < TACD sind kongruent.
(i1) (1 Punkt) Gegeniiberliegende Seiten von P sind kongruent .

(i11) (3 Punkte) Die Diagonalen von P halbieren sich.
Losungshinweis: Dabei diirfen Sie hier unbewiesen voraussetzen, dass
der Schnittpunkt M der Diagonalen existiert und innerhalb des Paral-
lelogramms liegt. Betrachen Sie z.B. AABM und ACDM!

(5 Punkte) Ein Raute (Rhombus) ist ein ebenes Viereck, in dem alle vier
Seiten kongruent sind. Zeigen Sie: In jeder Raute X = QABCD stehen die
Diagonalen AC und BD aufeinander senkrecht.

Hinweis: Hier diirfen Sie unbewiesen voraussetzen, dass X ein Parallelo-
gramm ist ( und sich daher die Diagonalen halbieren) und der Schnittpunkt
M der Diagonalen der Raute innerhalb der Raute liegt.

Aufgabe ES8 (Dreieckskongruenz)

Beweisen Sie fiir den 3-dim euklidischen Raum:

Seien A,B,C,X,Y fiinf verschiedene Punkte derart, dass A,B,C kollinear sind,
X und Y nicht auf AB liegen und AX = AY sowie BX = BY gilt (und 0.B.d.A.
C € AB") (vgl. die Skizze)! Dann folgt CX = CY.

Zeigen Sie dies entsprechend dem Folgenden:



(i) (4 Punkte) Welche Beziehung besteht zwischen den Dreiecken AAXB und
AAY B? (Mit Begriindung!)

(i1) (1 Punkt) Was folgt daraus fiir die Winkel <XAB und <YAB ?

(iii) (4 Punkte) Nach welchem Satz sind daher die Dreiecke AAXC umd AAYC
kongruent.

(iv) (1 Punkt) Vervollstindigen Sie den Beweis.

X

Skizze zu Aufgabe ES8

Aufgabe ES9 (Tangente, Kreis, Dreieckskongruenz)

In der reellen euklidischen Ebene sei k ein Kreis mit Mittelpunkt M und Radius r,
ferner seien P ein Punkt au3erhalb k und #; und #, die Tangenten von P an k mit den
Beriihrpunkten B und B,. (Die Existenz von ¢#; und B; und weitere Eigenschaften
der Tangenten diirfen hier vorausgesetzt werden.)

(i) ( 2 Punkte) Begriinden Sie durch Zitat eines Satzes: Es gilt MB; 1 t; fiir
i=1,2.

(i1) (4 Punkte) Nach welchem Kongruenzsatz sind die Dreiecke AMB|P und
AMB;P kongruent?

(iii) (1 Punkt) Was folgt fiir die Winkel <M PB; und <M PB; und fiir |PB;| und
|PB;|?

(i11) Welche Beziehungen hat MP zum Dreieck AB1PB;? (Hohe, Seitenhalbie-
rende, Winkelhalbierende, Mittelsenkrechte?)

Aufgabe E60 (Kongruenzsitze, Parallelogramm, Rechteck, Stufenwinkel)
Gegeben sei ein Parallelogramm IT:= QABCD (d.h. ein Viereck mit Eckpunkten
A, B,C,D mit parallelen gegeniiber liegenden Seiten) der Euklidischen Ebene. Be-
weisen Sie, wie unter (1) bis (iv) angegeben, folgenden Satz:



Sind die Diagonalen AC und BD von I gleich lang, so ist IT ein Rechteck.
Losungshinweis : Sie diirfen ohne Beweis benutzen, dass im Parallelogramm ge-
geniiberliegende Seiten kongruent sind.

(i) (2 Punkte) Die Dreiecke AABC und AABD sind kongruent. Dies folgt aus
einem Kongruenzsatz, ndmlich welchem? Geben Sie hier (ohne Beweis) nur
die Kurzform des Kongruenzsatzes an! (SWS oder WSW oder SSS oder
SsW)!

(i1) (1 Punkt) Was folgt aus dieser Kongruenz fiir die Winkel <BAD und <ABC?

(iii) (2 Punkte) Nach welchem Satz sind die Winkel <BAD und <((BC*,BA™)
kongruent?

(iv) (3 Punkte) Welche weitere Beziehung besteht zwischen den Winkeln <ABC
und <(BC",BA™) und was folgt daraus fiir die GroBe von <ABC?

(v) (2 Punkte) Vervollstiandigen Sie den Beweis!

Aufgabe 61 (Winkel, Winkelhalbierende, Abstand, Lot, Kongruenzsitze)
In der reellen Euklidischen Ebene sei ein Winkel ot = <AOB (ungleich Nullwinkel
und gestrecktem Winkel) gegeben, aulerdem die Winkelhalbierende wy.

(a) Jeder Punkt R der Winkelhalbierenden w von o hat von den beiden Schen-
keln p := OA™ und g := OB den gleichen Abstand (Linge der Strecke von
R zum LotfuBpunkt S € p bzw. T € g auf den betreffenden Schenkeln). Zei-
gen Sie dies wie folgt:

(1)(3 Punkte) Betrachten Sie die Innenwinkel der Dreicke AOSR und AOTR
fiir die LotfuBpunkte S und 7'. (Dabei diirfen Sie hier ohne Beweis die Exis-
tenz der LotfuBpunkte S und 7" und deren Lage auf den Schenkeln benutzen,
ferner die Tatsache, dass die Winkelsumme im Dreieck konstant gleich 2R
ist und damit bei zwei gegebenen Grofen der Innenwinkel die GroBe des
dritten Innen-Winkels festliegt.)

(i1) (3 Punkte) Vollenden Sie den Beweis!

(b) (4 Punkte) Im Winkel oo = <AOB seien nun A und B so gewdhlt, dass
OA = OB gilt, und sei M der Mittelpunkt von AB. Zeigen Sie mittels Kon-
gruenzbetrachtungen, dass fiir die Winkelhalbierende von Winkel o gilt:
Wao = oM +.

Aufgabe 62 (Mittelsenkrechte, Tangente, Kreis, Hypotenuse)

Sei k ein Kreis in der reellen Euklidischen Ebene E mit Radius r und Mittelpunkt
M ! Zu behandeln sind Eigenschaften von k und seinen Sekanten und Tangenten:

(i) (5 Punkte) Begriinden Sie die folgende Konstruktion des Mittelpunkts M
von k: Seien A, B, C drei Punkte auf k. Dann ist M = mag Nmpc.

Losungshinweis: Ohne Beweis diirfen Sie verwenden, dass jede Gerade der
Ebene den Kreis k in hochstens 2 Punkten schneidet, dass durch 3 Punkte
hochstens ein Kreis geht und dass sich die Mittelsenkrechten eines nicht-
ausgearteten (!) Dreiecks in einem Punkt schneiden.



(i)

4.2
zu Aufg. L102

zu Aufg. L103

(5 Punkte) Sei P ein Punkt von k. Beweisen Sie: Eine Gerade g der Ebene
mit P € gNkund g L MP ist Tangente an k ( also eine Gerade g mit |gNk| =
1) mit Beriihrpunkt P € gNk.

Losungshinweis: Betrachten Sie APMR fiir ein geeignet angenommenes R!
Eigenschaften der Langen von Hypotenuse und Katheten eines Dreiecks
diirfen Sie unbewiesen verwenden.

Losungsskizzen

(a) Das homogene Gleichungssystem mit Koeffizientenmatrix A(t) ist nur
fiir + = O nicht-trivial 16sbar: Notwendig und hinreichend fiir die nicht-
triviale Losbarkeit ist die Singularitit der Matrix A(z). Es ist

0=detA(t) =

N = W

2
1
1

S e
Il
-~

Fiir alle anderen ¢ hat die Matrix also vollen Rang.
Im Falle t = 0 erhilt man durch elementare Zeilenumformungen

111 11 1
AO)~ |1 1 1|~|0 0 ,
210 10 —1

damit kann man die allgemeine Losung so parametrisieren:

X1=s, Xxp=-25, X3=32¢;,
hierbei durchlduft s die Elemente des zugrundeliegenden Korpers. Die Lo-
sungsmenge ist eine Gerade.
(b) Ja, das kann vorkommen! Beispiel: x+y+z=1Ax+y+z=2
(oder das LGS anderer paralleler Ebenen).
© 0-x+0-y+0-z=0A 0-x4+0-y4+0-2=0A0-x4+0-y4+0-2=0
(vgl. L37 (v) p.261.)

Wegen char K # 2 ist A; = 1 # —1 = A,. Da Eigenvektoren zu verschie-
denen Eigenwerten linear unabhéngig sind, existiert eine Basis B = (v, v7)
aus Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; und A;. Fiir diese gilt:

fz(v,-) = f(?u,-vi) = 7»l~2v,~ =vy;firi=1undi=2.
Die Behauptung folgt nun aus f?|B = id |B wegen der eindeutigen Fort-

setzbarkeit einer auf eine Basis gegebenen linearen Abbildung.
Alternativ kann man auch so argumentieren: Die f bzgl. der Basis B dar-

stellende Matrix hat die Gestalt A = ( (1) _(1) ), und man sieht, dass A2

die Einheitsmatrix ist.



zu Aufg. L104

zu Aufg. L105

zu Aufg. L106

zu Aufg. L107

Weitere Moglichkeit: Es ist y(x) = (x— 1)(x —2) = x> — 1 das charakte-
ristische Polynom von f; nach dem Satz von Hamilton-Cayley folgt daraus
f2—id =0.

Man fixiere einen Koordinaten-Ursprung in der Ebene und ordne den Punk-
ten E,A,F,B,G,C,H,D in sich anbietender Notation die Ortsvektoren
e,a,f,...usw. zu. Dann ist

_8t+f etf g—e und C_d_g~|—h_e+h_g—e
2 2 2 ) 2 2
Die gegeniiberliegenden Seiten BA und CD des neuen Vierecks sind also

parallel zueinander und gleich lang. Analog zeigt man dies fiir die Seiten
CB und DA.

b—a

(@ Esist (Tfi)x)=1, (TH)(x)=x+1, (TfHr)(x)=x2+2x+1
und (T f3)(x) =x>+3x>+3x+1; daher

1 1
A=ME(T) =

oS O O
S =N =
—_ 0 W =

1
0
0
) (T71f)(x) = fx—1).

(c) Wegen (b) und M3(T)~! = MB(T~!) ist die gesuchte Inverse (analog zu
Teil (a) bestimmbar):

I -1 1 -1
o 1 -2 3
0 0 1 -3
0 0 0 1

Jewelils ist “C” klar.
(a) Sei xckerT?, also T?(x)=0. Esfolgt

0= (T?x,x) = (Tx,T*x) = (Tx,Tx) = | Tx|*>, alsoauch Tx=0.
(b) Aus (a) folgt ker T =ker T?" fiirallem € N. Istalso 1 <n <2™,

so erhalt man

kerT CkerT" C kerT?" =kerT.

Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Poly-
noms

a+b
2

a—x c 0
0

= (———»lla—x)(b—x) -]

0 0 “bx



zu Aufg. L108

zu Aufgabe L109

Die Eigenwerte geniigen damit den Gleichungen

b
=Y oder 22— (a+b)h+ab—c =0
und sind damit A; = # und
b b)? b 1
}\42/3:61—; :l:\/(a—z ) —Clb—f-CQ‘:a—; :l:z (a—b)2+4C26R.

Falls der Radikand ungleich 0 ist, sind die drei Eigenwerte verschieden und
zugehorige Eigenvektoren linear unabhédngig; damit existiert eine Eigenba-
sis von A, und A ist diagonalisierbar.

Ist der Radikand gleich 0, so ist ¢ = 0 (und a = b), folglich A schon von
Diagonalform. 0J

Mit dem injektiven Homomorphismus f : V — W zeigen wir, dass fiir ei-
ne Basis B = (b;)ie; von V die Vektoren aus C := f(B) linear unabhin-
gig sind und damit C (nach dem Basisergidnzungssatz) zu einer Basis C’
von W erweitert werden kann; da f nach Voraussetzung injektiv ist, folgt
|B| = |C| <|C'| und damit dimg V = |B| < |C'| = dimg W.

Die Vektoren von C sind linear unabhéngig, da sich aus Y. f(b;)A; = 0 (mit

i€i
fast allen A; = 0) wegen der Linearitit von f dann f( Y b;A;) = 0 und wegen
icl
der Injektivitit von f auch ¥ b;A; = 0 mit linear unabhiingigen Vektoren b;
icl
ergibt, woraus A; = O fiir alle i € I folgt. O

Sei U = b3K, also By = {b3} eine Basis von U. Wegen < by,b, > NU =
{0} ist b3 von b; und b; linear unabhéngig; daher bilden by, by, b3 eine Basis
B des 3 — dim Vektorraums V.

Da f linear ist, folgt aus f(b; +by) = 2by und f(b; — by) = 2b, unmittelbar
f(b1)+ f(b2) =2by und f(b1) — f(b2) = 2by, was dquivalent zu

f(b1) =b1+by und f(b2)=b1—by

ist. Konstruktionsgemil gilt ferner f(b3) = 0.

Damit erhilt man:

1 1 0
ME(H)=(1 -1 0
0 0 0
und
1 1 0 1 1 0 200
MB(P =mBp)-MB(r)=[1 —1 o|-[1 =1 o]=(0 2 0
0 0 0 0 0 0 000



zu Aufg.LL111

Alternativ erhdlt man MB(f?) auch aus f2(b)) = f(by +by) = f(b1) +
f(b2) =2by und f2(by) = f(b1 —b2) = f(b1) — f(b2) = 2b».

zu Aufgabe L110 Wir zeigen, dass By (i) linear unabhéngig und (ii) ein Erzeugendenystem
von V /U ist. Natiirlich sind die Elemente von By /;; Vektoren aus V /U.

@

(ii)

Gegeben sei eine Linearkombination des Nullvektors von V /U, also

von U, mit Elementen aus By /y:

U= Y (di+U)\; (mitd; € (B\By) und A; € K sowie einer geeigneten
i€l

Indexmenge 1.)

Es folgt U = Y d;A; + U und daraus v = ¥ d;A; € U. Wiiren die A;

i€l i€l

nicht alle 0, so hitte, da By "D = 0 und By Basis von U ist, der

Vektor v zwei verschiedene Darstellungen mit Elementen aus B, ein

Widerspruch. Also ist die gewi’g)%hlte Linearkombination trivial; und

By y ist linear unabhéngig.

Ist w Element von V /U, so existiert einv € V mitw =v+U.Da B =
By UD Basis von V ist, existiert eine Darstellung v= Y c;Ai+ Y. dju;
i€l jeJ

mit ¢; € By und d; € B\ By.

Wirerhalten: w=v+U =Y c;Ai+ ¥ djuj+U =Y dju;+U (wegen

icl jeJ jeJ
ci €U), alsow =Y (dj+U)u,. Daher ist By ;; Erzeugendensystem
2
von V/U.

Insgesamt folgt, dass By ; eine Basis von V /U ist.

(a)

Die zu (x) gehorende Matrix

—_—0 O =
—_ = = O

1
0
1
1

N = = =

0
1
0
1

geht durch elementare Zeilenumformungen ( z.B. mitz4 — z4 — 21 — 22
und z3 — z3 — z2) in die Matrix (in Zeilenstufenform)

1 01 0]l
010 11
001 —-1|0
000 O0]0
mit gleichem Losungsraum iiber. Fiir das homogene System erhilt
man die Bedingungen &3 = &4 = —&, = —&;, woraus

Ly=(-1,—-1,1,)R



zu Aufg. A99

zu Aufg. A100

folgt.

Eine Partikulérlosung ergibt sich aus E3 =&, =1—&, =1 —§&; zum
Beispiel als p = (1,1,0,0).

Aus L = p + Ly erhilt man somit

L=(1,1,0,0)+(—1,- 1,1, )R ={(1—&, 1 —&,EE)|E € R}

(b) (i) Nach dem Satz von der linearen Fortsetzung ist eine lineare Abbil-
dung schon durch die Bilder der Vektoren einer geordneten Basis des
Urbildraumes bestimmt. Also ist f eindeutig bestimmt.

(i1) Die Matrix von f bzgl. der Basis B hat als Spalten die Koordinaten
der Bilder der Vektoren von B. Sie ist somit

A=Mg(f) =

—_ O O =
— e O
e e N

0
1
0
1

Dies ist genau die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssys-
tems aus Teil (a). Daher besteht Kernf aus allen Vektoren, deren Ko-
ordinatenvektoren bzgl. der Basis B in der Losungsmenge Ly des zu
(*) gehorenden homogenen linearen Gleichungssystems liegen.

Also gilt: Kern f = (—b; —by+ b3 +bsg)R.

(ii1) Wie man aus (ii) sieht, ist dim Kern f = 1, somit (nach der ent-
sprechenden Dimensionsformel)

RangA =4 —dimKernf = 3.

(iv) Die Koordinatenvektoren der Vektoren des vollen Urbildes von w
sind genau die Losungen des linearen Gleichungssystems (x) aus Teil
(a) und damit die Elemente von L. Also folgt

f~(w)=b1+by+(—b1 —by+b3+bs)R.

Aus dem Hinweis ergibt sich, dass 0 <u, <2 istfirallen=1,2,3,....
Offensichtlich wichst die Folge monoton. Also konvergiert sie.

Aus der rekursiven Definition der Folge folgt fiir ihren Grenzwert o aus
Stetigkeitsgriinden die Gleichung o0 = /2 4 o, deren Auflésung uns ( iiber
o> — o —2 =0 und o > 0) den Grenzwert o = 2 liefert.

Das Niveaulinienbild ist spiegelsymmetrisch zur Koordinatenachse x = 0.
Es geniigt also, die rechte Halbebene x > 0 zu betrachten. Im positiven Qua-
dranten x >0,y >0 liegen die Punkte mit (min{x,y}) = f(x,y) =c¢ >0



zu Aufg. A101

zu Aufg. A102

auf den vom Punkt (c,c) parallel zu den Koordinatenachsen ins Unendli-
che laufenden Strahlen. Im Quadranten x >0,y <0 ist (—min{x, [y} = )
f(x,y) = ¢ < 0 ldngs der vom Punkt (—c,c) parallel zu den Koordinaten-
achsen ins Unendliche laufenden Strahlen. Das Bild der Niveaulinien (ohne
die Werte der Niveaus) ist punktsymmetrisch zum Ursprung.

Die (erlaubte) koordinatenweise Grenzwertbetrachtung & — x,m —y zeigt
im 1.Quadranten

f(&m) = min{&n} — min{x,y} = f(x,y).

Fiir die anderen Quadranten folgt die Stetigkeit hiermit aus Symmetriegriin-
den. Also gilt S = R?.

(a) Als Quotient stetiger Funktionen mit von O verschiedenen Werten ist f
fiir x # O stetig. Durch Potenzreihenentwicklung der cos-Funktion ( cosx =
Y (—I)V%) findet man an der Stelle O den Grenzwert 1/2; (alternativ
v=0 ’

durch Entwicklung nach de 1’Hospital). Also ist f(x) auch bei x = 0 stetig.

(b) Wegen der Stetigkeit der Funktion f ist sie (nach einem Satz) auf jedem
beschr dnkten Intervall integrierbar.

(c) Mittels der Potenzreihe des Cosinus ergibt sich durch (fiir die gleichma-
Big konvergierende Potenzreihe

l—cosx & x™2 v
2 _21: v

erlaubte) gliedweise Integration der Wert des Integrals als alternierende
Leibniz-artige Reihe:

1 1 n 1 1 n
2 34" 5.6! 7.8
x2v71

Die Glieder (—1)Y vy der Reihe sind betragsmiig monoton fallend.

Wegen 7 - 8! = 282240 > 10° muss man bis zum entsprechenden Summan-
den addieren. Der gesuchte Wert liegt somit zwischen % - ﬁ + % — ﬁ
und % — ﬁ + % Rundung nach auflen gibt dann als mogliche Losung das
Intervall

(0.486385, 0.486389), das die Linge 4- 10~ hat.

Fiir x # 0 findet man (mittels Produktregel) f’(x) = 2xsin(1/x) —cos(1/x).
Firx=0und 2 # 0 ist f%g(o) = hsin %, und dieser Differenzenquotient
strebt fiir & — 0 gegen Null. Also ist f/(0) = 0. Die Funktion f ist also auf
ganz R differenzierbar.

Man sieht nun sofort. dass f an der Stelle x = 0 unstetig, sonst aber iiberall

stetig ist.



zu Aufg. A103

zu Aufg. W53

zu Aufg. W54

a) Mit partieller Integration erhélt man

[ xe de-x—;j——fe Mdx = — _Lx[(xe*b“—}xe*kx]—i—c
= _Xe_ (X+ X) +c.

b) Aus a) ergibt sich

b

JxeMdx = —fe (x4 )lf = —ge M+ 5) + 55

0
c) Mit b) und der Lbsungshilfe erhilt man

fxe M dx = hm fxe Mdx = hm[;lhe_xb(b—k%)—k%] = % _
0 b—eo

Fir k € {0,1,2,...,n} ist

O OIWERHEIH

die Wahrscheinlichkeit dafiir, da3 sowohl Gerda als auch Hans genau k

mal das Ergebnis Wappen haben. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist da-
n

mit gleichw = ) wy.

k=0
(Mit diesem Ergebnis sollte der Korrektor zufrieden sein.)

Mit der binomischen Formel fiir (14 x)?" = (1 +x)"(1 4 x)", Cauchy-Mul-
tiplikation der beiden Summen fiir (1 + x)” und Vergleich der Koeffizienten
von x" kommt man auf

EC)-2 0 L0 B0
(00" )

Es ergibt sich (zu dieser Identitéit vgl. man auch Aufgabe A27 !):

£ ()£ ()
i—o \ K i=0 \k
und damit im vorliegenden Fall w = 47" (2n")

Fiir n = 3 findet man w = 20/64 = 0.3125.

Sinnvoll ist die geometrische Behandlung im Einheitsquadrat [0, 1] x [0, 1].
Als die gesuchte Wahrscheinlichkeit kann man den Fldcheninhalt der Fi-
gur nehmen, die durch die Ungleichungen 0 < x+y <1, x>0,y >0
im Fall (a) (bzw. |y — x| <20/60, x > 0, y > 0 fiir Teil (b)) bestimmt ist.
Dieser Flicheninhalt hat im Fall (a) den Wert 1/2, im Fall (b) den Wert



1 —(2/3)?> = 5/9; auf den Wert im Falle (b) kommt man so: Die bedin-
genden Ungleichungen schneiden aus dem Einheitsquadrat links oben und
rechts unten je ein gleichseitiges rechtwinkliges Dreieck mit der Katheten-
ldnge 2/3 (und Inhalt jeweils 1/2-2/3-2/3) aus.

zu Aufg. W55 (a) Aus den Angaben erhilt man folgendes Baumdiagramm
(mit w = weiblich, m = minnlich, j = mit Abschluss, n = ohne Abschluss):

31\"\’0/" '3& 4218%
9 W
46‘ '?/69/0 n 3,5 %
53,75, _ 30% 4 | 483%
m‘,
— o
407, n 5 4%

Die Wahrscheinlichkeit der Pfade (des Aufretens beider Merkmalauspri-
gungen) liefern die Eintrédge in die

Vierfeldertafel:

’ H Abschl. ja \ Abschl. nein H gesamt ‘
Gechlecht “w” 42.8 3,5 46,3
Geschlecht “m” 48,3 5,4 53,7

’ gesamt H 91,1 \ 8,9 H 100 ‘

Somit erhélt man als umgekehrtes Baumdiagramm:




Es folgt, dass die gesuchte Wahrscheinlichkeit gleich

42,8
TR 47%

ist.
(b) Alternativ berechnet man die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit aus

P(w)-P(jlw) _ 0,463-0,924 0,428 _
P(j)  0,428+0,483 0,911

P(w|j) = 0,47.

zu Aufg. W56 (i) Bei einer Normalverteilung mit bekannter Varianz 62 und unbekann-
tem M = E(X) ist ein y—Konfidenzintervall von der Form

c c
() X—c% ;)H—c%] mitc=CI>_1(
Da der Stichprobenumfang grof ist, kann man die Streuung 6(X ) durch
die empirische Standardabweichung s, der Realisation der erwartungs-
treuen Schitzfunktion S der Streuung, ersetzen. Im vorliegenden Fall
istn =1600,x=0,43,s=1lundy=1—0~ 0,95 sowie

Y+1
=)

c=®1(1,95/2) =®71(0,975) ~ 1,96, also ¢

Man erhilt damit als y—Konfidenzintervall
(0,43 —0.049 ;0,43 +0,049] = [0,381;0,479].

(ii) Nach (x) ist die Linge des Konfidenzintervalls gleich 2 - c\%. Es muss

hier also 2-1,96- % < 0,09 sein, d.h.
n

S (2-1,96
"=170,09

2 2
) ~ 43,562 ~ 1897, 09.

Die Stichprobe muss also mindestens den Umfang n = 1898 haben.

zu Aufg. E39

ad (a): 1.Fall g1, g> liegen in einer Ebene. Dann bildet u.a. wegen der Exis-
tenz einer Parallelen aus jeder Parallelenschar durch jeden Punkt und des
eindeutigen Schnittes nicht-paralleler Geraden einer Ebene ) jede Parallel-
projektion mit einer von g; und g, verschiedenen Richtung g; bijektiv auf
g2 ab. Daher haben g; und g; die gleiche Méchtigkeit.

Anmerkung: Ein alternativer Beweis ist mittels Zentralprojektion moglich.
Auch hier benutzt man das Euklidische Parallelenaxiom.

2.Fall: g1 und g liegen nicht in einer Ebene. Dann gibt es nicht-parallele
Ebenen E; und E;, die sich in einer Geraden /4 schneiden (z.B.
E; =< gj,h > mit h= PP, fiir P, € g; (i = 1,2). Es folgt nach dem 1.Fall:



zu Aufg. E40

zu Aufg. E41

zu Aufgabe E42

1] = |h| = |g2].

ad (b): In E seien & und hy zwei sich schneidende Geraden. Durch Parallel-
projektion ldngs A ist jedem Punkt P von E ein Punkt P, auf s, zugeordnet
und durch Parallelprojektion ldngs /i, ein Punkt Py auf /. Umgekehrt hat
jedes Paar (Py,P2) € h) X hy genau einen gemeinsamen Urbildpunkt. Daher
gilt: |E| = |hy X hp| = |h1]| - |ha|. Nach Teil (a) ist |h;| = |g| firi=1,2.

Die rechtwinkligen Dreiecke AASB und AAT B haben nach Konstruktion die
gemeinsame Seite AB und kongruente Seiten AS bzw. AT. Da die Hypote-
nuse eines rechtwinkligen Dreiecks lidnger ist als die Kathete, ist jeweils der
rechte Winkel Gegenwinkel der ldngeren der beiden relevanten Strecken.
Aus dem Kongruenzsatz SsW folgt die Kongruenz der Dreiecke und damit:
|<<SAB| = |<TAB|.

Alternative Losung mittels Spiegelung: Die Geradenspiegelung y an der
Winkelhalbierenden w von <<SAT bildet den Schenkel AS™ auf ATt und
daher den Punkt S auf 7" ab. Erneut wegen der Winkeltreue von yist der auf
w liegende Schnittpunkt der Schenkel der beiden rechten Winkel gleich B,
und damit gilt w = AB.

(a) Translationen (fixpunktfrei oder die Identitit) und zentrische Streckun-
gen (mit mindestens einem Fixpunkt); (lediglich die Identitét ist beides).
(b) Definitionsgemaf gilt fiir jede Gerade g = ZP (mit geeignetem Punkt P)
das Folgende:

ZP||o(Z)o(P) = Zo(P);

wegen des gemeinsamen Punktes Z sind die parallelen Geraden ZP und
6(Z)o(P) gleich; daher und wegen der Geradentreue gilt

6(g) = 6(ZP) = o(2)o(P) = ZP = g;

also ist g Fixgerade.

(c) Zentrische Streckungen haben definitionsgemiss mindetens einen Fix-
punkt. Die Geraden durch einen Fixpunkt sind Fixgeraden der zentrischen
Streckung. Sei nun o7 eine zentrische Streckung von A4 mit verschiedenen
Fixpunkten Z;,Z,. Ein Punkt P € P\ Z,Z, ist dann Schnittpunkt der (ver-
schiedenen) Fixgeraden Z; P und Z; P und daher Fixpunkt.

Fiir die Punkte von Z;Z; erhilt man das gleiche Ergebnis durch Ersetzen
von Z; durch P. Daherist 6; — id.

Generalvoraussetzung: 4 3-dim affiner Raum.

(a) Die verschiedenen Geraden g und & aus A4 schneiden sich (in genau ei-
nem Punkt), wenn sie in einer Ebene liegen und nicht parallel sind. Dabei



bedeutet Parallelitit zweier Geraden gerade, dass diese in einer Ebene lie-
gen und sich nicht schneiden.

Anmerkung: Zu g gibt es genau eine Parallelenklasse von Geraden; in die-
ser darf & nicht liegen, wenn ein Schnittpunkt existieren soll. Das reicht aber
nicht aus: Es konnte & windschief zu g sein.

(b) Ein nicht-ausgeartetes Parallelogramm ist ein Viereck, bei dem keine 3
Punkte kollinear und je zwei nicht aneinanderstoBende Seiten parallel sind.
(c) Gegeben sei das nicht-ausgeartete Dreieck AABC in 4. Nach dem Eu-
klidischen Parallelenaxiom existiert eine zur Geraden AC parallele Gerade
g von A4 durch B und eine zu AB parallele Gerade & durch C.

Da die Parallelitidt von Geraden impliziert, dass diese in einer Ebene liegen,
sind AC und g in einer Ebene, hier also in der durch die Punkte A, B, C aufge-
spannten Eben E. Analog folgt 7 C E. Wiren g und 4 parallel, so ligen AC
und AB in der gleichen Parallelenklasse, was ausgeschlossen ist, da AABC
nicht ausgeartet ist. Als nicht-parallele Geraden einer Ebene schneiden sich
g und & in genau einem Punkt D. Das Viereck mit den parallelen Seiten AC
und BD bzw. CD und AB bildet das gesuchte Parallelogramm ABDC.

Alternativ: Parallelogramm-Konstruktion mit der Translation T4c: D := Tac(B).

zu Aufgabe E43

(a) Zwei Punkte R und S liegen in der gleichen Halbebene, falls sie mit g
zusammen in der gleichen Ebene liegen (!) und falls [R,S] N g = 0 gilt.

Anmerkung: Die letztere Bedingung allein reicht nicht, da eine Halbebene
immer Teil einer Ebene ist.

(b) Sei H = PQR™ Halbebene von J. Zu zeigen ist PRT™ C HUPQ.
Es ist PR enthalten in der Ebene PQR.

Evtl. durch Ubergang zur entgegengesetzten Orientierung von PR konnen
wir
R > P voraussetzen.

Sei S € PRT und S # P; wir zeigen S € POR™, d.h. dass S in der gleichen
Halbebene wie R liegt.

Definitionsgemé8 ist also noch [S,R]JNPQ =0 zu beweisen.
Wegen PRT = PS™ kommt fiir [S,R] N PQ nur {P} oder 0 in Frage.
Nun gilt P < S < R oder P < R < S. Fiir X € [S, R] folgt damit

P<S<X<RoderP<R<XKS,

also jeweils X > P, daher [S,R]NPQ =0.

(Alternativ kann man auch die Zwischenrelation benutzen.)



zu Aufgabe E44 (i) Angenommen, es gilt AC }f BE. Dann existiert ACNBE =: S,und S ¢ AB.

zu Aufgabe E45

Lige S in der Halbebene ABC™, so wiire AABS ein Dreieck, dessen Innen-
winkel <SAB kongruent zum nicht-anliegenden AuB3enwinkel <SBD ist, ein
Widerspruch. Lige S in ABC™, so wire <EBD Scheitelwinkel zum Innen-
winkel <ABS des Dreiecks AASB und kongruent zum nicht-anliegenden
AuBenwinkel <CAB, erneut ein Widerspruch. Daher ist die Annahme falsch.

(ii)Seien <BAC und <DBE mit D € AB,E € ABC™ und EB || AC die ge-
gebenen Stufenwinkel. Nach dem Winkelantragungsaxiom existiert ein zu
dem ersten Stufenwinkel <CAB kongruenter Stufenwinkel <F'BD an die
Schnittgerade AB in der Halbebene ABC™ im Scheitel B des zweiten Stu-
fenwinkels. Nach Aufgabenteil (i) sind die freien Schenkel AC* und BF ™
dann parallel. Wegen der Eindeutigkeit der Parallelen zu AC durch B (geméf3
Euklidischem Parallelenaxiom) folgt BE = BF. Daher sind die gegebenen
Stufenwinkel kongruent.

(iii) Seien CE die Parallele zu AB durch C und E € ACB™. Dann ist <BCE
kongruent zum Wechselwinkel <ABC, ferner <ECF mit F € AC* kongru-
ent zum Stufenwinkel <BAC. Da A und F in verschiedenen Halbebenen mit
Rand CE liegen, addieren sich die (zu den nicht-anliegenden Innenwinkeln
kongruenten) Winkel zum AuBenwinkel <BCF'.

(iv) Nach (iii) ist der AuBBenwinkel <BCF gleich der Summe der nicht-
anliegenden Innenwinkel. Weil F und A in verschiedenen Halbebenen mit
Rand BC liegen, kann man den anliegenden Innenwinkel hinzuaddieren und
erhilt den gestreckten Winkel der GroBe 2R.

(i) Nach Voraussetzung ist ic = sc. Also steht s¢ senkrecht auf AB.

sc ist somit auch gleich der Mittelsenkrechten m4z von AB. Als Punkt der
Mittelsenkrechten von AB hat C den gleichen Abstand von A und B; folglich
ist |AC| = |BC|, und AABC ist gleichschenklig.

Alternativ ab 2. Zeile: Fir F := AB N sc sind die rechtwinkligen Dreiecke
AAFC und ABFC nach dem Kongruenzsatz SWS kongruent, also |[AC| =
|BC)|.

(i1)) Nach dem Kongruenzsatz SSS oder der Alternative in (i) sind AAFC
und ABFC kongruent; folglich gilt <TACF = <BCF, und sc ist Winkelhal-
bierende des Winkels <ACB.

(iii) Sind F4 bzw. Fp die Fullpunkte von s4 und sp, dann hat das Drei-
eck AAF,C zwei Seiten, die kongruent zu den entsprechnenden Seiten von
ABFpC sind und einen kongruenten Winkel einschlieBen. Nach dem Kon-
gruenzsatz SWS sind die Dreiecke kongruent und damit deren Seiten s4 und
sp gleichlang.

(iv) Da s¢ gleichzeitig die Mittelsenkrechte von AB ist und die Mittelsenk-
rechten eines Dreiecks sich schneiden, exisiert der Schnittpunkt M und hat
als Punkt aller drei Mittelsenkrechten gleichen Abstand von A und B und
von B und C (und von C und A).

Anmerkung: Wire die Verwendung der Eigenschaften von Spiegelungen er-
laubt worden, so hétte man als weitere Alternative z.B. in (i), (i) und (iii)



die Spiegelung yrc betrachten konnen, die rechte Winkel und Lingen erhilt
und damit A auf B abbildet (und natiirlich ' und C festlédsst). Die Aussagen
iiber die Lingen von AC, BC, iiber die von s4 und sp sowie die GroBen der
Winkel <ACF und <BCF folgen dann sofort.

zu Aufgabe E46 (i) Die Dreiecke AABC und AADB sind nach dem Kongruenzsatz SSS
kongruent.

(i) Als entsprechende Winkel kongruenter Dreiecke sind <DAB und
<{CAB kongruent.

(iii)) Da A und B in verschiedenen Halbebenen mit Rand CD liegen, exisiert
F := ABNCD. Nach dem Kongruenzsatz SWS sind wegen (i1) auch
die Dreiecke ADAF und ACAF und damit die Nebenwinkel <AFC
und <AF D kongruent. Letztere sind also rechte Winkel. Die Diago-
nalen AB und CD des Drachenvierecks stehen also aufeinander senk-
recht. Ferner halbiert F wegen |CF| = |DF| die Diagonale CD.

zu Aufgabe E47 (i) Als Bewegung ist die Spiegelung 7, lingentreu; ferner gilt Y,(M) = M,
da M auf der Achse g von Yy, liegt. Mit

¢={Pc?|[PM|=r} und [y(P)M|=|PM|

folgt

Vo (&) = {Ys(P) [[PM| = r} = {v;(P) | Iy (P)M| = r} C k.

(ii) F'ur jeden n Punkt P von ¢ gilt nach (i) auch y,(P) € ¢ und damit
P =7,(vs(P)) € Y,(€), insgesamt also € = y,(£).

(iii) Die Achse g und der Punkt 7" der Achse bleiben fix unter Y, . Da
Spiegelungen winkeltreu sind, geht das Lot & auf g durch 7' wieder
in ein solches iiber; dieses Lot ist aber eindeutig bestimmt; daher gilt
Ye(h) = h.

(iv) Definitionsgemdl gilt 7 € hN €. Gibe es einen weiteren Punkt
S € hNt, so wire auch y(S) € hN¢. Da laut Hinweis |hN g < 2 ist,
hieBe das y(S) = S und damit S € g, also {S} = gNh = {T}, ein Wi-
derspruch.

Alternativ: Enthielte h auler T einen weiteren Punkt S von k, so wiire
AMTS rechtwinkliges Dreieck mit Kathete MT und Hypotenuse MS
gleicher Linge r, ein Widerspruch.

(v) Nach (iv) ist N € = {T'}. Daher ist & definitionsgemif Tangente an ¢
inT.

zu Aufgabe E48 (1) Die Gerade AC hat mit £ den Punkt F' gemeinsam und steht senkrecht
auf MF. Laut Hinweis ist AC Tangente an £. Die Winkelhalbierende wj ist
Symmetrieachse von <<BAC. Daher bildet die Spiegelung v, die Gerade



zu Aufgabe E49

zu Aufgabe E50

AC auf die Gerade AB ab und, weil wy als Gerade durch M Symmetrieachse
von ¢ ist, auch € auf €. Daher ist auch AB Tangente an €.

(i1) Da sich die Achsen der Spiegelungen, die die drei Faktoren sind, in §
schneiden, ist Y gemal Dreispiegelungssatz ebenfalls Geraden-Spiegelung.

(iii) Da die Winkelhalbierenden Symmetrieachsen der zugehorigen Winkel
bzw. das Lot ¢, Symmetrieachse der Geraden AC sind, folgt

’Y(BC) = ’YWA O’ng O'YWC(BC) = ’YWA O’ng(AC) = ’YWA(AC) — AB.

(iv) Die Achse einer Spiegelung ist Fixpunktgerade der Spiegelung; S liegt
auf den Achsen der drei Faktoren von y und ist daher Fixpunkt von Y. Ferner
ist B als Schnittpunkt einer (nicht zur Achse parallelen) Geraden mit der
Bildgeraden unter y ebenfalls Fixpunkt von 7. Also ist Y = Ysp.

(v) SB ist nach (iv) Achse der Spiegelung 7y, und AB ist das Bild von BC
unter Y. Also ist SB Symmetrieachse von ABUBC und, da S im Innern des
Dreiecks und damit des Winkels <ABC liegt, somit gleich der Winkelhal-
bierenden wg.

(1) Yy und v, sind als Spiegelungen insbesondere Bewegungen. Da die
Bewegungen von ‘E eine Gruppe bilden, ist 0 als Produkt von Bewe-
gungen wieder eine Bewegung.

(ii) Z ist als Punkt der Achsen beider Faktoren von o ein Fixpunkt dieser
Bewegung.

(iii) Da Z und F Fixpunkte von 7, sind, ist AP’ZF Bild des Dreiecks APZF
unter der Bewegung v,, also zu diesem kongruent.

(iv) Sei G der FuBpunkt des Lots von P’ auf h. Aus (iii) ergibt sich
|<P'ZF| = a. Da |<FZG| = 90° und P’ €Inn(<FZG), folgt
|<P'ZG| = 90° — a. Durch die Spiegelung 7Y, sieht man
|<GZP"| =90° — a.. Es folgt |[<<P'ZP"|=2-(90° — o). Damit gilt

|<PZP"| = o+ +2-(90° — o) = 180°.

(v) Falls P € gist, folgt P” = 8(P) =Y, 0Y,(P) =Y(P) € g, dah L g; falls
P auf h liegt, so P = 8(P) = Y, 0Y,(P) € Yu(h) = h. Deswegen und
nach (iv) sind in jedem Falle P,Z und P” kollinear. Da 8 Bewegung
ist, gilt ferner |ZP| = |ZP"|.

Insgesamt folgt: d ist eine Drehung um 180°, also Punktspiegelung.

(i) Nach Konstruktion haben die Dreiecke AABC und AAFE den Winkel
<FFAB gemeinsam; beide haben anliegende Seitenldngen b und c. Nach dem
Kongruenzsatz SWS sind sie kongruent. Daher ist auch der Winkel <AEF
ein rechter Winkel.

(ii) CC* und EF stehen beide senkrecht auf AB; nach dem Stufenwinkelsatz
sind sie parallel.



zu Aufgabe E51

Zu Aufgabe E52

zu Aufgabe E53

zu Aufgabe E54

zu Aufgabge E55

(iif) Anwendung des 1.Strahlensatzes auf den Winkel <BAF und die paral-
lelen Sehnen CC* und FE lierfert die Behauptung.

Deckabbildungen bilden als Bewegungen Strecken auf Strecken gleicher
Linge ab, ferner Schnittpunkte auf Schnittpunkte. Wegen |AC| > |AB| =
|AD| (—die Diagonalen sind jeweils v/2 mal so lang wie eine Seite-) gilt
G6(A) = A (nach Voraussetzung) und 6({B,D}) = {B,D}. Daher ist auch
C Fixpunkt. Als Bewegung mit 2 Fixpunkten ist ¢ eine Geradenspiegelung
und durch diese Punkte eindeutig bestimmt.

Umgekehrt ist die Geradenspiegelung mit Achse AC eine Deckabbildung
von Q, da die Diagonalen von Q aufeinander senkrecht stehen und sich
halbieren, also B und D spiegelsymmetrisch zur Achse AC liegen. 0

(i) Wire /4, || 57, so folgte aus £; || £2 || s2 || s1 mittels der Symmetrie und
der Transitivitit der Parallelititsrelaton ¢; || s1, ein Widerspruch zu

O ¥ st

(i) Wiirden sich /; und s; (fur i,j € {1,2}) nicht schneiden, so folgte
¢; || sj; laut Voraussetzung und Teil (i) gilt aber ¢; }f s; und 4> Jf 7,
ferner ¢; }f s; fiir i # j wegen der Symmetrie und Transitivitit der Par-
allelitétsrelation und ¢; || €1 #f s1 || 52 -

(iii) Nach der Parallelogrammregel folgt (t; 012)(S1) = S>.

(iv) T3 := T 0Ty = Tp 0T ist ebenfalls Translation. 77 wird daher durch 73
auf einen Punkt der Spurgeraden ¢ durch 7 abgebildet; diese ist die
Parallele durch 77 zur Spur $155.

(a) Laut Voraussetzungen und Losungshilfe haben die Seiten AD und BC
des Rechtecks die gleiche Linge. Zusammen mit den Diagonalen AC und
BD bilden sie zwei Dreiecke AABC und ADAB, auf die u.a. wegen jeweils
eines rechten Innenwinkels der Kongruenzsatz SWS angewendet werden
kann.

(b) Sei M der Schnittpunkt der Diagonalen des Quadrats LIABCD . Dann gilt
laut Definition des Quadrats und der Losungshilfe: AB = BC und AM = MC.
Der Kongruenzsatz SSS zeigt dann AABM = ABCM. Die Winkel <AMB
und <BMC sind daher kongruente Nebenwinkel und damit rechte Winkel.

(1) Sei o die GroBe eines Innenwinkels von A und 0 die eines der beiden an-
liegenden AuBenwinkel. Es gilt dann o.+ 6 = 2R. Eine der beiden betrachte-
ten Dreiecksseiten liegt auch im Innern des von beiden Winkelhalbierenden
gebildeten Innenwinkelfeldes. Daher konnen die Groflen der beiden Teil-
winkel zu { = 5 + g’ addiert werden. Es folgt { = O‘TJFE = % = R und damit
die Orthogonalitit der beiden Winkelhalbierenden.

(i1) Stufenwinkelsatz bzw. Wechselwinkelsatz

(1) U existiert laut Losungshinweis. Als Punkt der Mittelsenkrechten mup
gilt [UA| = |[UB| =: . Analog gilt: [UB| = |UC| und [UC| = |UA|. Es hat



also U den gleichen Abstand ' von allen drei Punkten des Dreiecks, ist da-
her Mittelpunkt des Kreises mit Radius 7/, der durch die Ecken von AABC
geht und daher Umkreis dieses Dreiecks ist. Aus der Existenz und Eindeu-
tigkeit des Umkreises von A folgt U = M und r = 7.

(i) Wéren die Abstiande von N zu P,Q, R gleich, so wéren P, Q, R drei ver-
schiedene Punkte einer Geraden, die auf einem Kreis um M liegen, ein Wi-
derspruch, da eine Gerade einen Kreis in hochstens 2 Punkten schneiden
kann.

(1i1) Tréagt man auf jeder der beiden Halbgeraden von 4 mit Scheitel M Stre-
cken der Linge des Radius r ab, so erhélt man zwei Schnittpunkte von 4 mit
k . Mehr als zwei Schnittpunkte existieren laut Teil (ii) nicht.

Zu Aufgabe E56

(a)

(b)

Wegen der Transitivitit der Parallelititsrelation gilt f; }t g fiir alle g € S.
Damit erhélt man |f; Ng| = 1 fiir alle g € S.

Umgekehrt gehort nach dem Parallelenaxiom zu jedem Punkt P € f; genau
eine Gerade g € Smit P € g.

Mit | f1| = |h1 | folgt die Behauptung: |S| = | f1| = |A1].
Laut Definition von Dehnungen gilt Pt(P) || ©(P)t?(P) fiir jeden Punkt
Pec?P.

Gemil der Definition der Parallelitit von Geraden sind parallele nicht-
disjunkte Geraden einer Ebene gleich.
Wegen 1(P) € (Pt(P) Nt(P)t?(P)) folgt

Pt(P) =1(P)v*(P) = 1(Pt(P)) fiir jeden Punkt P € P.

T ldsst also die Spur Pt(P) fiir jeden Punkt P € P fest.

Zu Aufgabe ES7:

(a)

(1) Sei QABCD ein Parallelogramm in der euklidischen Ebene. Dann sind
die Winkel <BAC und <ACD Wechselwinkel und damit kongruent.

(i) Analog folgt <DAC = <BCA. Die Dreiecke AABC und ACAD mit der
gemeinsamen Seite AC sind daher nach dem Kongruenzsatz WSW
kongruent, folglich auch die Seiten AB und DC bzw. AD und BC.

(i11)) (Anm.: 1.Teil von Aufg. C3) Nach Teil (i1) gilt (fiir die gegeniiberlie-
genden Seiten) AB = CD . Die Winkel <ABD und <BDC sind Wech-
selwinkel und damit kongruent. Das Gleiche gilt fiir <BAC und <ACD.
Die Dreiecke AABM und ACDM stimmen in einer Seite und allen drei
Winkeln iiberein. Z.B. nach dem Kongruenzsatz WSW sind sie damit
kongruent. Es folgt AM = MC und BM = MD.



(b) Nach (a)(i) gilt MB = MD und nach Voraussezung (Rauten-eigenschaft)
AB = AD. GemiB dem Kongruenzsatz SSS sind dann die Dreiecke AABM
und AADM (mit gleicher Seite AM ) kongruent. Die Winkel <AMB und
<AMD sind kongruente Nebenwinkel und damit rechte Winkel.

Zu Aufgabe ES8 (Es handelt sich um das sogenannte ’Schmetterlingsaxiom’)

(i) Die Dreiecke AAXB und AAY B sind wegen der Voraussetzung iiber die kon-
gruenten Strecken nach dem Kongruenzsatz SSS kongruent.

(i) Daher gilt auch <XAB = <YAB.
(ii1) Mit dem Kongruenzsatz SWS ergibt sich AAXC = AAYC
(iv) und damit CX = CY.

Anmerkung: 2. Beweis-Moglichkeit:
E :={Z|ZX = ZY} ist eine Ebene (die Ebene der Mittelsenkrechten von XY).
Mit A, B € E folgt C € AB C E und daraus die Behauptung.

Zu Aufgabe ES9

(i) Die Tangenten eines Kreises stehen senkrecht auf den Radien.

(Anmerkung: Daher lassen sich B und B, mittels Thaleskreis finden.)

(i) Die Dreiecke sind nach dem Kongruenzsatz SsW kongruent, da sie einen
rechten Winkel enthalten (s.(i)), eine gemeinsame Seite (als Kathete kiirzer
als die Hypotenuse) und zwei kongruente Seiten (die Radien) besitzen.

(iii)) Da wegen dieser Kongruenz auch die Winkel <M PB| und <M PB; kongru-
ent sind, ist PM die Winkelhalbierende im Dreick APB{B; und wegen der
Gleichschenkligkeit ebenfalls Hohe, Seitenhalbierende und Mittelsenkrech-
te.

Zu Aufgabe E60 (Vgl. Aufgabe E9 - eine Richtung)

(i) SSS
Anmerkung: Es gilt laut Voraussetzung AC = BD und nach Losungshilfe

auch im allgemeinen Parallelogramm BC = AD . Der Kongruenzsatz SSS
liefert daher AABC = AABD.

(i) Die Winkel <BAD und <ABC haben wegen der Kongruenz der Dreiecke
die gleiche Grofe.

(ili) <BAD = <(BC™",BA™) folgt aus dem Satz iiber die Kongruenz von Stufen-
winkeln mit parallelen freien Schenkeln.



@iv)

(v)

Die beiden Winkel <ABC und <((BC*,BA™) sind (kongruente) Nebenwin-
kel voneinander ; daraus folgt, dass <ABC rechter Winkel ist.

Aus Symmetriegriinden folgt, dass auch die anderen Innenwinkel rechte
sind. Daher ist das Parallelogramm ein Rechteck.

Anmerkung: Alternativ zu einigen der obigen Argumente lassen sich auch Be-
trachtung von geeigneten Winkelsummen anstellen.

Zu Aufgabe 61

(a)

(b)

(i) Seien S und T die FuBpunkte der Lote von R auf OA™" bzw. OB™. In den
Dreiecken AOSR und AOTR sind die beiden Winkel bei O kongruent, da wg,
die Winkelhalbierende von o0 = <<AOB ist; die beiden Winkel bei S und T
sind rechte Winkel (da SR und RT die Lote auf die Schenkel sind).

Laut Hinweis haben dann auch die dritten Winkel der beiden Dreiecke die
gleiche Grofle. Damit stimmen die beiden betrachteten Dreiecke in der Gro-
Be aller Innenwinkel iiberein.

(i1) Da die betrachteten Dreiecke auch in der GroBe der gemeinsamen Seite
OR iibereinstimmmen, sind sie z.B. nach dem Kongruenzsatz WSW kon-
gruent. Es folgt RS = RT.

Wegen OA = OB, MA = MB und der gemeinsamen Seite OM sind die Dreie-
cke AOAM und AOBM nach dem Kongruenzsatz SSS kongruent. Daraus er-
gibt sich sofort, dass <AOM und <<BOM konguent sind, woraus wy = OM ™
folgt.

Alternativ folgt wegen der Gleichschenkligkeit des Dreiecks AAOB, dass
<OAM = <OBM . Nach dem Kongruenzsatz WSW sind dann mit M’ :=
wo,NAB die Dreiecke AOAM’ und AOBM'’ kongrtunet, woraus sich M = M’
ergibt.

Anmerkung: Aus dem eben Bewiesenen folgt auch die Existenz von wy,.

Zu Aufgabe 62

(1)

(ii)

Da A,B,C als verschiedene Punkte von k nicht kollinear sein konnen, ist
AABC nicht ausgeartet. M ist daher der Schnittpunkt von zwei (und damit
aller) Mittelsenkrechten des Dreiecks AABC und hat von allen drei Ecken
A,B,C den gleichen Abstand. M ist somit der Mittelpunkt des Umkreises
dieses Dreiecks und wegen dessen Eindeutigkeit der Mittelpunkt von k.
Alternativ: Wegen A, B,C € k gilt r = [MA| = |MB| = |MC|; aus Eigenschaf-
ten der Mittelsenkrechten folgt daraus M € myp sowie M € mpc. Die beiden
Mittelsenkrechten konnen nicht parallel sein, da ansonsten A, B, C kollinear
wiren. Also folgt M = map Nmpc.

Gibe es einen Punkt R € gNk mit R # P, so wire AM PR ein rechtwinkliges
Dreieck, in dem die Linge der Hypotenuse gleich der Linge einer Kathete
wire, ein Widerspruch. Also ist [kNg| =1,
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