
Beschreibende Statistik
Teilskript zur Vorlesung “Stochastik” der

Lehrerweiterbildung Mathematik
Ralph-Hardo Schulz

Aufgabe der beschreibenden Statistik (deskriptiven Statistik) ist die Analyse einer
gegebenen Gruppe von Daten, zunächst ohne Schlüsse auf andere, insbesondere
zu erwartende Daten bzw. Ereignisse.

1 Einige Grundbegriffe

Bei einer Datenerhebung werden ein oder mehrereMerkmale (Beobachtungs-
Merkmale) untersucht. Die beobachteten Werte heißenMerkmalsausprägungen.

Beispiele:

Population Merkmal Merkmalsausprägung
Tiere einer Herde Gewicht g [kg] mit g ∈Q+

Geschlecht m/w
Gesundheitszustand gut/schlecht

Kandidaten einer Bundestagswahl Erststimmen-Anzahln ∈ N

Menge von Bolzen Durchmesser d [mm] mit d ∈ R+

Dabei unterscheidet man zwischenqualitativem Merkmalstyp undquantitativ/
metrischem Typ (also solchem mit Ausprägungen, die durch Messen oder Zäh-
len bestimmt werden können).

Die Menge der Merkmalsträger, z.B. die Tiere einer Herde oder eine Kollektion
von Bolzen, heißt dannGrundgesamtheit, Population, Kollektiv oder Beobach-
tungseinheit.
Oft ist allerdings eine Untersuchung der gesamten interessierenden Population
nicht möglich, man trifft dann eine (repräsentative ?) Teilauswahl, untersucht also
eineStichprobe.
Die empirisch gewonnen Daten werden in einer detailliertenListe, derUrliste,
eingetragen; erfasst werden (u.U. durchnummeriert) alle Elemente der Stichprobe
mit den jeweiligen Merkmalausprägungen.

Bolzen- Durchmesser Nr. Durchm. Nr. Durchm. Nr. Durchm. Nr. Durchm.
Nr. [mm] [mm] [mm] [mm] [mm]

1 8,6 6 9,1 11 9,6 16 8,0 21 9,7
2 7,6 7 8,4 12 10,1 17 8,2 22 10,4
3 9,0 8 10,4 13 8,0 18 9,0 23 8,8
4 8,1 9 9,3 14 8,7 19 7,7 24 9,9
5 10,0 10 8,3 15 8,4 20 9,0 25 7,9

Tabelle 1:Beispiel einer Urliste (Beispiel 1)



2 Darstellung (“Visualisierung”) empirischer Daten
(Beispiele)

Zur graphischen Darstellung eines (nicht zu großen) Datensatzes mit metrischem
Merkmalstyp bieten sich u.a. an:

• ein Scatter-Diagramm (Streudiagramm, Punktdiagramm), d.h. Punkte mit
den (kartesischen) Koordinaten(x,y), wobei

x Variable für die Nr. des Merkmalträgers ist und
y für die Ausprägung des Merkmals beix steht

(vgl. Abbildung 1)
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Abbildung 1: Scatter-Diagramm (erstellt mit Excel)

• ein Balkendiagramm (Stabdiagramm, Säulendiagramm) (mit Balken, die
von derx−Achse zum Scatterpunkt führen, s. Abbildung 2)

• ein “Tortendiagramm” (Kreisdiagramm) 1, das z.B. zur Darstellung der
Prozentzahlen bei einer Wahl (als relative Größe der “Tortenstücke”, also
der Sektoren einer Kreisscheibe) (vgl. Abbildung 3) oder der Darstellung
von anderen Prozentverteilungen dient.

1Zu den Nachteilen des Kreisdiagramms s.z.B. http://de.wikipedia.org/wiki/Tortendiagramm!
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Abbildung 2: Balkendiagramm (erstellt mit Excel)

Abbildung 3: ’dreidimensionales’ Tortendiagramm (Beispiel)
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Aus der Urliste (oder direkt bei der Datenerhebung) kann maneineStrichliste mit
den Häufigkeiten des Auftretens einer Merkmalausprägung erstellen:
Durchmesser Häufigkeit Durchmesser Häufigkeit Durchmesser Häufigkeit

7,6 | 8,6 | 9,6 |
7,7 | 8,7 | 9,7 |
7,8 8,8 | 9,8
7,9 | 8,9 9,9 |
8,0 || 9,0 ||| 10,0 |
8,1 | 9,1 | 10,1 |
8,2 | 9,2 10,2
8,3 | 9,3 | 10,3
8,4 || 9,4 10,4 ||
8,5 9,5

Tabelle 2:Strichliste zur Urliste aus Tabelle 1

Aus dieser Liste (mitN Beobachtungseinheiten) kann man dann (evtl. nach Klas-
senbildung, s.u., Tabelle 3) ein Diagramm erstellen, bei dem die Häufigkeitenni

der Merkmalsausprägungeni (bzw. deren relative Häufigkeitenhi = ni/N) aufge-
tragen werden (s. auch unten, Definition 1).

2.1 Darstellung mit Klassen

Eine Urliste enthält zwar alle benötigten Daten, ist aber meist nicht sehr übersicht-
lich bzw. infolge der Anzahlen der Merkmalträger oder Merkmalausprägungen
nicht mehr sinnvoll darstellbar. Daher wählt man eine geeigneteKlasseneintei-
lung der Messgröße, wodurch allerdings Information verloren geht; es entsteht
ein Gruppierungsfehler. Die Wahl der Klassengrenzen bzw. Klassenbreite wird
durch den Zweck der Untersuchung bestimmt und stellt einen Kompromiss zwi-
schen Klarheit (wenige übersichtliche Gruppen) und Information (genaue Angabe
der Einzelwerte) dar.
Faustregel: Man bestimmt eine Gesamtzahl von 5 bis 15 Gruppen derart, dass in
der Klasse mit den meisten Werten etwa 20 bis 25% der Werte enthalten sind.

Daten, die auf eine Klassengenze fallen, werden je zur Hälfte beiden Klassen zu-
gerechnet2; fällt eine ungerade Anzahl auf die Klassengrenze, so wird der über-
zählige Wert der Gruppe mit den kleineren Werten angerechnet.

2Dies wird aber nicht einheitlich so gehandhabt; oft werden halboffene Intervalle als Klassen
genommen; z.B. werden bei der Erstellung von Histogrammen mit Excel (s. unten, Abbildung 5)
die auf Klassengrenzen fallenden Daten zur kleineren Klasse gerechnet.
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Nach Erstellen der entsprechenden Liste kann man diese dannanalog zu Abschnitt
1.2 graphisch darstellen. Dabei werden die Anzahlen der jeweiligen Klassenmitte
zugeordnet (in der Annahme, dass die Daten innerhalb der Klasse gleichmäßig
verteilt sind). Sinnvoll und üblich ist aber auch eine Darstellung alsHistogramm.
Bei diesem werden direkt nebeneinander liegende Rechteckevon der Breite der je-
weiligen Klasse gezeichnet, deren Flächeninhalt der Klassenhäufigkeit entspricht.
Bei gleicher Klassenbreite stellt die Länge des Rechtecks also die Häufigkeit dar.

Die absolute Häufigkeit einer Merkmalausprägung allein istallerdigs nicht sehr
informativ, wenn man nicht gleichzeitig den UmfangN des Datensatzes kennt.
Üblich ist daher die Angabe der relativen Häufigkeit, also der Quotient der abso-
luten Häufigkeit undN (siehe unten, Definition 1.1). In der graphischen Darstel-
lung bedeutet der Übergang von der absoluten zur relativen Häufigkeit lediglich
eine lineare Veränderung des Ordinatenmaßstabs (Multiplikation mit 1

N ).

Klassen-Nr. Klasse Klassenmitte absolute Häufigkeit relative Häufigkeit

1 7,5–8,0 7,75 4 0,16
2 8,0–8,5 8,25 6 0,24
3 8,5–9,0 8,75 5 0,20
4 9,0–9,5 9,25 3 0,12
5 9,5–10,0 9,75 4 0,16
6 10,0–10,5 10,25 3 0,12

Tabelle 3:Klasseneinteilung und Klassenhäufigkeit bei Beispiel 1 (s.Tabelle 1)

8,0 8,5 9,0 9,5 10 10,57,5

0,12

0,16

0,20
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Abbildung 4: Histogramm zu Beispiel 1 (s. Tabelle 3)
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Abbildung 5: (Alternatives) “Histogramm” zum Beispiel 1 (erstellt mit Excel)

3 Quantifizierung von Verteilungen

3.1 Relative Häufigkeit

Wir holen folgende Definitionen nach:

3.1.1 Definition

Kommt ein Werta genauk mal in einem Datensatz vor, so heißtk die absolute
Häufigkeit [a] vona; enthält der DatensatzN Daten, so heißt

h(a) :=
[a]
N

die relative Häufigkeit von a. Nach der Klassenbildung spricht man von abso-
luter bzw. relativerKlassenhäufigkeit. Ist x die Variable für den Wert der Merk-
malausprägung, so schreibt man auchh(x = a) statth(a).

3.1.2 Hilfssatz

Sinda1,a2, . . . ,as die möglichen Werte des betrachteten Datensatzes vom Umfang
N (ohne Berücksichtigung der Vielfachheiten), so gilt

0≤ h(ai)≤ 1 für i = 1, . . .s und
s

∑
i=1

h(ai) = 1.
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Beweisskizze:
Man dividiere 0≤ [ai]≤ N durchN; ferner erhält man∑h(ai) =

1
N ∑[ai] =

N
N = 1.

�.

3.2 Verteilung und Summenhäufigkeit

3.2.1 Definition

(i) Die Funktionh : ai 7→ h(x = ai) mit Definitionsbereich{a1,a2, . . . ,as} und
WertebereichW ⊆ [0,1] heisstHäufigkeitsfunktion (Verteilung) der Va-
riablen (Größe) x in dem betrachteten Datensatz.

(ii) Neben der Häufigkeit ist auch die (diskrete)Summenhäufigkeitvon (zu-
nächst theoretischer) Bedeutung:

h(x ≤ t) := ∑
a j≤t

h(x = a j) .

Die Summenhäufigkeit ist also die Häufigkeit, dass die Klassenmitte kleiner
oder gleicht ist.

(iii) Dabei heißtF : R→ [0,1] mit

F(t) = h(x ≤ t)

dieVerteilungsfunktion der Merkmalausprägung beim betrachteten Daten-
satz.

Zum Beispiel 1 mit Klassenbildung gemäß Tabelle 3 ergibt sich so:

ai h(x = ai) h(x ≤ ai)
7,75 0,16 0,16
8,25 0,24 0,40
8,75 0,20 0,60
9,25 0,12 0,72
9,75 0,16 0,88

10,25 0,12 1,00

und F(t)=







0 t < a1

0,16 a1 ≤ t < a2

0,4 a2 ≤ t < a3

0,6 falls a3 ≤ t < a4

0,72 a4 ≤ t < a5
0,88 a5 ≤ t < a6
1 a6 ≤ t
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Ein Historamm zu dieser Verteilung ist in Abbildung 6 dargestellt.
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Abbildung 6: Histogramm der Summenhäufigkeit zu Beispiel 1 (Tabelle 3)
(Die schraffierten Rechtecke entsprechen dabei denjenigenaus dem Histogramm
der relativen Häufigkeiten in Abbildung 4.)

3.3 Parameter empirischer Verteilungen

Die Beschreibung einer empirischen Stichprobe durch Häufigkeitsliste und Schau-
bild ist oft zu umständlich. Für viele praktische Probleme genügt es, gewisse cha-
rakteristische Eigenschaften des Zahlenmaterials durch entsprechende Kennzah-
len, den sogenanntenParametern, auszudrücken. Wir betrachten hier die wich-
tigsten: den (emprischen) Mittelwert, den Median, die Quartile, die Streuung und
die Varianz der Stichprobe.

3.3.1 Definition

Sind x1, . . . ,xN die beobachteten Stichprobenwerte für die Größex , so heißt

(∗) x := 1
N

N
∑
j=1

x j

empirische Mittelwert für die Größex bei der betrachteten Stichprobe. Nimmt
x dabei die Zahlenwertea1, . . . ,as mit den relativen Häufigkeitenh(ai) an, so ist

(∗∗) x =
s
∑

i=1
ai h(x = ai).
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Anmerkung zum Zusammenhang zwischen(∗) und(∗∗): Der empirische Mittel-
wert ist das (nach Häufigkeiten gewichtete) arithmetische Mittel der Klassen(mit-
ten)werte: Istni die absolute Häufigkeit des Auftretens vonai, so gilt

x = ∑
i

ai ·
[ai]

N
=

1
N ∑

i
aini

=

n1mal
︷ ︸︸ ︷
a1+a1+ . . .+a1+

n2mal
︷ ︸︸ ︷
a2+a2+ . . .+a2+ . . .+

nsmal
︷ ︸︸ ︷
as +as + . . .+as

n1+n2+ . . .+ns
.

Anmerkung: Bei Klassenbildung nimmt man, wie schon in (2.1) erwähnt, meist
die Klassenmitten als die Werte vonx. Beispiel zum Datensatz von Tabelle 3:
x = 7,75·0,16+8,25·0,24+8,75·0,2+9,25·0,12+9,75·0,16+10,25·0,12
= 8,87 [mm]

Durch die Klasseneinteilung ist in unserem Beispielx allerdings nicht gleich dem
arithmetischen Mittel der Werte der Urliste! Im Beispiel ist das arithmetische Mit-
tel der Werte aus der Urliste gleich 8,888.
Es kann sein, dass einzelne “Ausreisser” den Mittelwert zu stark beeinflussen.
Beispiel:3 Von 10 Diplomkandidat(inn)en eines Jahrgangs haben sich 2 mit 11
Semestern, 3 mit 12 Semestern, 2 mit 13 und 2 mit 14 Semestern zum Examen
gemeldet, aber einer mit 51 Semestern (ist so ähnlich vorgekommen!). Der Mittel-
wert liegt dann bei 16,3 Semestern, obwohl 90% das Studium wesentlich schnel-
ler geschafft haben (und nährt den Vorwurf überlangen Studiums). Wie vermeidet
man diese Verfälschung?

3.3.2 Definition

Nummeriert man dieN Werte des Datensatzes der Größe nach (unter Beachtung
der Vielfachheit des Auftretens im Datensatz) durch

x1, x2, . . . , xN,

so heißt der diesen Datensatz halbierende Wert

x̂ := x(N−1
2 +1) für ungeradesN bzw. x̂ :=

1
2
(xN

2
+ x(N

2+1)) für geradesN

derMedian (Zentralwert) des Datensatzes.

3Vgl. damit die “Anekdote” in [Behrends] p.277 oben”!
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a)

b)

Abbildung 7: Lage des Medians bei gerader bzw. ungerader Anzahl von Daten
(schematische Beispiele)

Der Median teilt die geordnete Datenliste in zwei Teillisten; deren Mediane heis-
senunteresbzw.oberes Quartil (oder 0,25-Quantil bzw. 0,75-Quantil).
Im Beispiel 1 (s.Tabelle 2) ist der Median gleich 8,8 (bzw. nach Klassenbildung,
s. Tabelle 3, gleich 8,75); das untere Quartil ist 8,15 (in der unteren Teilliste ohne
den Median), das obere Quartil gleich 9,65.

Mittelwert und Median kennzeichen dieLage der Verteilung; ebenso wichtig sind
aber dieStreuungsmaße. Als solches dienen die Differenz von oberem und unte-
rem Quartil, öfter aber die Varianz und Streuung:

3.3.3 Definition

Istx der Mittelwert des Datensatzes mit Wertena1, . . .as. Die mittlere quadratische
Abweichung

Var(x) :=
s
∑

i=1
(ai − x)2h(x = ai)

heißt (empirische)Varianz (Streuungsquadrat, Stichprobenvarianz) der Größex
(andere Bezeichnungen:s2(x) oderσ2(x); und

s(x) :=
√

Var(x)

wird Standardabweichung(Stichprobenstreuung) genannt.
Anmerkung: Sindx1, . . . ,xN die Einzelwerte des Datensatzes unter Berücksichti-
gung der Häufigkeit ihres Auftretens (unda1, . . .as die möglichen Ausprägungen),
so gilt

Var(x) =
s

∑
i=1

(ai − x)2 [ai]

N
=

1
N

N

∑
j=1

(x j − x)2.

Die Varianz ist also der Durchschnitt der Quadrate der Differenzen zwischen Ein-
zelwert und Mittelwert.
Beispiel: Nach Klassenbildung bei Beispiel 1 (Tabelle 3) erhält man

10



Var(x)≈ 0,16· (7,75−8,87)2+0,24· (8,25−8,87)2+0,2 · (8,75−8,87)2+
0,12·(9,25−8,87)2+0,16·(9,75−8,87)2+0,12·(10,25−8,87)2≈0,67[mm2]
und damits(x) =

√

Var(x)≈ 0,82.
Achtung: Aus Gründen, die wir erst später thematisieren, wird oft auch

s̃2(x) =
1

N −1

N

∑
j=1

(x j − x)2

als (empirische) Varianz und ˜s =
√

s̃2 als empirische Streuung der Stichprobe be-
zeichnet.
In unserem Beispiel bedeutet das ˜s2 = 25

24 · s2 ≈ 0,69 und ˜s =
√

s̃2 ≈ 0,83.

3.3.4 Hilfssatz

∗ Es seienx1, . . . ,xN ∈ R undt ∈ R. Dann gilt:

(i) t0 = x ⇔ t = t0 minimiert
N
∑

i=1
(xi − t)2.

(ii) t1 ist der Median vonx1, . . . ,xN ⇔ t = t1 minimiert
N
∑

i=1
|xi − t|.

Beweisskizze:
(i) 1. Beweis-Möglichkeit: mittels Ableitung; vgl. Übungsaufgabe U2.
2. Möglichkeit (s.[Behrends] Satz 9.3.3, p. 275 f.):

Man betrachte die folgenden Vektoren ausRN:
A = (x, . . . ,x)
Bt = (t, . . . , t)
C = (x1, . . . ,xN)

.

Mit dem kanonischen Skalarprodukt erhält man:

(Bt −A) · (A−C) =
N

∑
i=1

(t − x)(x− xi)

= (t − x)∑
i
(x− xi)

= (t − x)(Nx−∑
i

xi) = 0

d.h.(Bt −A)⊥ (A−C). Nach dem Satz des Pythagoras folgt

∗Vgl. [Behrends] p.274
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||Bt −C||2 = ||Bt −A||2+ ||A−C||2.
Da||A−C||2 konstant bleibt, wennBt = t(1, . . . ,1) alle möglichen Vektoren durch-
läuft, so ist||Bt −C|| minimal für Bt = A, also fürt = x. �

Anmerkung: Geometrisch gesehen istA beste Approximation anC durch Elemen-
te des 1-dim UnterraumesW = {t(1, . . . ,1)|t ∈ R}.

(ii) s.[Behrends] l.c.

3.4 Korrelation und Regression

Um Zusammenhänge zwischen zwei quantitativen Merkmalen zubeschreiben
(z.B. zwischen Gewicht und Größe von Personen), betrachtetman Stichproben
(xi,yi) (mit i= 1, . . . ,N) einer Grundgesamtheit. Es seix Mittelwert vonx1, . . . ,xN

undy derjenige vony1, . . . ,yN. Wir definierenpi := (xi−x)(yi−y) und überlegen:
Wenn diexi dann groß (bzw. klein) sind, wenn es dieyi sind, so sind diepi ten-
denziell positiv; bei gegensätzlichem Verhalten der Größen x und y sind die pi

meist negativ. Bei Unabhängigkeit vonx undy gibt es keine bevorzugte Tendenz.
So kommen wir (durch Skalierung) zu

3.4.1 Definition

Sind nicht allexi gleich x und nicht alleyi gleich y, so versteht man unter dem
Korrelationskoeffizienten der (quantitativen) Stichprobe(x1,y1), . . . ,(xN,yN) die

Zahl rxy :=

N
∑

i=1
(xi−x)(yi−y)

√

N
∑

i=1
(xi−x)2·

N
∑

i=1
(yi−y)2

.

Eigenschaften:
Setzt man ˜x := (x1− x, · · · ,xN − x) und ỹ := (y1− y, · · · ,yN − y), so erhält man

rxy =
x̃ · ỹ

||x̃|| · ||ỹ|| = cos∢(x̃, ỹ) ∈ [−1,+1].

Man kann zeigen, dass im Fallerxy ≈ 1 die Wertexi die gleiche ’Tendenz’ haben
wie dieyi, im Fallerxy ≈−1 entgegengesetzte Tendenz, im Fallerx,y = 0 eine Art
Unabhängigkeit.
Dassrxy symmetrisch inx undy ist, zeigt, dass man im Falle|rxy| = 1 aber nicht
von einem kausalem Zusammenhang ’x steuerty’ ausgehen kann.
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Eine genauere Analyse der Korrelation erhält man durch die Suche nach einer
Geraden, die sich der “Punktwolke”{(xi,yi)|i = 1, . . . ,N} möglichst gut anpasst.

3.4.2 Definition

Eine Gerade mit Gleichungy = a+ bx heißtRegressionsgerade, falls (der qua-
dratische Abstand der Abszissen)

N

∑
i=1

(
yi − (a+bxi)

)2

unter allen möglichen Werten vona undb minimal ist.

3.4.3 Satz

Gilt sx > 0 für die Stichprobenstreuungsx von (xi), so sind die Koeffizienten der
(eindeutig bestimmten) Regressionsgeraden mit Gleichungy = a+bx durch

b =
rxysy

sx
und a = y−bx

gegeben.

Beweisidee:
Man sucht das Minimum vonΦ(a,b) = ∑

i
[yi − (a + bxi)]

2 auf R2 durch Null-

Setzten der partiellen Ableitungen (und Prüfen, ob man so ein Minimum erhalten
hat).

Bei positiver Steigung der Regressionsgeraden geht man oftdavon aus, dass eine
Zunahme des x-Merkmals “in der Regel” eine Zunahme des y-Merkmals impli-
ziert. Dies ist nicht immer gerechtfertigt: S. das

3.4.4 Simpson-Paradoxon

. . . s. [Behrends] p.281.
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