§ 8 Dimension und Isomorphie von Vektorraumen

Bei den Vektorrdumen der Beispiele (1.1)und (1.2) ist es anschaulich klar, dass jede Basis die gleiche
Elementeanzahl enthélt: Je zwei linear unabhéngige Vektoren spannen die Ebene, je drei den Raum auf.

Wir fragen nach einer Verallgemeinerung: Sind bei einem gegebenen Vektorraum alle Basen von der

gleichen Méchtigkeit?

Bei dieser Untersuchung beschrianken wir uns zunéchst auf endlich erzeugbare Vek-
torraume, d.h. solche, die ein endliches Erzeugendensystem und nach (7.7) damit eine
endliche Basis besitzen.

8.1 Hilfssatz.

Seien B = {by,...,b,} eine Basis des K-Vektorraumes V und a = > b;A; mit

i=1
Ai € K und \; # 0 fiir ein j € {1,...,n}. Dann ist auch

B = {bl, “. e 7bj—1;a7bj+17 <o 7bn}

eine Basis von V; auferdem gilt a ¢ {b1,...,bj_1,bj11,...,b,}.

Beispiel.

Seien V = R3,
€1 = (1,0,0)7 €9 = (07 1,0), €3 = (O, O, 1)7
B = {ey, ey, 63}, a=(1,1,0).

Wegen

a=(1,0,0)-1+(0,1,0)- 1+ (0,0,1) -0

sind auch B’ = {a, e, e3} und

B" = {e;,a,e3} Basen von R?; (s. auch

Figur 8.1!) Figur 8.1: Austausch eines DBasisvektors
(Ersetzen von €; durch a).

| e

Beweis von 8.1. Zunéchst gilt:
i=1 Aj7#0 i=1
i#] i#]
Sei v € V; wegen V' = (B) existieren iy, ..., 1, € K : v => b;u; ; damit folgt
i=1
v =2 bipi+bju; = Z bipi + (a— 21 bidi) ;e = Z bt — XA ) + a(AS ).

i=1 i=1 i=1 i=1
] 7] 7] 7]

Also ist V = (B').
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(ii) Wir zeigen: a, by, ...bj_1,bj41,...b, und damit B’ sind linear unabhéngig.

au+szuz—0;¥(ZbA +bA)u+szm—o

Z#J Z#J zsﬁj
= Zl bi(Aip + i) + bj(Ajp) = o
i£]

= (Vie{lonp\{i}: Aip s = 0) A A =0

= u=0AVie{l,...,n}\{j}: i =0.

Aj#0

iii) In (ii) wurde gezeigt, dass a,by,...b;_1,b,11,...0b, linear unabhéngig sind; dah
gilt a # by, fir alle k # j.

Verallgemeinerung:

8.2 Satz. (Austausch-Satz/Lema von Steinitz)

Seien B = {by,...,b,} Basis des (endlich erzeugbaren) K-Vektorraumes V' und
A = {ay,...,an} eine linear unabhingige Teilmenge von V' (mit |B| = n und
|A| =m).

Dann gilt: (1) m = |A| < |B| =n.

(2) 3C C B: B =CUAist Basis von V und |B'| = n.

Beweis. Durch vollstandige Induktion nach m:
Induktions—Verankerung m = 1. Gegeben sei: {a;}.
B Basis = a; = Zb)\ fiir geeignete \; EK{=}> Jje{l,....n}: A #0;
ay} Lu.
mit (8.1) folgt B’ {b1,...,bj_1,a1,bj41,...,b,} ist Basis der Méchtigkeit n und damit
=1<n.
Induktions—Voraussetzung: Die Behauptung sei richtig fiir m = k — 1, d.h.:
{a1,...,ax_1} linear unabhéngig = k—1 < nund {a1,...,ap_1}U{b;,,...,b;, } ist Basis

der Méchtigkeit n fiir eine geeignete Teilmenge {b;,,...,b;,} C B.
Induktions—Schluss:
{ai,...,a;} Lu. = {ay,...,a5_1} Lu. = k—1<nund B"={ay,...,ak-1,bi,...,b;,}

Vor.

ins - -y bi, b von B.
Wire k—1 =n,so B” = {ay,...,ax_1}, damit a;, € {(aq,...,a,_1) und A linear abhéngig,
ein Widerspruch. Alsoist k — 1 < n, d.h. k£ <n.

Basis fiir eine geeignete Teilmenge {b;

k-1
Da a € V = (B") ist, existieren A,...,\, € K mit a; = Z a;\; + Z bi; Aj; wiren
-1

Ak, ..., A, samtlich 0, so A linear abhéngig; somit existiert ein \y € {)\k, ooy Ap} mit
Ao # O Nach (8.1) gilt: (B” \ {b;, }) U {ax} ist Basis von V' der Méachtigkeit n. O
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8.3 Korollar: Elementeanzahl in Basen

Je zwei Basen eines endlich erzeugbaren K-Vektorraumes V' enthalten dieselbe
(endliche) Anzahl von Elementen.

Beweis. Sei B Basis mit |B| = n € Ny (eine solche existiert nach Voraussetzung, da V'
endlich erzeugbar ist); sei B’ eine weitere Basis von V. (B’ konnte unendlich sein.)

Ist M endliche Teilmenge von B’ so ist M linear unabhéngig; nach (8.2) gilt |[M| <n
und damit |B’| <n = |B|. Analog folgt |B| < |B’| < o0, also |B| = |B’|. O

Die Beschriankung auf endlich erzeugbare Vektorraume in (8.3) ist unnétig, falls man

das Auswahlaxiom oder dquivalente Bedingungen heranzieht*!'; es gilt dann folgende
Verallgemeinerung:

8.4 Satz von Lowig (Basis-Gleichmachtigkeits-Satz).

Je zwei Basen eines K-Vektorraumes V' sind gleichméchtig. ‘

Beweis-Andeutung.

Seien B; und By Basen von V. Ist By oder By endlich, so folgt |B;| = |Bs| nach (8.3).
Seien also By, By unendlich.

Ist z € By, so bezeichne B, , die Menge der Basisvektoren aus By, die zur Darstellung von
x ,bendtigt" wird; diese Menge ist endlich. Auferdem gilt By = |J Ba., anderenfalls

x€B;
waren Elemente von B iiberfliissig.
Daher gllt ’BQ‘ = ’ U BZ,x' § ’Bl‘ : NO = ’Bl‘
z€B; wegen wegen
| B, | <R Biunendlich

(Zur Kardinalzahl-Arithmetik s. z.B. Dugundji, Topology, Chap.II, Boston 1966 oder
Scheja/Storch - s. Literaturliste - oder Biicher iiber Mengenlehre.)
Analog folgt |By| < |Bs|. Insgesamt ergibt sich |By| = | By]. O

(Einen hiervon etwas abweichenden Beweis findet man z.B. in H. Liineburg: Einfithrung
in die Algebra etc. 1973 p. 169).

Wie wir spéter sehen werden, ist die (konstante) Méchtigkeit einer Basis von V' eine der
wesentlichen charakteristischen Eigenschaften von V.

8.5 Definition: Dimension eines Vektorraums

Sei V' ein K-Vektorraum. Die Méchtigkeit m einer (und nach (8.4) damit jeder) Basis
von V heifst die

Dimension des Vektorraumes V' iiber dem Korper K,

oft auch Rang von V iiber K.
Schreibweise: dimgV =m
Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, schreiben wir auch dim V' = m.

417Zur Definition der Kardinalzahlen wird die Wohlordnung der sogenannten Ordinalzahlen verwandt.
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Anmerkung 1. Ein endlich erzeugter Vektorraum besitzt definitionsgemaéfs eine endliche
Basis. Ist deren Elementeanzahl n (€ Ny), so gilt dimV = n. Wir nennen V' dann
auch einen n-dimensionalen Vektorraum. Statt von einem endlich erzeugten Vektorraum
werden wir im folgenden von einem endlich-dimensionalen Vektorraum sprechen.

Beispiel.

(i) V =V, der Vektorraum der Vektoren der reellen Ebene: V = (i1, 7i5). Also:

dimg V = 2 (in Ubereinstimmung mit der umgangssprachlichen Dimensionsvor-
stellung).

Dimension von Unterrdumen:

dimg(@dR)=1, firadeV\ {o},
dimg({0})=0, (da () Basis von {0} ist).

(ii) V =V, der Vektorraum der Vektoren des reellen Raumes: V, = (7, iig, 7i3). Es
folgt: dimg V. = 3.
Dimension von Unterraumen:

dimp (@R + I;IR) =2, fallsa, b linear unabhéangig sind,
dimy dR =1, fallsdad # o,

(iii) Fiir V = K", n € N gilt

dimg K™ = n‘ (da {ey,...,e,} Basis ist).

Anmerkung 2. Besitzt der K-Vektorraum V keine endliche Basis, so nennt man ihn auch
oft unendlich-dimensional, in Zeichen dimg V = oc.

Hierbei ist die (unendliche) Méchtigkeit nicht angegeben, es handelt sich also um eine
globalere Angabe als in Definition (8.5).

Beispuel.
{idg"|i € N} ist eine Basis von P(R), dem Vektorraum der reellen Polynomabbildun-
gen. Daher gilt:  dimg P(R) = oo, genauer: dimg P(R) = N,.

Anmerkung 3. Obwohl () kein Vektorraum (insbesondere auch kein Unterraum) ist, er-
weist es sich (fiir spater behandelte Formeln) als zweckméfig,

dimK @ = —1

zu definieren.
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Weitere Folgerungen:

8.6 Hilfssatz: Anzahl linear unabhangiger Vektoren

Seien V' ein n-dimensionaler Vektorraum, n € N und A C V. Dann gilt
(i) A linear unabhéingig = |A| < n.
(ii) A Basis < A linear unabhéngig und |A| = n.

(iii) U Unterraum von V = dimg U < n.

Beweis.
(i) Nach (7.7) existiert eine Basis B mit A C B. Nach (8.3) ist |B| = n.

(ii) Ist A Basis, so nach (8.3) |A| = dimg V' = n und definitionsgeméfs A linear unab-
héngig.

Ist A linear unabhéngig und |A| = n, so folgt wie in (i) A C B fiir eine Basis B
und aus Anzahlgriinden A = B.

(iii) Ist C Basis von U, so gilt: C' linear unabhéngig in U und damit C' linear unabhéngig
in V. Aus (i) folgt
dimg U = |C] < n =dimg V. O

Wir wollen im folgenden untersuchen, inwieweit die Struktur eines Vektorraumes schon
durch seine Dimension festgelegt ist. Zunéchst beachten wir folgende
Anmerkung: Ist (V) +,-) ein Vektorraum iiber dem Korper K und K’ ein Unterkorper

von K, so ist (V,—i—, .
K

) ein K'-Vektorraum.
o VXK'V
Beispiele.

Jeder R-Vektorraum wird durch Einschréinkung des Skalarbereichs von R auf @ zum
Q-Vektorraum. Jeder C-Vektorraum wird bei Beschréinkung auf reelle Skalare zum R-
Vektorraum.

Da bei der Einschrinkung des Skalarbereichs eine linear abhéngige Menge linear unab-
héngig werden kann (in den Linearkombinationen diirfen einige Koeffizienten nicht mehr
verwandt werden), gilt i.A.

Beispiele.

dimg R =1, dimgR =00 genauer: dimgR = ¢ = |R|

dimegC =1, dimgC =2 (1,7 sind linear unabhéngig iiber R,

aber linear abhéngig tiber C).

Da sich mit Wechsel des Korpers auch weitere Eigenschaften (z.B. Dimension von Un-
terrdumen) der entsprechenden Vektorrdume &ndern, scheint es zweckméfig, sich bei
Betrachtungen iiber Struktur-Gleichheit auf Vektorrdume iiber dem selben Korper zu
beschranken, insbesondere also K und die Dimension festzuhalten.
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8.7 Definition: Vektorraum-lsomorphismus

Seien V und V' Vektorraume iiber dem selben Korper K.
(a) (Vorgriff auf 10.1:) Eine Abbildung f : V' — V’ heift lineare Abbildung (VR-

Homomorphismus, Operator, lineare Transformation), falls gilt:

(1) Vo,w e V: f(v+w) = f(v)+ f(w);

(2) Vo e V:VAe K: f(u)) = f(v) -\

(b) V und V' heifen isomorph (in Zeichen V' = V') wenn es eine bijektive lineare
Abbildung f : V' — V' gibt. Eine solche Bijektion dieser Eigenschaft heifst Vektorraum-
Isomorphismus (VR-Iso)

Anmerkung. Ein Vektorraum-Homomorphismus f : V' — V’ ist wegen (1) insbesonde-
re Gruppenhomomorphismus von (V,+) in (V’,4). Zusétzlich beachtet er die beiden
Multiplikationen mit Skalaren. Analog ist ein VR-Isomorphismus auch ein Gruppeniso-
morphismus.

Isomorphe Vektorrdume sind von der Vektorraum-Struktur her nicht unterscheidbar.
Beispiele: (1) Sei V der in (1.1) behandelte Vektorraum der Klassen vektorgleicher Pfeile. Dann gilt

V =~ R2
Wiihlen wir die Basis (€7, &) von V, so lisst sich diese Isomorphie als Ubergang von den Vektoren zu den
durch die entsprechenden Ortsvektoren bestimmten Punkten (in kartesischen Koordinaten) geometrisch
deuten: 7 = &1&; + &x&s > (&1, &) € R?
Aufgrund der Isomorphie kénnen wir von dem zum Teil intuitiv eingefiihrten V zu dem Modell R?

tibergehen (siehe auch § 9 !)

(ii) Sei V ein K-Vektorraum der Dimension n. Dann existiert definitionsgeméfs eine Basis
B, die wir als geordnet annehmen kénnen.
Die Abbildung
vV — K"

. . &

ip: .

N D bi&i= | : A (STRPIN Y

i=1 ¢
"/B

ist dann ein Vektorraum-Isomorphismus (vgl. (7.6)); es folgt nédmlich
ip(r+y)=ip(x)+ip(ly) und ig(zA) =ig(x)\.

Es gilt also V = K™.

Oft werden wir (nach Auswahl einer Basis B) die Elemente von V' mit den Elementen

von K™ identifizieren.

(iii) Sei V.= V' = R* und A € R\ {0}. Dann ist f : R® — R"” mit f(v) = vA

ein Vektorraum-Isomorphismus von V' auf sich, ein Vektorraum-Automorphismus. Die

Inverse ist ebenfalls ein Automorphismus: f~!(w) = wA™.

Beweis?

Wir betrachten Eigenschaften der Isomorphie. Ahnlich wie bei der Gruppenisomorphie gilt:
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8.8 Hilfssatz: Eigenschaften von VR-Isomorphismen

(a) Auf jeder Menge von Vektorrdumen ist die Vektorraum-Isomorphie eine

Aquivalenzrelation.

(b) Ist f: V — V' ein Vektorraum-Isomorphismus, so auch f~!: V' — V.

(c) Die Hintereinanderausfiihrung von zwei VR-Isomorphismen ist wieder ein
VR-Isomorphismus.

Beweis.

(i) V =2 V:idy ist ein Isomorphismus.

(i) VeV &V 2V,

Ist f: V — V' Isomorphismus, so existiert f—!; wir zeigen, dass f~! wieder Vektor-
raum-Isomorphismus ist: die Additivitit von f~! sieht man folgendermafen: Fiir

alle v/, w" € V' existieren v,w € V mit f(v) = ¢ und f(w) = w’, also gilt:

P ) = f @)+ F@) = f(flobw) = vbw = f) 4 7 )

f Isom.
die Vertréglichkeit mit der S-Multiplikation ergibt sich so:

Vo' e VIJu e Vi f(v) =0, damit gilt fiir alle A € K:
PN = SN = FHN) = (7o D) = vd = WA

(i) VEV AV 2V = V2V

Seien f : V — V' und g : V! — V” Isomorphismen; dann ist g o f definiert,

Gruppen-Isomorphismus und wegen

(go f)(wA) =g(f(wA) = g(f()A) = g(f(©))A = (go f)(v) A

Vektorraum-Isomorphismus.

(b) und (c) folgen aus dem obigen Beweis.

Aus obigem Beispiel (ii) ergibt sich die eine Implikation von

8.9 Satz: Vektorrdume der dim n

Sei V ein K-Vektorraum und n € N. Dann gilt:

dimgV=n&V=K"

’ Bis auf Isomorphie gibt es nur einen K —Vektorraum der Dimension n.

Beweis. "=" s.o.(Beispiel)
<" B =(ey,...,e,) ist (geordnete) Basis von K™; damit |dimgx K" =n

(f(e1),..., f(e,)) Basis von V ist:

122

, (s.0.). Laut
Voraussetzung existiert ein Isomorphismus f : K" — V. Wir zeigen, dass f(B)



Sei v € V; da f Bijektion ist, gilt: Jw = (A,..., \,) € K™ f(w) = v.

v=fw) = F((A-- s An))= f(é e\) ;ﬂe»xi € (f(B)).

fIsom. i

(ii) f(B) linear unabhéngig:

S flepi=0 = f(X eip)=0 g Yoeipi=0 = Vi=1,...,n:p =0.
- fIsom. . mj.Hom. ,__ B l.u.
i=1 i=1 vonJ(K",Jr) i=1

auf (V,4) O

M
Damit ist es uns gelungen, alle endlich erzeugten Vektorrdume zu beschreiben; es sind dies (bis auf *
Isomorphie) gerade die Vektorrdume (K™, +,-) mit n € IN.

Ohne Beweis erwdhnen wir eine Verallgemeinerung. +

8.10 Satz (Isomorphie und Gleichmachtigkeit der Basen)

Seien V und W zwei Vektorraume iiber demselben Kérper K. Dann sind V' und
W genau dann isomorph, wenn V' und W gleichméchtige Basen besitzen.

Zwei Vektorraume tliber demselben Korper K sind also genau, dann isomorph, wenn sie
dieselbe Dimension besitzen. Achtung: Hierbei ist aber die prézise Definition (8.5) und
nicht die aus Anmerkung 2 zu (8.5) zu verwenden:

dimV =oco AdimW =00 A V =W.

i.A.

Insbesondere lasst sich zeigen:

8.11 Satz : Isomorphie zu K

Sei V' ein K-Vektorraum und B Basis von V. Dann gilt

VKD oIl =|B| (=dimg V).

Anmerkung :
Die KO (fiir Indexmengen I) sind also bis auf Isomorphie simtliche K —Vektorriume.
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