2 Zur normierten Sprache der Mathematiker

Hinweis: Inhalte dieses Paragraphen werden zum Teil in der parallelen Vorlesung ’Elementare
Algera/ Zahlentheorie I’ behandelt und daher hier iibersprungen.
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2.1 Naive Logik

(a) Aussagen und Aussageformen

Mathematische Aussagen sind sprachliche Gebilde, denen entweder der Wert ,,wahr (w) oder der
Wert ,falsch® (f) zu, geordnet werden kann. Eine andere Moglichkeit soll es fiir eine Aussage nicht
geben (,tertium non datur, Zweiwertigkeitsprinzip).

Beispiel.
4 ist eine gerade Zahl (w)
4+3=6 ()
44+2x=06 keine Aussage

Sprachliche Gebilde mit ,,Variablen“ (,,freien Variablen “, s.u.), die nach Ersetzen dieser Variablen in
Aussagen (egal, ob wahr oder falsch) iibergehen, heifien Aussageformen (Pridikate oder Formeln
der Aussagenlogik).
Beispiel.
442 =06 und x ist natiirliche Zahl (Gleichung !)
T#Ex
<y
sind Aussageformen.

Meist wird auch die Menge der Elemente, die man fiir die Variablen einsetzen will und kann, der
Grundbereich M der Aussageform, angegeben. Ist A(x) eine Aussageform in der nur die Variable
x vorkommt (z.B. A(z) : 4 + x = 6 mit Grundbereich N der Menge der natiirlichen Zahlen), so
erhalten wir also durch Ersetzen von x durch ein Element des Grundbereichs (z.B. durch 5) eine
Aussage (z.B. A(5) : 44+ 5 = 6), die dann wieder einen Wahrheitswert besitzt (hier: falsch). (Ist
A(z) Gleichung, so heift x; aus M Losung, falls A(zq) wahr ist).

Da Aussageformen durch jede Ersetzung in Aussagen iibergehen, kann man mit ihnen meist han-
tieren wie mit Aussagen (s.u. Teil (c)).
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(b) Quantoren
Die oben beschriebene Einsetzung von Elementen in eine Aussageform ist nur eine Moglichkeit,
von einer Aussageform zu einer Aussage zu gelangen. Eine weitere ist es, die ,,Erfiillbarkeit* einer
Aussageform zu betrachten:
,Es existiert (mindestens) ein « aus M mit der Eigenschaft, dass A(z) wahr ist.*
Dies ist dann wieder eine Aussage mit Wahrheitswert , wahr* oder ,falsch“, eine sogenannte
Existenzaussage.
Sprech- und Schreibweise: Es existiert ein x aus M mit A(z);

ex. z € M : A(x);

JreM: Ax) |,

\/meM Az).
Beispiele:

(i) Es existiert eine natiirliche Zahl  mit 4 + z = 6, kurz
JreN:442=6 (Wahrheitswert w)
(i) reN:z#x (Wahrheitswert f)
Anmerkungen.

1.) In , 3z : A(z)"“ kommt zwar noch eine Variable x formal vor, jedoch ist es nicht mehr erlaubt,
ein Element des Grundbereichs einzusetzen. Wir sprechen von einer gebundenen Variablen

2.) Die Sprechweise ,,es existiert ein“ bedeutet stets ,es existiert mindestens ein“; existiert ein
x € M mit A(z), aber keine zwei verschiedene in M, so sagen wir: ,es existiert genau ein

x € M mit A(z)“, kurz Jyz € M : A(x) bzw. Iz € M oder Vyenm : A(x).

Eine weitere Aussage mit gebundener Variablen ist die Allgemeingiiltigkeitsaussage fiir einen Be-
reich M (All-Aussage): ,,Fiir alle  aus M gilt: A(x) ist wahr.

Sprech- und Schreibweisen: Fiir alle z aus M gilt A(x);
fa.x e M : A(x) ;

A(z) fa. x € M

Ve e M : A(x)

N Alz).

zeM

Beispiele.

VeeN:4+z=6 (Wahrheitswert f)
VeeN:z>0 (Wahrheitswert w)
VreR:2>0 (Wahrheitswert f)

Hierbei bezeichnet R die Menge aller reellen Zahlen.

An dem Beispiel zeigt sich die Wichtigkeit des Grundbereichs M fiir den Wahrheitswert einer
All-Aussage.

Enthélt eine Aussageform A(z,y,...) mehrere freie Variable, so konnen diese durch entsprechend
viele Quantoren gebunden werden; dabei ist jeder Quantor auf die hinter ihm stehende Aussage
bezogen; gegebenenfalls verdeutlicht man den Wirkungsbereich durch Klammern.
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Beispiel. Ve N:VyeN:z+y=y+=z (w) .

Aufer bei gleichen Quantoren ist unbedingt auf die Reihenfolge zu achten:

VeeN:JyeN:z <y (w) (zB. y=x+1)
aber JyeN:VeeN:z<y (f) (zB. z=y+1>yfa yeN).

Jedoch darf man zwei hintereinander stehende Allquantoren vertauschen, also von
Vo € My : Yy € My : A(x,y) zZu Yy € My : Vo € My : A(x,y)

iibergehen. Entsprechendes gilt fiir zwei hintereinander stehende Existenzquantoren.

(c) Junktoren

1. Negation einer Aussage , non A.

Beispiele. (i) A:4+43=T7 (w)
A AL 3 AT ()7
(ii) A:JzeR:2?=— ()

—A:Vr eR:2?# 1 (w).
Der Zusammenhang zwischen Wahrheitswert einer Aussage und dem ihrer Negation ldsst sich in
einer Tabelle (Wahrheitstafel) darstellen:

A | —A
W f
f A

Umgekehrt prézisiert diese Wahrheitstafel den Begriff ,,Negation®, zumindest was sein Verhalten
bzgl. des Wahrheitswertes angeht.

2. Das logische ,,und* ,A und B

Auch diese logische Verkniipfung beschreiben wir ganz formal durch eine Wahrheitstafel:

A|B|AAB

g Vz Vz AAB ist also nur wahr, wenn sowohl A als auch
B wahr sind.

f|w f

f]f f

Beispiele. (4+3=T)A(Vz € R:2?>0) (w),

(44+3=6)A(VzeR:2?>0) (f) .
Auch die Bildung der Aussageform A(z,y,...) A B(z,y,...) ist sinnvoll (Beispiel: Gleichungssy-
steme).

"Hierbei ist a # b eine Abkiirzung fiir =(a = b).
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3. Das logische ,,oder* ,A oder B

A ‘ B ‘ AVE AV B ist also nur wahr, wenn mindestens eine der
W vg W beiden Aussagen A, B wahr ist. (Dieses ,oder *
vg w z entspricht dem lateinischen vel, dessen Anfangs-
el g buchstabe zum Zeichen V fiihrte.)

f
3=7)V(VzreR:2?>0) (w),
3=6)V(VzreR:2?>0) (w) .

4. Wenn — dann (Subjunktion)

Sprechweisen: ,Wenn A, dann B“.
,,A ist hinreichend fiir B“.
,,B ist notwendig fiir A“.
»Aus A folgt B; (wobei hier ,folgt“ nicht inhaltlich, sondern
rein formal gemeint ist).
Der Wahrheitswert der Aussage A = B fiir Aussagen A und B wird definiert durch
A|B|A=B

z va V; } aus Wahrem folgt nur Wahres.
f W W : 1
£ f w } ,»Ex falso quodlibet®.

Wir verwenden das Zeichen ,,=* auch zwischen Aussageformen
A(z,y,...) = B(z,y,...) (Implikation).

Wenn fiir jede Einsetzung aus dem Grundbereich A(z,y,...) = B(z,y,...) wahr ist, spricht
man von einer Folgerung. Aber auch fiir umgangs- oder metasprachliche Herleitungen benutzt
man das Zeichen ,,=* und spricht ebenfalls von einer Folgerung. (In der mathematischen Praxis
unterscheidet man meist nicht zwischen ,,Subjunktion“, ,,Implikation“ und ,,Folgerung®.)

Bei der oben-stehenden Wahrheitstafel fiir A = B sind die beiden letzten Zeilen beachtenswert. Besagen sie doch,
dass ein Schluss formal richtig ist, wenn er von einer falschen Aussage ausgeht (Bsp. 9 =5 = 14 = 14 (w)). Jedoch
ist diese Vereinbarung nicht abwegig. So wird z.B. der umgangssprachliche Satz (Aussageform mitZeitvariable)

»Wenn es regnet, werden die Strafen nass. “

als giiltig anerkannt, unabhéngig davon, ob es gerade regnet oder ob die Strafen gerade nass sind. Auch ist es
sinnvoll, die Aussage

VeeER:(Bz4+1=4=22=1)
als wahr anzuerkennen, obwohl z.B. fiir x = —1 aus einer falschen Aussage eine wahre impliziert wird und fiir x = 3
aus einer falschen Aussage eine falsche impliziert wird.
Damit bleiben die bekannten Umformungsregeln fiir Gleichungen richtig, auch wenn man von einer falschen Aussage
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ausgeht:
9=5 )
9—-7=5-7
O-72=(6-17°
92-2.9.7472=52-2.5.74+72

92 52 =2.7(9—5) |:(9—5)
9+5=2-7
14 =14 (w)

Aus der Tatsache, dass man aus einer Aussage A durch logische Schliisse (formaler oder inhaltlicher Art) eine wahre
Aussage B hergeleitet hat, folgt nicht die Richtigkeit der Aussage A. (Man kann heuristisch so vorgehen, muss dann
aber die Schliisse umzukehren versuchen, also zeigen, dass aus B die Aussage A folgt. Auf die Richtung kommt es

an!)

5. Genau dann — wenn |A & B (Abkiirzung fiir (A = B) A (B = A))
Sprechweisen: A gilt genau dann, wenn B;

A ist notwendig und hinreichend fiir B;

A gilt dann und nur dann, wenn B gilt.

A‘B‘A@B
w|w w
w | I f
f|lw f
f|f W

(Entsprechend definieren wir A(z,y,...) < B(z,y,...), wenn fiir jede Einsetzung aus dem Grund-
bereich A(z1,41,...) < B(x1,41,...) wahr ist).

Anmerkung. Um Klammern zu sparen, vereinbart man
< trennt starker als .=, A, V, =,

,=" trennt stirker als ,, A, V, = und

A, V¢ trennt stérker als ,,—“.

(d) Einige allgemeingiiltige Gesetze fiir Aussagen (Tautologien)
Folgende Aussagen haben stets den Wahrheitswert (w) :

2.1.1 stets (w) Moéglichkeit zur Fallunterscheidung

Proof. (Formal-logisch mit Hilfe einer Wahrheitstafel.)
A|-A]Av-A
£

w

w
w ,tertium non datur® O

w
f
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2.1.2 ’A A - A ist immer falsch. Satz vom Widerspruch
Proof. A ‘ -A ‘ AN-A

w f f
f| w f
O
Ahnlich beweist man:
2.1.3 |[-(-4) <= A Satz von der doppelten Verneinung
2.14 ’ (A= B) & (-B = -4) ‘ Kontraposition
215 [[(A=B)A(B=C)] = (4= C) Transitivitét

2.1.6 |~(AVB) & (-AA-B)]|

Schlussbemerkungen: Die obigen Gesetze lassen sich schon von der Form her als wahr erkennen.
Solche formal-logischen Schliisse sind von den ,inhaltlich begriindeten logischen Schliissen, zu
unterscheiden, fiir die wir allerdings, wie schon angedeutet, ebenfalls das Zeichen ,,=* benutzen
werden. Tiefer-greifende Untersuchungen bleiben Vorlesungen iiber Grundlagen der Mathematik
vorbehalten.

2.2 Mengen und Elemente

Der in der Mathematik verwandte Begriff ,,Menge unterscheidet sich von dem umgangssprachlichen (mehr quanti-
tativen).

Beispiel (Mengen im mathematischen Sinne).

Die Menge der am 1. Oktober 2006 an der FU immatrikulierten Studenten.

Die Menge IN der natiirlichen Zahlen.

Die Mengen @, R, C der rationalen, reellen bzw. komplexen Zahlen.

Die Menge aller zu einem gegebenen Pfeil vektorgleichen Pfeile der Ebene (Vektor).

Wie lasst sich der Begriff ,Menge* prézisieren? Nach Cantor (1845-1918) ist eine Menge eine ,,Zusammenfassung
von bestimmten wohl-unterschiedenen Objekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen.“

Diese Beschreibung ist jedoch zu unpréazise. Uneingeschriankte Erzeugung von Mengen fiihrt zu Widerspriichen
(s.u.)®. Eine erfolgreiche Priizisierung ist erst im Rahmen der axiomatischen Logik moglich. Wir werden im folgenden

naiv vorgehen und nicht definieren, was eine Menge ist, sondern lediglich einige Eigenschaften anfiihren.

Die Objekte, mit denen wir uns beschéftigen, bezeichnen wir durch Symbole, z.B. durch Buchstaben
oder Ziffern. Dabei diirfen auch verschiedene Symbole dasselbe Objekt darstellen.

4

Beispiel. % und % bezeichnen dieselbe rationale Zahl: % = 5. Dabei bedeutet a = b, dass die

Symbole a und b dasselbe Objekt reprisentieren (Identitdt, Gleichheit der Objekte).

Anmerkungen.

8Eine Analogie zu Problemen der Mengenbildung weist folgendes Beispiel auf: Der Katalog aller Biicher ist selbst
ein Buch und miisste in sich erfasst sein; dann gébe es ein weiteres Buch.
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1. Es sind auch die Schreibfiguren % und % als Objekte denkbar; und diese sind dann verschie-
den. Die Angabe von Symbolen allein reicht also nicht aus, vielmehr muss jeweils feststehen
(ausgesprochen oder unausgesprochen), welche Symbole das selbe Objekt darstellen, fiir wel-
che Symbole a und b von Objekten also a = b und fiir welche a # b gilt.

2. Von der Gleichheitsbeziehung erwarten wir, dass sie folgende Eigenschaften besitzt:
rT=z
rT=yYySyY==2x fiir alle Symbole z, y, z.
r=yNy=z=>xr =2

3. Es ist zweckmiRig, bestimmte Gesamtheiten von (Einzel-) Objekten als neue Objekte anzusehen; diese neuen
Objekte heiflen Mengen, die Einzelobjekte, aus denen eine Menge besteht, heiffen Elemente der Menge. Wie
oben gesagt, ist die Beschreibung jedoch zu unprazise fiir eine Definition. Sie soll uns nur als anschaulicher

Hintergrund dienen. Wir fahren daher folgendermafien fort:

Gewisse Objekte sollen Mengen heiffen. Zwischen einem Objekt z und einer Menge A kann
die Beziehung
z ist Element von A,

in Zeichen , bestehen. (Negation: x ¢ A).

2.2.1 Grundeigenschaft der Element-Beziehung (Extensionalitéitsaxiom)

Zwei Mengen A und B sind genau dann gleich, wenn sie dieselben Elemente haben. Fiir Mengen
A und B gilt also:

A:B(:)Vx:(xeA@xeB)‘

Anmerkung. Diese Eigenschaft prazisiert die Elemente-Beziehung mit Hilfe der Gleichheit, die
ja zwischen Objekten schon gegeben ist. Umgekehrt ldsst sich mit ihrer Hilfe die Gleichheit von
Mengen bei Kenntnis ihrer Elemente nachpriifen.

Folgerung aus (2.2.1): Eine Menge ist durch Angabe ihrer Elemente vollstindig bestimmt
(z.B. durch Aufzéhlen ihrer Elemente, wobei es auf die Reihenfolge nicht ankommt.)
Schreibweise: A = {a,b,c,...}.

Beispiele.

e Die Menge aller Primzahlen zwischen 1 und 12: {2,3,5,7,11}.
o {2,4,6,8) = {6,4,8,2}.

e Die Menge aller durch 2 teilbaren natiirlichen Zahlen ist gleich der Menge aller natiirlichen
Vielfachen von 2.

e Die Menge aller (natiirlichen) Teiler von 8 ist Tz = {1, 2,4, 8}.

Anmerkung (1). Dass umgekehrt durch konkretes Aufzihlen von Elementen eine Menge beschrie-
ben wird, ist nicht selbstverstédndlich, es folgt jedoch aus der folgenden Grundeigenschaft ,,Paar-
mengenaxiom* und der spéter geforderten Moglichkeit der Bildung von ,,Vereinigungsmengen*.
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2.2.2 Paarmengenaxiom

Sind a und b Objekte, so gibt es eine Menge C' mit
Vd:(deC&d=aVd=Dh)

(Schreibweise: C' = {a,b})

Anmerkung (2). In Ubereinstimmung mit der von der Gleichheit von Objekten erwarteten Eigen-
schaften ergibt sich (aus den Eigenschaften der doppelten Implikation
(2.1 ¢b)) fiir alle Mengen A, B,C

A=A Reflexivitét (1)
A=B=B=A4 Symmetrie (2)
(A=BAB=C)=A=C Transitivitat (3)

Graphische Veranschaulichung von Mengen im sogenannten Venn-Diagramm:
Beispiele.

Figur 2.1 a: Venn-Diagramm zu N C Z Figur 2.1 b: Venn-Diagramm von Tg und Tg
( mit T, gleich der Menge der natiirlichen
Teiler von n).

2.2.3 Definition: Inklusion
Sind A und B Mengen, und ist jedes Element von A Element von B, so heifst

A Teilmenge von B

bzw. B Obermenge von A; in Zeichen A C B bzw. B 2O A. Also:
AQB@Vx:(xGA#mEB)‘.

Beispiel. N C 7
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Venn-Diagramme:

ACB A¢B
Figur 2.2: Beispiele von Venn-Diagrammen zur Teilmengenbeziehung

Ist A C B und A # B, so heifit A echte Teilmenge von B. Schreibweise: A ; B.

2.2.4 Eigenschaften der Inklusion
Fiir alle Mengen A, B, C gilt:

ACA Reflexivitat (4)
(ACBABCA)=A=B Antisymmetrie (5)
(ACBABCC)=ACC Transitivitat (6)

Beweis der Antisymmetrie.
AusACBeVr:(zeA=zxeB)und BC A& Vr: (v € B=x¢e A) ergibt sich

(ACBABCA)

<=>V$:($€A=>£C€B)/\Vx:($€B=>$€A) Einsetzen
Eigenschaften des

sVr:[(x€eA=>xeB)AN(z € B=uzcA) Allquantors (hier ohne
Beweis)

eVr:(reAs xeB)

< A=1DB (2.2.1) .
Beweisen Sie (6) und (8)! O
Anmerkung. Eine wichtige Methode, die Gleichheit zweier Mengen zu zeigen, besteht nach (2) in

dem Nachweis, dass jede in der anderen enthalten ist. (Nachweis der doppelten Inklusion).

Die Angabe einer Teilmenge C' von A erfolgt meist nicht durch Aufzéhlen der Elemente von C| son-
dern durch Angabe von Eigenschaften, die allen Elementen von C, aber keinen weiteren Elementen
von A zukommen.

Beispiel. Die Menge P aller natiirlichen Primzahlen: Ist T'(x) die Aussageform. ,x ist Primzahl®,
so ist IP die Menge fiir die gilt:

Ve:[zeP & (x € NAT(x))].
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Man konnte nun meinen, dass sich mit Hilfe von Aussageformen beliebige Mengen bilden lassen.
Fiir Teilmengen wollen wir dies als weitere Grundeigenschaft des Mengen-Begriffes (also einer
Eigenschaft, die wir mit dem Begriff ,Menge* verbinden, aber nicht beweisen kénnen) fordern:

2.2.5 Erzeugungsprinzip fiir Teilmengen (Aussonderungsaxiom)

Sei A eine Menge und T'(x) eine Aussageform, zu deren Grundbereich die Elemente von A gehéren.
Dann gibt es eine Teilmenge C derart, dass fiir alle x gilt:

zreCexe ANT ()]
Schreibweisen: C={z:2€ ANT(2)} oder
(C={zcA:T(x)}]

Beispiel. A=N, T(z)&2?—2-2=0

Ly ={zeN:22—-2—-2=0)} (Lésungsmenge der Gleichung 22 — x — 2 = 0 {iber N)
(Anmerkung: Aus der Theorie der quadratischen Gleichungen iiber R wissen wir, dass 2% —x—2 = 0
aquivalent ist mit x =2V ax = —1. Wegen —1 ¢ N und N C R gilt dann L, = {2}.)

Denken wir an ,,unlésbare” Gleichungen! Nach den Grundeigenschaften der Gleichheitsbeziehung
geht z.B. x # x (als T'(x)) bei keiner Einsetzung in eine wahre Aussage iiber.

2.2.6 Hilfssatz:

(a) Die Teilmenge ’ bg:={ze€A:x+#ua} ‘ von A enthdlt kein Element. Es gilt also: Vx :x ¢ (4.

Ist F'(z) irgendeine Aussageform, so gilt fiir jedes « des Grundbereichs:
z €0Pa = F(z); denn = € D4 ist stets falsch (vgl. (2.1)c4).
Ist B eine zweite Menge, so folgt daher Vz : (z € 04 < x € Op). Nach (2.2.1) heifit das:

(b) Fiir alle Mengen A, B gilt: .

() 4 ist also unabhingig von A. Es gibt nur eine Menge ,,ohne Elemente*. Wir nennen sie die
leere Menge.

Schreibweise: ) (=04 = 05p). Fiir sie gilt:

@
(d) fiir jede Menge A.

Anmerkung: URL zur ,leeren Menge* : www.mathematik.de/fuenfminuten
,»13. Die Existenz der leeren Menge macht Sinn.“

Wir haben ein Verfahren kennen gelernt, mit Hilfe von Aussageformen aus einer Menge neue (Teil-
) Mengen zu bilden (auszusondern). Die Beschrinkung auf Teilmengen ist dabei von Bedeutung;
entgegen ersten Vermutungen kann eine Verallgemeinerung zu Widerspriichen fithren. Als Beispiel
dafiir sei die Antinomie von B. Russel angefiihrt: Die Bildung A = {x : z ¢ x) ist nicht
erlaubt: Denn die beiden (einzigen) Fille A € A(= A ¢ A) und A ¢ A(= A € A) fithren zu
Widerspriichen.
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Schon im alten Griechenland war bekannt: Wenn sich Aussagen auf sich selbst beziehen kénnen, kommt es eventuell
zu Problemen Ein Beispiel ist die Aussage: ,, Ich liige. “ (Warum ?)

Bekannt ist auch das ,Paradoxon des Dorfbarbiers®. Dieser Barbier hat sich darauf spezialisiert, alle Manner
des Dorfes zu rasieren, die sich nicht selbst rasieren, und auch keine anderen. Was ist aber dann mit ihm selbst ?
Siehe auch folgende URL: www.mathematik.de/fuenfminuten

2.2.7 Definition der Mengenoperationen U, N

Seien X,Y Teilmengen einer Menge M.

(a) XUY :={z:2€ XVzeY} heifit Vereinigungsmenge von X und Y.

(b) XNY ={z:2€ X Az€Y} heift Schnittmenge von X und Y (Durchschnitt).

XuYy xXny
Figur 2.3: Venn-Diagramme zu Vereinigungs- und Durchschnitsmenge.

Beispiele.
1) X=T5={1,2,4,8} Xuy = {1,2,3,4,6,8}
Y =Ts=1{1,2,3,6} XxXny = {1,2} .
2) SeienLl{{ﬂ:x,yeR/\QxZ%yO} und Lg{[ﬂ:m,yGRAIerl}.

Dann ist L = LinNnLy = {[ﬂ:x,yelRAQm—Sy=0/\x—|—y=1} Losungs-

menge des Gleichungssystems

2c — 3y = 0
z + y = 1

Anmerkung: Zur Existenz der Menge { Lﬂ cx,y € ]R} s. (2.2.11) !

3) X =G (Menge der geraden Zahlen) » = XNY =0 .
Y = {1.3,9)

Anmerkung. a) Vereinigung und Durchschnitt von Teilmengen von M existieren aufgrund des
Aussonderungsaxioms. Fiir beliebige Mengen werden wir die Existenz der Vereinigungsmenge
spéater fordern.

b) Falls X NY = ) gilt, nennen wir X und Y disjunkt.
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2.2.8 Eigenschaften von Vereinigung und Durchschnitt von Teilmengen

Seien X,Y Teilmengen von M. Dann gilt:
(a) Kommutativitét:
[ XUY=YUX| (Xny=vnXx
Beweis-Andeutung: Beweis ...
Es geniigt, X UY C Y U X zu zeigen; (warum?).
VzeM:(ze XUY =2zeXVzeY =

2€YVzeX=2€eYUX)? Beweis ...
(b)  Assoziativitét:
(XU(Yuz)=(Xuy)uz| XN(Ynz)=(XnY)nZz|
Beweis ... Beweis ...
(¢c) Distributivitét:
(XN(Yuz)=(XnY)u(Xn2Z)| (XU(Ynz)=(XuY)n(Xu2z)]
Beweis ... Beweis ...

2.2.9 Definition und Eigenschaften von Differenz und Komplement
(a) Definition Differenz: Fiir Mengen X, Y definieren wir (siehe Figur 2.4 !):
X\Y={zeX:z¢Y}.

X b '4

XNY

Figur 2.4: Venn-Diagramm zur Mengendifferenz

(b) Definition Komplement (Spezialfall von (a)):
Im Falle Y C X heikt X \ Y Komplement von Y in X, in Zeichen CxY.

9Den Beweis von AV B = BV A fiir Aussagen A, B fiihrt man mit Hilfe einer Wahrheitstafel!

38



Y.X
X
Figur 2.5: Venn-Diagramm zum Mengen-Komplement xY

(¢) Zurtckfithrung der Differenz-Bildung auf die Komplementbildung:
X\Y =Cx(XNY).

(d) Definition Symmetrische Differenz
Fir A, B C X definiert man:
AAB:=(AUB)\ (AN B).

(e) Regeln von de Morgan: Fiir Y, Z C X und C = Cx gilt:

CCy) =Y ZCY elyclz
Cvuz)=C0yrnCz Cvnz)=Crulz

Beweis ...

Ohne auf Widerspriiche zu stoften, fordern wir als weitere Grundeigenschaft, dass folgende Bildun-
gen zu Mengen fiihren:

2.2.10 Bildung der Potenzmenge (Potenzmengenaxiom)

Zu jeder Menge A existiert die Menge'°

’ p(A) := {X : X Teilmenge von A} ‘

©(A) heift Potenzmenge von A.

Beispiele:
(i) A={a} (cinelementige Menge)= ((A) = {0, A}.
(i) A= {a.0} = p(A) = {0, {a}, b}, 4}.

Anmerkung. 1.) Stets gilt 0 € p(A), A € p(A) sowie {z1} € p(A), falls 21 € A.
2.) Beachten Sie auch Aufgabe 5.2 !

10 Anmerkung: Wir verwenden diese Schreibweise, auch wenn hier nicht aus einer umfassenden Menge ausgesondert
wird.
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2.2.11 Bildung eines kartesischen Produktes zweier Mengen

(a) Seien X und Y Mengen. Zu Elementen z und y mit 2 € X und y € Y konnen wir ein neues
Objekt bilden, das
geordnete Paar (z,y).

Né&her beschrieben werden die geordneten Paare durch eine Bedingung fiir die Gleichheit:

[(@,9) = @p) & (@=3Ay=7)]

Anmerkung: Es ist moglich (z,y) als Menge {{z}, {z,y}} zu definieren.

(b) (Grundeigenschaft: vgl. dazu aber die Anmerkung nach (2.6.1): Es existiert die Menge aller
geordneten Paare (z,y) mit ¢ € X und y € Y; sie heifit ,,das kartesische Produkt” von X
und Y'; in Zeichen:

’XxY::{(x,y)::ceX/\er}‘.

Beispiele:
1.) Fir X ={1,2} und Y ={1,2,3} ist
X xY = {(17 1)7 (L 2)7 (17 3)a (27 1)7 (2a 2)7 (2a 3)}

Tabellarische Darstellung: x\ Y 1 2 3
1 (1,1) ] (1,2) | (1,3)
2 (2,1 ](2,2) ] (2,3).

2) Fir X,YCR ist X xY CRxR=R2 (S.Figur 2.6 !)

AYER

'
|
1
—_—— -
|
|
)
'

Figur 2.6: Veranschauung eines Beispiels zu X x Y.
Anmerkungen.

a) Bei einer zweielementigen Menge kommt es auf die Reihenfolge der Angabe der Elemente nicht

an:
{z,y} ={y, 2}
anders jedoch bei einem geordneten Paar:

r#Fy = (v,9) # (y, 7).
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b) (z,y) e X xY o (z€XAyeY).

c) X2:=XxX.

d) XxY xZ:=(XxY)xZ; also(x,y,2):=((z,9), 2).

e) X3 =X xXxX.

Anmerkung: Die behandelten Prinzipien orientieren sich an dem Axiomensystem von Zermelo und

Fraenkel (ZF).

2.3 Relationen

Mit Hilfe von Paaren lassen sich Beziehungen, die zwischen den Elementen zweier Mengen bestehen, formal be-
schreiben:
Seien z.B. X = {a,b,c,d} eine Menge von Personen und
Y = {s,t,u} eine Menge von Vereinen.
Die Mitgliedschaftsbeziehung lasst sich dann u.a. in Form einer Tabelle angeben, z.B.:

st |u (Hier ist also
al| X | x| X a Mitglied der Vereine s, t, u
b | x b Mitglied des Vereins s
c X | X ¢ Mitglied der Vereine ¢, u
d d Mitglied in keinem dieser Vereine.)

Ein Vergleich mit der tabellarischen Darstellung bei der Bildung des kartesischen Produktes legt auch folgende
Beschreibungsform nahe: Angabe der ,,auftretenden” Paare, d.h. derjenigen Paare (z,y) in X X Y/, fir die gilt: z ist
Mitglied von y.
Hier erhalten wir die Paare:

(a,s), (a,t), (a,u), (b,s), (c,t), (c,u).
Der beschriebene Sachverhalt 14dsst sich auch als ,,Zuordnung® interpretieren, was zu Darstellung der Figur 2.7, einem
,,Pfeil-Diagramm®, fiihrt.

Figur 2.7: Beispiel eines Pfeil-Diagramms

2.3.1 Definition: Relation

Seien X, Y Mengen, sei R C X x Y. Dann heifit (R, X,Y") zweistellige Relation zwischen X und
Y. Die Menge R heiftt Graph der Relation.

41

z%



Anmerkung. Falls keine Verwechslungen zu befiirchten sind, sprechen wir auch von R allein als
Relation zwischen X und Y (bzw. im Falle X =Y als Relation auf X ).
Ist p = (R, X,Y) Relation, so benutzen wir folgende Schreibweise:

’a?py:@ (z,y) ER‘ firze X,yeY.

(x steht in der Relation p zu y).
Wenn keine Verwechslungen zu befiirchten sind, benutzen wir auch die Schreibeise zRy.

Moéglichkeiten der Veranschaulichung einer Relation p = (R, X,Y) u.a. durch

(a) Hervorhebung der Elemente von R im Diagramm von X x Y (Darstellung des Graphen
von p);

(b) Verdeutlichung der Zuordnung mittels Pfeilen zwischen den Elementen von X und denen von Y

in den entsprechenden Venn-Diagrammen (Pfeil-Diagramm zu p): o o
bedeute dabei z py ! z Y
Beispiel (1). Seien X =Y =T := {z € N : z ist Teiler von 6} = {1,2,3,6} und
R :={(z,y) € Ts x Tp : x ist Teiler von y}
= {(1,1),(1,2),(1,3), (1,6),(2,2), (2,6, (3,3), (3,6), (6,6) ;
dann heift (R,Ts,Ts) Teilbarkeitsrelation auf Tg.
yl
6t T TR
I
S
[ |
< A S G
2 .___J._+ =
thd
Lol i N 4

Figur 2.8a: Zu Beispiel (1):Darstellung des Graphen

Figur 2.8 b Pfeil-Diagramm zu Bsp. (1).

(Ahnlich lisst sich eine Teilbarkeitsrelation auf anderen Teilmengen von N definieren.)
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Beispiel (2). Sei X =Y =R und R := {(x,y) € R x R: 2 < y}. Die (hier nicht genau definierte)
Relation <= (R, R, R) heift natiirliche Ordnungsrelation auf R.

Figur 2.9: Teildarstellung des Graphen der Relation <

Das Pfeil-Diagramm ist, auch ausschnittsweise, nicht darstellbar.

Beispiel (3). Seien A eine beliebige Menge und X =Y = A; dann heift
Ag={(z,y) e AxA:z =y}

Diagonale von A x A. (Beachten Sie z.B. die Darstellung in einer Tabelle wie auf Seite 40 ! Welche

graphische Darstellung hat Ar 7)

Die Relation id4 := (A4, A, A) heifst Gleichheitsrelation oder auch Identitét auf A; denn

zidgyez=y.

Wie sieht das Pfeil-Diagramm von id 4 aus?

2.3.2 Definition: Umkehrrelation

Sei p = (R, X,Y) Relation. Dann heift die Relation p=! := (R71,Y, X) mit R~ := {(y,2) €
Y x X : (z,y) € R)} inverse Relation oder Umkehrrelation von p. (Andere Schreibweise: p~.)

Also:
(z,y) € R (y,2) € R 'bzw. | xpy < yp x|,

e Umkehr-Relation von ,,<“ (siche Beispiel 2 oben) ist ,,>*.

Beispiele

e Umkehr-Relation der Relation ,,ist Teiler von“ auf IN ist die Relation ,,ist Vielfaches von* auf
N.

e Umkehr-Relation der Relation ,,C“ auf p(X), ist ,,0%.
° (idA)_l =1ida

Bestimmen Sie (p~1)7!!

Im Folgenden sei M eine Menge und X =Y = M; unter den Relationen auf M spielen zwei Typen
eine fundamentale Rolle: die Aquivalenzrelationen und die Ordnungsrelationen; sie sind gekenn-
zeichnet durch, Gesetzméfbigkeiten, die uns bei Gleichheitsrelationen bzw. bei den Relationen ,,<*
auf R bzw. ,C*¢ auf p(A) schon begegnet sind.
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2.3.3 Definition: Aquivalenzrelation

Sei M Menge, p Relation auf M. Dann heift p Aquivalenzrelation auf M, wenn gilt:

(1) Reflexivitdt  xpx
(2) Symmetrie TPy < Yypr fa.xz,y,z € M.
(3) Transitivitit  (xpy A ypz) = xpz

Schreibweisen: Fiir eine Aquivalenzrelation verwendet man oft die Symbole ~
(also = ~ y), oder =~ oder =, um damit die Ahnlichkeit zur Gleichheitsrelation zu betonen.

Beispiele. id s ist Aquiv@lenzrelation auf M.
Die Vektorgleichheit ist Aquivalenzrelation auf der Menge der Pfeile der Ebene.

Die Kongruenz von Figuren der Ebene ,, = “ ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel. Auf M = 7Z (Menge der ganzen Zahlen) definieren wir nach Auswahl eines festen m € N
eine Relation ,, = durch

r=yeHeZ:z—y=t-m (&mteilt (x—y)).

= ist dann Aquivalenzrelation auf Z (nachpriifen!).

Bezeichnung: Kongruenz modulo m

Préazisere Schreibweise: x =y (mod m) oder auch nur z =y (m).

Anmerkung:

Haben die ganzen Zahlen = und y den gleichen Rest r bei Division durch m, existieren also ¢; und
to mit x = tym + 7 und y = tam + r, so folgt ebenfalls z = y (mod m). Umgekehrt haben modulo
m kongruente Zahlen den gleichen (nicht-negativen) Rest (kleiner m).

2.3.4 Definition: Aquivalenzklasse
Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann heifit fiir jedes a € M die Menge
la] =={beM:b~a}

die Aquivalenzklasse von a, und a ist ein Reprisentant von [a].

Beispiele.
(a) Fiir die Aquivalenzrelation ,, Kongruenz mod 2 “ gilt mit a:=[a] zB.:
1=[1]={r€Z:xungerade } ={...,-3,-1,1,3,5,...} =—-3=3=-5=5..

0=[0={r€Z:xgerade } = -2=2=—-4=4=...

(b) Aquivalenzrelation Vektorgleichheit: [ﬁ] = Vektor mit Repréisentant AB
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2.3.5 Satz

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann gilt fiir die Menge M/ ~:= {[a] : a € M} der Aquiva-
lenzklassen:

(i) a € [a] fiir allea € M ;

(ii) [a] # [b] = [a]N[b] =0 fiir alle [a], [b] € M/ ~.

Die Menge der Aquivalenzklassen M/ ~ bildet eine Partition von M.

Dabei definieren wir den Begriff Partition folgendermafien:

2.3.6 Definition

T C p(M) heifst Partition (Faserung, disjunkte Zerlegung), wenn gilt:
(1) VeeM3ATeT:zeT (Uberdeckungseigenschaft)
(2) VLT eT: (T #Ta=TiNTy=10) (paarweise disjunkte Mengen).
Oft fordert man noch:
(3) 0¢T

Die Elemente von 7 heiffen Fasern oder Komponenten.

Beweis von (2.3.5) :

(i) YaeM:a~a=VYa€ M :aé€lal.

(i) Seien  [a],[b]  Aquivalenzklassen.
1. Fall: a ~ b
Dann c€fa] = c¢~a
= c~b
an~b
Transitivitdt von ~
= ce[b;

also [a] C [b)].

Figur 2.10: Zum Beweis von (2.3.5)

Aus Symmetriegrinden, also wegen a ~ b < b ~ a, gilt auch [b] C [a] damit [a] = [b]. Die
Voraussetzung (ii) aus Satz 2.3.5 ist damit nicht erfiillt.
2. Fall: a £ b
Sei ¢ € [a]N[b]; dann ist ¢ ~ a und ¢ ~ b, wegen der Symmetrie und Transitivitit von ~ also a ~ b.
Widerspruch. Also existiert kein ¢ € [a] N [b], d.h. [a] N [b] = 0.

(]

Anmerkung. Umgekehrt gehort zu jeder Partition 7 eine Aquivalenzrelation, deren Aquivalenz-
klassen gerade die Fasern von 7T sind.
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Beispiel. Fiir M := Z, m € N und die Aquivalenzrelation ,, Kongruenz modulo m* erhilt man
Loy =7 )==1{0,1,...m — 1},

wobei 7=m-Z+r ist. Es gilt auch

Anmerkung: Auf Z,, kann man eine Addition und eine Multiplikation durch folgende Festsetzung
definieren:

10T = (r1+mZ)®(ro+mh):=ri+ro+mh=r+1r

bzw.
1OTs=(r1 +mZ) O (ro + mZ) :=11 - ro + mZ =71 - T3.

An der gewahlten Art der Definition sieht man sofort, dass Summe und Produkt wohldefiniert sind,
d.h. dass sie eindeutig bestimmt sind, insbesondere unabhéngig von den speziellen Reprasentanten
der Aquivalenzklassen.

2.3.7 Definition: Ordnungsrelation

Sei A Menge, p Relation auf A. Dann heifft p Ordnungsrelation und (A4, p) geordnete Menge (A
bzgl. p geordnete Menge), wenn fiir alle z,y, z € A gilt:

(1) xpx Reflexivitét
(2) (zpyAypr)=z=1y Antisymmetrie
(3) (zpy Aypz) = xpz Transitivitat

(Konsequenzen fiir das Pfeil-Diagramm einer Ordnungsrelation ?)

Schreibweise: Falls iiber die Bezeichnung der Relation frei verfiigt werden kann, wihlt man als
Symbol oft ,, < “, um so den Charakter der Verallgemeinerung der natiirlichen Ordnungsrelation
,<“ auf R hervorzuheben.

Anmerkung. Manche Autoren sprechen hier auch von einer ,teilweisen* oder ,,Halb-Ordnung* und
behalten sich ,,Ordnung” fiir eine speziellere Begriffsbildung vor (,totale Ordnung®, s.u.).

Beispiele geordneter Mengen. (R, <), (p(X), <), (M,idys) .
(Beweis der beiden letzten Behauptungen durch Nachpriifen der Gesetze (1) bis (3); die erste
Behauptung lésst sich noch nicht nachpriifen, da wir (IR, <) nur als intuitiv bekannt voraussetzen.)

Beispiele.
(1) Auf Z definieren wir eine Relation <z durch
r<gse(r=sv(@meN:r+n=s).

<z ist dann die Relation ,kleiner gleich® auf Z. Mit obiger Definition werden dann, (falls die
Eigenschaften der Addition auf N bekannt sind) die Gesetze (1) bis (3) nachpriifbar.
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(2) Auf N definieren wir eine Relation ,, | “ durch
(njm:=3IeN:n-b=m)f a.n,meN.
Sie ist die (Ordnungs-) Relation ,ist Teiler von“ auf N (Teilbarkeitsrelation).

Anmerkung. Die Teilbarkeitsrelation auf T}, lasst sich dann durch Einschréankung der betrachteten
Elemente m, n auf Elemente von T}, aus der Teilbarkeitsrelation auf N gewinnen.

M
Ist (M, <) eine geordnete Menge, so heift das nicht, dass zwei Elemente z,y € M ,vergleichbar“ sind, dass also ¢

z <y oder y < z gilt. In (T42,]|) sind z.B. 4 und 6 nicht vergleichbar.
12
4
2

Figur 2.11: Pfeildiagramm von (712, |)

(ohne Schleifen und ohne Uberbriickungspfeile)!!

NS

N
e

Im Gegensatz dazu lassen sich in (Th2, <) je zwei Elemente vergleichen. (Hierbei 12 4
sei < die natiirlich gegebene < Relation, die von (N, <) in T}2 ,,induziert* wird).

Figur 2.12: Pfeil-Diagramm von (T2, <) 2
(ohne Schleifen und Briicken)

2.3.8 Definition

Eine Menge M heifst total geordnet (linear geordnet) und < totale Ordnungsrelation, wenn
gilt:

(1) (M, <) ist geordnete Menge .
(2) Vez,ye M:(x<yVy<uxz).

110rdnet man, wie in den Figuren 2.11 und 2.12, die Elemente so an, dass die Pfeile von unten nach oben zeigen, so
kann man auch die Pfeilrichtungen (also die Spitzen) weglassen. Ein solches Diagramm ohne Schleifen und Briicken
heiftit Hasse-Diagramm.
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Beispiele. (Z,<) ist total geordnet.
(p(X), Q) ist nicht total geordnet, wenn X mindestens 2 verschiedene Elemente enthélt.
(T}, |) ist nur dann total geordnet, wenn n = p® und p Primzahl ist.

2.4 Abbildungen

Aus der Schulgeometrie sind uns schon viele Abbildungen bekannt, z.B. Kongruenz-Abbildungen (besonders Spiege- 1
lungen, Drehungen, Parallelverschiebungen), andere Ahnlichkeitsabbildungen (z.B. Streckungen) und andere affine
Abbildungen. Auch funktionale Zusammenhénge lassen sich als Abbildungen beschreiben; so lasst sich y = f(x)
(fir € D, dem Definitionsbereich, und f(z) € W, dem Wertebereich oder Zielbereich) als Zuordnungs-Vorschrift
interpretieren: »Jedem x € D wird durch f der Wert y = f(z) zugeordnet.“

Beispiel. f:y=22> (D=W =TR)
£le)
A

Werte-Tabelle von f

(Ausschnitt):
Figur 2.13:
Darstellung des Gra- : S,
phen von f (,Graph® *x x
von f)
Die Punkte des ,,Graphen® haben die Koordinaten (z, 22), allgemein (z, f(x)).
Obwohl bei den erwédhnten Abbildungen und Funktionen der Zuordnungscharakter stérker im Vordergrund steht,
ist es zweckméfig, sie als spezielle Relationen einzufiihren. Dabei sollte der Graph einer solchen Relation
Gy={(z,y) e DxW:y= f(z)}
sein.
Umgekehrt werden wir eine Relation f nur dann Funktion oder Abbildung nennen, wenn es zu jedem x € D genau
ein y € W gibt mit (z,y) € Gy. (Interpretation im Pfeil-Diagramm?) T
M

2.4.1 Definition: linkstotal, rechtseindeutig
Seien X, Y Mengen und p = (R, X,Y) eine Relation zwischen X und Y. Dann heifst
(i) p linkstotal, wenn Vo € X3y € Y : (z,y) € R gilt.

(ii) p rechtseindeutig, wenn (Vo € X)(Vy1,y2 € Y) : ((zpy1 A xpy2) = y1 = y2).

2.4.2 Definition: Abbildung

Eine Relation f zwischen X und Y heift Abbildung von X in Y (synonym: Funktion auf X
mit Werten in Y), wenn f linkstotal und rechtseindeutig ist.

Anmerkung. Wir unterscheiden also nicht zwischen ,,Abbildung“ und , Funktion®.

Wir vereinbaren folgende Terminologie:
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(a) X heift Definitionsbereich und Y Wertebereich oder Zielbereich von f:
X =D(f), Y =W(f).

(b) Fiir eine Abbildung f gilt: Zu jedem = € X existiert genau ein y € Y mit  f y. Wir sagen:
Jedem z € X ist durch f genau ein y € Y zugeordnet; dieses y bezeichnen wir auch mit f(x).

Die Zuordnungsvorschrift geben wir meist in der Form
x> f(z)
oder z — y mit y = f(x) an, manchmal auch allein durch die Funktionsgleichung y = f(x).

(¢) Gy = {(z, f(x)) : © € X} heifit Graph von f; bei Zahlenmengen lédsst, sich der Graph in
einem Koordinatensystem darstellen. Auch bei dieser Darstellung spricht man vom Graphen
der Abbildung (der Funktion).

(d) Statt f = (Gy,X,Y) schreiben wir bei Abbildung meist f: X — Y

Also: Eine Abbildung (Funktion) mit vorgegebenem Werte-Bereich wird durch drei Angaben
festgelegt: Definitions-Bereich, Werte-Bereich, Zuordnungs-Vorschrift:

X =Y

s f() oder f: X — Y mit z — f(z).

Schreibweise: f: {

Zwei Abbildungen (mit vorgegebenem Werte-Bereich)
XY X =Y
f: und g:
x> f(z) v g(v)
sind also genau dann gleich, wenn gilt:

X=X'ANY=Y'AVz e X(=X'): f(z) =g(x).

Beispiel. Bezeichne R4 die Menge der positiven reellen Zahlen! Die Abbildungen (mit vorgegebe-
nem Werte-Bereich)

fi: {IR _>HZ” und ¢ : {IR - ]E2{+ sind verschieden, da ~ W (f1) # W(g1) ist.
T T

Anmerkung. Oft fasst man den Begriff ,,Abbildung” bzw. ,Funktion“ weiter, so dass im letzten
Beispiel auch f; und g; als gleich angesehen werden kénnen: Eine alternative Moéglichkeit ist
es, eine Funktion f als ihren Graphen {(z, f(z)) : # € X} zu definieren. (Deshalb sprachen
wir von Abbildungen mit vorgegebenem Werte-Bereich.)

Spezialfille:

2.4.3 Definition:

X =Y
(a) Seien X,Y Mengen, yo € Y.  fy, : { heifst konstante Abbildung mit Wert yq.
T — Yo

(Wie sieht das Pfeildiagramm von f,, aus?)
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X =Y
(b) Seien X,Y Mengen mit X C Y. Dann heifit jx_y : { - kanonische (natiirliche)
T

Injektion oder Einbettung von X in Y.

Figur 2.14:
Pfeil-Diagramm der kanonischen Injek-

tion ,jX—>Y

Die Injektion unterscheidet sich nur durch den Wertebereich von folgender Abbildung:
(¢) idx = jx—x heifst Identitét, identische Abbildung auf X
Beispiele:

(i) Fiir X =R? (als Punkte-Menge der euklidischen Ebene) ist idx diejenige Abbildung,
die jeden Punkt auf sich abbildet.

(ii) Fir X =R ist idg ist die reelle Funktion mit der Funktionsgleichung y = z.

IR
A G T
Figur 2.15: f(x)=x
Darstellung des Graphen von idg (Aus-
schnitt). v >
/ X R
. . . A=Y - N
(d) Sei f: X — Y Abbildung und A C X. Dann heifst g = f|a : o ) die Einschran-
x x
kung (oder Restriktion) von f auf A.
Umgekehrt heifit f eine Fortsetzung von g auf X.
A=Y’
Ist f(A):={f(z):2€ A} CY’' CY,soist auch fa_y: - definiert.
x> f(x) .

Anmerkung. (i) Fir a € A gilt insbesondere f|a(a) = f(a).

(ii) Die Einschrankung von f auf A ist eindeutig bestimmt, jedoch existieren i.a. mehrere Fort-
setzungen von f|4 auf X.

(iii) Die Abbildung f:{0,1} x {0,1} — {0, 1} mit den Zuordnungen



steht in engstem Zusammenhang mit der in ((1.5) definierten Addition auf {0, 1}, ndmlich
filwy)»zoy.

Ahnlich lisst sich auch die Addition auf R als Abbildung interpretieren (wobei hier allerdings
die Zuordnungsvorschrift ohne Kenntnis der Addition nur schwer formulierbar ist):

. JRxR—-R
77+ :
(z,y) —arty.
Auch die Multiplikation auf R, die Addition von Vektoren,die Addition von Tripeln bzw. die
diversen S-Multiplikationen ,liefern* Abbildungen.

(iv) Weitere wichtige Abbildungen von R x R in R sind die Projektionen

RxR—-R RxR—-R
pri : bzw. pra:
(z,y) —x (z,y) =y

Veranschaulichung in der Ebene: v
A

I
[
o]
2]
(SN
£

Figur 2.16: Zur Abbildung prj.

2.4.4 Definition: Bild, Urbild
Sei f: X — Y Abbildung !

(a) Fir A C X heifst die Menge ’f(A) ={f(z) :z € A} ‘ Bild von A unter f.

Diagramm:

Figur 2.17: Bild f(A) von A unter f.
Anmerkung. AC X = f(A) C f(X)CY .
Beispiel. pry (s.0.!)

(b) Fiir B C Y heifit, die Menge ’f_(B) ={zeX: f(x)e B}‘ (volles) Urbild von B unter

f. (Oft schreibt man auch f=1(B) statt f~(B).)
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Diagramm:

Figur 2.18: (Volles) Urbild f~(B) von B unter f.

Anmerkung. (i) Urbilder einelementiger Teilmengen brauchen nicht einelementig zu sein:

Bez'spz'el (1) ROR {\/B7 _\/B} fiir b> 0
Fiir f: { ) ist f~({b}) =< {0} fir b=0
T .
0 firb<O0.
Beispiel (2). pry ({c}) = {(z,y) e R?* 1z = ¢}
Darstellung in der Ebene:

y’}

Figur 2.19: pr~ ({c})

M
.. 1
(11) Beim Aufsuchen des Urbildes von B im Diagramm verfolgt man die in B endenden Pfeile ,riickwérts“. Dem-
gemiR erinnert die Schreibweise f~(B) an die Umkehrrelation f~! zu f. Bei den Bildungen von f~ ordnen
wir jedoch Teilmengen von Y solche von X zu.
Wann ist mit f auch f~ Abbildung? T
M

2.4.5 Definition:
Eine Abbildung f: X — Y (mit vorgegebenen Werte-Bereich Y') heift

(i) surjektiv (rechtstotal), falls f(X) =Y gilt;

(ii) injektiv (linkseindeutig), falls gilt:
Vxl,acg e X : [f(xl) = f(.TQ) = T = xg].
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> . Figur 2.20: bei injektiven Abbildungen ausgeschlossen

(iii) bijektiv, falls sie surjektiv und injektiv ist.

Figur 2.21: Pfeildiagramm einer bijektiven Abbildung

Also: | f: X = Y bijektive Vy e Y3l z € X : f(z) :y‘
Als Abbildung erfiillt f natiirlich die Bedingung:
Vee X JlyeY: f(x)=uy.

2.4.6 Folgerung fiir eine Abbildung f :

’ f: X — Y ist bijektiv. & f~! ist Abbildung von Y nach X.

(Dabei identifizieren wir die ,,Sigleton-Menge* {z} mit dem Element z und schreiben f~! statt
/7 ly=x, sofern die Einschrinkung méglich ist.

Also: Die Umbkehrrelation einer bijektiven Abbildung (bij. Abb.) f: X — Y, ist eine Abbildung
1Yy = X.

Bezeichnung: f~! heifit ,,die zu f inverse Abbildung*.

Eigenschaft: [f(z) =y & 2= f"1(y) fa.z€ X,y €Y.

Beispiele.
R—R R —R
fi: { 5 ist weder surjektiv noch injektiv. f : { 2+ ist surjektiv, aber nicht injektiv.
Tz Tz
Ry - R
f3 = filr, : { + 5 ist nicht surjektiv, aber injektiv.
T

]R+ — R+
VTR
Frage: Wie sehen die Graphen von f1, f2, f3 und f4 aus?

R+ - R . o —
fa= fz|]RJr : {w :mc? + ist bijektiv; f4 1. {

Héufig ist der Werte-Bereich einer Abbildung wichtiger als die Abbildung selbst. So ldsst sich die Indizierung (bzw.
Nummerierung) der Elemente einer Menge mit Hilfe des Abbildungs-Begriffes formalisieren. In solchen Féllen benutzt
man eine verdnderte Notation:
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Beispiel. Durch die Abbildung

{1,2,3} - {a,b}
l—a
2+ b
3—=a
ist eine ,Reihenfolge” der (evtl. zu wiederholenden Elemente) von Y = {a, b} festgelegt: Der Abbildung f entspricht

das Tripel (a,b,a), ein Element aus Y3. Umgekehrt ldsst sich jedes Element von Y2 als Abbildung {1,2,3} — Y
auffassen. Verallgemeinerung:

2.4.7 Definition: Familie, Folge

(a) Seien I und Y Mengen und f : I — Y Abbildung. Statt f(¢) fiir ¢ € I schreiben wir auch y;

und nennen die Abbildung f, also

I1—-Y - .

. Familie von Elementen aus Y mit Index-Menge 1.

1= Y
Schreibweise: f = (y;)ier -
Anmerkung. Dabei muss man die Familie f unterscheiden von der Teilmenge von Y, deren Ele-
mente als Werte von f auftreten, d.h. von der indizierten = Menge
{y; : @ € I}. f braucht ja nicht injektiv zu sein, sodass Elemente von Y mehrfach als Bil-
der vorkommen kdnnen.

(b) Spezialfall: T = N
(Yn)nen heift Folge in Y.
(Auch fiir T ={n € Z : n > m} mit m € Z ist der Begriff der Folge verwendbar.)
N—-R

Beispiel. (%) 0 gy = 1
=

e

neN *

(c) Spezialfall: I ={1,...,n}.
(Yi)ieq1,...ny (auch (yi)i=1,..n geschrieben) heift endliche Folge in Y.

Anmerkung. Eine solche Folge kann mit dem entsprechenden n-Tupel (y,...,y,) oder dem
entsprechenden Wort vy ...y, identifiziert werden.
Beispiel.
l—z
Das Tripel (z,y,2) € R? lisst sich als Folge {1,2,3} — R mit { 2+~ y auffassen.
3=z

2.5 Verkniipfung von Abbildungen

Im Folgenden betrachten wir die Verkettung von Abbildungen. Zur Motivation ziehen wir die Hintereinanderausfiih-
rung geometrischer Bewegungen heran: zwei Drehungen um dasselbe Zentrum in der Ebene z.B. lassen sich, sieht
man von den Zwischenzustdnden ab, durch eine einzige Drehung ersetzen; die Hintereinanderausfiihrung zweier

Spiegelungen lésst sich durch eine Drehung bzw. Parallelverschiebung beschreiben.

o4
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2.5.1 Produkt (Komposition) von Abbildungen

Voraussetzung: Seien X, Y, Z Mengenund f: X — Y, g:Y — Z Abbildungen. Behauptung:
x +— g(f(x)) ist Zuordnungsvorschrift einer Abbildung von X in Z. (Beweis: ?)

Figur 2.22: Zur Verkniipfung von Abbildungen

Definition: Diese Abbildung heift das Produkt (Hintereinanderausfithrung, Verkettung, Ver-
kniipfung, Komposition) der Abbildungen f und g, in Zeichen g o f.
Sprechweise: ,, g nach f

X =7
Also 9ol {x )

Anmerkung. 1) Fiir f,g € Abb(R,R) z.B. ist f o g zu unterscheiden von f - g (mit (f - g)(z) =
f(z) - g(x)).

2a) Man beachte das ,,Passen® des Definitionsbereichs von g und des Werte-Bereichs von f.

2b) Eine analoge Definition ist auch fiir g : Y’ — Z mit Y C Y’ moglich.

3) Oft schreibt man insbesondere in Geometrie und Algebra statt f(z) auch zf. Bei Benutzung
dieser Schreibweise ist es sinnvoll die Faktoren eines Produktes in umgekehrter Reihenfolge zu
schreiben also f - g statt g o f.

4) Die Produkt-Bildung ist bei Abbildungen i.a. nicht kommutativ, d.h. falls go f und fog
iiberhaupt erklart sind, ist f o g = g o f nicht allgemeingiiltig.

Beispiel (1). Seien g die Drehung in der Ebene um den Ursprung um 90° gegen den Uhrzeigersinn
und f die Spiegelung an der xz-Achse! Dann ist

g o f die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 1. und 3. Quadranten;

f o g die Spiegelung an der Winkelhalbierenden des 2. und 4. Quadranten.

X=X X=X

Beispiel (2). X =Y =7 :={1,2,3}; fur f: 4. - und g : < . - gilt: go f = g #
1—1 j—2

f="Foyg

Beispiel (3).

r—x+1 x — 323
f(og)(z) = 323 + 1 (fiir z € R).

X:Y:Z:l]?{;ﬁirf:{]R—”R undg:{R_>IR gilt: (go f)(x) = 3(z + 1)% und
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5) Fiir jede Abbildung f: X — Y gilt

[foidx = f =idyof |

6) Sind f: X — Y Abbildung und A C X, dann ist

’f|A:fojAHX ‘

2.5.2 Assoziativgesetz fiir Abbildungen

Seien X, Y, Z, W Mengen, f: X —Y,g:Y — Z, h:Z — W Abbildungen'?. Dann
gilt:
(hog)o f=ho(gof)

Proof. (i) Esgilt (hog)of: X — W und ho(go f): X — W, also stimmen Definitions- und
Werte-Bereich iiberein.

(i) [(hog)o fl(z) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))) = h((g e f)(x)) = [he (go f)l(x).

Weitere Eigenschaften:

2.5.3 Hilfssatz.

(a) (f injektiv A g injektiv) = go f injektiv.

(b) (f surjektiv A g surjektiv) = g o f surjektiv.

Umgekehrt gilt (c) g o f injektiv = f injektiv; und (d) g o f surjektiv = g surjektiv.

Beweis. ...

2.5.4 Folgerung.
Voraussetzung: f: X — Y, g:Y — X Abbildungen

(a)

[(gof =idx Afog=idy) & (f Bijektion Ag= /)]

(b) Sind f und g Bijektionen, so ist g o f Bijektion und es gilt

(go )=/ tog

Beweis.. ..

12 "also f, g, h Abbildungen mit ,, passenden ¢ Definitions- und Wertebereichen.
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2.6 Weiteres zu Durchschnitt und Vereinigung

Wir wollen die Durchschnitt- und Vereinigungsmengen-Bildung auf Familien von Mengen verall-
gemeinern.

2.6.1 Existenz der Vereinigungsmenge (Grundeigenschaft)

Sei (A;)ier eine Familie von Mengen. Dann heift die Menge

UAi::{x:(HiEI:xeAi)}

iel

die Vereinigung der A;. Thre Existenz fordern wir als weitere Grundeigenschaft.

Speziell: A, U A, := Uie{m} Ai={z:x € Ay Ve Ay}

(in Ubereinstimmung mit der bereits definierten Vereinigung zweier Teilmengen einer Menge.)
Anmerkung. Fordert man zunéchst nur die Existenz von X UY (fiir beliebige Mengen X und Y, so
lésst sich die Existenz des kartesischen Produktes daraus und aus den anderen Grundeigenschaften
herleiten, sodass dann auf die Grundeigenschaft (2.2.11) verzichtet werden kann.

2.6.2 Definition: Durchschnitt einer Familie von Mengen

Sei (A;)ier eine Familie von Mengen mit I # (). Dann heift die Menge

mAi::{x:(ViEI:xeAi)}

icl

Durchschnitt der A;. (Thre Existenz folgt aus den Grundeigenschaften.)

Speziell: A1 N Az = N1y 4i ={z:2 € At Ax € Az} (in Ubereinstimmung mit dem bereits
definierten Durchschnitt zweier Teilmengen einer Menge).

2.6.3 Verhalten bzgl. Abbildungen

Voraussetzung: Seien X, Y Mengen, (A;);cs eine Familie von Teilmengen von X mit I # (), bzw.
A, B C X, sowie f: X — Y Abbildung !

Behauptung:

() [ACB= f(4)Cf(B)]
(b) f(UieI Az‘) = Uie] f(Ai)
speziell: () |FAUB) = f(A)U[(B)]
(
(

c) f(migz Ay) C ﬂiez J(A)
) [f(ANB) C f(A) N f(B)]

speziell:
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Beweis-Andeutung. Exemplarisch zeigen wir (¢) (und damit auch (c’)):

yef((A)=3z:(ze()Airy = f(z)
iel i€l
=>dr:Viel:xe ANy = f(z))
=Viel:JxeA :y=f(z)

=ye(|f(4).
A -

Anmerkung. In (c) bzw. (c¢’) gilt im Allgemeinen nicht das Gleichheitszeichen:
Beispiel. Fiir A = {(0,0)} CR?, B = {(0,1)} C R?, f =pr; gilt:

pri(ANB) =pri(#) =0 und pri(A)Npri(B) = {0} #0 .
Ist f Bijektion, so gilt das Gleichheitszeichen.

2.7 Zwei Beweis-Prinzipien

M
Im Folgenden behandeln wir zwei Beweis-Prinzipien, die von grofler Wichtigkeit sind. Sie erlauben es, Beweise iiber |
unendlich viele Aussagen ,,endlich zu machen®.
Wir beginnen zunichst mit dem Prinzip der vollstdndigen Induktion; es nutzt die Eigenschaften, die wir mit den

natiirlichen Zahlen verbinden (,und wird bei deren Definition meist verlangt):

Z%

2.7.1 Das Prinzip der vollstindigen Induktion

Sei A(n) eine Aussageform, deren Grundbereich IN enthélt. Gilt dann
(i) A(1) ist wahr (Induktions-Verankerung, Induktions-Beginn)
(ii) Vm € N : (A(m) = A(m + 1)) (Induktions-Schritt, —Schluss)!3,

so ist A(n) wahr fiir alle n € N.

Veranschaulichendes endliches Analogon: Domino-Kette

Anmerkung: Induktionsbeginn ist auch mit A(0) moglich, falls dann A(m) = A(m + 1) fir alle
n € No = N U {0} gezeigt wird.

Zeigen Sie, dass auch A(—kg) mit ko € N als (dann negativer) Induktionsbeginn dienen kann!
Eine weitere Variante ist der Beweis von A(n) mit dem Induktionsbeginn A(1) und dem Nachweis
von [Vx € N mit x <m: A(z)] = A(m + 1) fiir alle m € N.

2
Beispiel (1). A(n): Y& = (@)

(i) Induktions-Verankerung n=1: Y. 3 =1= (M)Q
gn==u =1t == 2 :

L3Hierbei heift A(m) die Induktions-Voraussetzung (Induktions-Annahme) und A(m + 1) die Induktions-
Behauptung.

a8



(ii) Induktions-Voraussetzung: A(m)
Induktions-Schritt:

m—+1 m
S Sty
i=1 i=1
2
1
— (m(m;—)) + (m+ 1)3 laut Induktions-Voraussetzung
1)2(m2 +4m +4 1 2)\°
_(m+ >(m4+ m+4) :((m“;m“> . dh. A(m+1).

Beispiel (2). Seien (M, <) total geordnete Menge und X = {z1,...,2,} € M (nicht-leere) endliche
Teilmenge. Dann existiert genau ein kleinstes Element von X , d.h. ein x € X mit

r<gzg;firi=1,....n.

Proof. Fir n =1 ist die Behauptung richtig; sie sei richtig fiir n = m.

Sei {x1,...,Zmy1} € M; dann existiert ein j € {1,...,m} : z; < x; fir ¢ = 1,...,m (nach
Induktions-Voraussetzung).

Da M total geordnet ist, gilt z,,41 < x; oder xp,41 > x;, woraus die Existenz eines kleinsten
Elementes fiir {z1,...,zm+1} folgt.

Beweis der Eindeutigkeit .... (ohne Induktion méglich). O

Das zweite Beweis-Prinzip erméglicht Existenz-Beweise, wenn die zugrundeliegende Menge ge-
ordnet ist und das untersuchte Objekt durch ,Maximalitat® charakterisiert ist. Den Wortlaut des
Prinzips, das als Lemma von Zorn bekannt ist, geben wir weiter unten an. Zuvor vermerken wir,
dass es nicht aus den bisher angefiihrten Grundeigenschaften hergeleitet werden kann, sodass wir
seine Giiltigkeit zusétzlich fordern, miissen. Oft wird auch statt des Zornschen Lemmas eine zu
ihm Aquivalente Aussage axiomatisch eingefiihrt, ndmlich der

‘Wohlordnungssatz:

,Jede nicht-leere Menge lésst sich derart ordnen, dass jede nicht-leere Teilmenge 7" von M ein
kleinstes Element besitzt, d.h. ein g € T mit zg < x fir allex € T . ¢

oder das

Auswahlaxiom.

»Ist (Aa)acr eine nicht-leere Familie nicht-leerer paarweise disjunkter Mengen, dann existiert eine
Abbildung f : I — |, .; Ao mit f(a) € A, fir jedes a € 1.“ (Die Abbildung f wihlt aus jedem
A, ein Element aus).

acl

Da keine Aussage iiber die Konstruktion von f gemacht werden kann, lehnen einige Mathematiker
das Axiom und Folgerungen daraus ab.
2.7.2 Definition.
Sei (M, <) eine geordnete Menge. Dann heifit
(i) b € M obere Schranke'* von N C M, g.dw.'>Vae N:a<b;

14Djie obere Schranke von N muss also nicht zur Menge N selbst gehoren
15genau dann, wenn
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(ii) b € M maximal in M, gdw.Vae M : (a >b=a=0).

( Nicht unbedingt ist jedes Element 2 € M kleiner als ein maximales Element von M; denn
x kann unvergleichbar mit b sein. Beispiel ? Dementsprechend kann ,,maximales'® Element ¢
und ,,grofites'” Element ¢ Verschiedenes bedeuten.

(Entsprechend wird ,,untere Schranke® und ,,minimal“ definiert. Man beachte den (feinen, aber
wesentlichen) Unterschied zwischen den Begriffen ,, minimales Element* und ,, kleinstes Element*.)

Beispiele.
(i) Sei (M. <) = (R. <) .
Jedes z € R mit > /2 ist obere Schranke von {z € R : 2% < 2}.
R besitzt keine maximalen Elemente.
(ii) Seien (M, <) = (p(A), C), A Menge, A # .
A ist maximales Element in p(A)  (bzgl. Inklusion),
() ist minimales Element in p(A)  (bzgl. Inklusion).

Speziell: Fir A = {1,2,3} zeigt Figur 2.23 {1,2} {2,3}
das Hasse-Diagramm (Pfeil-Diagramm ohne

Schlingen, ohne Briicken, ohne Pfeilspitzen, _

Pfeile in aufsteigender Richtung) von p(A). {1}

Ist X = {{1},{1,2}}, dann sind {1,2} und

A obere Schranken von X, und {1, 2} ist ma-
ximales Element in X. @

Figur 2.23: Hasse-Diagramm zu
(p(A), Q) fir A=1{1,2,3}.
2.7.3 Definition

Eine geordnete Menge (M, <) heifit induktiv geordnet, wenn zu jeder nicht-leeren total-geordneten
Teilmenge (Kette) von M eine obere Schranke in M existiert.

Beispiele.

(i) (p(A),C) ist induktiv geordnet: Fiir ein nicht-leere Kette X' von p(A) ist (Jy . X obere
Schranke von X.

(ii) (N, <) ist nicht induktiv geordnet: N ist nicht-leere Kette ohne obere Schranke in N.

(iii) ([0,1,], <) ist induktiv geordnet, ([0, 1), <) nicht &

)y —

16¢es gibt kein groferes

17vergleichbar mit und grofer als alle anderen Elemente

18Die Menge der Elemente einer monoton gegen 1 konvergierenden Folge von [0, 1) z.B. besitzt keine obere Schranke
in [0,1) .
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2.7.4 Zornsches Lemma

Wir geben eine Anwendung des Zornschen Lemmas

In jeder nicht-leeren induktiv geordneten Menge existiert (mindestens) ein maximales
Element.

19.

2.7.5 Satz?0

Seien X, Y nicht-leere Mengen. Dann gilt:

(Es existiert eine injektive Abbildung ¢g von X in Y.)V (Es existiert eine injektive Abbil-
dung h von Y in X.)

Proof. (i) Wir definieren M := {(A, f) : AC X A f: A — Y injektiv }. M existiert (warum?).

(i)

(iii)

M #(,dafirz e X,y €Y und f(x) :=y das Paar ({z}, f) aus M ist.

Weiter definieren wir auf M eine Relation ,,<* durch
(A, f) < (B,g) & ACBAgla=f.

Wir zeigen, dass (M, <) induktiv geordnet ist: Es ist ,,<* Ordnungsrelation. Sei U eine nicht-
leere total geordnete Teilmenge von M, indiziert durch Elemente von I : U = {(4,, f;) : ¢ € I'}.
Wir setzen A = J,.; A; und definieren f : A — Y durch f(z) = fi() fiir z € A;. Wir miissen
zeigen, dass [ als Abbildung ,wohldefiniert” ist, d.h. dass die durch Gy = {(z,y)|3i € I :
x € A; Ny = fi(x)} definierte Relation (Gy,a,Y) linkstotal und rechtseindeutig ist; die
Linkstotalitdt folgt sofort, die Rechtseindeutigkeit folgendermafen: seien x € A; und = € Ay;
zu zeigen ist f;(x) = fr(x); da U total geordnet ist, sind (4;, f;) und (Ag, fx) vergleichbar;
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (0.B.d.A) gelte (A, fi) < (4g, fx), also 4; C A und
frla;, = fi- Damitist f : A — Y Abbildung, und es gilt f|4, = f; fiir alle ¢ € I. Wenn wir noch
die Injektivitét von f zeigen konnen, haben wir nachgewiesen, dass (A, f) obere Schranke von
U ist. Seien also 21,22 € A und f(z1) = f(x2); dann existieren 4, j € I mit 21 € A;, 29 € A;
und f(z1) = f(z2); 0.B.d.A. ist A; C A; (da U total geordnet), also x1,z2 € A;; dann folgt
fi(z1) = fj(z2) und, weil f; injektiv ist, z1 = xs.

(M, <) ist also induktiv geordnet. Nach dem Lemma von Zorn existiert dann also ein ma-
ximales Element (B,g) in (M, <). Wir wollen zeigen, dass B = X oder g(B) = Y gilt.
Annahme: B # X A g(B) #Y. Dann gibt es 29 € X \ B und yo € Y \ g(B); die Abbildung

g(z) firzeB

h: BU{xo} — Y mit h(z) = ist injektiv. Damit ist (B U {xg}, h) eine

Yo fir x = xg
Element von M, das echt grofer ist als (B, g). Widerspruch zur Maximalitit von (B, g).

Es gilt also B = X oder g(B) =Y. Im ersten Fall ist g : X — Y eine injektive Abbildung (und
die Behauptung ist gezeigt), im zweiten Fall ist g : B — Y surjektiv und nach Konstruktion
injektiv, also bijektiv; damit existiert g=' : Y — B; mit g~ ! ist auch jpxo0g ' : Y = X
injektiv, woraus die Behauptung folgt.

O

Diese zeigt uns in (2.8), dass von je zwei Mengen eine der beiden die gleiche oder eine kleinere ,, Michtigkeit®
als die andere hat.

20Falls Sie Schwierigkeiten beim Beweis dieses Satzes haben, die sich nicht sofort beseitigen lassen, so ist das nicht
gravierend: Der Beweis ist recht formal und dient hier hauptséchlich als Beispiel zu (2.7.4).
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2.8 Maichtigkeit einer Menge (Kardinalzahlen)

Fiir eine endliche Menge M kénnen wir durch Abzéhlen der Elemente deren Anzahl n (zumindest theoretisch)
feststellen. Das Abzéhlen entspricht dem ,Herstellen“ einer Bijektion von M auf {1,...,n}. Jede andere Menge
M’ mit n Elementen ldsst sich bijektiv auf {1,...,n} und damit auf M abbilden. Diese Tatsache nutzt man zur

Verallgemeinerung des Anzahl-Begriffs auf unendliche Mengen. Man geht folgendermafien vor:

2.8.1 Definition.

Seien A, B Mengen. Existiert dann eine Bijektion von A auf B, so heifsen A und B gleichméchtig,
in Zeichen A ~ B.

Beispiele

(i) {0,1,2,3} ~ {0,5,10,15}; denn
0—0, 1—5 2~ 10, 3+~ 15 liefert eine Bijektion zwischen diesen Mengen.
(ii) Bezeichne G die Menge der geraden ganzen Zahlen und U die Menge der ungeraden ganzen
Zahlen! Es gilt:
G ~U  (Eine mogliche Abbildungs-Vorschrift ist z.B. z — z + 1).
Satz (2.7.5) besagt dann, dass von zwei Mengen X und Y mindestens eine gleichméchtig zu einer
Teilmenge der anderen ist.

Die Eigenschaft von Mengen, gleichméchtig zu sein, ist reflexiv (A ~ A), symmetrisch (A ~ B <
B ~ A) und transitiv (A~ BAB~C)=A~C(C).

Auf jeder gegebenen Menge M , deren Elemente selbst Mengen sind, (Mengen-System), ist die Gleichméchtigkeit
daher eine Aquivalenzrelation und die Quotienten-Menge M / ~ besteht aus Klassen gleichméchtiger Mengen. Jedoch
trifft man auf die Schwierigkeit, dass M evtl. nicht umfassend genug ist und die Menge aller Mengen nicht gebildet
werden darf.

Eine Losung dieses Problems bleibt der Vorlesung iiber Mengenlehre vorbehalten. Wir geben nur das Resultat

wieder:

2.8.2

Jeder Menge A lisst sich eine Méchtigkeit (Kardinalzahl), die wir mit card(A), X(A) oder auch
|A] (Kardinalzahl von A) bezeichnen, derart zuordnen, dass gilt:

(i) |A| = |B| & A ~ B. (Also: Zwei Mengen haben genau dann die gleiche Méchtigkeit, wenn es
eine Bijektion zwischen ihnen gibt.)

(ii) Eine Vergleichsmolichkeit fiir Kardinalzahlen ldsst sich auf folgende Weise (wohl-) definieren:
|A] <|B|:= (3C: C C BA A~ (). Man kann zeigen, dass gilt:

(a) [A] < |A],
(b) (JA| <|B|A|B| <|A]) = |A| = |B| (der Beweis ist nicht einfach) und
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(¢) A <|BIA|B| <|C| = [A] <|C].
Aus Satz (2.7.5) folgt aukerdem: |A| < |B|V |B| < |A|.

Jede Menge von Kardinalzahlen ist damit total geordnet.

2.8.3 Definition

Sei M eine Menge, M # (.

(a) M heifst endlich, falls gilt: In: M ~{z e N: 1 <z <n}=:N,,.

(b) M heiflt abzéhlbar unendlich, falls M ~ N.

(¢) M heift iiberabzdhlbar, falls M weder endlich noch abzéhlbar unendlich ist.

Schreibweisen: (a) |M|=n.
(b) |M|=|N|=%y (Aleph Null).
(c) |M|>Rg.

Ferner || := 0.

Anmerkung. Die Definition (2.8.3) benutzt die Menge N der natiirlichen Zahlen und Teilmengen von ihr; will man
zunédchst ohne N auskommen (und IN mengentheoretisch begriinden), so benutzt man die Definition:
Eine Menge M heift (Dedekind-) unendlich, wenn es eine echte Teilmenge U von M gibt mit
M ~ U, anderenfalls endlich.
Diese und andere Eigenschaften unendlicher Mengen sind ungewohnt.
Beispiel. Hilberts Hotel, das Hotel mit unendlich vielen Zimmern.2!
Ausgangssituation: Gast G; ist in Zimmer ¢ (fiir ¢ € IN); alle Zimmer sind belegt.
1. Fall: Herr Z kommt.

Dann zieht Gast G; in Zimmer 7 + 1 und Gast Z in Zimmer 1.
2. Fall: Unendlich viele Géste Z;, Z2, ... kommen.

Neue Belegung: Gast G, zieht in Zimmer 2m und

Gast Zp,4+1 in Zimmer 2m + 1 — und alle Géste sind untergebracht.

Frage: Erkennen Sie die Anwendung auf N und Z ?

2.8.4 Satz.
(a) |Z ist abzéihlbar . |

3 fall d
Beweis-Andeutung. f:N —Zmitn — ¢ 2 ats n gerade
—"5= falls n ungerade .

(b) | Q ist abzahlbar .|

215, u.a. Funkkolleg Mathematik, Bd. 1, Frankfurt/M., 1971, oder O.Deiser: Einfithrung in die Mengenlehre, Berlin
etc. 2002, oder
URL: http://www.mathematik.de/fuenfminuten/
Ehrhard Behrends: 15. In Hilberts Hotel ist fiir einzelne Géste immer ein Zimmer frei (Volle Hotels gibt es im
Unendlichen nicht).
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Beweis-Andeutung.

(i) Nx N~ N (Abbildungs-Vorschrift (m,n) — 2™=*(2n — 1) )
(ii) Jede Teilmenge einer abzahlbar unendlichen Menge ist abzahlbar unendlich oder endlich.
(iii) QT ~ p(Q") € N x N(~ N), wobei

QF - NxN
()9, .
s (p,q) , p,q teilerfremd.

Zusammenfassung:

Q] = 12| = IN| =: % |

(¢) ’]R ist iiberabzahlbar. ‘

Beweis-Andeutung. (2. Cantorsches Diagonal-Verfahren)
i) RvJ={reR:0<z<1} (Intervall (0,1))

J =R

2r—1
1—[2z—1]

Beweis-Andeutung. f : { ist Bijektion.

T —

J—=R . . a
(ebenso g : s :(E,%) mit Umkehrfunktion y — 3 (lel + 1)) O
xz(x—1

(ii) Annahme: J ist abzéhlbar; dann existiert eine Bijektion N — J; sei diese gegeben durch

22
1 = 0)z11|212 213

2 = 0,221 Z22 | 223

3 — 0,231 232 | 233 | ---

Die Zahl 7 =0,2] 1255 ... mit 2z}, :=
L2z v {z“-—l fiir z;; =8 oder z;;, = 9

ist nicht aufgefiihrt, aber in J, ein Widerspruch!

Zusammenfassung:

22Hierbei seien die Elemente von J als Dezimalbriiche dargestellt und (zum Zwecke der Eindeutigkeit dieser
Darstellung) ...a9 als ... (a+ 1)0 geschrieben.
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2.8.5 Anmerkungen

(i) Man kann sich nun fragen, ob es eine Kardinalzahl gibt, die echt zwischen Rg und ¢ liegt. Die
sogenannte Kontinuumshypothese beinhaltet die Annahme, dass keine solche Kardinal-
zahl existiert; die verallgemeinerte Kontinuumshypothese geht davon aus, dass es keine wei-
tere Kardinalzahl zwischen |M| und |p(M)| = |2 | gibt.Nach Godel und Cohen sind sowohl
die (verallgemeinerte) Kontinuumshypothese als auch deren Negation zu den iibrigen Axio-
men der Mengenlehre (Zermelo-Fraenkel + Auswahlaxiom) widerspruchsfrei, also auch nicht
aus diesen beweisbar. (Siehe auch: http://de.wikipedia.org/wiki/Kontinuumshypothese)

(ii) Definiert man Summe und Produkt zweier Kardinalzahlen geeignet, (die Summe als die Méch-
tigkeit der Vereinigung von disjunkten Reprasentanten und das Produkt als Méachtigkeit des
kartesischen Produkts zweier Représentanten), so liasst sich eine Kardinalzahl-Arithmetik
entwickeln; z.B. gilt Xg + 1 = Xy = Xy + Ry (vgl. Hilberts Hotel !) und Folgendes:

Ist (A,)uer eine Familie von Mengen mit |A,| < Ry fiir alle u € I; dann folgt

| Aul <D 1ALl < 1] - Ro = max(| 1], Ro).
pel pnel

(Diese Tatsache werden wir in Satz 8.4 anwenden.)
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