
§ 10 Lineare Abbildungen und ihre Anwendung auf lineare Gleichungssysteme I

Generalvoraussetzung: Seien K Körper und V, V ′ K-Vektorräume.
Um Strukturähnlichkeiten auch bei nicht-isomorphen Vektorräumen beschreiben und
untersuchen zu können, definieren wir Vektorraum-Homomorphismen. Diese lassen sich
darüber hinaus auf die Theorie Linearer Gleichungssysteme, auf geometrische Abbildun-
gen und auf Abbildungen aus der Analysis anwenden.

10.1 Definitionen: Lineare Abbildung, VR-Isomorphismus u.ä.

(Wiederholung von 8.7)

(i) Eine Abbildung f : V → V ′ heißt lineare Abbildung (lineare Transformation,
K-Homomorphismus,Vektorraum-Homomorphismus, linearer Operator),
wenn gilt:

(1) ∀v, w ∈ V : f(v + w) = f(v) + f(w) (Additivität)

(2) ∀v ∈ V ∀λ ∈ K : f(v · λ) = f(v) · λ (Homogenität)

Anmerkung.
Ein Vektorraum-Homomorphismus ist insbesondere Gruppen-Homomorphismus von
(V,+) in (V ′,+′).

(ii) EinVektorraum-Isomorphismus ist ein bijektiver Vektorraum-Homomorphismus.

(iii) Ein surjektiver Homomorphismus heißt Epimorphismus.

Ein injektiver Homomorphismus heißt Monomorphismus.

(iv) Ein Homomorphismus von V in sich heißt Endomorphismus.

Ein Isomorphismus von V auf sich heißt Automorphismus.
Automorphismen dienen insbesondere der Beschreibung von Symmetrien in Vek-
torräumen.

10.2 Beispiele

(a) Für 1 ≤ k ≤ n ist die k-te Projektion prk :
{
Kn → K
(ξ1, . . . , ξk, . . . , ξn) 7→ ξk

linear.

(b) Für α ∈ K ist σα :

{
Kn → Kn

(ξ1, . . . , ξn) 7→ (ξ1α, . . . ξnα) = (ξ1, . . . , ξn)α
eine lineare Abbildung (geometrische Interpretation: Streckung mit Zentrum o und
Streckfaktor α).

(c) Nach folgender Anmerkung definieren wir eine weitere lineare Abbildung.
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10.3 Anmerkung: Matrixschreibweise∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

Seien n,m ∈ N und αij ∈ K für i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n} !
aij ist mit „doppeltem Index“ versehen; diese Schreibweise benutzen wir abkür-
zend für α(i,j); die Familie A = (αij)(i,j)∈{1,...,m}×{1,...,n} gibt man oft in „Matri-
zenform“ an.

A =

α1 1 α1 2 . . . α1n
...

...
...

αm 1 αm 2 . . . αmn


und nennt sie Matrix. Die Menge aller dieser Matrizen über K mit festem n
und m bezeichnen wir mit K(m,n).

Besonders eignet sich die Matrixschreibweise für die Angabe der Koeffizienten
eines linearen Gleichungssystems:∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥∥

(∗)


α1 1ξ1 + α1 2ξ2 + · · ·+ α1nξn = β1
...
αm 1ξ1 + αm 2ξ2 + · · ·+ αmnξn = βm

bzw. abgekürzt



n∑
j=1

α1 jξj = β1

...
...

n∑
j=1

αmjξj = βm

10.4 Beispiele (Fortsetzung)

(a) (i) (Fortsetzung von 10.2(c))
Durch Anmerkung 10.3 motiviert definieren wir eine Abbildung

fA :


Kn→Km

(ξ1, . . . , ξn) 7→
( n∑
j=1

α1 jξj, . . . ,
n∑
j=1

αmjξj
)

und stellen fest, dass (ξ1, . . . , ξn) genau dann eine Lösung von (∗) ist, wenn
fA(ξ1, . . . , ξn) = (β1, . . . , βm)

gilt.

Es ist also sinnvoll, sich mit Abbildungen der Form fA zu beschäftigen.

(ii) Behauptung: Es gilt folgender Satz:

fA ist ein Vektorraum-Homomorphismus, also linear.
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Beweis.
fA
(
(ξ1, . . . , ξn) + (η1, . . . , ηn)

)
=
( n∑
j=1

α1 j(ξj + ηj), . . . ,
n∑
j=1

αmj(ξj + ηj)
)

=
( n∑
j=1

α1 jξj+
n∑
j=1

α1 jηj, . . . ,
n∑
j=1

αmjξj+
n∑
j=1

αmjηj
)

= fA
(
(ξ1, . . . , ξn)

)
+ fA

(
(η1, . . . , ηn)

)
;

fA
(
(ξ1, . . . , ξn) · λ

)
= fA

(
(ξ1λ, . . . , ξnλ)

)
=
( n∑
j=1

α1 jξjλ, . . . ,
n∑
j=1

αmjξjλ
)

= fA
(
(ξ1, . . . , ξn)

)
· λ .

Alternativer Beweis (Idee):
Das Skalarprodukt zi · x für jede Zeile zi von A ist linear.

Anmerkungen:
(1) In Beispiel (a) sind die Beispiele 10.2 (a) und (b) als Spezialfälle enthalten:

(i) Wählt man in (a) m = 1, α1 k = 1 und α1 j = 0 für j 6= k, dann wird die
Zuordnungsvorschrift zu (ξ, . . . , ξn) 7→ (1 · ξk). Und (ξk) identifizieren wir
mit ξk. Die zugehörige Matrix ist A = (0 . . . 0 1 0 . . . 0) (mit 1 an der k-ten
Stelle). (Projektion, s.o.)

(ii) Setzt man in (a) n = m und 42 αi j = αδi j, so ergibt sich

(ξ1, . . . , ξn) 7→ (αδ1 1ξ1, . . . , αδnnξn) = (αξ1, . . . , αξn) = (ξ1, . . . , ξn) · α. Die

zugehörige Matrix ist


α 0 . . . 0 0
0 α . . . 0 0
... . . . ...
0 0 . . . α 0
0 0 . . . 0 α

; (zentische Streckung, s.o.)

(2) Wählt man αi j = 0 für alle i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, so erhält man die
„Nullabbildung “ Kn → Km mit (ξ, . . . , ξn) 7→ o.

(3) (Beispiel aus der Codierungstheorie; vgl.(1.5) !)

(i) Zufügen eines Kontrollbits

Für K = GF(2) ist die Codierung K4 → K5, die durch
a1a2a3a4 7→ a1a2a3a4a5 mit a5 = a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 (Paritätskontrollbit)
definiert ist, eine lineare Abbildung; zu ihr gehört die Matrix

A1 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 1 1 1


42Erinnerung: δi j :=

{
0 für i 6= j
1 für i = j

.
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(vgl. Anmerkung 10.3 !)

(ii) Paritätskontrolle

Auch die lineare Abbildung fA2 : K
5 → K definiert durch

a1a2a3a4a5 7→ a1 ⊕ a2 ⊕ a3 ⊕ a4 ⊕ a5 mit Matrix A2 =
(
1 1 1 1 1

)
ist

von Bedeutung: Wegen a1 ⊕ a2 ⊕ . . . ⊕ a4 ⊕ a5 = 2a1 ⊕ . . . ⊕ 2a4 = 0 ist
die Menge der Codewörter gerade gleich Kern fA2 . (Vgl. Bemerkung 10.6,
s.u.!)

(4) (Ein Beispiel aus der Populationsdynamik):

Ein einfaches Modell für die Entwicklung eines Käfers sieht folgendermaßen aus:
Aus den Eiern schlüpfen nach einem Monat Larven, nach einem weiteren Monat
werden diese zu Käfern, die dann wieder Eier legen und anschließend sterben.
Die Übergänge bei jedem „Generationswechsel“ seien gegeben durch folgende
Tabelle

Eier Larven Käfer (vor dem Generationenwechsel)
Eier 0 0 s3
Larven s1 0 0
Käfer 0 s2 0
(nach einem Monat)

Dabei sei s1 die Wahrscheinlichkeit, dass aus einem gelegten Ei eine Larve
schlüpft, s2 die Wahrscheinlichkeit, dass aus einer Larve ein Käfer entsteht und
s3 die Anzahl der Eier, die ein Käfer im Monat durchschnittlich legt.

Die Abbildung, f : R3 → R3 definiert durch

(n1, n2, n3) 7→ (n′1, n
′
2, n

′
3) = (s3n3, s1n1, s2n2)

gibt die Veränderung der Anzahlen der „Generationen“ wieder.

Die Abbildung f ist linear; zu ihr gehört die Matrix 0 0 s3
s1 0 0
0 s2 0


(vgl. Bsp. (c) und obige Tabelle).
Weitere Literatur: J. Lighthill: Newer uses of mathematics, Penguin 1978

E. Lehmann: Matrizenrechnung, BSV 1975
E. Lehmann: Endliche homogene Markoffsche Ketten,

BSV 1973.

(b) (Ein Beispiel aus der Analysis):

Sei V der R-Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen, also
V =

{
(αn)n∈N| lim

n→∞
αn existiert

}
mit komponentenweiser Addition und S-Multi-

plikation:
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(αn)n∈N + (βn)n∈N := (αn + βn)n∈N und (αn)n∈N · λ := (αnλ)n∈N.

V ist dann Unterraum von RN. Wegen lim
n→∞

(αn + βn) = lim
n→∞

αn + lim
n→∞

βn und

lim
n→∞

(αnα) =
(
lim
n→∞

αn
)
α ist die folgende Abbildung ebenfalls eine lineare Abbil-

dung:

lim :

{
V →R

(αn)n∈N 7→ lim
n→∞

αn

(c) (Weiteres Beispiel aus der Analysis):
Sei V = V ′ := P(R) = {f | f(x) = α0 + α1x+ . . . + αnx

n}, der R-Vektorraum der
Polynomabbildungen, sowie

D :

{
P(R)→P(R)

f 7→D f
mit (D f)(x) :=

d

dx
f(x) = f ′(x) .

Nach den Sätzen der Differential-Rechnung gilt

[
D(f1 + f2)

]
(x) = (f1 + f2)

′(x) = f ′1(x) + f ′2(x) =
[
(D f1) + (D f2)

]
(x)

und

[
D(αf)

]
(x) = (αf)′(x) = αf ′(x) =

[
α(D f)

]
(x) für alle x ∈ R.

Daher ist D linear, also Vektorraum-Homomorphismus.

(d) Beispiel (in Fortsetzung von (1.4)):
Sei V der R-Vektorraum der zweimal differenzierbaren reellen Funktionen und
D : V → Abb(R,R) definiert durch D f = f ′′ + 4f . Dann ist D linear:

D(λf + g) = (λf + g)′′ + 4(λf + g) = λ(f ′′ + 4f) + (g′′ + 4g) = λD f +D g .

Der Lösungsraum der homogenen Differentialgleichung y′′ + 4y = 0 (vgl. (1.4)) ist
gerade gleich dem Kern von D (s. auch 10.6 !).

(e) Für V = C[a, b] definiert f 7→
b∫
a

f(t)dt eine lineare Abbildung von V in R.

10.5 Anmerkung: Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Im Fall endlicher Dimensionen von V und V ′ ist es üblich, die Abbildung x 7→ fA(x) als
eine Multiplikation von x mit der Matrix A zu interpretieren. Dazu beachten wir, dass
wir das lineare Gleichungssystem (∗) auch in folgender Form schreiben können:

n∑
j=1

α1jξj

...
n∑

j=1
αmjξj

 =


β1
...
...
βm

 .
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Bei dieser Schreibweise ist die linke Seite gleich dem als Spalte geschriebenen Vektor

fA(x) = (
n∑
j=1

α1jξj, . . . ,
n∑
j=1

αmjξj). Konsequenter Weise schreiben wir dann auch die Vek-

toren b und x als Spalten:

b =

β1
...
βm

 und x =

ξ1...
ξn


Eine Multiplikation zwischen der Matrix A und dem Spaltenvektor xwird
dann definiert, indem man A · x als den Spaltenvektor fA(x) nimmt; den i−ten Eintrag
von A · x erhält man also als kanonisches Skalarprodukt der i−ten Zeile von A mit dem
Spaltenvektor x. (Dies setzt natürlich voraus, dass die Anzahl der Spalten von A gleich
der der Zeilen von x ist.)
Schematisch:


1.Zeile




S
p
a
l
t
e

 =


•  , . . .

 i.te Zeile




 =

 • i.

 , . . . ,


letzte Zeile




 =


•

 .

Der i−te Schritt (i = 1, . . . ,m) bei dieser Multiplikation wird beschrieben durch das
folgende Schema:

mal Spalte ξ1
...
ξn


↓

i-te
Zeile


α11 . . . α1n
...

...
αi1 . . . αin
...

...
αr1 . . . αmn

→


...
γi
...

 mit γi =
n∑
j=1

αijξj

Dabei ist, wie oben schon erwähnt, γi das kanonische Skalarprodukt zwischen der i−ten
Zeile ai• := (αi1 . . . αin) von A und dem Vektor x = (ξ1 . . . ξn).
Das lineare Gleichungssystem (∗) können wir nun in der Form

A · x = b

schreiben.
Nach etwas Theorie werden wir diese auf lineare Gleichungssyteme anwenden:
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10.6 Bemerkung: lineare Abbildung als Gruppen-Homomorphismus

Ein Vektorraum-Homomorphismus f : V → V ′ ist (wegen der Additivität) insbesondere
ein Gruppen Homomorphismus (V,+)→ (V ′,+).(Vgl. auch Anmerkung (i) nach 10.1 !)
Damit sind Definitionen und Aussagen aus §4 auf f anwendbar.

U.a. sind definiert
Kern f = {v ∈ V |f(v) = o} und Bildf =

Imf = {v′ ∈ V ′|∃v ∈ V : f(v) = v′} = f(V ).
Nach (4.4) sind Kern f und Bild f Untergrup-
pen von (V,+) bzw. (V ′,+). Es gilt darüber
hinaus:

~o

Bild f

Kern f

V V ′

f

Figur 10.1: Kern und Bild
einer linearen Abbildung.

10.7 Satz (Kern und Bild einer linearen Abbildung)

Ist f : V → V ′ Vektorraum-Homomorphismus, so gilt

(a) Kern f ist ein Unterraum von V .

(b) Bild f ist ein Unterraum von V ′.

Beweis.

(a) Kern f ist Untergruppe von (V,+) (s.o.), insbesondere additiv abgeschlossen und
nicht leer. Außerdem gilt

v ∈ Kern f ⇒ f(v) = o⇒ f(vλ) = f(v) · λ = o⇒ v · λ ∈ Kern f.

Damit ist Kern f abgeschlossen bzgl. Addition und S-Multiplikation. Aus dem Unter-
raum-Kriterium (6.4) folgt die Behauptung.

(b) Für λ ∈ K und v′ ∈ Bild f gilt ∃v ∈ V : f(v) = v′ und
f(vλ) = f(v) · λ = v′λ ∈ Bild f . Im Übrigen verläuft der Beweis wie in (a). �

10.8 Anwendung

(i) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a), jetzt für Spalten- statt Zeilenvektoren:

SeienA =

α1 1 . . . α1n
...

...
αm 1 . . . αmn

 mit αi j ∈ K und fA :



K(n,1)→K(m,1)

ξ1...
ξn

 7→


n∑
j=1

α1 jξj,

...
n∑
j=1

αmjξj

 ,

also fA(x) = Ax. Dann gilt:
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ξ1...
ξn

 ∈ Kern fA ⇔ (∗∗)


α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn =0

...
...
...

αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn=0

Das System (∗∗) heißt System von m homogenen linearen Gleichungen in n Un-
bekannten mit Koeffizientenmatrix A. Die Menge aller Lösungen eines Gleichungs-

systems, d.h. die Menge aller n-Tupel

ξ1...
ξn

 ∈ K(n,1) , die das Gleichungssystem

erfüllen, nennen wir Lösungsraum. Aus (10.7) folgt wegen L0 = Kern fA damit:

10.9 Satz (Lösungsraum eines homogenen linearen Gleichungssystems)

Der Lösungsraum L0 eines homogenen linearen Gleichungssystems in n Unbekannten
über dem Körper K ist ein Unterraum von Kn, also selbst K-Vektorraum.

Anmerkung. Vgl. dazu Beispiel (1.3).
Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a)β1

...
βm

 ∈ Bild fA ⇔ ∃

ξ1...
ξn

 ∈ K(n,1) :


n∑
j=1

α1 jξj

...
n∑
j=1

αmjξj

 =

β1
...
βm



⇔ ∃

ξ1...
ξn

 ∈ K(n,1) :


α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn = β1

...
...

...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn= βm

(∗)

Für das lineare Gleichungssystem (∗) in n Unbekannten über dem Körper K mit Koef-
fizientenmatrix A halten wir fest:
10.10 Satz (Lösbarkeit eines LGS)

Genau dann ist das lineare Gleichungssystem

(∗)


α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn = β1

...
...

...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn= βm

über K lösbar, wenn gilt:

β1
...
βm

 ∈ Bild fA mit fA :



K(n,1)→K(m,1)

x =

ξ1...
ξn

 7→


n∑
j=1

α1 j ξj

...
n∑
j=1

αmj ξj

 = Ax (= fA(x)) .
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Weitere Anwendungs-Beispiele

(ii) Vgl. mit Beispiel (10.4c) !

Für D :

 R[x]→R[x]
n∑
i=0

αix
i 7→

n∑
i=1

iαiX
i−1 gilt

KernD = {f(x) ∈ R[x] | f(x) konstant}.

Beweisskizze: Aus
∑
iαix

i = 0 für alle x ∈ R folgt α1 = . . . αn = 0, also f(x) = α0

für alle x ∈ R.
Alternativ kann man dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung argumentieren:

f ′ ≡ 0⇒ ∃ ξ ∈ (x, y) : 0 = f ′(ξ) =
f(x)− f(y)

x− y
⇒ f(x) = f(y).

(iii) Fortsetzung von Beispiel (10.4) (b):

Ist V der Vektorraum aller konvergenten reellen Zahlenfolgen und f = lim
n→∞

, so ist
Kern f der Unterraum aller reellen Nullfolgen.

(iv) Fortsetzung von Beispiel (10.4d) und (1.4):

In Beispiel (10.4d) hatten wir gesehen, dass der Lösungsraum L der homogenen
Differentialgleichung y′′+4y = 0 Kern einer linearen Abbildung vom Vektorraum V
der zweimal differenzierbaren Funktionen in den Vektorraum Abb(R,R) ist. Daher
ist L ein Unterraum von V ; (vgl. (1.4)!).

Als weitere Aussage erhalten wir aus §4 unmittelbar:

10.11 Hilfssatz ( Kern und Injektivität)

Ist f : V → V ′ Vektorraum-Homomorphismus, so gilt:

(i) v +Kern f ist das volle Urbild von f(v).

(ii) f injektiv ⇔ Kern f = {o} ⇔ |Kern f | = 1.

Beweis. s. (4.5) und (4.6).

Wegen der Kommutativität von (V,+) ist jeder Unterraum von V , als Untergruppe von
(V,+) aufgefasst, Normalteiler. Satz (4.9) liefert also keine über (10.7) (a) hinausgehende
Information.

Fortsetzung von Beispiel (10.4) (a): Aus (10.11) (i) erhalten wir u.a.:

137



Für den Lösungsraum L eines linearen Gleichungssystems 

αι ιξι +. .. + α1 nξη = βι  

(*) 

αm1ξ1+ "'+αmηξη=~m  

über K gilt entweder L = oder L = p +  Lo  ; 

hierbei bezeichnet p E Kin 1> eine spezielle Lösung von (*), (eine sogenannte 
Partikulärlösung), und  Lo  den Lösungsraum des zu (*) gehörenden homoge-
nen Systems 

α1 ι ξι + . ..+ αι ηξη =  0 

m11++  . .. -Ι- αm  ηξη =  0  
~ 	 

{  

10.12 Satz ( Lösungsraum eines linearen Gleichungssystems) 

Beweis. 
(  ΙΙ  

Ist A : _ , b := 

• αm η \Nm/  

, so folgt 

1 ` 	 l 

L 	{ 	E K~n'1~  Ι  .fλ (  Ι 	) = b} = .f.4 (b) 

Falls b Bild fA  gilt, erhält man L =  ς  . Ist L 4  Q1, so existiert ein p E Kn mit fλ(ρ) = b; 

	

. 	 \ 	~ξΡ~ 
es folgt L = p+Κern fA  (s. (10.11) (i)). Dabei ist Kern fA = {  ί 	E Kn~ fq( 	) _ 

{o}} =:  Lo  der Lösungsraum des zugehörigen homogenen Gleichungssystems (**). ❑ 

Beispiel: Sei K = IR,, n = 3, m = 2 

~ 

2ξι+3ξ2 — ξ
ς
3=4 

ι±  2+3 3  

Wir suchen zunächst eine Partikulärlösung. Aus (*) ergibt sich (2 mal 2. Zeile minus 
1. Zeile) 

J 2+ 32 —  3 44 
—ξ2 +3ξΡ3=2 

Setzt man nun z.B. 	= 0, so folgt ξΡ2 = —2 und 1  = 5. Tatsächlich ist p = (5, —2, 0) 
(Partikulär-) Lösung. (Probe wegen Beweisrichtung!) 
Das zu (*) gehörige homogene System ist 

(**) :  I  2ξι+3ξ2-ξ3= 0  
138 	l  ξι+ ξz+ξ3= 0  

bzw. (**ι) 	
2+.3—  ξ3 =  0  

— ξ2+3ξ3=0 



Setzt man ξ3 = 0, so folgt ξ1 = ξ2 = 0. Daher können wir o.B.d.A. von ξ3 6= 0 ausgehen.
Der Lösungsraum ist invariant bzgl. Multiplikation mit einem Skalar. Bis auf ein skalares
Vielfaches des Lösungsvektors ist ξ3 = 1; so ergibt sich ξ2 = 3 und ξ1 = −4. Tatsäch-

lich ist

−43
1

 Lösung (Wegen der Beweisrichtung: Probe!). Daher ist L0 =
〈−43

1

〉
Lösungsraum von (∗∗). Der Lösungsraum von (∗) ist damit

L =

 5
−2
0

+

−43
1

R.
Im affinen Raum AG(R3) ist L eine Gerade durch den Punkt (5,−2, 0). Diese Gerade
ist also durch das Gleichungssystem (∗) beschreibbar.

(−4, 3, 1)

L0 L

z

y

x1

1
1

(5,−2, 0)

Figur 10.2: Geometrische Interpretation des Lösungsraums L eines Linearen Glei-
chungssystems und des Lösungsraums L0 des zugehörigen homogenen
Systems.

Aus (10.12)(ii) folgt auch:

10.13 Satz (Eindeutigkeit der Lösung)

Das lineare Gleichungssystem

(∗)


α1 1ξ1 + · · ·+ α1nξn = β1

...
...

...
αm 1ξ1+ · · ·+αmnξn= βm

über K besitzt höchstens dann eine eindeutige Lösung, wenn das zugehörige
homogene System nur die triviale Lösung besitzt.
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