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Kapitel 1Gruppen
1.1 Algebrais
he StrukturenAlgebra ist die Theorie der algebrais
hen Strukturen. In der Vorlesung wer-den aber nur Gruppen, Ringe und Körper behandelt und einige zahlentheo-retis
he Anwendungen.De�nition 1.1. RelationSeien X, Y Mengen, R � X � Y:(R;X; Y ) oder au
h einfa
h R heiÿt (zweistellige) Relation zwis
hen X undY .R wird häu�g mit � bezei
hnet.Im Fall X = Y heiÿt R au
h Relation auf X.Für (x; y) 2 R s
hreibt man au
h xRy; x �R y oder x � y.Analog werden n-stellige Relationen de�niert als Teilmenge eines Cartesi-s
hen Produktes X1 � � � � �Xn.Beispiel 1.2. Sei P eine Menge von Personen, V eine Menge von Vereinen.Die Mitglieds
haftsbeziehungen werden bes
hrieben dur
h die RelationR := f(x; y)jx 2 P ist Mitglied im Verein y 2 V g � P � V:De�nition 1.3. ÄquivalenzrelationSei � Relation auf X.� heiÿt Äquivalenzrelation, wenn für alle a; b; 
 2 X gilt:a � a (Re�exivität)a � b) b � a (Symmetrie)a � b ^ b � 
) a � 
 (Transitivität)5



6 KAPITEL 1. GRUPPENDe�nition 1.4. ÄquivalenzklasseSei � Äquivalenzrelation auf X, a 2 X. Dann heiÿt die Teilmengefb 2 Xjb � ag =: [a℄ � Xdie von a erzeugte Äquivalenz-Klasse.Satz 1.5.Seien a; b 2 X. Dann gilt [a℄ = [b℄ oder [a℄ \ [b℄ = ;(zwei Äquivalenz-Klassen sind entweder glei
h, oder elementefremd).Beweis.Fall 1 [a℄ \ [b℄ = ;. Der Satz ist trivialerweise erfüllt.Fall 2 [a℄ \ [b℄ 6= ;. Dann 9
 2 [a℄ \ [b℄. Für dieses 
 gilt(
 � a) ^ (
 � b). Aus der Symmetrie und Transitivität von � folgta � b.Nun wird [a℄ � [b℄ gezeigt.Aus d 2 [a℄ folgt d � a und wegen a � b und der Transitivität von �weiter d � b, also d 2 [b℄.Analog folgt [a℄ � [b℄.De�nition 1.6. PartitionSei X eine Menge, T eine Menge von Teilmengen von X.T heiÿt Partition von X falls gilt:1. die Elemente von T sind paarweise disjunkt, und2. die Vereinigung der Elemente von T ist X.Satz 1.7. Jede Partition T einer Menge X induziert eine Äquivalenzrelationauf X dur
h a � b :, 9T1 2 T : (a 2 T1 ^ b 2 T1):De�nition 1.8. AbbildungSei (f; A;B) eine Relation.(f; A;B) heiÿt Abbildung von A na
h B, wenn gilt:Zu jedem a 2 A existiert genau ein b 2 B mit (a; b) 2 f .S
hreibweise: f : A! B, f(a) := b oder a 7!f b.De�nition 1.9. SurjektivDie Abbildung f : A ! B heiÿt surjektiv, falls zu jedem b 2 B mindestensein a 2 A existiert mit f(a) = b.



1.1. ALGEBRAISCHE STRUKTUREN 7De�nition 1.10. InjektivDie Abbildung f : A! B heiÿt injektiv, falls zu jedem b 2 B hö
hstens eina 2 A existiert mit f(a) = b.De�nition 1.11. BijektivDie Abbildung f : A ! B heiÿt bijektiv, falls zu jedem b 2 B genau eina 2 A existiert mit f(a) = b. (Also falls f sowohl surjektiv als au
h injektivist).De�nition 1.12. KompositionSeien f : A! B; g : B ! C zwei Abbildungen.Als Komposition von f und g bezei
hnet man die Abbildung g Æ f : A! C,de�niert dur
h g Æ f(a) := g(f(a)) für alle a 2 A.Bemerkung 1.13. Seien f : A! B; g : C ! D zwei Abbildungen.Na
h De�nition 1.8 sind f und g glei
h genau dann, wenn gilt:A = C; B = D und f(a) = g(a) für alle a 2 A.De�nition 1.14. VerknüpfungSeien X; Y ni
ht leere Mengen.Eine Abbildung f : Y �X ! X heiÿt 2-stellige Verknüpfung auf X.Falls Y 6= X, heiÿt f äuÿere Verknüpfung auf X mit Operatorenberei
h Y .Falls Y = X, heiÿt f innere Verknüpfung auf X.Analog werden n-stellige Verknüpfungen auf X de�niert.In diesem Skript sind alle Verknüpfungen 2-stellig, wenn ni
ht explizit andersvereinbart.Sind x 2 X und y 2 Y , so wird für das �Verknüpfungsergebnis� f(x; y) in derRegel yfx ges
hrieben.Beispiel 1.15. Die Addition und Multiplikation in N , Z, Q und R sind innereVerknüpfungen.De�nition 1.16. kommutativEine Verknüpfung Æ auf X heiÿt kommutativ, fallsa Æ b = b Æ a für alle a; b 2 X.De�nition 1.17. AssoziativEine Verknüpfung Æ auf X heiÿt assoziativ, falls((a Æ b) Æ 
) = (a Æ (b Æ 
)) für alle a; b; 
 2 X.Bemerkung 1.18.Ist Æ eine assoziative Verknüpfung auf X, und x1; : : : ; xn 2 X, so nimmtx1 Æ � � � Æ xn bei jeder Beklammerung denselben Wert an (Siehe Übung).



8 KAPITEL 1. GRUPPENDe�nition 1.19. Algebrais
he StrukturSeien X eine Menge, I eine ni
ht leere Indexmenge und V := ffiji 2 Ig eine(ni
ht leere) Menge von (ni
ht notwendig zweistelligen) Verknüpfungen aufX. Dann heiÿt (X; V ) algebrais
he Struktur.Ist V = ff1 : : : fng endli
h, so s
hreibt man für (X; V ) au
h (X; f1; : : : ; fn).Die Anzahl der Elemente von X heiÿt Ordnung der algebrais
hen Struktur(in Zei
hen jXj oder Ord X). Die Ordnung kann au
h unendli
h sein. Manspri
ht jeweils von einer endli
hen oder unendli
hen algebrais
hen Struktur.De�nition 1.20. Verknüpfungstafel, VerknüpfungsmatrixSeien X := fa1; : : : ; ang eine endli
he Menge und Æ eine innere Verknüpfungauf X. Der algebrais
hen Struktur (X; Æ) wird eine Verknüpfungstafel wiefolgt zugeordnet: Æ a1 � � � aj � � � ana1 a1 Æ a1 � � � a1 Æ aj � � � a1 Æ an... ... � � � ...ai ai Æ a1 � ai Æ aj � ai Æ an... ... � � � ...an an Æ a1 � � � an Æ aj � � � an Æ anDie Matrix 0BBBBB� a1 Æ a1 � � � a1 Æ aj � � � a1 Æ an... � � � ...ai Æ a1 � ai Æ aj � ai Æ an... � � � ...an Æ a1 � � � an Æ aj � � � an Æ an
1CCCCCAheiÿt Verknüpfungsmatrix.De�nition 1.21. IsomorphZwei algebrais
he Strukturen (X; V ) und (X 0; V 0) heiÿen isomorph (in Zei-
hen: (X; V ) �= (X 0; V 0)), wenn gilt:Es existieren bijektive Abbildungen ' : X ! X 0 mit x 7! x0 und  : V ! V 0mit Æ 7! 
, sodaÿ gilt:1. Æ ist innere Verknüpfung von V , 
 ist innere Verknüpfung von V 02. Ist Æ äuÿere Verknüpfung, so besitzen Æ und 
 denselben Operatoren-berei
h Y .3. '(x1 Æ x2) = x01 
 x02 für alle x1; x2 2 X und alle innere Verknüpfungenaus V .



1.2. GRUPPEN 94. '(y Æ x) = y
 x0 für alle x 2 X; y 2 Y und alle äuÿere Verknüpfungenaus V .In der Algebra bes
häftigt man si
h mit algebrais
hen Strukturen. In derVorlesung werden aber nur Gruppen, Ringe und Körper behandelt.1.2 GruppenDe�nition 1.22. Halbgruppe, GruppeSei (G; Æ) eine algebrais
he Struktur.(G; Æ) heiÿt Halbgruppe, wenn Æ assoziativ ist.Eine Halbgruppe (G; Æ) heiÿt Gruppe wenn:1. Es existiert ein Element e 2 G, mit e Æ g = g für alle g 2 G (e heiÿtdann linksneutrales Element von (G; Æ)).2. Zu jedem g 2 G existiert ein g0 2 G mit g0 Æ g = e (g0 heiÿt dannlinksinverses Element zu g in (G; Æ)).Eine Gruppe (G; Æ) heiÿt abels
h (oder kommutativ), falls Æ kommutativ ist.Beispiel 1.23.(Z; �); (N ;+) und (R; �) sind Halbgruppen.(Z;+); (R n f0g; �) und (2Z;+) sind (abels
he) Gruppen.Sei M Menge; PM := ff j f : M ! M bijektive Abbildungg. Dann ist(PM ; Æ) eine Gruppe.Satz 1.24.Sei (G; Æ) Gruppe, e linkneutrales Element. Dann gilt:1. Ein Linksinverses von g ist au
h Re
htsinverses von g.Das heiÿt: g0 Æ g = e) g Æ g0 = e.g0 heiÿt: au
h Inverses von g.2. Eine linkneutrales Element ist au
h re
htsneutrales Element.Das heiÿt: e Æ g = g ) g Æ e = g.e heiÿt au
h neutrales Element oder Eins(element) in G.3. Seien a; b 2 G. Dann sind aÆx = b und xÆa = b in G eindeutig lösbar.4. e ist eindeutig bestimmt.5. Jedes g 2 G besitzt genau ein Inverses (das mit g�1 bezei
hnet wird).



10 KAPITEL 1. GRUPPEN6. Für jedes g 2 G gilt (g�1)�1 = g.7. Für beliebige g1; : : : ; gn 2 G gilt (g1 Æ � � � Æ gn)�1 = g�1n Æ � � � Æ g�11 .Beweis.1. Zu zeigen: g Æ g0 = e.Sei g00 ein Linksinverses von g0. Dann folgte = g00 Æ g0 = g00 Æ (g0 Æ g) Æ g0 = (g00 Æ g0) Æ (g Æ g0) = e Æ (g Æ g0) = g Æ g0:2. g Æ e = g Æ (g0 Æ g) = (g Æ g0) Æ g = e Æ g = g.Man bea
hte, daÿ das vorletzte Glei
hheitszei
hen wegen (1) gilt.3. Eine Lösung von a Æ x = b ist o�enbar a0 Æ b. Sind x1; x2 Lösungen vona Æ x = b, so folgt a Æ x1 = a Æ x2(= b), also a0 Æ a Æ x1 = a0 Æ a Æ x2 unddamit x1 = x2.Die Aussage über x Æ a = b läÿt si
h analog beweisen.4. Na
h De�nition existiert eine Eins e. Jede Eins ist Lösung von xÆe = e.Na
h dem vorherigen Teil des Satzes ist die Lösung eindeutig bestimmt.5. Jedes g 2 G besitzt genau ein Inverses als Lösung von x Æ g = e.6. (g�1)�1 und g sind beide Lösungen von x Æ g�1 = e na
h dem erstenTeil des Satzes, na
h dem dritten Teil sind dann beide Elemente glei
h.7. Wegen der Assoziativität von Æ ist (g�1n Æ � � � Æ g�11 ) Æ (g1 Æ � � � Æ gn) = e,und na
h dem vierten Teil des Satzes ist das Inverse eindeutig.Bemerkung 1.25.1. Bei additiver S
hreibweise wird das neutrale Element einer Gruppe i.A.mit 0 bezei
hnet und g�1 wird mit �g bezei
hnet. Bei multiplikativerS
hreibweise wird das neutrale Element i.A. mit 1 bezei
hnet.2. In De�nition 1.22 kann man au
h analog ein re
htsneutrales Elementund Re
htsinverse fordern und einen dem Satz 1.24 entspre
hendenSatz beweisen.3. Es gibt Halbgruppen, die eine Re
htseins und Linksinverse besitzen,aber keine Gruppe sind; z.B.:(H; Æ) mit H = fe; ag; e Æ e = e, e Æ a = e, a Æ e = a; a Æ a = a.Satz 1.26. Sei (G; Æ) Halbgruppe. Dann gilt:(G; Æ) ist Gruppe , 8a; b 2 G : a Æ x = b und x Æ a = b sind in G lösbar.



1.2. GRUPPEN 11Beweis. ): na
h Satz 1.24.(: (G; Æ) ist Halbgruppe, also ist G 6= ; und es existiert ein g 2 G. Na
hVoraussetzung existiert ein e 2 G mit e Æ g = g als Lösung von x Æ g = g.Sei a 2 G beliebig. Dann existiert (na
h Voraussetzung) ein b 2 G mita = g Æ b als Lösung von a = g Æ x.Es folgt e Æ a = e Æ (g Æ b) = (e Æ g) Æ b = g Æ b = a. e ist also linksneutral.Für jedes g 2 G ist eine Lösung von x Æ g = e linksinverses Element vong.De�nition 1.27. Regulär (Kürzungsregel)Eine Halbgruppe (H; �) heiÿt regulär, wenn für alle a; x; y 2 H gilt:(a � x = a � y ) x = y) und (x � a = y � a) x = y):Satz 1.28. Jede endli
he reguläre Halbgruppe ist Gruppe.Beweis.Seien (H; �) eine endli
he reguläre Halbgruppe, a 2 H beliebig aber fest,f : H ! H; f(x) := x �a und g : H ! H; g(x) := a �x Abbildungen. f und gsind injektiv (wegen der Regulärität), also bijektiv (da H endli
h ist). Alsosind x � a = b und a � x = b lösbar für alle a; b 2 H. Na
h Satz 1.26 folgt dieBehauptung.Bemerkung 1.29.1. (N ;+) ist reguläre Halbgruppe, die ni
ht Gruppe ist.2. Eine Unterhalbgruppe einer Gruppe ist stets regulär.Beispiel 1.30. Seien (K;+; �) Körper, n 2 N .Sei Gl(n;K) die Menge aller n� n Matrizen mit Elementen aus K und De-terminante ni
ht Null.Sei Sl(n;K) die Menge aller n � n Matrizen mit Elementen aus K und De-terminante Eins.Dann sind (Gl(n;K); �), (Sl(n;K); �) Gruppen.Beispiel 1.31. Seien (G; Æ) endli
he Halbgruppe, G = fa1; : : : ; ang, M diezugehörige Verknüpfungsmatrix.Dann gilt: Æ kommutativ , M ist symmetris
h.ai Æ x = b lösbar , In der i-ten Zeile von M tritt b auf.Na
h Satz 1.26 folgt:(G; Æ) ist Gruppe,In jeder Zeile und Spalte der Verknüpfungsmatrix trittjedes Element aus G genau einmal auf.



12 KAPITEL 1. GRUPPENBeispiel 1.32. Gruppen mit kleiner Ordnung1. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 1, nämli
h(G; Æ) mit G = feg und e Æ e = e.2. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 2, nämli
h(G; Æ) mit G = fe; ag und der Verknüpfungstafel:Æ e ae e aa a e3. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 3, nämli
h(G; Æ) mit G = fe; a; bg und der Verknüpfungstafel:Æ e a be e a ba a b eb b e a4. Versu
ht man für eine Gruppe der Ordnung 4, alle mögli
hen Verknüp-fungstafeln aufzustellen, so erhält man wegen Beispiel 1.31 die folgen-den Mögli
hkeiten (e ist das neutrale Element):Æ1 e a b 
e e a b 
a a e 
 bb b 
 e a
 
 b a e Æ2 e a b 
e e a b 
a a e 
 bb b 
 a e
 
 b e a Æ3 e a b 
e e a b 
a a b 
 eb b 
 e a
 
 e a b Æ4 e a b 
e e a b 
a a 
 e bb b e 
 a
 
 b a eDur
h probieren läÿt si
h feststellen, daÿ alle vier algebrais
hen Struk-turen das Assoziativgesetz erfüllen.Vertaus
ht man in Æ2 a und b, so erhält man Æ3. Vertaus
ht man in Æ4 
und b, so erhält man Æ3. Damit sind die Gruppen mit Æ2; Æ3 und Æ4 iso-morph. Also gibt es bis auf Isomorphie genau 2 Gruppen der Ordnung4:Die Kleins
he Vierergruppe: (G; Æ1) mit G = fe; a; b; 
g heiÿtKleins
he Vierergruppe. Quadrate sind stets e. Das Produkt zwei-er ni
ht neutraler Elemente ist immer das dritte ni
ht neutraleElement. Die Kleins
he Vierergruppe ist abels
h.Die Zyklis
he Gruppe der Ordnung 4: (Siehe De�nition 1.50 aufSeite 17.) S
hreibt man in(G; Æ3) statt fe; a; b; 
g, die Menge



1.3. UNTERGRUPPEN, NORMALTEILER 13f0; 1; 2; 3g, so erhält man die additive Gruppe Z modolo 4.Das Verknüpfungsergebnis zweier Elemente erhält man danndur
h Addition in Z, Division dur
h vier, und Bildung des Re-stes.Bemerkung 1.33.(Z;+) und (2Z;+) sind Gruppen, und f : Z! 2Z; f(z) = 2 � z ist Isomor-phismus obwohl 2Z & Z. Siehe De�nition 1.21 auf Seite 8.1.3 Untergruppen, NormalteilerDe�nition 1.34. UntergruppeSei (G; Æ) eine Gruppe, U � G. Sei U abges
hlossen bezügli
h Æ, das heiÿt:Für alle u1; u2 2 U gilt u1 Æ u2 2 U . Dann lässt si
h Æ (genauer: Die Ein-s
hränkung von Æ auf U � U) au�assen als Verknüpfung auf U .(U; Æ) heiÿt Untergruppe von (G; Æ), falls (U; Æ) eine Gruppe ist.Für (U; Æ) s
hreibt man häu�g einfa
h U .Bemerkung 1.35.1. Seien (G; Æ) eine Gruppe mit neutralem Element e, U eine Untergruppe.Dann ist e au
h neutrales Element von U .Beweis. Sei e0 neutrales Element von U .Dann gilt e0 Æ e0 = e0 und e0 Æ e = e0. Na
h Satz 1.24.3 ist e0 Æ x = e0eindeutig lösbar, also e = e0.2. Der Dur
hs
hnitt beliebig vieler Untergruppen einer Gruppe ist au
heine Untergruppe dieser Gruppe.3. Die Vereinigung zweier Untergruppen ist ni
ht unbedingt eine Unter-gruppe.Beweis. Seien (G; Æ) Gruppe;U1; U2 Untergruppen von (G; Æ) mitU1 6� U2; U2 6� U1; g1 2 U1 n U2; g2 2 U2 n U1.Dann gilt g1 Æ g2 62 U1 [ U2.Angenommen g1 Æ g2 = u1 2 U1.Dann ist g2 = g�11 Æ u1 2 U1 im Widerspru
h zur Voraussetzung.Analog läÿt si
h zeigen g1 Æ g2 62 U2.Satz 1.36. UntergruppenkriterienSei (G; �) eine Gruppe, U � G; U 6= ;. Dann gilt:U ist Untergruppe, (a; b 2 U ) a � b�1 2 U)



14 KAPITEL 1. GRUPPENBeweis. ): Klar.(: Zu zeigen:1. e 2 U2. 8u 2 U : u�1 2 U3. 8a; b 2 U : a � b 2 U4. � (auf U bes
hränkt) ist assoziativ.Der Beweis dieser Aussagen ergibt si
h wie folgt:1. U ist ni
ht leer, also existiert ein u 2 U , also ist u � u�1 = e 2 U2. e; u 2 U ) e � u�1 = u�1 2 U .3. a; b 2 U ) a; b�1 2 U , also a � (b�1)�1 = a � b 2 U .4. Die Assoziativität von � auf U folgt aus der Assoziativität auf G.De�nition 1.37. NebenklasseSeien (G; �) eine Gruppe, a 2 G und U eine Untergruppe von G.a � U := fa � uju 2 Ug heiÿt die von a erzeugte Linksnebenklasse von U .U � a := fu � aju 2 Ug heiÿt die von a erzeugte Re
htsnebenklasse von U .Satz 1.38. Sei U Untergruppe von (G; �). Dann gilt:1. Zwei Linksnebenklassen von U sind glei
h oder elementefremd.2. Die Linksnebenklassen von U bilden eine Partition von G.Die beiden Aussagen gelten analog für die Re
htsnebenklassen.Beweis.1. Seien a; b 2 G und 
 2 a � U \ b � U .Dann existieren u1; u2 2 U mit 
 = a � u1 = b � u2.Für beliebiges a�u 2 a�U gilt a�u = a�u1 �u�11 �u = b�(u2 �u�11 �u) 2 b�U .Also ist a � U � b � U (analog erhält man bU � aU).2. Für beliebiges a 2 G gilt a = a � e 2 aU .



1.3. UNTERGRUPPEN, NORMALTEILER 15Bemerkung 1.39. Seien (G; �) Gruppe, U Untergruppe und G = Si2I gi �Udie Zerlegung von G in paarweise vers
hiedene Linksnebenklassen von U .Dann heiÿt fgiji 2 Ig vollständiges Repräsentantensystem der Linksneben-klassen von U in G.Dann ist G = Si2I U � g�1i die Zerlegung von G in paarweise vers
hiedeneRe
htsnebenklassen von U .Genauer gilt: Die Abbildung f : fgi � U ji 2 Ig ! fU � g�1i ji 2 Ig de�niertdur
h gi � U 7! U � g�1i ist bijektiv.Es gibt also genausoviele Linksnebenklassen wie Re
htsnebenklassen von U(au
h wenn es unendli
h viele gibt).Die Anzahl der Links- oder Re
htsnebenklassen heiÿt Index von U in G (inZei
hen: [G : U ℄).Beweis. Wir beweisen zunä
hst Si2I U � g�1i = G.Si2I U � g�1i � G ist trivial.Für jedes g 2 G existieren na
h Voraussetzung i 2 I und u 2 U mitg�1 = gi � u.Daraus folgt g = u�1 � g�1i 2 U � g�1i , also Si2I U � g�1i � G.Zu zeigen bleibt, daÿ U � g�1i für i 2 I paarweise vers
hiedene Re
htsneben-klassen sind.Aus Satz 1.38 folgt, daÿ zwei Re
htsnebenklassen paarweise disjunkt oderglei
h sind.Angenommen U � g�1i = U � g�1j ; dann existieren u1; u2 2 U mit u1 � g�1i =u2 � g�1j . Daraus folgt g�1i = u�11 � u2 � g�1j .Also gj = gi � u�11 � u2 und na
h Satz 1.38 ist dann gi � U = gj � U .Na
h Voraussetzung ist dann i = j, also alle U � gi2I sind paarweise vers
hie-den.Bemerkung 1.40. Seien (G; �) Gruppe, U Untergruppe und g 2 G. Danngilt: ' : U ! g � U de�niert dur
h '(u) := g � u und  : U ! U � g de�niertdur
h  (u) := u � g sind bijektiv.Ist G endli
h, so hat jede Nebenklasse von U glei
h viele Elemente wie Uselbst.Satz 1.41. Lagrange (1736 - 1813)Seien (G; �) endli
he Gruppe, U Untergruppe. Dann gilt:jGj = jU j � [G : U ℄:Speziell ist jU j ein Teiler von jGj (in Zei
hen jU j���jGj).Beweis. Sei gi2I ein vollständiges Repräsentantensystem der Linksneben-klassen von U . Na
h Bemerkung 1.40 ist die Abbildung (i; u) 7! gi � u



16 KAPITEL 1. GRUPPENvon I � U na
h G bijektiv, also jIj � jU j = jGj. Aber jIj = [G : U ℄, alsojGj = jU j � [G : U ℄.De�nition 1.42. NormalteilerSei (G; �) Gruppe, U Untergruppe.U heiÿt Normalteiler (NT) von G (in Zei
hen: U CG), wenn gilt:g � U = U � g für alle g 2 G.(A
htung: Gefordert wird die Glei
hheit der entspre
henden Nebenklassen,ni
ht die Glei
hheit g � u = u � g für alle g 2 G; u 2 U .)Beispiel 1.43. Jede Gruppe (G; Æ) hat die sogenannten trivialen Normaltei-ler feg und G.Bemerkung 1.44. Seien U Untergruppe von G,N Normalteiler von G mit N � U .Dann ist N Normalteiler von U , und die Menge der Nebenklassen von N inU ist Teilmenge der Nebenklassen von N in G.Beweis. N ist Normalteiler von G , gN = Ng für alle g 2 GN ist Normalteiler von U , gN = Ng für alle g 2 USatz 1.45. Normalteiler-KriterienSei (G; �) Gruppe, U Untergruppe. Dann sind die folgenden Aussagen äqui-valent:1. g � U = U � g für alle g 2 G (U ist Normalteiler von G).2. g � U � g�1 = U für alle g 2 G.3. g � U � g�1 � U für alle g 2 G.Beweis. 1 , 2: trivial.2 ) 3: trivial.3 ) 2: Na
h Voraussetzung gilt gUg�1 � U für alle g 2 G.Dann gilt für alle g 2 G au
h g�1Ug � U und damit au
h U � gUg�1.Satz 1.46. Jede Untergruppe vom Index 2 ist Normalteiler.Beweis. Sei g 2 G, g =2 U . Dann folgt G = U [ gU = U [ Ug.Satz 1.47. Ist (G; �) abels
he Gruppe, so ist jede Untergruppe Normalteiler(klar na
h De�nition).Bemerkung 1.48. Sei (G; Æ) die Gruppe aller Permutationen von f1; 2; 3g,also jGj = 6.Dann ist U = fid; (1; 2)g eine Untergruppe.Es gilt U Æ (2; 3) = f(2; 3); (3; 1; 2)g 6= (2; 3) Æ U = f(2; 3); (1; 3; 2)g, also istU ni
ht Normalteiler von G.



1.4. ZYKLISCHE GRUPPEN 171.4 Zyklis
he GruppenDe�nition 1.49. ErzeugendensystemSei (G; �) eine Gruppe, E � G; E�1 := fg�1jg 2 Eg.E heiÿt Erzeugendensystem von G, wenn si
h jedes g 2 G als Produkt endli
hvieler Elemente aus E [ E�1 darstellen läÿt.De�nition 1.50. Zyklis
hDie Gruppe (G; �) heiÿt zyklis
h (oder zyklis
he Gruppe), falls G ein einele-mentiges Erzeugendensystem besitzt.Beispiel 1.51.1. (Z;+) ist zyklis
h mit 1 als erzeugendes Element.2. Seien n 2 N fest gewählt,�n := 
os �2�n �+ i�sin �2�n � (n-te Einheitswurzel),En := f1; �n; �2n; : : : ; �n�1n g.Dann ist (En; �) zyklis
he Gruppe der Ordnung n mit �n als erzeugen-dem Element (Gruppe der n-ten Einheitswurzeln).3. Im Beispiel 4 auf Seite 12 wurde eine zyklis
he Gruppe der Ordnung 4betra
htet.Bemerkung 1.52. Seien (G; �) eine endli
he Gruppe, g 2 G und m diekleinste natürli
he Zahl mit gm = gi, für ein i mit 0 � i < m. Dann gilt:1. gm = e. (m heiÿt Ordnung von g, au
h Ord g ges
hrieben.)Beweis. Aus gm = gi folgt gm�i = g0(= e).Wegen der Minimalitätseigens
haft von m folgt i = 0.2. < g >:= fe; g; g2; : : : ; gm�1g ist eine zyklis
he Untergruppe von G.3. gi � gm�i = eSatz 1.53. Seien (G; �) eine endli
he Gruppe und g 2 G. Dann gilt:1. Ord g ist Teiler von jGj.2. gjGj = e.Beweis. Zum Beweis beider Aussagen betra
hte die Untergruppe < g > undwende Satz 1.41 (Lagrange) an.



18 KAPITEL 1. GRUPPENSatz 1.54. Sei p eine Primzahl und (G; �) eine Gruppe der Ordnung p.Dann ist (G; �) zyklis
h und wird erzeugt von einem beliebigen g 2 G, mitg 6= e (na
h Satz 1.53.1).Bis auf Isomorphie gibt es also genau eine Gruppe der Ordnung p.Satz 1.55. Jede Untergruppe einer zyklis
hen Gruppe ist selbst au
h zy-klis
h.Beweis. Seien (G; �) zyklis
he Gruppe mit erzeugendem Element g; U Un-tergruppe von G.Dann existiert ein minimales i 2 N1 mit gi 2 U .Wir beweisen, daÿ gi die Untergruppe U erzeugt:Sei gm 2 U beliebig gegeben.Dann liefert die Division mit Rest eine Glei
hung der Form m = q � i+ r mit0 � r < i.Daraus folgt gm|{z}2U = (gi)q|{z}2U �gr, also gr 2 U und damit r = 0.Damit ist gm = (gi)q.Satz 1.56. Seien (G; �) eine Gruppe, � 2 Z und a 2 G besitze die Ordnungn. Dann gilt: a� = e, nj�Beweis. Division von � dur
h n mit Rest liefert eine Glei
hung der Form� = � �n+ r mit � 2 Z; 0 � r < n. Dann gilt: a� = e, ar = e, r = 0.Satz 1.57. Sei (G; �) Gruppe und a 2 G besitze die Ordnung n.Dann besitzt am die Ordnung nggT(n;m) .Beweis. Gesu
ht ist die kleinste natürli
he Zahl q mit (am)q = e.Na
h Satz 1.56 muÿ m � q Vielfa
hes von n sein und m � q ist trivialerwei-se Vielfa
hes von m. Das kleinste gemeinsame Vielfa
he von n und m istn�mggT (n;m) .Satz 1.58.Sei g erzeugendes Element der zyklis
hen Gruppe (G; �) mit jGj = n 2 N .Dann besitzt G zu jedem d 2 N mit djn genau eine Untergruppe Ud derOrdnung d. Ud wird erzeugt von g nd (Ud ist also zyklis
h).Weitere Untergruppen besitzt (G; �) ni
ht.Beweis. Na
h Satz 1.55 besitzt G nur zyklis
he Untergruppen.Na
h Satz 1.57 erzeugt g nd eine Untergruppe Ud der Ordnung d für jedes djn.1Dabei ist N de�niert dur
h N := f1; 2; 3; : : :g.



1.5. PERMUTATIONSGRUPPEN 19Seien nun Ud und U 0d :=<g�> Untergruppen der Ordnung d.Zu zeigen ist: U 0d = Ud.Na
h Satz 1.57 ist nggT(�;n) = d, also ist � Vielfa
hes von nd .Also liegt g� in der von g nd erzeugten Untergruppe Ud.Es folgt U 0d � Ud, also au
h U 0d = Ud.Satz 1.59. Seien (G; �) eine abels
he Gruppe und a; b 2 G mit teilerfremderOrdnung.Dann ist Ord a�b = Ord a �Ord b.Beweis. Seien n die Ordnung von a und m die Ordnung von b.O�enbar ist (a � b)n�m = an�m � bn�m = e (weil (G; �) abels
h ist).Sei (a � b)� = a� � b� = e.Dann folgt a��n � b��n = b��n = e.Na
h Satz 1.56 ist � � n Vielfa
hes von m, und wegen der VoraussetzungggT(n;m) = 1 ist au
h � Vielfa
hes von m.Analog ist � Vielfa
hes von n. Wegen ggT(n;m) = 1 ist dann � au
h Vielfa-
hes von n �m.1.5 PermutationsgruppenDe�nition 1.60. Transformation, PermutationSeien M eine ni
ht leere Menge und ' : M ! M eine bijektive Abbildung.Dann heiÿt ' Transformation von M . Ist M endli
h, so heiÿt ' au
h Permu-tation von M .Bemerkung 1.61. TransformationsgruppeSei M eine ni
ht leere Menge, SM die Menge aller Transformationen von M .Dann ist (SM ; Æ) eine Gruppe.Eine Untergruppe von SM heiÿt Transformationsgruppe von M .(Sn; Æ) bezei
hnet die Gruppe aller Permutationen einer Menge von n Ele-menten. Sie ist bis auf Isomorphie eindeutig und heiÿt Permutationsgruppevom Index n (oder symmetris
he Gruppe vom Index n).Es gilt jSnj = n!Satz 1.62. Jede Gruppe (G; �) ist zu einer Transformationsgruppe isomorph.Genauer: Für beliebiges a 2 G sei fa : G! G de�niert dur
h fa(g) := a � g.Dann gilt:1. fa ist bijektiv.2. Sei FG := ffaja 2 G}. Dann ist (FG; Æ) eine Gruppe. (Als Untergruppevon (SG; Æ), also au
h Transformationsgruppe.)



20 KAPITEL 1. GRUPPEN3. ' : G! FG de�niert dur
h '(g) := fg ist ein Gruppen-Isomorphismus.Beweis.1. klar2. (a) Die Komposition ist assoziativ.(b) fe = id ist neutrales Element.(
) Es gilt fa�1 Æ fa = id. Also ist fa�1 Linksinverses zu fa.(d) Für fa; fb 2 FG gilt fa Æ fb = fa�b 2 FG.3. Trivialerweise ist ' surjektiv. Ferner gilt:fg = fg0 ) g = fg(e) = fg0(e) = g0. Also ' ist injektiv.Unter Verwendung von 2(d) erhält man'(a � b) = fa�b = fa Æ fb = '(a) Æ '(b).Also ' ist Homomorphismus.Eigens
haften von PermutationenSei n 2 N ; n > 1 und f 2 Sn. Eine Mögli
hkeit f darzustellen istdie Funktionstafel: � 1 2 : : : nf(1) f(2) : : : f(n)�Spezielle Permutationen sind Zyklen. Ein Zyklus (a1; : : : ; am) der Länge mist de�niert dur
h a1 7! a2 7! : : : 7! am 7! a1wobei die von a1; : : : ; am vers
hiedene Elemente auf si
h abgebildet werden.De�nition 1.63. TranspositionEin Zyklus der länge 2 heiÿt Transposition.Eine Transposition vertaus
ht also zwei Elemente und läÿt die anderen fest.Ohne Beweis benutzen wir aus der Linearen Algebra:Bemerkung 1.64. Signum1. Jede Permutation ist Produkt elementefremder Zyklen (eindeutig bisauf die Reihenfolge).2. Jede Permutation ist Produkt von Transpositionen (ni
ht eindeutig).3. Sei � 2 Sn mit � = t1 Æ � � � Æ tm = s1 Æ : : : Æ sm0; ti; sj Transpositionen.Dann folgt (�1)m = (�1)m0 :



1.6. BEISPIELE VON GRUPPEN 21sgn � := (�1)m heiÿt Signum, Signatur oder Parität von �.� heiÿt gerade, falls sgn � = 1 und � heiÿt ungerade, falls sgn � = �1.Bemerkung 1.65.1. sgn id = 1 (bea
hte: id = (1; 2)(2; 1)).2. sgn � = sgn ��1.(Bea
hte: Ist � = t1 Æ � � � Æ tk eine Darstellung von � als Produkt vonTranspositionen, so folgt ��1 = tk Æ � � � Æ t1 wegen t2i = id.)3. sgn (�1 Æ �2) = sgn �1 � sgn �2.Satz 1.66. Alternierende GruppeAn := f� 2 Snjsgn � = 1g ist Untergruppe von Sn und heiÿt alternierendeGruppe vom Index n. Es gilt jAnj = jSnj2 = n!2 (da ' : An ! Sn nAn de�niertdur
h '(�) := (1; 2) Æ � bijektiv ist), also ist [Sn : An℄ = 2 und damit ist AnNormalteiler von Sn (na
h Satz 1.46).1.6 Beispiele von GruppenSatz 1.67. QuaternionengruppeSeien e := � 1 00 1� ; i0 := � i 00 �i� ; j := � 0 1�1 0� ; k := � 0 ii 0� :Dann bilden die 8 komplexen Matrizen �e; �i0; �j; �k bezügli
h der Matri-zenmultiplikation eine ni
htkommutative Gruppe (G; �). Diese Gruppe heiÿtQuaternionengruppe.Beweis. Es gilt:1. (i0)2 = j2 = k2 = �e.2. i0 � j = k.j � i0 = �k.3. j � k = i0.k � j = �i0.4. k � i0 = j.i0 � k = �j.



22 KAPITEL 1. GRUPPENAlso ist � eine ni
ht kommutative Verknüpfung auf G. Die Matrizenmultipli-kation ist assoziativ, also ist (G; �) eine Halbgruppe. O�enbar ist e neutralesElement. Die oben angegebenen Verknüpfungsergebnisse zeigen au
h, daÿ je-des Element ein Inverses besitzt.Die Quaternionengruppe spielt eine Rolle bei der Konstruktion des Quater-nionens
hiefkörpers in Ergänzung 2.78.Satz 1.68. Seien�1 := � 1 2 3 4 : : : (n� 1) n1 n (n� 1) (n� 2) : : : 3 2� 2 Sn und�2 := � 1 2 3 4 : : : (n� 1) n2 3 4 : : : n 1� 2 Sn:Dann gilt:1. �2 Æ �1 = �1 Æ ��122. Die von �1 und �2 erzeugte Untergruppe von (Sn; �) hat für n � 3 dieOrdnung 2n und ist ni
ht kommutativ.Sie heiÿt Diedergruppe von Index n und wird mit Dn bezei
hnet.Beweis.1. Gezeigt wird �2 Æ �1 Æ �2 = �1.Es gilt �2 Æ �1 Æ �2(1) = 1 = �1(1);�2 Æ �1 Æ �2(n) = 2 = �1(n).Für i 6= 1; n gilt �2 Æ �1 Æ �2(i) = �2 Æ �1(i + 1) = �2(n � (i � 1)) =n� i+ 2 = �1(i):2. O�enbar besitzt �1 die Ordnung 2, �2 die Ordnung n. Wegen 1 kannalsoDn (n � 3) ni
ht kommutativ sein. Wegen 1 gilt �2Æ�1 = �1Æ�n�12 .Die gesu
hte Gruppe enthält also nur die Elemente��1 Æ ��2 ; 0 � � � 1; 0 � � � n� 1:Zu zeigen bleibt no
h, daÿ diese Elemente paarweise vers
hieden sind.Dazu nehmen wir ��1 Æ ��2 = ��01 Æ ��02 an.Ist � = �0, so folgt � = �0, also die Behauptung.Ist � 6= �0, etwa � = 0; �0 = 1, so folgt �1 = ����02 .Wegen �1(1) = 1 = ����02 (1) gilt ����02 = id, also �0 = �.Daraus folgt ��1 = ��01 , also � = �0 im Widerspru
h zur Voraussetzung.



1.7. GRUPPENHOMOMORPHISMEN 23Bemerkung 1.69. Dn (n � 3) besitzt eine einfa
he geometris
he Deu-tung. Die E
ken eines regelmäÿigen n-E
ks seien etwa im Uhrzeigersinn mit1; 2; : : : ; n dur
hnummeriert. Der Mittelpunkt des n-E
ks sei M .Dann bedeutet �1 eine Spiegelung an der dur
h 1 undM bestimmmten Sym-metriea
hse und �2 eine Drehung um M im Uhrzeigersinn um 2�n .1.7 GruppenhomomorphismenDe�nition 1.70. Seien (G; Æ); (H; �) Gruppen und ' : G ! H eine Abbil-dung.' : G ! H heiÿt (Gruppen-) Homomorphismus, wenn ' relationstreu ist;das heiÿt: '(a Æ b) = '(a) � '(b) für alle a; b 2 G:' : G ! H heiÿt (Gruppen-) Isomorphismus, falls ' auÿerdem bijektiv ist(verglei
he De�nition 1.21 auf Seite 8).Ein (Gruppen-) Isomorphismus ' : G! G heiÿt Automorphismus (von G).Existiert ein (Gruppen-) Isomorphismus ' : G ! H, so heiÿen G und Hisomorphe Gruppen (in Zei
hen: G �= H).Einfa
he Eigens
haften von Gruppenhomomorphismen sind zusammengefaÿtinSatz 1.71. (Gruppen-) HomomorphismenSeien (G; Æ); (H; �) Gruppen mit neutralen Elementen e; e0 und ' : G! HHomomorphismus. Dann gilt:1. '(e) = e0 und '(g�1) = '(g)�1 für alle g 2 G.2. U Untergruppe von G) '(U) Untergruppe von H.Insbesondere ist '(G) Untergruppe von H.N Normalteiler von G) '(N) Normalteiler von '(G).3. V Untergruppe von H ) '�1(V ) Untergruppe von G.V Normalteiler von H ) '�1(V ) Normalteiler von G.Insbesondere ist '�1(fe0g) (der Kern von ') Normalteiler von G.4. G ist abels
h ) '(G) ist abels
h.5. G ist zyklis
h ) '(G) ist zyklis
h.Genauer: Erzeugt g die Gruppe G, so erzeugt '(g) die Gruppe '(G).



24 KAPITEL 1. GRUPPEN6. ' Isomorphismus ) '�1 Isomorphismus.7. Sind '1 : G ! H; '2 : H ! S Homomorphismen, so au
h '1 Æ '2 :G! S.8. Sei Aut G := f'j' : G! G ist Automorhismus}.Dann ist (Aut G; Æ) eine Gruppe und heiÿt Automorphismengruppevon G.9. Seien x 2 G; 'x : G! G de�niert dur
h 'x(g) := x Æ g Æ x�1.Dann ist 'x ein Automorphismus von G.'x heiÿt innerer Automorphismus von G.10. Die inneren Automorphismen von G bilden eine Untergruppe vonAut G (sogar einen Normalteiler, siehe Übungen).11. ' injektiv , Ker ' = feg.Satz 1.72. FaktorgruppeSeien (G; Æ) Gruppe, N Normalteiler von G und G=N := faN ja 2 Gg (inWorten: G na
h N) die Menge der Nebenklassen von N . Dann gilt:1. Dur
h (aN) � (bN) := (a Æ b)N wird eine Verknüpfung � auf G=N de�-niert.2. (G=N; �) ist eine Gruppe (die Faktorgruppe G na
h N).Beweis.1. Zu zeigen ist, daÿ das Verknüpfungsergebnis unabhängig von der Wahlder Repräsentanten der Nebenklassen ist (also wohlde�niert ist):Seien aN = a0N; bN = b0N .Dann wird (a Æ b)N = (a0 Æ b0)N gezeigt.Für geeignete n1; n2 2 N gilt a = a0 Æ n1; b = b0 Æ n2.Dann folgt a Æ b = a0 Æ n1 Æ b0 Æ n2.Da N Normalteiler ist gilt n1 Æ b0 = b0 Æ n01 für geeignetes n01 2 N .Es folgt a Æ b = a0 Æ b0 Æ n01 Æ n1| {z }2N 2 (a0 Æ b0)N . Also (a Æ b)N = (a0 Æ b0)N .2. eN = N ist neutrales Element.a�1N ist zu aN invers.Die Assoziativität von � folgt direkt aus der Assoziativität von Æ.



1.7. GRUPPENHOMOMORPHISMEN 25Beispiel 1.73. Sei n 2 N .Dann ist nZ := fn � zjz 2 Zg eine Untergruppe der kommutativen Gruppe(Z;+), also au
h Normalteiler.Die Faktorgruppe Z=nZ hat die Elemente fnZ; 1+nZ; : : : ; (n�1)+nZg undwird erzeugt von 1 + nZ, ist also zyklis
h.Der folgende Satz ist ein wi
htiges Hilfsmittel in der Gruppentheorie.Satz 1.74. Kanonis
her Homomorphismus, Homomorphiesatz1. Kanonis
her HomomorphismusSeien (G; Æ) Gruppe, N Normalteiler von G.Dann ist  : G ! G=N de�niert dur
h  (g) := gN ein surjektiverHomomorphismus mit Ker  = N .2. HomomorphiesatzSei ' : G! H Gruppenhomomorphismus.Dann ist f : G=(Ker ')! '(G) de�niert dur
h f(aKer ') := '(a) einIsomorphismus.Bemerkung: Ker ' ist Normalteiler.Beweis.1.  ist relationstreu wegen (g1 Æ g2) = (g1 Æ g2)N = g1N � g2N =  (g1) �  (g2).Der Rest ist klar.2. Zunä
hst wird gezeigt, daÿ f wohlde�niert ist. Sei aKer ' = a0Ker '.Dann ist '(a) = '(a0) zu zeigen:Für ein geeignetes g 2 Ker ' gilt a = a0 Æ g.Es folgt '(a) = '(a0 Æ g) = '(a0) � '(g) = '(a0).Ferner ist f surjektiv, da ein beliebiges Element '(a) 2 '(G) als UrbildaKer ' besitzt.f ist o�enbar relationstreu, also Homomorphismus.f ist injektiv, da der Kern trivial ist.Bemerkung 1.75.Ist G eine unendli
he zyklis
he Gruppe, so ist G �= Z.Ist G eine endli
he zyklis
he Gruppe der Ordnung n <1, so ist G �= Zn.Beweis. Sei g erzeugendes Element von G.Dann ist ' : Z! G de�niert dur
h '(z) := gz ein surjektiver Homomorphis-mus.Im Fall jGj =1 ist der Kern trivial.



26 KAPITEL 1. GRUPPENIm Fall jGj = n <1 ist der Kern nZ.Na
h dem Homomorphiesatz (Satz 1.74) folgt die Behauptung.Satz 1.76. Reduktionssatz oder 1. IsomorphiesatzSeien (G; �) Gruppe, U Untergruppe, N Normalteiler, von GUN := fu � nju 2 U; n 2 Ng. Dann gilt:1. UN ist Untergruppe von G, und zwar die kleinste Untergruppe dieU [N enthält.2. U \N ist Normalteiler von U und N ist Normalteiler von UN .3. UN=N �= U=(U \N)Beweis.1. Seien u1n1; u2n2 2 UN mit u1; u2 2 U und n1; n2 2 N . Dann gilt(u1n1)(u2n2)�1 = u1 n1n�12| {z }2N u�12 = u1u�12 � n3 2 UN für ein geeignetesn3 2 N (wegen u�12 N = Nu�12 ). Na
h Satz 1.36 (Untergruppenkriteri-um) auf Seite 13 folgt die Behauptung.2. Na
h dem Homomorphiesatz ist ' : G! G=N de�niert dur
h'(g) := gN ein surjektiver Homomorphismus mit N als Kern.Sei '0 die Eins
hränkung von ' auf U .Dann ist '0 : U ! G=N ein Homomorphismus mit N \ U als Kern.Na
h Satz 1.71.3 ist dann N \ U Normaltieler von U .Sei '00 die Eins
hränkung von ' auf UN .Dann ist '00 : UN ! G=N ein Homomorphismus mit N als Kern.Na
h Satz 1.71.3 ist dann N Normaltieler von UN .3.  : U ! UN=N de�niert dur
h  (u) := uN ist surjektiver Homomor-phismus mit N \ U als Kern.Na
h dem Homomorphiesatz sind U=(U\N) und UN=N Isomorph.Satz 1.77. Kürzungssatz oder 2. IsomorphiesatzSei (G; �) eine Gruppe, U � V seien Normalteiler von G.(U ist Normalteiler von V na
h Bemerkung 1.44.) Dann gilt:1. V=U ist Normalteiler von G=U .2. G=V �= G=U/V=U .



1.8. NORMALISATOR, ZENTRALISATOR 27Beweis. Sei ' : G=U ! G=V de�niert dur
h '(gU) := gV .Dann ist ' wohlde�niert, denn es gilt:gU = g0U ) g 2 g0U � g0V ) gV = g0V .' ist Homomorphismus.' ist surjektiv.Ker (') = V=U . Na
h Satz 1.71.3 ist V=U Normalteiler von G=U , und na
hSatz 1.74 auf Seite 25 folgt die Behauptung 2.1.8 Normalisator, ZentralisatorDe�nition 1.78. KonjugiertSeien (G; �) eine Gruppe; g; g02 G; U; U 0 Untergruppen von G.Dann werden eine Relation � auf G und eine Relation � auf der Menge derUntergruppen von G de�niert dur
hg � g0 :, 9x 2 G mit g = xg0x�1U � U 0 :, 9x 2 G mit U = xU 0x�1:g und g0 heiÿen konjugiert, falls g � g0.U und U 0 heiÿen konjugiert, falls U � U 0.Bemerkung 1.79. � ist Äquivalenzrelation auf G.� ist Äquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen von G.Beweis.Es gilt g = ege�1, also g � g.g � g0 ) g = xg0x�1 für ein geeignetes x 2 G) g0 = x�1gx) g0 � g.Gelte g1 � g2, g2 � g3; etwa g1 = xg2x�1, g2 = yg3y�1 mit x; y 2 G.Dann folgt g1 = xyg3 y�1x�1| {z }(xy)�1 , also g1 � g3.(Für Untergruppen analog).De�nition 1.80. NormalisatorSeien (G; �) eine Gruppe, g 2 G; U Untergruppe von G.Dann heiÿt Mg := fm 2 Gjmgm�1 = gg Normalisator von gund MU := fm 2 GjmUm�1 = Ug Normalisator von U .(bea
hte: mUm�1 = U , mU = Um.)Satz 1.81. Sei (G; �) eine Gruppe, g 2 G, Mg der Normalisator von g. Danngilt:1. Mg ist Untergruppe von G.



28 KAPITEL 1. GRUPPEN2. mgm�1 = ngn�1 , mMg = nMg.3. Die Anzahl der vers
hiedenen zu g konjugierten Elemente ist [G : Mg℄;also Teiler von jGj, falls jGj endli
h.Beweis.1. (a) e 2Mg.(b) m1; m2 2Mg ) m1m2g (m1m2)�1| {z }m�12 m�11 = g ) m1 �m2 2 Mg.(
) m 2Mg ) mgm�1 = g ) m�1gm = g ) m�1 2Mg.2. mgm�1=ngn�1 , n�1mg m�1n| {z }(n�1m)�1=g , n�1m 2Mg , mMg = nMg.3. Folgt aus 1. und 2.Analog zu Satz 1.81 gilt:Satz 1.82.Seien (G; �) eine Gruppe, U eine Untergruppe von G, MU der Normalisatorvon U . Dann gilt:1. MU ist Untergruppe von G (genauer: gröÿte Untergruppe von G, in derU Normalteiler ist).2. mUm�1 = nUn�1 , mMU = nMU .3. Die Anzahl der vers
hiedenen zu U konjugierten Untergruppenist [G :MU ℄; also Teiler von jGj, falls jGj endli
h.Beweis. analog zu Satz 1.81.De�nition 1.83. ZentralisatorSeien (G; �) eine Gruppe, M � G.Dann heiÿt ZM := fg 2 Gj gmg�1 = m| {z }(,gm=mg) 8m 2 Mg der Zentralisator von M .Speziell heiÿt ZG = fg 2 Gjgmg�1 = m 8m 2 Gg das Zentrum von G.Bemerkung 1.84. Der Zentralisator von M ist eine Untergruppe von G.Das Zentrum ZG von G enthält genau alle Elemente g 2 G mit gm = mg füralle m 2 G.Also gilt: ZG = G, G abels
h.Das Zentrum ist ein Normalteiler von G.



1.9. DIREKTE PRODUKTE, ABELSCHE GRUPPEN 291.9 Direkte Produkte, abels
he GruppenSeien (G1; �); (G2; �) zwei Gruppen. De�niere auf G1 �G2 eine Verknüpfung� dur
h (g1; g2) � (g01; g02) = (g1g01; g2g02):Dann ist (G1 �G2; �) eine Gruppe (das direkte Produkt von G1 und G2).Analog wird das direkte Produkt endli
h vieler Gruppen gebildet.Bemerkung 1.85. Das direkte Produkt abels
her Gruppen ist abels
h.Satz 1.86. Seien (G1; �); (G2; �) zyklis
he Gruppen und endli
h. Dann gilt:(G1 �G2; �) ist zyklis
h, ggT(jG1j; jG2j) = 1:Beweis. Sei gi erzeugendes Element von Gi für i 2 f1; 2g, also g�ii = eigenau dann, wenn jGij|�i.Sei zunä
hst ggT(jG1j; jG2j) = d > 1.Dann ist v := jG1j�jG2jd Vielfa
hes von jG1j und jG2j, und für ein beliebigesElement (g�11 ; g�22 ) 2 G1 �G2 folgt (g�11 ; g�22 )v = (g�1�v1 ; g�2�v2 ) = (e1; e2).Also ist (G1 �G2) ni
ht zyklis
h.Sei nun ggT(jG1j; jG2j) = 1 und (g1; g2)� = (e1; e2). Dann ist � Vielfa
hesvon jG1j und jG2j, also au
h von jG1j � jG2j. (g1; g2) erzeugt also G1 �G2.Satz 1.87. Seien (Gn; �) zyklis
he Gruppe der Ordnung n = pa11 � � � parr , pipaarweise vers
hiedene Primzahlen, ai 2 N .Dann ist (Gn; �) isomorph zu einem direkten Produkt zyklis
her Gruppen(Gpaii ; �) der Ordnung paii : Gn �= Gpa11 � � � � �Gparr :Beweis. Na
h Satz 1.86 ist (Gpa11 � � � � � Gparr ; �) zyklis
h von der Ordnungn. Andererseits gibt es bis auf Isomorphie nur eine zyklis
he Gruppe derOrdnung n na
h Bemerkung 1.75.Satz 1.88. Hauptsatz über endli
h erzeugte abels
he Gruppen.Jede endli
h erzeugte abels
he Gruppe ist isomorph zu einem direkten Pro-dukt zyklis
her Gruppen.Zusammen mit Satz 1.87 ergibt si
h:Jede endli
he abels
he Gruppe ist isomorph zu einem direkten Produkt zy-klis
her Gruppen von Primzahlpotenzordnung.Darüber hinaus sind die Faktoren bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.Beweis. Siehe [2℄ dur
h vollständige Induktion, [3℄ im Rahmen der Modul-theorie.



30 KAPITEL 1. GRUPPENBeispiel 1.89.Seien p eine Primzahl, (Gp; �) zyklis
he Gruppe der Ordnung p, (Gp2; �) zy-klis
he Gruppe der Ordnung p2.Dann sind (Gp2; �); (Gp�Gp; �) die einzigen abels
hen Gruppen der Ordnungp2 (bis auf Isomorphie).Der Beweis folgt direkt aus Satz 1.88.Satz 1.90. Inneres Direktes ProduktSeien N1; N2 Normalteiler der Gruppe (G; �) mit N1 \N2 = feg undN1 �N2 := fn1 � n2jn1 2 N1; n2 2 N2g = G. Dann gilt:1. Jedes g 2 G läÿt si
h eindeutig darstellen in der Form g = n1 � n2 mitn1 2 N1; n2 2 N2:2. n1 � n2 = n2 � n1 für alle n1 2 N1; n2 2 N2.3. ' : G! N1�N2 de�niert dur
h '(g) := (n1; n2) für alle g = n1 �n2 2 Gist ein Isomorphismus.Man sagt kurz: G ist inneres direktes Produkt von N1; N2.Beweis.1. Die Existenz der Darstellung ist klar na
h Voraussetzung.Gelte n1 � n2 = n01 � n02 mit n1; n01 2 N1 und n2; n02 2 N2.Dann folgt n0�11 � n1 = n02 � n�12 2 N1 \N2, also n0�11 � n1 = e = n02 � n�12 ,und damit n1 = n01; n2 = n02.2. n1n2 = n2n1 ist glei
hwertig mit n�12 n1n2n�11 = e.Andererseits gilt n�12 n1n2n�11| {z }2N2 2 N2 und n�12 n1n2| {z }2N1 n�11 2 N1.3. Folgt aus 1 und 2.1.10 Einbettung von Halbgruppen in GruppenSei (H; �) Halbgruppe, also � ist assoziative Verknüpfung. Untersu
ht werdensoll die Frage, wann eine Gruppe (G; �) existiert, die eine zu H isomorpheHalbgruppe enthält.Existiert eine sol
he Gruppe (G; �), so ist (H; �) regulär.Die Umkehrung gilt ni
ht (siehe [1℄ Seite 115), aber es gilt:Satz 1.91.Sei (H; �) kommutative, reguläre Halbgruppe.Dann existiert eine Gruppe (G; �), die eine zu (H; �) isomorphe Halbgruppeenthält.



1.10. EINBETTUNG VON HALBGRUPPEN IN GRUPPEN 31Beweis. Um einen Leitfaden für die Konstruktion von (G; �) zu bekommen,führen wir die folgende Vorbetra
htung dur
h.Wir nehmen an, daÿ (G; �) eine Gruppe ist, die H enthält.Da H abels
h ist, gelten für alle a; b 2 H die Glei
hungen ab = ba undb�1a = ab�1.Dann ist U := fab�1ja; b 2 Hg eine Untergruppe von G na
h Satz 1.36(Untergruppenkriterium) auf Seite 13.Ferner gilt H � U weil aa|{z}2H a�1 = a 2 U für alle a 2 H, und U ist eineminimale Untergruppe von G mit H � U .Da H abels
h ist, gilt ab = ba, also b�1a = ab�1.Ausserdem gilt ab�1 = 
d�1 , ad = b
.Wir nehmen uns U als Vorbild für die Konstruktion der gesu
hten Gruppe(G; �).Sei M := H �H.Auf M wird eine Relation � de�niert dur
h(a; b) � (
; d) :, ad = b
:Es ist lei
ht zu zeigen, daÿ � Äquivalenzrelation ist.[a; b℄ bezei
hne die von (a; b) erzeugte Äquivalenzklasse.Sei G die Menge der Äquivalenzklassen.Auf G wird eine Verknüpfung � de�niert dur
h[a; b℄ � [
; d℄ := [a
; bd℄:Die Zuordnung ist wohlde�niert, denn aus (a; b) � (a0; b0)^(
; d) � (
0d0) alsoab0 = a0b ^ 
d0 = d
0 folgt a
b0d0 = bda0
0 also (a
; bd) � (a0
0; b0d0).(G; �) ist Gruppe. Die Assoziativität ist o�enbar erfüllt.[a; a℄ ist neutrales Element.[a; b℄ ist zu [b; a℄ invers.Es bleibt no
h zu zeigen, daÿ (G; �) eine zu (H; �) isomorphe Halbgruppeenthält.Seien h 2 H beliebig aber fest, T := f[ah; h℄ja 2 Hg.Dann ist T Unterhalbgruppe von (G; �), denn für beliebige [ah; h℄; [bh; h℄ 2 Tgilt [ah; h℄ � [bh; h℄ = [abh2; h2℄ = [abh; h℄ 2 T .Ferner ist f : H ! T de�niert dur
h f(a) := [ah; h℄ surjektiv, injektiv(wegen [ah; h℄ = [bh; h℄, ah2 = bh2 , a = b)und Homomorphismus (wegen [ah; h℄ � [bh; h℄ = [abh; h℄); also Isomorphismus.Bemerkung 1.92. Die im Beweis konstruierte Gruppe G ist minimal in demfolgenden Sinn: Eine e
hte Untergruppe von G enthält T ni
ht.



32 KAPITEL 1. GRUPPENBemerkung 1.93. Als wi
htigen Spezialfall von Satz 1.91 erhält man dieKonstruktion von (Z;+) aus (N ;+).Hierbei wird davon ausgegangen, daÿ (N ;+) eine kommutative reguläre Halb-gruppe ist.Auf eine axiomatis
he Bes
hreibung von N und den axiomatis
hen Aufbaudes Zahlensystems wird im Kapitel 2 genauer eingegangen, wenn die Begri�eIntegritätsberei
h und Quotientenkörper zur Verfügung stehen.



Kapitel 2Ringe
2.1 Grundbegri�e der RingtheorieDe�nition 2.1. RingSeien R Menge und +; � Verknüpfungen auf R.(R;+; �) heiÿt Ring, wenn gilt:1. (R;+) ist abels
he Gruppe.2. (R; �) ist Halbgruppe.3. Es gilt a(b + 
) = ab + a
 und (b + 
)a = ba + 
a für alle a; b; 
 2 R.(Distributivgesetze)(Wie übli
h soll � stets stärker binden als +, zum Beispiel gilt a �b+
 =(a � b) + 
:)Der Ring heiÿt kommutativ, falls � kommutativ ist.1 2 R heiÿt Eins, falls a � 1 = 1 � a = a für alle a 2 R.0 bezei
hnet stets das neutrale Element von (R;+).Bemerkung 2.2.1. Ein Ring R besitzt hö
hstens eine Eins (wegen 10 = 1 � 10 = 1).2. Ein a 2 R besitzt hö
hstens ein multiplikatives Inverses.Ist nämli
h 
 Re
htsinverses zu a und b Linksinverses zu a, so folgt
 = (ba)
 = b(a
) = b.3. Ein a 2 R kann mehrere Re
htsinverse besitzen (siehe Übung).In diesem Fall hat aber a kein Linksinverses.4. Die De�nition von Unterringen erfolgt analog zu der von Untergruppen.33



34 KAPITEL 2. RINGE5. Der Dur
hs
hnitt von Unterringen eines Ringes ist au
h Unterring.Beispiel 2.3.1. (Z;+; �) ist kommutativer Ring mit Eins.2. (2Z;+; �) ist kommutativer Ring ohne Eins.3. (f0g;+; �) ist kommutativer Ring mit Eins (der Nullring).4. R := fa+ bp2ja; b 2 Qg ist Unterring von (R;+; �).5. Seien (R;+; �) Ring, n 2 N ; RM die Menge aller n � n Matrizen überR.Dann ist (RM ;+; �) Ring (voller Matrizenring über R).6. Seien (R;+; �) Ring, S eine ni
ht leere Menge,RS := ff jf : S ! R Abbildungg.De�niert man auf RS zwei Verknüpfungen + und � dur
h(f + g)(s) := f(s) + g(s) und(f � g)(s) := f(s) � g(s) für alle s 2 S;so ist (RS;+; �) Ring.7. Seien (R1;+; �); (R2;+; �) Ringe.De�niert man zwei Verknüpfungen + und � auf R1�R2 als die kompo-nentenweise Addition und Multiplikation, also(r1; r2) + (r01; r02) := (r1 + r01; r2 + r02)(r1; r2) � (r01; r02) := (r1 � r01; r2 � r02);so ist (R1 � R2;+; �) Ring (direktes Produkt von R1 und R2).Analog erhält man das direkte Produkt endli
h vieler Ringe.Ist 1 2 R, so ist (1; 1) Eins im direkten Produkt (R�R;+; �), und (1; 0)ist Eins im Unterring f(r; 0)jr 2 Rg.Satz 2.4. In einem Ring R gilt:1. a � 0 = 0 � a = 0 für alle a 2 R.(a � 0 = a � (0 + 0) = a � 0 + a � 0) a � 0 = 0)2. Ist R 6= f0g; 1 2 R so folgt 1 6= 0. (für a 6= 0 ist a � 1 = a; a � 0 = 0)3. a(�b) = (�a)b = �(ab) für alle a; b 2 R.(Zum Beispiel gilt: ab + a(�b) = a(b� b) = 0 also �ab = a(�b))



2.1. GRUNDBEGRIFFE DER RINGTHEORIE 354. a(b� 
) = ab� (a
); (b� 
)a = ba� 
a für alle a; b; 
 2 R.De�nition 2.5. NullteilerfreiEin Ring (R;+; �) heiÿt nullteilerfrei, wenn für alle a; b 2 R gilt:ab = 0) (a = 0 oder b = 0).De�nition 2.6. Integritätsberei
hEin kommutativer, nullteilerfreier Ring (R;+; �) mit R 6= f0g heiÿt Integri-tätsberei
h.Bemerkung 2.7. In einem nullteilerfreien Ring gilt die Kürzungsregel:a 6= 0; ab = a
 ) b = 
a 6= 0; ba = 
a ) b = 
Beweis. ab = a
) ab� a
 = 0) a(b� 
) = 0) b� 
 = 0) b = 
Bemerkung 2.8. Sei (R;+; �) nullteilerfreier Ring, 1R Einselement von R,U Unterring mit U 6= f0g und Einselement 1U .Dann ist 1R = 1U . (Bea
hte Beispiel 2.3.7 auf Seite 34.)Beweis. Unter Verwendung von Bemerkung 2.7 ergibt si
h:1R � 1U = 1U � 1U ) 1R = 1U :De�nition 2.9. CharakteristikSei (R;+; �) Ring mit Eins, jRj > 1. Dann seiChar R := 0, falls jede endli
he Summe 1 + 1 + � � �+ 1 6= 0 undChar R := n, falls n 2 N minimal ist mit 1 + 1 + � � �+ 1| {z }n�mal = 0.Char R heiÿt Charakteristik von R.Bemerkung 2.10. Seien (R;+; �) nullteilerfreier Ring mit Eins,R 6= f0g; Char R 6= 0.1. Dann ist Char R eine Primzahl.2. Ist (R;+; �) kommutativ und Char R = p Primzahl, so gilt:(a + b)p = ap + bp:Beweis.



36 KAPITEL 2. RINGE1. Annahme: Char R = n = ab mit 1 < a; b < n.Dann folgt aus dem Distributivgesetz(1 + � � �+ 1)| {z }a�mal � (1 + � � �+ 1)| {z }b�mal = (1 + � � �+ 1)| {z }n�mal = 0, wegen der Nullteiler-freiheit also(1 + � � �+ 1)| {z }a�mal = 0 oder (1 + � � �+ 1)| {z }b�mal = 0 im Widerspru
h zur De�nitionvon n.2. Na
h Voraussetzung gilt im Ring R die Glei
hung p = 0, also ist au
hjedes Ganzzahlige Vielfa
he von p glei
h 0. (Dabei bedeutet p die p-fa
he Addition von 1 mit si
h selbst.)Na
h dem Distributivgesetz gilt(a + b)p = ap + p�1Xi=1 �pi�ap�ibi + bp:Ferner ist �pi� = p(p�1):::(p�i+1)i! für 1 � i < p ein Vielfa
hes von p, dasi
h der Faktor p im Zähler ni
ht herauskürzt (weil p prim ist).De�nition 2.11. EinheitSeien (R;+; �) Ring mit Eins, R 6= f0g; a 2 R.a heiÿt Einheit von R, wenn a ein multiplikatives Inverses b besitzt(das heiÿt: ab = ba = 1).a heiÿt dann au
h invertierbar in R.Bemerkung 2.12. Sei (R;+; �) Ring mit Eins und R 6= f0g.Dann ist 0 ni
ht Einheit von R, denn es gilt 0 � a = 0 6= 1 für alle a 2 R.(Siehe Satz 2.4.2)Satz 2.13. EinheitengruppeSeien (R;+; �) Ring mit Eins, ER := fr 2 Rjr ist Einheit von Rg.Dann ist (ER; �) Gruppe und heiÿt Einheitengruppe von R.Beweis.1. 1 2 ER2. a 2 ER ) a�1 2 ER.3. a; b 2 ER ) abb�1a�1 = 1) ab 2 ER.De�nition 2.14. S
hiefkörper, KörperSeien (R;+; �) Ring mit Eins, R 6= f0g.(R;+; �) heiÿt S
hiefkörper oder Divisorenring, wenn (Rnf0g; �) Gruppe ist.Ein kommutativer S
hiefkörper heiÿt Körper.



2.2. IDEALE, RESTKLASSENRINGE, RINGHOMOMORPHISMEN 37Satz 2.15. Ein endli
her nullteilerfreier Ring (R;+; �)mitR 6= f0g ist S
hief-körper.Jeder endli
he Integritätsberei
h ist also Körper.Beweis. Seien (R;+; �) endli
her nullteilerfreier Ring mit R 6= f0g.Dann ist (R n f0g; �) endli
he reguläre Halbgruppe na
h Bemerkung 2.7.Na
h Satz 1.28 folgt die Behauptung.Satz 2.16. WedderburnJeder endli
he S
hiefkörper ist Körper.Beweis. Siehe [4℄ Seite 67.Satz 2.17. In Körpern gilt (der Nenner sei 6= 0):ab = a
b
 ; ab � 
d = a
bd; ab : 
d = adb
 ; ab � 
d = ad� b
bd :Dabei sei ab := a : b := a � b�1 wie übli
h.Bemerkung 2.18. Jeder Körper ist nullteilerfrei.Beweis. Aus ab = 0 und a 6= 0 folgt a�1ab = b = 0.Bemerkung 2.19. Seien (R;+; �) Ring, S � R.[S℄ bezei
hne den Dur
hs
hnitt aller Unterringe, die S enthalten.Dann ist [S℄ Unterring von R.[S℄ ist der kleinste Unterring von R, wel
her S enthält.[S℄ heiÿt der von S erzeugte Unterring.Zum Beispiel gilt: [;℄ = f0g.Im Fall S 6= ; enthält [S℄ genau alle endli
hen Summen von endli
hen Pro-dukten von Elementen aus S, wobei die Summanden au
h negative Vorzei-
hen haben dürfen.2.2 Ideale, Restklassenringe,RinghomomorphismenDe�nition 2.20. (Ring-)HomomorphismusSeien (R1;+; �), (R2;+; �) Ringe.Eine Abbildung f : R1 �! R2 heiÿt (Ring-)Homomorphismus, wenn gilt:f(a+ b) = f(a) + f(b) undf(a � b) = f(a) � f(b) für alle a; b 2 R1Ein bijektiver (Ring-)Homomorphismus heiÿt (Ring-)Isomorphismus.R1 �= R2 :, Es existiert ein Isomorphismus ' : R1 ! R2.



38 KAPITEL 2. RINGEBemerkung 2.21.1. Sei (R1 � R2;+; �) das direkte Produkt der Ringe (R1;+; �); (R2;+; �).' : R1 ! R1 � R2 de�niert dur
h '(r1) := (r1; 0) ist ein Ring-Homomorphismus.Ist 1 2 R1; 10 2 R2, so gilt '(1) = (1; 0) 6= (1; 10). Ein Homomorphis-mus muÿ die Eins also ni
ht immer auf die Eins abbilden.2. Sei ' : R ! R0 surjektiver Homomorphismus und 1 2 R, so ist '(1)Eins in R0 (wegen '(r) � '(1) = '(r � 1) = '(r) = '(1) � '(r)).3. Ist ' Ring-Isomorphismus, dann ist au
h '�1 Ring-Isomorphismus (Be-weis analog wie bei Gruppen).4. Sei ' : R! R0 ein Ring-Homomorphismus.Dann gilt: ' injektiv , Ker ' = f0g.Beweis. Klar, da ' ein Gruppen-Homomorphismus von (R;+) ist(na
h Satz 1.71.11).De�nition 2.22. IdealSeien (R;+; �) Ring, (a;+) Untergruppe von (R;+).a heiÿt Linksideal von R, wenn gilt: r 2 R; a 2 a) r � a 2 a.a heiÿt Re
htsideal von R, wenn gilt: r 2 R; a 2 a) a � r 2 a.a heiÿt Ideal von R, wenn a Re
hts- und Linksideal ist.Bemerkung 2.23.1. Jeder Ring (R;+; �) besitzt die trivialen Ideale f0g; R.2. a Ideal von R) a Unterring von R.3. nZ := fn � zjz 2 Zg ist Ideal von (Z;+; �) für jedes n 2 N .4. Sei a Ideal von R.Existiert eine Einheit " 2 a, so ist a = R, denn für alle r 2 R gilt:r = (r"�1)" 2 a.Körper besitzen also nur die trivialen Ideale.5. Seien f : R1 ! R2 Ringhomomorphismus, a Ideal von R2.Dann ist f�1(a) := fa 2 R1jf(a) 2 ag Ideal von R1.Speziell ist Ker f Ideal von R1.



2.2. IDEALE, RESTKLASSENRINGE, RINGHOMOMORPHISMEN 39Beweis. f�1(a) ist Gruppe bezügli
h + (na
h Satz 1.71.3.Seien r 2 R1; a 2 f�1(a): Dann folgtf(r � a) = f(r) � f(a)|{z}2a 2 a, also r � a 2 f�1(a).Bemerkung 2.24. Restklassenring, KongruenzSeien (R;+; �) Ring, a Ideal von R.Dann ist a Normalteiler der Gruppe (R;+), da (R;+) abels
h ist.Sei (R=a;+) die Faktorgruppe. Sie ist abels
h, da (R;+) abels
h ist.Auf R=a wird eine multiplikativ ges
hriebene Verknüpfung � de�niert dur
h:(a+ a) � (b+ a) = a � b + a für alle (a+ a); (b+ a) 2 R=a:Die Zuordnungsvors
hrift ist wohlde�niert, denn aus a + a = a0 + a undb+ a = b0+ a, also aus a = a0+x und b = b0+ y mit geeigneten x; y 2 a folgtab = a0b0 + a0y + b0x+ xy| {z }2a ; also ab + a = a0b0 + a:Dann ist (R=a;+; �) Ring.Der Ring (R=a;+; �) heiÿt Restklassenring R na
h a.Auf R wird eine Äquivalenzrelation � (mod a) de�niert dur
h:a � b(mod a), a� b 2 aO�enbar gilt: a � b(mod a), a+ a = b+ a:Spre
hweise für a � b (mod a) : a ist kongruent b modolo a.Re
henregeln für Kongruenzen:a1 � b1(mod a)a2 � b2(mod a) ) a1 + a2 � b1 + b2(mod a)a1 � a2 � b1 � b2(mod a)Der Beweis dieser Re
henregeln ergibt si
h aus der Wohlde�niertheit von +und � in R=a.Satz 2.25. Kanonis
her Homomorphismus, Homomorphiesatz für Ringe1. Kanonis
her HomomorphismusSeien (R;+; �) Ring, a Ideal von R.Dann ist ' : R ! R=a de�niert dur
h '(r) := r + a ein surjektiverHomomorphismus mit Ker ' = a.2. Homomorphiesatz für RingeSei ' : R1 ! R2 Ring-Homomorphismus.Dann ist f : R1=Ker ' ! '(R1) de�niert dur
h f(r + Ker ') := '(r)ein Isomorphismus.



40 KAPITEL 2. RINGEBeweis.1. ' ist ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus mit Ker ' = a na
hSatz 1.74 (Homomorphiesatz für Gruppen).Die Relationstreue bezügli
h � ist trivial.2. f ist Gruppen-Isomorphismus na
h Satz 1.74.Ferner gilt f((r1 +Ker ')(r2 +Ker ')| {z }r1r2+Ker ' ) = '(r1)| {z }f(r1+Ker ') � '(r2)| {z }f(r2+Ker ').Bemerkung 2.26. Sei (K;+; �) Körper, (R;+; �) Ring, ' : K ! R Ring-Homomorphismus.Dann gilt '(K) �= K oder '(K) �= f0g.Beweis. Folgt aus Satz 2.25, Bemerkung 2.23.4 und Bemerkung 2.23.5.Bemerkung 2.27. PrimkörperSeien (K;+; �) Körper und f1 : Z! K de�niert dur
hf1(n) := 8>>>>><>>>>>:1 + � � �+ 1| {z }n�mal ; falls n > 0�(1 + � � �+ 1)| {z }n�mal ; falls n < 00; falls n = 01. Sei Char K = 0 und f : Q ! K de�niert dur
h f(ab ) := f1(a)f1(b) , für allea 2 Z; b 2 N .Dann ist f injektiv, und K enthält einen zu Q isomorphen Teilkörperf(Q).Dieser Körper heiÿt Primkörper von K.2. Sei Char K = p.Dann ist f1 ein Homomorphismus mit dem Kern pZ, und K enthälteinen zu Z=pZ isomorphen Teilkörper f1(Z) (man bea
hte, daÿ Z=pZna
h Satz 2.31 ein Körper ist).Der Körper f1(Z) heiÿt Primkörper von K.3. Der Primkörper besitzt keine ni
ht trivialen Teilkörper.2.3 Grundlagen der ZahlentheorieSeien n 2 N ; n > 1 und nZ := fz � njz 2 Zg das von n in Z erzeugte Ideal.Wir betra
hten den Restklassenring Zn := Z=nZ.



2.3. GRUNDLAGEN DER ZAHLENTHEORIE 41O�enbar gilt Zn = fnZ; 1 + nZ; : : : ; (n� 1) + nZg.Die Elemente von Zn heiÿen Restklassen mod n.Zn enthält also genau n Elemente.Seien a; b 2 Z. Für a = b (mod nZ) wird kurz a � b (mod n) ges
hrieben.Dann gilt: a � b (mod n), a� b 2 nZ, 9� 2 Z : a� b = �n, nj(a� b).Bemerkung 2.28.1. Entspre
hend den Regeln für Kongruenzen aus Bemerkung 2.24 gilt:a1 � b1(mod n) ^ a2 � b2(mod n)) (a1 + a2 � b1 + b2(mod n)a1 � a2 � b1 � b2(mod n)2. Sei f(x) = 
0 + 
1x+ � � �+ 
mxm ein Polynom mit Koe�zienten aus Z.Dann gilt:a � b(mod n)) f(a) � f(b)(mod n).Beispiel 2.29. Keine natürli
he Zahl der Form 7 + 8k; k 2 N ist Summedreier ganzzahliger Quadrate, denn aus a2 + b2 + 
2 = 7 + 8k folgta2 + b2 + 
2 = 7(mod 8). Aber 0; 1; 4(mod 8) sind die einzigen Quadratemodolo 8, die Summe dreier Quadrate kann also ni
ht kongruent 7 modolo 8sein.Beispiel 2.30. 2 � 5 � 0(mod 10); 2 6� 0(mod 10); 5 6� 0(mod 10):Also ist Z10 ni
ht nullteilerfrei.Satz 2.31. Zn ist nullteilerfrei, n ist Primzahl , Zn ist Körper.Beweis. Ist n ni
ht Primzahl, etwa a � b = n mit 1 < a; b < n, so folgta�b � 0(mod n); a 6� 0(mod n); b 6� 0(mod n): Zn ist also ni
ht nullteilerfrei.Ist n Primzahl und a � b = 0(mod n), also nja � b,so folgt nja oder njb, also a � 0(mod n) oder b � 0(mod n).Ist Zn nullteilerfrei, so ist na
h Satz 2.15 auf Seite 37 Zn Körper. Andererseitsist jeder Körper nullteilerfrei.Beispiel 2.32. 2 � 5 � 2 � 2(mod 6), aber 5 6� 2(mod 6)also gilt in Z6 ni
ht die Kürzungsregel.Satz 2.33. ax � ay(mod n), x � y(mod nggT(a;n)).Speziel gilt für ggT(a; n) = 1 : ax � ay(mod n), x � y(mod n).Beweis. ):Aus nj(ax�ay) folgt nggT(a;n) j(x� y) � aggT(a;n) , und wegen der Teilerfremdheitvon nggT(a;n) und aggT(a;n) folgt nggT(a;n) j(x� y).(: trivial.



42 KAPITEL 2. RINGEDe�nition 2.34. Vollständiges Restsystem mod nEine Menge fa1; : : : ; ang � Z heiÿt vollständiges Restsystem mod n, wennsie aus jeder Restklasse mod n genau ein Element enthält.Für beliebiges a 2 Z ist zum Beispiel fa; a+1; : : : ; a+(n�1)g ein vollständigesRestsystem mod n.De�nition 2.35. Prime RestklasseIst ggT(a; n) = 1, so ist jedes Element der Restklasse a(mod n) zu n teiler-fremd. Deshalb ist die folgende Begri�sbildung sinnvoll:a(mod n) heiÿt prime Restklasse mod n, wenn ggT(a; n) = 1 ist.Eine Mengefa1; : : : ; amg � Z heiÿt vollständiges primes Restsystem mod n,wenn sie aus jeder primen Restklasse mod n genau ein Element enthält.De�nition 2.36. Eulers
he '-FunktionDie Eulers
he '-Funktion bildet jede natürli
he Zahl n auf die Anzahl derprimen Restklassen mod n ab.' : N ! N ; '(n) := X1�i�nggT(i;n)=11Bemerkung 2.37. Sei p Primzahl, k 2 N . Dann gilt'(p) = p� 1 und '(pk) = pk � pk�1 = pk�1(p� 1):Satz 2.38. Die primen Restklassen mod n bilden die Einheitengruppe vonZn. Sie wird mit Pn bezei
hnet.Beweis. Die Einheiten sind o�enbar prime Restklassen.Pn ist bezügli
h der Multiplikation eine Halbgruppe, und na
h Satz 2.33regulär. Aus Satz 1.28 folgt die Behauptung.Zur Bere
hnung der Inversen läÿt si
h der später zu behandelnde Euklidis
heAlgorithmus gut verwenden.Satz 2.39. Euler, FermatSeien a 2 Z; n 2 N und ggT(a; n) = 1.Dann gilt a'(n) � 1(mod n).Speziell folgt der kleine Satz von Fermat:Seien p eine Primzahl, a 2 Z und ggT(a; p) = 1.Dann gilt ap�1 � 1(mod p).Beweis. Der Satz von Euler ist ein Sonderfall von Satz 1.53 auf Seite 17.



2.3. GRUNDLAGEN DER ZAHLENTHEORIE 43Satz 2.40. Der Chinesis
he RestsatzSeien n1; : : : ; nr 2 N paarweise teilerfremd und n := n1 � � �nr. Dann ist Znisomorph zum direkten Produkt der Restklassenringe Zn1; : : : ;Znr. (SieheBeispiel 2.3.7 auf Seite 34)Genauer gilt:1. ' : Zn! Zn1 � � � � � Znr de�niert dur
h'(a(mod n)) := (a(mod n1); : : : ; a(mod nr)) ist ein (Ring-) Isomor-phismus.2. '� : Pn ! Pn1 � � � � � Pnr de�niert dur
h'�(a(mod n)) := (a(mod n1); : : : ; a(mod nr)) ist ein (Gruppen-) Iso-morphismus.Beweis.1. Trivialerweise ist ' wohlde�niert, und ein Homomorphismus.Da n1; : : : ; nr paarweise teilerfremd sind, ist der Kern von ' trivial,also ist ' injektiv.Wegen jZnj = jZn1 � � � � � Znrj ist ' dann au
h surjektiv.2. Ist ggT(a; n) = 1, so ist au
h ggT(a; ni) = 1 für 1 � i � r, also ist '�wohlde�niert.O�enbar ist '� Homomorphismus.'� ist die Eins
hränkung von ' auf Pn; mit ' ist also au
h ' injektiv.Ein beliebiges Element aus Pn1 � � � ��Pnr besitzt na
h dem 1. Teil desSatzes genau ein Urbild, und dieses liegt o�enbar in Pn.Folgerung 2.41. Seien n1; : : : ; nr 2 N paarweise teilerfremd unda1; : : : ; ar 2 Z beliebig. Dann gilt:1. 9a 2 Z : a � ai (mod ni) für 1 � i � r.2. a0 � ai(mod ni) für 1 � i � r, a � a0 (mod n1 � � �nr).Beweis.1. Na
h Satz 2.40.2 existiert ein a 2 Z mit'(a (mod n1 � � �nr)) = (a1 (mod n1); : : : ; ar (mod nr)).Dann erfüllt a die geforderten Kongruenzbedingungen.2. a ist modolo n1 � � �nr eindeutig bestimmt, da ' injektiv ist.



44 KAPITEL 2. RINGEFolgerung 2.42. Seien n;m 2 N mit ggT(n;m) = 1.Dann gilt für die Eulers
he '-Funktion:'(n �m) = '(n) � '(m):Zusammen mit Bemerkung 2.37 folgt:Ist n = pe11 � � � perr die Primfaktorzerlegung von n, so gilt'(n) = '(pe11 ) � � �'(perr ) = pe1�11 � � � per�1r � (p1 � 1) � � � (pr � 1):Beweis. '(n �m) = jPn�mj = jPnj � jPmj = '(n) � '(m).De�nition 2.43. PrimitivwurzelSeien n 2 N , a 2 Zn. a heiÿt Primitivwurzel (mod n), falls Ord a = '(n),das heiÿt a (mod n) erzeugt Pn (die Gruppe der primen Restklassen).Bemerkung 2.44. Eine Primitivwurzel (mod n) existiert genau dann,wenn Pn zyklis
h ist. (Siehe au
h Bemerkung 2.46.)Beispiel 2.45.1. 2 ist Primitivwurzel mod 3.2. 3 ist Primitivwurzel mod 7.Beweis. Es gilt 32 � 2 (mod 7) und 33 � 6 (mod 7), also ist Ord (3(mod 7)) > 3.Die Ordnung von P7 ist 6.Na
h Satz 1.53 is Ord 3(mod 7) Teiler von 6.Die einzigen Teiler von 6 sind 1,2,3,6; also ist Ord 3(mod 7) = 6.3. 2 ist ni
ht Primitivwurzel (mod 7), denn 23 � 1(mod 7).Bemerkung 2.46.1. Es ist kein einfa
hes Verfahren bekannt, na
h dem eine Primitivwurzelmod p bestimmt werden kann.Das Probeverfahren liefert natürli
h eine Primitivwurzel na
h endli
hvielen S
hritten, das sind jedo
h oft zu viele S
hritte um anwendbar zusein.2. Vermutung von Artin: Sei a 2 Z ni
ht Quadratzahl. Dann gibt es un-endli
h viele Primzahlen p, für die a Primitivwurzel mod p ist.3. Die prime Restklassengruppe Pm ist zyklis
h genau fürm = 1; 2; 4; p�; 2p�, wobei p > 2 Primzahl ist und � 2 N(Beweis siehe [8℄). Siehe au
h Satz 4.29 für den Fall m = p.



2.4. EINBETTUNG VON INTEGRITÄTSBEREICHEN IN KÖRPER 45Satz 2.47. Sei n =Pri=0 ai � 10i die 10-adis
he (dezimal) Darstellung von n.Die ai heiÿen Zi�ern von n.q(n) :=Pri=0 ai heiÿt Quersumme von n.q�(n) :=Pri=0(�1)iai heiÿt alternierende Quersumme von n.Es gilt:1. Dreier-Probe(a) 3jn, 3jq(n).(b) q(n1 � n2) � q(n1) � q(n2)(mod 3).(
) q(n1 + n2) � q(n1) + q(n2)(mod 3).Multipliziert man oder addiert man zwei natürli
he Zahlen, so kannman relativ lei
ht testen, ob die vorletzte oder letzte Kongruenz erfülltist. Ist dies ni
ht der Fall, so hat man si
h verre
hnet.Dieses Verfahren nennt man Dreier-Probe.2. Neuner-Probe(a) 9jn, 9jq(n).(b) q(n1 � n2) � q(n1) � q(n2)(mod 9).(
) q(n1 + n2) � q(n1) + q(n2)(mod 9).3. Elfer-Probe(a) 11jn, 11jq�(n).(b) q�(n1 � n2) � q�(n1) � q�(n2)(mod 11).(
) q�(n1 + n2) � q�(n1) + q�(n2)(mod 11).Beweis.1: Re
hne mod 3, bea
hte 10 � 1(mod 3).4: Re
hne mod 9, bea
hte 10 � 1(mod 9).5: Re
hne mod 11, bea
hte 10 � �1(mod 11); 10i � (�1)i (mod 11).2.4 Einbettung von Integritätsberei
henin KörperIst (R;+; �) ein Ring mit R 6= f0g, wel
her in einem Körper enthalten ist, soist (R;+; �) kommutativer Ring und nullteilerfrei, also Integritätsberei
h.Umgekehrt gilt:



46 KAPITEL 2. RINGESatz 2.48. Sei (R;+; �) Integritätsberei
h.Dann existiert ein Körper (K;+; �), der einen zu R isomorphen Teilring ent-hält.Spre
hweise: R läÿt si
h in einen Körper K einbetten.Beweis. Um einen Leitfaden für die Konstruktion von (K;+; �) zu bekom-men, führen wir die folgende Vorbetra
htung dur
h.Wir nehmen an, daÿ (K;+; �) ein Körper ist, wel
her R enthält.Dann ist T := fab ja; b 2 R; b 6= 0g ein Teilkörper von (K;+; �).Ferner gilt T � R, und T ist minimaler Teilkörper von (K;+; �) mit dieserEigens
haft.Auÿerdem gilt ab = 
d , ad = b
.Wir nehmen T als Vorbild für die Konstruktion des gesu
hten Körpers.Sei M := R� R0; R0 := Rnf0g.De�niere auf M eine Relation � dur
h (a; b) � (
; d) :, ad = b
.Dann ist � Äquivalenzrelation.Seien K die Menge der Äquivalenzklassen, [a; b℄ die von (a; b) erzeugte Äqui-valenzklasse.De�niere auf K zwei Verknüpfungen dur
h:[a; b℄ � [
; d℄ := [a
; bd℄ und[a; b℄ + [
; d℄ := [ad+ b
; bd℄:Na
hre
hnen bestätigt, daÿ beide Verknüpfungen wohlde�niert sind.Dann ist (K;+; �) ein Körper, das Nullement ist [0; r℄, das Einselement ist[r; r℄ und das Inverse zu [a; b℄ ist [b; a℄ für [a; b℄ 6= [0; r℄.Sei r 2 R; r 6= 0 beliebig aber fest.Dann ist f : R ! K de�niert dur
h f(a) := [ar; r℄ ein injektiver Ringho-momorphismus, also f(R) �= R na
h dem Homomorphiesatz für Ringe (sieheSeite 39).De�nition 2.49. QuotientenkörperSei der Integritätsberei
h R Unterring des Körpers K. Dann heiÿt K Quoti-entenkörper von R, wenn R in keinem e
hten Unterkörper von K enthaltenist.Bemerkung 2.50. Der im Beweis von Satz 2.48 konstruierte Körper K istQuotientenkörper von f(R).Bemerkung 2.51. Ist K der Quotientenkörper von R, so läÿt si
h K dar-stellen in der Form:K = fab ja; b 2 R; b 6= 0g mit ab = 
d , ad = b
:



2.5. DER AUFBAU DES ZAHLENSYSTEMS 47Bemerkung 2.52. Sei (K;+; �) der im Beweis von Satz 2.48 konstruierteQuotientenkörper von (R;+; �).�Identi�ziert� man R mit f(R), so läÿt si
h R als Unterring von (K;+; �)au�assen. Dies wurde in der obigen Bemerkung gema
ht, und wir werden esau
h später häu�g tun.Unter �identi�zieren� soll das folgende Prozeÿ verstanden werden:Sei ' : R! R0 ein injektiver Ringhomomorphismus.Dann soll R0 ersetzt werden dur
h einen zu R0 isomorphen Ring R00, wel
he Rals Unterring enthält. Wir gehen hier ni
ht weiter darauf ein, wie dies genaugema
ht wird.Beispiel 2.53. Als wi
htigen Spezialfall erhält man die Konstruktion von(Q ;+; �) aus (Z;+; �).Bemerkung 2.54. Die Konstruktion von Satz 2.48 läÿt si
h wie folgt ver-allgemeinern:Es sei (R;+; �) ein kommutativer Ring, R 6= f0g.Ferner sei S � R eine multiplikativ abges
hlossene Teilmenge von R (dasheiÿt: a; b 2 S ) a � b 2 S), die keine Nullteiler enthält(das heiÿt: (s 2 S ^ r 2 R ^ r � s = 0)) (r = 0 _ s = 0)).Dann läÿt si
h (R;+; �) einbetten in einen Ring (RS;+; �) mit Eins, in demalle s 2 S invertierbar sind.RS läÿt si
h darstellen in der FormRS = frs jr 2 R; s 2 Sgmit r1s1 = r2s2 , r1s2 = r2s1.RS heiÿt Lokalisation von R na
h S2.5 Der Aufbau des ZahlensystemsBisher wurden in der Vorlesung Grundeigens
haften der natürli
hen Zahlenund rationalen Zahlen, die intuitiv klar sind, als bekannt vorausgesetzt undohne weitere Begründung verwendet. Eine Re
htfertigung hierfür ergibt si
haus dem axiomatis
hen Aufbau des Zahlensystems, der in diesem Paragra-phen kurz, und zum Teil ohne Beweis, skizziert werden soll. Eine ausführli
heDarstellung �ndet man in [6℄.De�nition 2.55. Peano-Struktur(N ; 1; �) heiÿt Peano-Stuktur, wenn gilt:1. N ist eine ni
htleere Menge,



48 KAPITEL 2. RINGE2. 1 2 N ist ein ausgezei
hnetes Element aus N ,3. � ist eine Abbildung � : N ! N ; n 7! n�,so daÿ (N; 1; �) die folgenden Peano-Axiome erfüllt:P1: Es existiert kein x 2 N mit x� = 1.P2: x� = y� ) x = y (Das heiÿt � ist injektiv.)P3: Für jede Teilmenge T � N mit 1 2 T gilt:(x 2 T ) x� 2 T )) T = N .Bemerkung 2.56.1. Jedes n 2 N läÿt si
h ans
hauli
h interpretieren als eine gewisse Anzahlentspre
hend der intuitiven Vorstellung von den natürli
hen Zahlen.2. Die Abbildung � bes
hreibt das Weiterzählen.3. n� heiÿt Na
hfolger von n.4. P3 si
hert das Prinzip der vollständigen Induktion.Satz 2.57. (Ohne Beweis) Es existiert eine Peano-StrukturSatz 2.58. (Ohne Beweis) Die Peano-Struktur ist bis auf Isomorphie ein-deutig bestimmt. Das heiÿt:Ist (eN ;e1;e�) eine weitere Peano-Struktur, so existiert eine bijektive Abbildungf : N ! eNn 7! en mit f(1) = e1; f(n�) = ene�.Bemerkung 2.59. Im Folgenden sei (N ; 1; �) stets eine festgewählte Peano-Struktur.N = f1; 1� = 2; 2� = 3; : : :g heiÿt Menge der natürli
hen Zahlen.Damit sind die natürli
he Zahlen 
harakterisiert.Wir de�nieren nun zwei Verknüpfungen auf N .De�nition 2.60.1. (n+ 1) := n�n+m� := (n+m)�2. n � 1 := nn �m� := n �m+ n



2.5. DER AUFBAU DES ZAHLENSYSTEMS 49Bemerkung 2.61. (Ohne Beweis) Dur
h De�nition 2.60 werden auf N zweiVerknüpfungen + und � de�niert.Es gilt:1. (N ;+) ist eine kommutative, reguläre Halbgruppe.2. (N ; �) ist eine kommutative, reguläre Halbgruppe, 1 ist Einselement.3. (N ;+; �) erfüllt das Distributivgesetz.Wi
htig ist no
h die übli
he Ordnungsrelation auf N .De�nition 2.62. x � y :, 9z 2 N : x+ z = y _ x = y.Die übli
he S
hreibweise y � x soll x � y bedeuten.Satz 2.63. (Ohne Beweis) (N ;�) ist eine wohlgeordnete Menge mit 1 alskleinstem Element. Das heiÿt es gilt:1. a � b ^ b � 
) a � 
.2. a � b ^ b � a) a = b.3. 8a; b 2 N : a � b _ b � a.4. Jede ni
htleere Teilmenge T � N enthält ein kleinstes Element t.(Das heiÿt es gilt: t � t0 für alle t0 2 T .Im nä
hsten S
hritt erfolgt die Erweiterung von N auf Z.Satz 2.64. (N ;+; �) läÿt si
h bis auf Isomorphie eindeutig erweitern zu einemIntegritätsberei
h (Z;+; �) mit Z = N _[f0g _[ � N wobei �N := f�njn 2 Ng.Beweis. Die Konstruktion von (Z;+) aus (N;+) wird in Bemerkung 1.93bes
hrieben.Aus der Konstruktion ergibt si
hZ = N _[f0g _[ � N : (2.1)Ist nämli
h a 2 N neutrales Element in (Z;+), so folgt a� = a + 1 = 1 imWiderspru
h zu P1. Also gilt: 0 =2 N .Für n 2 N gilt dann au
h �n =2 N , sonst würde n + (�n) = 0 2 N gelten.Ferner haben vers
hiedene n 2 N in der Gruppe (Z;+) vers
hiedene Inverse.Na
h Glei
hung 2.1 und Satz 2.4 gibt es nur eine Mögli
hkeit die Multipli-kation von N auf Z fortzusetzen, so daÿ (Z;+; �) zu einem kommutativenRing wird. Dur
h Fallunters
heidung läÿt si
h lei
ht na
hprüfen, daÿ dieseMögli
hkeit tatsä
hli
h einen kommutativen Ring (Z;+; �) liefert.



50 KAPITEL 2. RINGEFür a; b 2 N gilt a � b 2 N , also insbesondere a � b 6= 0. Hieraus folgt lei
ht,daÿ (Z;+; �) nullteilerfrei ist.Die Ordnungsrelation � von N wird auf Z übertragen dur
hx � y :, y � x 2 N [ f0g:Wie übli
h wird de�niert x < y :, (x � ^x 6= y):Satz 2.65. (Ohne Beweis) (Z;+; �;�) ist ein Integritätsberei
h, der ar
hi-medis
h angeordnet ist. Das heiÿt:1. Für jedes a 2 Z gilt genau eine der Relationen a > 0; a = 0; �a > 0.2. a > 0 ^ b > 0) a+ b > 0 ^ a � b > 0.3. 0 < a < b) 9n 2 N : a � n > b.Aus (Z;+; �) erhält man dur
h Bildung des Quotientenkörpers den Körper(Q ;+; �) der rationalen Zahlen. Es läÿt si
h lei
ht zeigen, daÿ man die An-ordnung � von Z auf genau eine Weise zu einer Anordnung � des KörpersQ fortsetzen kann, nämli
h dur
h0 � ab :, 0 � a � b; ab � 
d :, 0 � 
d � ab ; 8a; b; 
; d 2 Z mit b; d 6= 0:Der Übergang von Q zum Körper R der reellen Zahlen erfolgt mit Hilfe vonCau
hyfolgen.Sei M die Menge aller rationalen Cau
hyfolgen. Dur
h komponentenweiseAddition und Multiplikation wird M zu einem Ring (M;+; �).Sei A die Menge aller Elemente aus M die gegen 0 konvergieren.Dann ist A ein Ideal von M .Der Restklassenring R :=M=A ist ein Körper.Als Übungsaufgabe weise man für ein beliebiges Element 6= 0 die Existenzeines Inversen na
h.Dies ist der Körper der reellen Zahlen.Die Abbildung von Q na
h R, die jedem q 2 Q als Bild die Nebenklasse vonA zuordnet, die die konstante Folge (q)n2N als Repräsentant hat, ist eineEinbettung von Q in R.Jede Nebenklasse aus R besitzt einen Repräsentanten der Form(a0; a0 + a110 ; a0 + a110 + a2100 ; : : : ); mit a0 2 Z; ai 2 f0; 1; : : : 9g für i 2 N :



2.6. POLYNOMRINGE 51Die zugehörige reelle Zahl kann man au
h in der Dezimaldarstellunga0; a1a2a3 : : : s
hreiben. Existiert für eine reelle Zahl r = a0; a1a2 : : : einminimales i 2 N mit aj = 9 für alle j � i (also ai�1 < 9 oder i = 1), sobesitzt r au
h die Dezimaldarstellungr = a0; a1a2 : : : ai�2(ai�1 + 1)000 : : : :Umgekehrt, existiert für eine reelle Zahl s = a0; a1a2 : : : ein ai > 0 mit aj = 0für alle j > i, so besitzt s au
h die Dezimaldarstellungs = a0; a1 : : : ai�1(ai � 1)999 : : : :Zum Beispiel gilt: 1 = 0; 999 : : : .Tritt keiner dieser beiden Fälle ein, so ist die Dezimaldarstellung eindeutig.Die Ordnungsrelation � wird von Q auf R fortgesetzt, indem für aller = ((an)n2N + A) 2 R; r1; r2 2 R de�niert wird:0 � r :, (r = 0 _ 0 � an für unendli
h viele n 2 N);r1 � r2 :, 0 � r2 � r1:Satz 2.66. (Ohne Beweis) (R;+; �;�) ist ein ar
himedis
h angeordneter Kör-per, der vollständig ist (das heiÿt jede Cau
hy Folge ist konvergent).Bis auf Isomorphie ist R hierdur
h eindeutig bestimmt.De�niert man auf C := R � R zwei Verknüpfungen dur
h(a1; a2) + (b1; b2) := (a1 + b1; a2 + b2)(a1; a2) � (b1; b2) := (a1b1 � a2b2; a1b2 + a2b1);so erhält man den Körper der komplexen Zahlen. Setzt manr := (r; 0) und i := (0; 1), so gilt a+ bi = (a; 0) + (b; 0)(0; 1).Hieraus ergibt si
h die übli
he S
hreibweise für komplexe Zahlen.Man kann den Körper der komplexen Zahlen au
h als Zerfällungskörper vonx2 + 1 über R au�assen (siehe Kapitel 4).2.6 PolynomringeDe�nition 2.67. PolynomSeien (R;+; �) Ring, R 6= f0g; N0 := N [ f0g.Eine Abbildung f : N0 ! R, für die f(n) 6= 0 für nur endli
h viele n 2 N0gilt, heiÿt Polynom über R.



52 KAPITEL 2. RINGESeien ai := f(i) für alle i 2 N , ai = 0 für alle i > n.Dann s
hreibt man f übli
herweise in der Formf = a0 + a1x+ a2x2 + � � �+ anxn:Die Reihenfolge der Summanden wird gelegentli
h au
h vertaus
ht.ai heiÿt Koe�zient von xi des Polynoms f .Summanden mit Koe�zient 0 können, müssen aber ni
ht, aufgeführt werden.Ist ai = 1, so s
hreibt man für aixi au
h xi.Für a0 s
hreibt man au
h a0x0.Die �Unbestimmte� x kann dur
h ein anderes Symbol ersetzt werden, etwadur
h y.Bemerkung 2.68. Das Polynom f ist eindeutig dur
h seine Koe�zientenbestimmt.Das Polynom, dessen Koe�zienten sämtli
h 0 sind, heiÿt Nullpolynom undwird mit 0 bezei
hnet.Seien f ni
ht das Nullpolynom, n 2 N0 maximal mit f(n) = an 6= 0.Dann heiÿt n der Grad von f und f heiÿt normiert falls an = 1.Auÿerdem heiÿt an hö
hster Koe�zient von f .Ist 1 2 R, so ist x ein Polynom über R.Für den Grad von f s
hreibt man grad f .Bemerkung 2.69. Seien (R;+; �) Ring, R[x℄ die Menge aller Polynome überR.Auf R[x℄ werden zwei Verknüpfungen + und � de�niert wie folgt:Für alle f; g 2 R[x℄ seif + g : N0 ! R de�niert dur
h (f + g)(n) := f(n) + g(n)f � g : N0 ! R de�niert dur
h (f � g)(n) := Pni=0 f(i) � g(n� i)f � g ist wieder ein Polynom, denn für m > grad f +grad g gilt f � g(m) = 0.Bemerkung 2.70. Sei (R;+; �) Ring, R 6= f0g.Dann ist au
h (R[x℄;+; �) Ring (der Polynomring über R).Ist (R;+; �) kommutativ, so au
h (R[x℄;+; �).Beweis. Ni
httrivial ist nur das Assoziativgesetz bezügli
h �.((f �g) �h)(n) = Xi+j=n(f �g)(i) �h(j) = Xl+k+j=n f(l) �g(k) �h(j) = (f �(g �h))(n):Bemerkung 2.71. R[x℄ enthält einen zu R isomorphen TeilringR0 := fa0x0ja0 2 Rg:Identi�ziert man R mit R0, so kann man R als Teilring von R[x℄ au�assen.



2.6. POLYNOMRINGE 53Bemerkung 2.72. Man kann den Polynomring R[x℄[y℄ bilden.Es gilt R[x℄[y℄ �= R[y℄[x℄. Man s
hreibt au
h R[x; y℄.Analog kann man R[x1; : : : ; xn℄ bilden, den Polynomring in n Unbestimmten.Bemerkung 2.73. Seien (R;+; �) Ring, R[[x℄℄ die Menge aller Abbildungenf : N0 ! R.De�niert man analog zu Bemerkung 2.69 zwei Verknüpfungen + und � aufR[[x℄℄, so erhält man ebenfalls einen Ring (Ring der formalen Potenzreihenüber R).Bemerkung 2.74. Seien (R;+; �) Ring, R 6= f0g; (S; �) Halbgruppe mitS \ R = ;.Sei R[S℄ := ff : S ! Rjf(s) 6= 0 für nur endli
h viele s 2 Sg.De�niere auf R[S℄ zwei Verknüpfungen dur
h(f + g)(s) := f(s) + g(s)(f � g)(s) := Xs1�s2=ss1;s22S f(s1) � f(s2):Dann ist (R[S℄;+; �) Ring (der Halbgruppenring von S über R).Für die Halbgruppe (N0 ;+) erhält man den Polynomring über R aus Bemer-kung 2.70.Bemerkung 2.75. Mit (R;+; �) ist au
h der Polynomring (R[x℄;+; �) Inte-gritätsberei
h.Dann existiert au
h der QuotientenkörperR(x) := ffg jf; g 2 R[x℄; g 6= 0g:Bemerkung 2.76. Sei f = anxn + � � �+ a0 2 R[x℄.ef : R! R sei de�niert dur
h ef(r) := anrn + � � �+ a1r + a0 =: f(r).Dann heiÿt ef Polynomabbildung von f . Gelegentli
h wird ef au
h mit f be-zei
hnet.Vers
hiedene Polynome können dieselbe Polynomabbildung besitzen; zumBeispiel haben 0; x2 � x 2 Z2[x℄ beide die Nullabbildung als Polynomabbil-dung.Sehr häu�g gebrau
ht wirdSatz 2.77. EinsetzungshomomorphismusSeien (R;+; �) kommutativer Ring, r 2 R.



54 KAPITEL 2. RINGEDann ist ' : R[x℄ ! R de�niert dur
h '(f) := ef(r) ein Ringhomomorphis-mus.Eine Glei
hung mit Elementen aus R[x℄ geht über in eine Glei
hung mitElementen aus R, wenn x dur
h r ersetzt wird.Beweis. Es gilt (℄f + g)(r) = ef(r)+eg(r), da die Gruppe (R;+) kommutativist.Sei f = a0 + a1x + � � �+ asxs; g = b0 + b1x + � � �+ btxt.Dann gilt ef(r) = a0 + a1r + � � �+ asrs ^ eg(r) = b0 + b1r + � � �+ btrt.Also ef(r) � eg(r) =Pr+tn=0 �Pi+j=n aibj� rn = (gf � g)(r).Man bea
hte, daÿ das vorletzte Glei
hheitszei
hen wegen der kommutativitätdes Rings R gilt.Ergänzung 2.78. Satz 2.77 gilt ni
ht für beliebige Ringe.Als Beispiel betra
hten wir den sogenannten Quaternionen S
hiefkörper.Für v; u 2 C betra
hte man die 2� 2 Matrix M(u; v) := � u v��v �u�.Dann ist Q := fM(u; v)ju; v 2 C g ein Ring.Es gilt M(u; v)�M(x; y) = M(u� x; v � y),M(u; v) �M(x; y) =M(ux� v�y; uy + v�x),M(1; 0) ist Einselement,zu M(u; v) 6=M(0; 0) ist M( �ujuj2+jvj2 ; �vjuj2+jvj2 ) das Inverse.Also ist (Q;+; �) S
hiefkörper (der Qaternionens
hiefkörper).Setze j :=M(0; 1). Dann gilt M(u; v) =M(u; 0) +M(v; 0) � j.Die Abbildung f : C ! Q de�niert dur
h f(u) := M(u; 0) ist ein injektiverHomomorphismus.Identi�ziert man C mit seinem Bild in Q, so kann C als Teilkörper von Qaufgefaÿt werden.Dann gilt Q = fu+ vjju; v 2 C g, und(u+ vj) + (x + yj) = (u+ x) + (v + y)j(u+ vj) � (x + yj) = (ux� v�y) + (uy � v�x)j:S
hreibt man die Elemente aus C in der Form z = a+ bi; a; b 2 R; i2 = �1und setzt man k := i � j, so gilt:Q = fa1 + a2i+ a3j + a4kja1; : : : ; a4 2 Rg;i2 = j2 = k2 = �1;ij = �ji = k;jk = �kj = i;ki = �ik = j:



2.7. DIVISION VON POLYNOMEN 55Man bea
hte die Analogie dieser Re
henregeln zur Quaternionengruppe ausSatz 1.67 auf Seite 21.Satz 2.77 gilt ni
ht für Q.Für f = ix 2 Q[x℄; g = x 2 Q[x℄, also g � f = ix2 gilteg(j) � ef(j) = j � i � j = �j2i = i;gg � f(j) = i � j2 = �i:Bemerkung 2.79. Kanonis
he FortsetzungSei ' : R1 ! R2 Ringhomomorphismus. Dann iste' : R1[x℄ ! R2[x℄ de�niert dur
he'(a0 + � � �+ anxn) := '(a0) + � � �+ '(an)xnebenfalls Ringhomomorphismus.Ist ' bijektiv, so au
h e'.2.7 Division von PolynomenSatz 2.80. Seien (K;+; �) Körper; f; g 2 K[x℄; g 6= 0.Dann existieren Polynome q; r 2 K[x℄ mitf = q � g + r; r = 0 _ grad r < grad g:Beweis.Ist grad f < grad g oder f = 0, so wähle man q = 0.Sei also grad f � grad g.Der Beweis wird geführt dur
h vollständige Induktion na
h grad f .Induktionsbeginn:Im Fall grad f = 0 wähle man q=0, falls grad g > 0 und q = g�1f , fallsgrad g = 0.Der S
hluÿ auf n:Annahme:Für alle f 2 K[x℄ mit grad f < n gilt die Behauptung.Seien f = anxn + � � �+ a0; g = bmxm + � � �+ b0; n � m; an 6= 0; bm 6= 0.Sei h := f � xn�m � anbm � g.Dann gilt entweder h = 0 (und es folgt die Behauptung)oder grad h < grad f:Im zweiten Fall existieren na
h Induktionsvoraussetzung q; r 2 K[x℄ mith = q�g+r; r = 0 oder grad r < grad g, und es folgt f = ( anbmxn�m+q)+r.Bemerkung 2.81. Der Beweis von Satz 2.80 läÿt si
h übertragen, wenn(K;+; �) Ring ist mit 1 2 K und g normiert oder der hö
hste Koe�zient vong Einheit ist.



56 KAPITEL 2. RINGE2.8 Nullstellen von PolynomenSatz 2.82. Seien (R;+; �) kommutativer Ring, 1 2 R; f 2 R[x℄; � 2 R mitf(�) = 0 (genauer ef(�) = 0, wobei ef die zu f gehörige Polynomabbildungist), also � ist Nullstelle von f(x); f 6= 0.Dann existiert genau ein q 2 R[x℄ mit f = (x� �) � q; grad f = grad q + 1.Beweis.Existenz: Der Divisionsalgorithmus für Polynome (Satz 2.80) liefert eine Glei-
hung der Form f = q(x� �) + rmit r = 0 oder grad r < grad (x � �), also ist r konstant. Der Einsetzungs-homomorphismus (Satz 2.77) liefert 0 = f(�) = q(�) � 0 + r, also r = 0.Eindeutigkeit: Aus (x � �) � q � (x � �) � q� = 0 folgt (x � �) � (q � q�) = 0(Nullpolynom), also q = q�. Es gilt grad f = grad q + 1.De�nition 2.83. k-fa
he NullstelleSeien (R;+; �) kommutativer Ring, 1 2 R; f 2 R[x℄; f 6= 0; � 2 R.� heiÿt k-fa
he Nullstelle von f , wenn giltf = (x� �)k � qfür ein q 2 R[x℄ mit q(�) 6= 0.Bemerkung 2.84. In De�nition 2.83 sind k und q dur
h f eindeutig be-stimmt. Dies ergibt si
h analog zum Beweis von Satz 2.80.Bemerkung 2.85. Seien I Integritätsberei
h, 1 2 I; f 2 I[x℄; f 6= 0;�i ri-fa
he Nullstellen von f für i = 1; : : : ; s und �i paarweise vers
hieden.Dann läÿt si
h f darstellen in der Formf = sYi=1(x� �i)ri � q:Dabei ist q 2 I[x℄ eindeutig bestimmt. Ferner gilt q(�i) 6= 0 für i = 1; : : : ; s.Beweis. Die Existenz der Darstellung ergibt si
h dur
h vollständige Induk-tion na
h der Anzahl der �abgespaltenen� Linearfaktoren.Die Eindeutigkeit von q 2 I[x℄ ergibt si
h analog zum Beweis von Satz 2.82unter Anwendung von Bemerkung 2.84.Bemerkung 2.86. Sei (I;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 I; f 2 I[x℄; f 6= 0.Dann besitzt f hö
hstens grad f Nullstellen. Dabei zählen k-fa
he Nullstellenals k Nullstellen.



2.8. NULLSTELLEN VON POLYNOMEN 57Beweis. Verglei
he die Grade auf beiden Seiten der Glei
hung in Bemerkung2.85.Bemerkung 2.87.1. Bemerkung 2.86 gilt ni
ht für beliebige kommutative Ringe.Zum Beispiel besitzt x3 � x 2 Z6[x℄ 6 Nullstellen.2. Bemerkung 2.86 gilt ni
ht für beliebige S
hiefkörper. Man bea
hte, daÿzum Beweis der Einsetzungshomomorphismus benutzt wird. Ist Q derQuaternionens
hiefkörper, so besitzt x2+1 2 Q[x℄ die Nullstellen i; j; k.Siehe Ergänzung 2.78 auf Seite 54.Bemerkung 2.88. Formale AbleitungSeien (I;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 I; f = anxn + � � �+ a0 2 I[x℄.Setze f 0 := an � n � xn�1 + � � �+ a1 2 I[x℄. f 0 heiÿt formale Ableitung von f .am �m bezei
hne die m-fa
he Summe von am mit si
h selbst.Dann gilt (f + g)0 = f 0 + g0;(f � g)0 = f � g0 + f 0 � g:Der Beweis sei als Übung empfohlen.Sei � Nullstelle von f . Dann gilt:� ist 1-fa
he Nullstelle von f , f 0(�) 6= 0:Allgemeiner gilt falls Char I = 0 :� ist n-fa
he Nullstelle von f , � ist (n� 1)-fa
he Nullstelle von f 0:Beweis.Sei f = (x� �) � g.Dann folgt f 0 = (x� �)g0 + g.Also ist f 0(�) = 0 glei
hwertig mit g(�) = 0.Die Verallgemeinerung ergibt si
h analog.Folgerung 2.89. xpn � x 2 I[x℄ besitzt keine mehrfa
hen Nullstellen, fallsChar I = p.Satz 2.90.Seien f = anxn + an�1xn�1 + � � �+ a0 2 Z[x℄; � 2 Q mit f(�) = 0, � = rs ,r 2 Z, s 2 N , ggT(r; s) = 1.Dann ist sjan und rja0.Im Fall an = 1 ist also � 2 Z und �ja0.



58 KAPITEL 2. RINGEBeweis. Es gilt sn � f( rs) = 0 = anrn + an�1srn�1 + � � � + a0sn, also sjanrnund damit sjan und rja0.Beispiel 2.91. Als mögli
he Nullstellen von x5+x+2 2 Q [x℄ kommen na
hSatz 2.90 hö
hstens die Elemente 0; �1; �2 in Frage (tatsä
hli
h ist -1 dieeinzige Nullstelle in Q ).



Kapitel 3Ideale in Kommutativen RingenIn diesem Kapitel seien alle Ringe kommutativ!3.1 Summe und Produkt von IdealenSei (R;+; �) kommutativer Ring. Na
h De�nition 2.22 heiÿt a � R Ideal vonR, wenn gilt: (a;+) ist Gruppe und (r 2 R; a 2 a) r � a 2 a).Bemerkung 3.1.Der Dur
hs
hnitt von Idealen von R ist wieder Ideal von R.De�nition 3.2. Hauptideal, ErzeugendensystemSeien (R;+; �) kommutativer Ring, M � R. Dann bezei
hnet(M) := \M�aa ist Ideal von Radas kleinste Ideal von R, wel
hesM umfaÿt, undM heiÿt Erzeugendensystemdes Ideals (M).Ein Ideal a heiÿt Hauptideal von R, wenn a von einem Element erzeugt wird.Bemerkung 3.3. Seien (R;+; �) kommutativer Ring, M � R.Ist M = ;, so gilt (M) = f0g.Ist M 6= ;, so enthält (M) genau alle endli
hen Summen der FormnXi=1 rimi + sXj=1 kjm0jwobei ri 2 R; mi; m0j 2M ; kj 2 Z undk �m := m+ � � �+m| {z }(k�mal) , falls k > 0 59



60 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENk �m := 0, falls k = 0k �m := �m� � � � �m| {z }(k�mal) , falls k < 0.Im Fall 1 2 R enthält (M) genau alle endli
hen Summen der FormnXi=1 rimi ri 2 R; mi 2M:Beispiel 3.4.1. Sei 1 2 R. Dann gilt:� (a) = f� � aj� 2 Rg.� (1) = R.� (a) = R, a ist Einheit.� (a; b) = (a; b;�b) = (a;�b) = (a; a+ b).2. In Z gilt: (6;�9; 21) = (6;�9; 21;�3) = (3).3. In Z[p�5℄ := fa+ bp�5ja; b 2 Zg gilt(2; 1 +p�5) = (2;�1�p�5) = (2; 1�p�5).De�nition 3.5. SummenidealSeien ai (i 2 I) Ideale von R.Dann bezei
hnet Pi2I ai das kleinste Ideal, wel
hes alle ai enthält.Bemerkung 3.6. Die obige De�nition des Summenideals ist sinnvoll na
hBemerkung 3.1. Sonst existiert das kleinste Ideal eventuell ni
ht.Pi2I ai enthält genau alle endli
hen Summen der Forma1 + � � �+ an;wobei ai aus einem der Ideale ai stammt.Beispiel 3.7. In Z gilt� (6) + (9) = (6; 9) = (3).� (2) + (3) = (2; 3) = (1).Generell gilt� a+ b = (a [ b).� (a+ b) + 
 = a+ (b+ 
).



3.2. TEILBARKEIT IN INTEGRITÄTSBEREICHEN 61De�nition 3.8. ProduktidealSeien a; b Ideale von R.Dann bezei
hnet a � b das kleinste Ideal, wel
hes fa � bja 2 a; b 2 bg enthält.Bemerkung 3.9. a � b enthält genau alle endli
hen Summen der FormX aibi mit ai 2 a; bi 2 b:Bemerkung 3.10. Für Ideale a; b gilt stets a � b � a \ b.Bemerkung 3.11. Seien (R;+; �) kommutativer Ring; A;B � R;a := (A);b := (B);A �B := fa � bja 2 A; b 2 Bg.Dann gilt a � b = (A �B).Ist A Erzeugendensystem von a, B Erzeugendensystem von b, so ist A � BErzeugendensystem von a � b.Beweis. Folgt aus Bemerkung 3.3.Beispiel 3.12. Betra
hte das Ideal a := (2; 1 +p�5) in Z[p�5℄.Dann gilt a2 := a � a = (4; 2 + 2p�5;�4 + 2p�5) = (4; 2 + 2p�5; 6) = (2).Bemerkung 3.13. Für Ideale eines kommutativen Ringes gilt:1. (a � b) � 
 = a � (b � 
).2. a �Pi2I bi =Pi2I a � bi.3.2 Teilbarkeit in Integritätsberei
henDe�nition 3.14. Seien (R;+; �) Integritätsberei
h mit 1 2 R; a; b 2 R; Edie Gruppe der Einheiten von R.1. a � b :, 9" 2 E mit a = " � bSpre
hweise: a und b sind assoziiert.2. a��� b (in R):, 9
 2 R mit a � 
 = b.Bemerkung 3.15. � ist eine Äquivalenzrelation auf R.Beweis.a � a, da 1 2 E.Sei a � b, etwa a = " � b. Dann folgt b = a � "�1, also b � a.Aus a � b ^ b � 
, etwa a = "1b; b = "2
 folgt a = "1 � "2
, also a � 
.



62 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENBemerkung 3.16.1. Gilt ajb in R; a � a0 und b � b0, so folgt a0jb0.2. a � b, ajb und bja.Beispiel 3.17. Die Einheiten in Z sind �1.Beispiel 3.18. Wir betra
hten den Ring Z[p�5℄ = fa + bp�5ja; b 2 Zgund die Abbildung N : C ! R; N(z) = z � �z für alle z 2 C .Bekanntli
h gilt N(z1 � z2) = N(z1) �N(z2) (N heiÿt Normabbildung).Für die Einheiten in Z[p�5℄ gilt:1. " 2 Z[p�5℄ Einheit , N(") = 12. Die Einheiten von Z[p�5℄ sind �1.Beweis.1. N(") = " � �" = 1) �" ist zu " invers.Ist " Einheit, so gilt N(" � "�1) = 1 = N(") �N("�1),N(") 2 N ; N("�1) 2 N , also folgt die Behauptung.2. Klar.Beispiel 3.19. Im Ring Z[i℄ := fa+ bija; b 2 Zg gilt:" 2 Z[i℄ ist Einheit , N(") = 1.Die Einheiten von Z[i℄ sind �1; �i.Teilbarkeitsbeziehungen in Integritätsberei
hen lassen si
h idealtheoretis
hausdrü
ken. Dies besagt der wi
htige, aber lei
ht zu beweisendeSatz 3.20. Seien (R;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 R; a; b 2 R. Dann gilt:1. (a) � (b), bja.2. (a) = (b), ajb und bja, a � b3. " Einheit , "ja für alle a 2 R4. "j1, " ist Einheit.5. a 2 (b), bjaDe�nition 3.21. Sei (R;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 R; a 2 R; a 6= 0; ani
ht Einheit.Dann wird de�niert:



3.2. TEILBARKEIT IN INTEGRITÄTSBEREICHEN 631. a unzerlegbar (in R) :, (a = b � 
) b Einheit oder 
 Einheit)a besitzt nur die trivialen Teiler, also nur Einheiten und zu a assoziierteElemente als Teiler.2. a Primelement (in R) :, (ajb � 
) ajb _ aj
).3. Sei f 2 R[x℄; f 6= 0; gradf > 0.f reduzibel (über R oder in R[x℄) :, f ist darstellbar als Produktzweier ni
ht konstanter Polynome aus R[x℄.f irreduzibel (über R oder in R[x℄) :, f ist ni
ht darstellbar als Pro-dukt zweier ni
ht konstanter Polynome aus R[x℄.Beispiel 3.22. 2x2 + 2 2 Z[x℄ ist irreduzibel, da das Polynom in Z o�enbarkeine Nullstellen besitzt, aber ni
ht unzerlegbar (eine ni
httriviale Zerlegungist 2(x2 + 1)).Satz 3.23. Jedes Primelement ist unzerlegbar (Beispiel 3.25 zeigt, daÿ dieUmkehrung fals
h ist).Beweis. Sei p Primelement und gelte p = b � 
. O.B.d.A. folgt pjb, etwap � r = b für ein r 2 R.Dann ist p = p � r � 
, also r � 
 = 1 und damit 
 Einheit.Beispiel 3.24. In (Z;+; �) sind genau die Primzahlen �2;�3; ::: die Primele-mente und au
h die unzerlegbaren Elemente. Die Begri�e Primelement undunzerlegbares Element fallen in diesem Fall zusammen. Dies ist intuitiv klar.Ein Beweis folgt in Abs
hnitt 3.3.Beispiel 3.25.1. In Z[p�5℄ ist die 2 unzerlegbar. Aus 2 = (a+ bp�5)(
+ dp�5) folgtdur
h Anwendung der Normabbildung 4 = N(2) = (a2+5b2)(
2+5d2),also b = d = 0 und a = �2; 
 = �1 oder a = �1; 
 = �2.2. In Z[p�5℄ ist 2 ni
ht Primelement. Es gilt nämli
h2j6; 6 = (1+p�5)(1�p�5), aber 2 - (1�p�5) (da 1�p�52 =2 Z[p�5℄).Beispiel 3.26. Ist p 2 R Primelement, so ist au
h jedes zu p assoziierteElement Primelement.Die Aussage gilt analog für unzerlegbare Elemente.Satz 3.27. Seien (R;+; �) Integritätsberei
h; 1; r 2 R; r 6= 0; r ni
ht Einheit.Dann gilt:r ist unzerlegbar , (r) ist maximal unter den Hauptidealen 6= R von R.Das heiÿt: ((r) � (a) � R)) ((a) = (r) oder (a) = R).



64 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENBeweis. ):Sei r unzerlegbar. Dann ist r au
h ni
ht Einheit. Dann ist (r) 6= R(= (1))(na
h Satz 3.20.2).Gelte (r) � (a) � R.Dann 9b 2 R mit r = a � b.Da r als unzerlegbar angenommen wird, folgt: a ist Einheit (also (a) = R)oder b ist Einheit (also (r) = (a)) na
h Satz 3.20.2.(: Sei (r) 6= R maximal unter den Hauptidealen.Gelte r = a � b. Dann folgt (na
h Satz 3.20.1) (r) � (a) und aufgrund derVoraussetzung (r) = (a) oder R = (a).Im 1. Fall folgt, daÿ b Einheit ist (Satz 3.20.2).Im 2. Fall folgt, daÿ a Einheit ist.3.3 Euklidis
he-, Hauptideal- und ZPE-RingeBetra
htet werden in diesem Abs
hnitt Integritätsberei
he mit Eins mit spe-ziellen Eigens
haften.De�nition 3.28. Sei R Integritätsberei
h mit Eins. R heiÿt Hauptidealring,wenn jedes Ideal von R Hauptideal ist (also von einem Element erzeugt wird).De�nition 3.29. Sei R ein Integritätsberei
h mit Eins.R heiÿt ZPE-Ring, wenn für jedes r 2 R, r 6= 0; r ni
ht Einheit, gilt:1. r ist Produkt unzerlegbarer Elemente.2. Gilt r = p1 � � �pt = q1 � � � qs, mit p1; : : : ; pt; q1; : : : ; qs unzerlegbar, sofolgt t = s und bei geeigneter Numerierung pi � qi.(d.h. die Darstellung von r als Produkt unzerlegbarer Elemente ist imwesentli
hen eindeutig).Bemerkung 3.30. Sei R ZPE-Ring und r 2 R. Dann gilt:r ist unzerlegbar , r ist Primelement.Beweis. (: na
h Satz 3.23): Sei r unzerlegbar.Gelte rja � b, etwa r � 
 = a � b.In der Zerlegung von a � b in ein Produkt unzerlegbarer Elemente tritt na
hDe�nition 3.29 ein zu r assoziierter Faktor auf. Dies ist dann au
h der Fallbei einem der Faktoren a oder b, etwa bei b. Dann folgt rjb.Bemerkung 3.31. Z[p�5℄ ist kein ZPE-Ring, denn na
h Beispiel 3.25 ist2 unzerlegbar, aber ni
ht Primelement.



3.3. EUKLIDISCHE-, HAUPTIDEAL- UND ZPE-RINGE 65Zum Beispiel erhält man dur
h 6 = 2 � 3 = (1 + p�5)(1 � p�5) zweivers
hiedene Darstellungen von 6 als Produkt unzerlegbarer Elemente. MitHilfe der Normabbildung läÿt si
h lei
ht zeigen, daÿ jedes Element 6= 0,wel
hes ni
ht Einheit ist, als Produkt unzerlegbarer Elemente darstellbar ist.Satz 3.32. Jeder Hauptidealring ist ZPE-Ring.(In den Übungen wird gezeigt, daÿ die Umkehrung fals
h ist.)Als Vorbereitung für den Beweis werden 2 Lemmata benötigt.Lemma 3.33. Sei R Hauptidealring. Dann wird jede aufsteigende Kette(a0) � (a1) � : : : von Idealen konstant.Das heiÿt, es existiert ein j 2 N mit (aj) = (aj+1) = (aj+2) = : : : . (DieAussage gilt analog für Integritätsberei
he mit Eins, in denen jedes Ideal vonendli
h vielen Elementen erzeugt wird (Noethers
he Ringe)).Beweis. O�enbar ist S1i=0(ai) Ideal in R, etwa von der Form (b).Dann gilt b 2 (aj) für ein geeignetes j, also (b) � (aj).Hieraus folgt die Behauptung.Lemma 3.34. Sei R Hauptidealring. Dann ist jedes unzerlegbare ElementPrimelement.Beweis. Sei p unzerlegbar, gelte pja � b; p - a, also a 62 (p).Na
h Satz 3.27 folgt (p; a) = (1).Dann gilt 1 = � � p+� � a für geeignete �; � 2 R, also b = �p � b+� � a � b|{z}Vielfa
hes von pund damit pjb.Beweis von Satz 3.32 Existenz einer Zerlegung (mit Hilfe von Lemma3.33):Sei a0 2 R, a0 6= 0, a0 ni
ht Einheit.Annahme: a0 ist ni
ht Produkt unzerlegbarer Elemente; speziell ist dann a0ni
ht unzerlegbar.Gelte a0 = a1 � b1; a1; b1 ni
ht Einheiten, also (a0) $ (a1), (a0) $ (b1) (na
hSatz 3.20 auf Seite 62). Aufgrund der Annahme ist mindestens einer der Fak-toren a1; b1 ebenfalls ni
ht Produkt unzerlegbarer Elemente; etwa a1. Führtman dieselbe Überlegung anstelle von a0 nun für a1 dur
h, so erhält man eina2 2 R mit (a1) $ (a2), a2 ni
ht Produkt unzerlegbarer Elemente.Fortführung liefert eine Folge von Idealen (a0) $ (a1) $ : : : im Widerspru
hzu Lemma 3.33.(Bei dieser S
hluÿweise wird das Auswahlaxiom benutzt:Betra
hte die Menge aller Elemente aus R, die ni
ht Produkt unzerlegbarer



66 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENElemente sind.Ordne jedem dieser Elemente r die Menge Tr aller Teiler zu, die ni
ht Pro-dukt unzerlegbarer Elemente sind.Dann wird eine Auswahlfunktion für die Menge der Mengen Tr benötigt.)Eindeutigkeit der Zerlegung (mit Hilfe von Lemma 3.34):Gelte a = p1 � � �pr = q1 � � � qs für unzerlegbare Elemente p1; : : : ; pr; q1; : : : ; qs;speziell p1jq1 � � � qs.Na
h Lemma 3.34 sind die pj au
h Primelemente, also folgt p1jqj für ein ge-eignetes j. Da qj unzerlegbar ist, folgt p1 � qj.Kürzen und Wiederhohlung der S
hluÿweise liefert die Behauptung.De�nition 3.35. Sei R Integritätsberei
h mit 1 2 R.R heiÿt Euklidis
her Ring, wenn eine Abbildung f : R n f0g ! N0 existiertmit:Zu a; b 2 R mit b 6= 0 existieren Elemente q; r 2 R mita = q � b + r, wobei r = 0 oder f(r) < f(b).f heiÿt Euklidis
he (Norm-)Abbildung von R.Bemerkung 3.36. (Z;+; �) ist ein Euklidis
her Ring, f : Z n f0g ! N0de�niert dur
h f(z) := jzj ist eine Euklidis
he Abbildung von Z.(Dies ist aufgrund der intuitiven Vorstellung von Z klar. Für einen exaktenBeweis verwendet man, daÿ (Z;+; �;�) ein ar
himedis
h angeordneter Ringist.)Sei (K;+; �) ein Körper.Dann ist der Polynomring K[x℄ Euklidis
her Ring und f : K[x℄ n f0g ! N0de�niert dur
h f(g(x)) := grad g(x) ist eine Euklidis
he Abbildung von K[x℄na
h Satz 2.80 auf Seite 55.Natürli
h kann ein Ring mehrere Euklidis
he Abbildungen besitzen.Satz 3.37. Jeder Euklidis
he Ring ist Hauptidealring.(Die Umkehrung ist fals
h, zum Beispiel für Z[p�19℄, ohne Beweis.)Beweis. Sei a 6= (0) Ideal von R.Wähle a 2 a; a 6= 0, so daÿ f(a) � f(b) für alle b 2 a; b 6= 0.Gezeigt wird dann a = (a). Trivial ist (a) � a.Sei b 2 a beliebig. Na
h Voraussetzung existieren Elemente q; r 2 R mitb = q � a + r mit r = 0 oder f(r) < f(a).Aus r = b�q�a 2 a und der Minimalität von f(a) folgt r = 0, also b 2 (a).Bemerkung 3.38. Sei (K;+; �) Körper, K[x℄ der Polynomring in einer Un-bestimmten.Dann ist K[x℄ Hauptidealring, also au
h ZPE-Ring (siehe Satz 3.32, Bemer-kung 3.36 und Satz 3.37).



3.3. EUKLIDISCHE-, HAUPTIDEAL- UND ZPE-RINGE 67Beispiel 3.39. Z[i℄ := fa+ bija; b 2 Zg ist ein Euklidis
her Ring.N : Z[i℄ n f0g ! N0 de�niert dur
h N(a + bi) := a2 + b2 ist eine Euklidis
heAbbildung von Z[i℄.Seien �; � 2 Z[i℄; � 6= 0.Dann ist zu zeigen: Es existiert ein q 2 Z[i℄ mit N(� � q�) < N(�) be-ziehungsweise N(�� � q) < 1 (bea
hte, daÿ N multiplikativ ist, das heiÿtN(� � �) = N(�) �N(�) für alle �; � 2 Z[i℄).Die letzte Bedingung bedeutet geometris
h in der Gauÿs
hen Zahlenebene,daÿ es zu �� einen Gitterpunkt q mit ganzzahligem Real- und Imaginärteilgibt mit Abstand kleiner als eins von �� . Dies ist klar.Bemerkung 3.40. Sei R Integritätsberei
h, 1 2 R; M � R; M 6= ;.d 2 R heiÿt ggT von M , wenn gilt:djm für alle m 2Md0jm für alle m 2M ) d0jd:Ein ggT existiert ni
ht immer (siehe Übung).Es gilt: d1; d2 ggT von M ) d1jd2 ^ d2jd1 )siehe Satz 3:20:2 d1 � d2d1 ggT von M ^ d1 � d2 )siehe Bemerkung 3:16 d2 ggT von M:Bemerkung 3.41. Sei (R;+; �) ZPE-Ring, r 2 R.Mit r ist au
h jedes zu r assoziierte Element Primelement.PR enthalte aus jeder Äquivalenzklasse assoziierter Primelemente genau einenVertreter.Sei a 2 R; a 6= 0.Dann läÿt si
h a eindeutig darstellen in der Forma = " � Yp2PR p�p(a) mit 8><>: �p(a) 2 N0�p(a) 6= 0 für nur endli
h viele p" Einheit.Sei M � R; M 6= ;.Dann besitzt M einen ggT, nämli
h Qp2PRpminf�p(a)ja2Mg.Bemerkung 3.42. Seien (R;+; �) Hauptidealring, M � R; M 6= ;.Für das von M erzeugte Ideal gelte (M) = (d).Dann ist d ein ggT von M .



68 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENDies ergibt si
h wie folgt: Klar gilt djm für alle m 2 M .Gilt d0jm für alle m 2 M , so folgt M � (d0), also au
h (d) = (M) � (d0),also d0jd.Ferner läÿt si
h d darstellen in der Formd = �1m1 + � � �+ �tmt mit �i 2 R; mi 2M (na
h Bemerkung 3.3).Dies liefert allerdings keine Methode zur Bestimmung der �i (verglei
he mitSatz 3.45).Bemerkung 3.43. Seien R Integritätsberei
h, 1 2 R; H � R; H Haupt-idealring und Unterring von R.Sei d 2 H ein ggT von fa; bg � H in H.Dann ist d au
h ein ggT von fa; bg in R.Beweis. dja und djb ist klar.Sei Æ 2 R und Æja; Æjb.Dann folgt au
h Æjd in R, da si
h (na
h Bemerkung 3.42) d darstellen läÿt inder Form d = �1a+ �2b mit �1; �2 2 H.Interessante Spezialfälle von Bemerkung 3.43 werden zusammengefaÿt inBemerkung 3.44. Seien K � E Körper, also K[x℄ � E[x℄ Hauptidealringena
h Bemerkung 3.38.Seien f; g 2 K[x℄. Dann gilt:1. Ist d ggT von ff; gg in K[x℄, so ist d au
h ggT von ff; gg in E[x℄.2. Besitzen f und g in E eine gemeinsame Nullstelle �, so besitzen f undg in K[x℄ einen gemeinsamen ni
ht konstanten Teiler, denn es gilt:Na
h Satz 2.82 ist (x��) gemeinsamer Teiler von f und g in E[x℄, alsoist eine Konstante aus K ni
ht ggT von f und g in K[x℄ (na
h Teil 1).3. Sei f 2 K[x℄ irreduzibel, f 0 6= 0.Dann besitzt f in E keine mehrfa
he Nullstelle.Beweis. Ist � 2 E mehrfa
he Nullstelle von f , so gilt f 0(�) = 0 (na
hBemerkung 2.88 auf Seite 57), also ist (x� �) gemeinsamer Teiler vonf und f 0 in E[x℄.Also besitzen (na
h Teil 2) f und f 0 einen ni
htkonstanten gemeinsa-men Teiler in K[x℄ im Widerspru
h zur Irreduzibilität von f .4. Na
h Bemerkung 2.88 auf Seite 57 folgt:Sei f(x) 2 K[x℄; f(x) zerfalle in E[x℄ in ein Produkt von Linearfakto-ren. Dann giltf besitzt in E keine mehrfa
he Nullstellen, ggT(f(x); f 0(x)) = 1:



3.3. EUKLIDISCHE-, HAUPTIDEAL- UND ZPE-RINGE 69Satz 3.45. Euklidis
her AlgorithmusSeien (R;+; �) Euklidis
her Ring und f : Rnf0g ! N0 euklidis
he Abbildungvon R.Seien a1; a2 2 R mit a1 6= 0; a2 6= 0. Gelte
(�)8>>>>>>><>>>>>>>:

a1 = q1 � a2 + a3; f(a3) < f(a2);a2 = q2 � a3 + a4; f(a4) < f(a3);...an�2 = qn�2 � an�1 + an; f(an) < f(an�1);an�1 = qn�1 � an + an+1; f(an+1) < f(an);an = qn � an+1 + 0:(Na
h endli
h vielen S
hritten erhält man stets den Rest 0.)Dann gilt1. an+1 ist ein ggT von fa1; a2g.2. Dur
h Einsetzen in (�) lassen si
h �1; �2 2 R bere
hnenmit an+1 = �1a1 + �2a2(Man beginne bei der vorletzten Glei
hung.)Beweis.1. Es gilt an+1jan (letzte Glei
hung), also au
h an+1jan�1 (vorletzteGlei
hung). Fortführung liefert an+1ja2 (zweite Glei
hung), also au
han+1ja1 (erste Glei
hung).Gelte dja1 ^ dja2. Dann folgt dja3 (erste Glei
hung), also au
h dja4(zweite Glei
hung). Fortführung liefert djan+1 (vorletzte Glei
hung).2. Trivial.Folgerung 3.46. Die ganzzahlige Glei
hung ax + by = m ist in Z lösbargenau dann, wenn m Vielfa
hes vom ggT(a; b) ist.Das nä
hste Ziel in diesem Abs
hnitt ist der Beweis, daÿ der PolynomringR[x℄ ZPE-Ring ist, falls R ZPE-Ring ist.De�nition 3.47. PrimitivSei R ZPE-Ring und f = anxn + � � �+ a0 2 R[x℄ Polynom mit Koe�zientenaus R.Dann heiÿt f primitiv, falls 1 ggT der Koe�zienten von f ist (der ggT exi-stiert na
h Bemerkung 3.41).



70 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENBemerkung 3.48.Seien R ZPE-Ring, K Quotientenkörper von R; g 2 K[x℄.Dann existiert ein a 2 K, so daÿ a � g 2 R[x℄ primitiv ist.Bis auf einen Einheitsfaktor aus R ist a eindeutig bestimmt.Beweis. Ergibt si
h aus der De�nition von ZPE-Ringen.Lemma 3.49. Gauÿs
hes LemmaSei R ZPE-Ring und seien f; g 2 R[x℄.Sind f und g primitiv, so au
h f � g.Beweis. Seien f = anxn + � � �+ a0 2 R[x℄; an 6= 0;g = bmxm + � � �+ b0 2 R[x℄; bm 6= 0:f � g = 
n+mxn+m + � � �+ 
0 2 R[x℄:Wir nehmen an, daÿ ein Primelement p 2 R existiert mit pj
i für alle i.Na
h Voraussetzung existiert ein kleinstes i mit p - ai.Na
h Voraussetzung existiert ein kleinstes j mit p - bj.Na
h Voraussetzung gilt pj
i+j.Andererseits gilt 
i+j = a0bi+j + a1bi+j�1 + : : :| {z }Vielfa
hes von p +aibj + � � �+ ai+jb0| {z }Vielfa
hes von p,also p - 
i+j.Besonders wi
htig für den Spezialfall R = Z istSatz 3.50. Seien R ZPE-Ring, K Quotientenkörper von R und f 2 R[x℄.Dann gilt f irreduzibel in R[x℄, f irreduzibel in K[x℄Beweis. ( klar.): Gelte f = g � h in K[x℄.Sei g = g� � g1; g1 2 R[x℄ primitiv, g� 2 K (na
h Bemerkung 3.48).Sei h = h� � h1; h1 2 R[x℄ primitiv, h� 2 K (na
h Bemerkung 3.48).Dann folgt f = g� � h� � g1 � h1.Na
h dem Gauÿs
hen Lemma ist g1 � h1 primitiv, andererseits gilt f 2 R[x℄also folgt g� � h� 2 R.Man erhält also eine Zerlegung von f in R[x℄.Satz 3.51. Ist R ZPE-Ring, so ist au
h der Polynomring R[x℄ ZPE-Ring.Beweis. Es sei zunä
hst darauf hingewiesen, daÿ die unzerlegbaren Elemen-te von R[x℄ genau die unzerlegbaren Elemente von R und die irreduziblen,



3.4. LINEARE UND QUADRATISCHE KONGRUENZEN 71primitiven Polynome aus R[x℄ sind.Sei f 2 R[x℄ gegeben, f ni
ht Einheit in R[x℄, f 6= 0.Ist f 2 R, so ist die �eindeutige Faktorzerlegung� in unzerlegbare Elementeklar, da R ZPE-Ring ist.Sei f ni
ht aus R. Die Existenz einer Zerlegung von f in ein Produkt unzer-legbarer Elemente ist klar (man bea
hte grad g � h = grad g + grad h).Gelte f = p1 � p2 � � � g1 � g2 � � � gr = q1 � q2 � � �h1 � h2 � � �hs; pi; qj aus R unzer-legbar, gi; hi aus R[x℄ primitiv und irreduzibel.Na
h Bemerkung 3.48 und Lemma 3.49 folgt p1 � p2 � � � � q1 � q2 � � � , und daR ZPE-Ring ist, weiter p1 � q1; p2 � q2; : : : bei geeigneter Numerierung.Dur
h Kürzen erhält man aus der obigen Glei
hung " � g1 � � � gr = h1 � � �hs," Einheit.Man betra
hte diese Glei
hung in K[x℄, wobei K Quotientenkörper von Rist und bea
hte, daÿ K[x℄ Euklidis
her Ring ist, also au
h ZPE-Ring.Dann folgt r = s und gi � hi in K[x℄ bei geeigneter Numerierung.Also existieren Elemente 
i 2 K mit gi = 
i � hi.Da gi; hi in R[x℄ primitiv sein sollten, folgt na
h Bemerkung 3.48, daÿ 
i 2 REinheit ist.Also ist au
h gi � hi in R[x℄.Bemerkung 3.52. Eine Satz 3.51 entspre
hende Aussage gilt für Haupt-idealringe ni
ht.Zum Beispiel ist (2; x) kein Hauptideal in Z[x℄ (siehe Übung).Ist K Körper, so ist K[x℄ Euklidis
her Ring.3.4 Lineare und Quadratis
he KongruenzenWir betra
hten in diesem Paragraphen speziell ganzzahlige Kongruenzen.Zunä
hst eine Bemerkung allgemein über Polynomkongruenzen.Bemerkung 3.53. Seien m1; : : : ; mr 2 N paarweise teilerfremd; m :=m1 � � �mr.Ferner sei f(x) 2 Z[x℄ ein Polynom mit ganzzahligen Koe�zienten.Dann gilt o�enbar:f(
) � 0 (mod m)) f(
) � 0 (mod mi) für i = 1; : : : ; r:Na
h dem Chinesis
hen Restsatz (genauer: na
h Folgerung 2.41) gilt ferner:f(
i) � 0 (mod mi) für i = 1; : : : ; r
 � 
i (mod mi) für i = 1; : : : ; r�) f(
) � 0 (mod m):



72 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENBei Vorgabe der 
i ist 
 (mod m) eindeutig bestimmt.Also folgt:Die Anzahl der (mod m) vers
hiedenen Lösungen von f(x) � 0 (mod m)ist glei
h dem Produkt der entspre
henden Lösungsanzahlen von f(x) � 0(mod mi) für i = 1; : : : ; r.Satz 3.54. Lineare Kongruenzen1. ax � b (mod m) lösbar , ggT(a;m)jb2. Sei x0 eine Lösung von ax � b (mod m).Dann erhält man alle (mod m) vers
hiedenen Lösungen dur
hx0 + � mggT(a;m) ; � = 0; 1; : : : ; ggT(a;m)� 1:Speziell: Im Fall ggT(a;m) = 1 besitzt ax � b (mod m) modolo mgenau eine Lösung.Beweis.1. ax � b (mod m) lösbar, Es existieren x0; � 2 Z mit a �x0� b = � �m.Na
h Folgerung 3.46 ist dies glei
hwertig mit ggT(a;m)jb.Bea
hte: Ein sol
hes x0 �ndet man na
h endli
h vielen S
hritten dur
hProbieren oder dur
h Anwendung des Euklidis
hen Algorithmus.2. <>y0 Lösung von ax � b (mod m), ax0 � ay0 (mod m), x0 � y0 (mod mggT(a;m)):Die letzte Äquivalenz ergibt si
h aus Satz 2.33.Folgerung 3.55. WilsonSei n 2 N . Dann gilt:n Primzahl , (n� 1)! � �1 (mod n)Beweis. Sei zunä
hst n ni
ht Primzahl, etwa n = a � b; 1 < a; 1 < b.Dann ist (n� 1)! (mod n) o�enbar ni
ht prime Restklasse (mod n) im Ge-gensatz zu �1 (mod n).Sei nun n Primzahl. Na
h Satz 3.54 existiert zu jedem i 2 f1; 2; : : : ; n � 1ggenau ein j 2 f1; 2; : : : ; n� 1g mit i � j � 1 (mod n). Andererseits folgt ausi2 � 1 (mod n) unmittelbar (i� 1)(i + 1) = 0 (mod n) und, da n Primzahlist, i � 1 (mod n) oder i � �1 (mod n).Hieraus folgt die Behauptung.



3.4. LINEARE UND QUADRATISCHE KONGRUENZEN 73Untersu
ht werden soll nun die Lösbarkeit einer quadratis
hen Kongruenzder Form x2 � a (mod p); p > 2 Primzahl, a 2 Z; p - a:De�nition 3.56. Legendre-SymbolSeien a 2 Z; p > 2 Primzahl. Dann wird das Legendre-Symbol �ap� de�niertdur
h �ap� := 8><>:1 falls x2 � a (mod p) lösbar und p - a�1 falls x2 � a (mod p) ni
ht lösbar und p - a0 falls pjaIm Fall �ap� = 1 heiÿt a Quadratis
her Rest mod p (QR mod p);Im Fall �ap� = �1 heiÿt a Quadratis
her Ni
htrest mod p (QNR mod p).Einige einfa
he Eigens
haften des Legendre-Symbols werden zusammenge-stellt inSatz 3.57. Sei p Primzahl, p 6= 2.1. a � b (mod p)) �ap� = � bp�2. �a2p � = 1, falls p - a�1p� = 13. �ap� = 1) x2 � a (mod p) besitzt genau 2 Lösungen4. Sei g Primitivwurzel mod p und a � gind(a) (mod p):(Dabei ist ind(a) mod p� 1 eindeutig bestimmt.)Dann gilt: �ap� = (1 falls 2jind(a)�1 falls 2 - ind(a):5. Jedes vollständige prime Restsystem mod p enthält genau p�12 QRmod p, nämli
h g0; g2; : : : ; gp�3 und genau p�12 QNR mod p, nämli
hg1; g3; : : : ; gp�2 (dabei sei g PW mod p).Beweis.



74 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGEN1. Trivial.2. Trivial.3. Ist x0 Lösung von x2 � a (mod p), so giltx2�x20 � (x�x0)(x+x0) � 0 (mod p), und �x0 ist die einzige weitereLösung.4. Ist 2jind(a), so folgt (g ind(a)2 )2 � a (mod p), also �ap� = 1.Sei �ap� = 1, etwa x2 � a (mod p), x � g� (mod p), so folgtind(a) � 2� (mod (p� 1)), also 2jind(a).5. Klar na
h 4.Aus Satz 3.57.4 folgtSatz 3.58. Multiplikativität des Legendre-SymbolsSei p 6= 2 Primzahl und a; b 2 Z mit p - a, p - b. Dann gilt:�a � bp � = �ap� � � bp�Bemerkung 3.59. Zur Bere
hnung des Legendre-Symbols genügt es also,��1p � ; �2p� ; � qp� zu kennen, wobei p 6= q ungerade Primzahlen sind.Satz 3.60.1. Euler KriteriumSei p > 2 Primzahl, p - a. Dann gilt �ap� � a p�12 (mod p).2. 1. Ergänzung zum quadratis
hen ReziprozitätsgesetzSei p > 2 Primzahl. Dann gilt��1p � = (1 falls p � 1 (mod 4)�1 falls p � 3 (mod 4):Beweis.1. Sei �ap� = 1, etwa x20 � a (mod p).Dann folgt a p�12 � xp�10 � 1 (mod p) na
h Satz 2.39.Sei �ap� = �1. Dann ist na
h Satz 3.57.1 ind(a) ungerade, etwa a �



3.5. PRIMZAHLEN 75g2�+1 (mod p) für eine PW g.Es folgt a p�12 � g(p�1)� � g p�12 � g p�12 (mod p) na
h Satz 2.39.Nun ist aber g p�12 � �1 (mod p), denn na
h Satz 2.39 ist g p�12 Lösungvon x2 � 1 � (x� 1)(x + 1) � 0 (mod p).2. Folgt aus Teil 1. für a = �1.Satz 3.61. 2. Ergänzung zum quadratis
hen Reziprozitätsgesetz (Ohne Be-weis)Sei p > 2 Primzahl. Dann gilt�2p� = (1 falls p � �1 (mod 8)�1 falls p � �3 (mod 8):Sind p und q ungerade Primzahlen mit p 6= q, so ist ein einfa
her Ausdru
kfür � pq� ni
ht bekannt.Allerdings besteht ein einfa
her Zusammenhang zwis
hen � pq� und � qp�.Satz 3.62. Quadratis
hes Reziprozitätsgesetz (ohne Beweis)Seien p und q zwei vers
hiedene Primzahlen > 2. Dann gilt:�qp� � �pq� = (1 falls p � 1 (mod 4) oder q � 1 (mod 4)�1 sonstBeispiel 3.63.�1523� = � 323� �� 523� = ��233 � ��235 � = ��23� ��35� = �35� = �53� = �23� = �13.5 PrimzahlenNa
h Paragraph 3.3 ist (Z;+; �) ein ZPE-Ring.Die Primelemente von Z sind �2; �3; �5; �7; �11; : : : .Die positiven Primelemente von Z heiÿen Primzahlen.Sei P := f2; 3; 5; 7; 11; : : :g die Menge aller Primzahlen und pn die n�tePrimzahl.� : R+ ! N [ f0g de�niert dur
h �(x) :=Pp�xp2P 1 heiÿt Primzahlfunktion.�(x) gibt also die Anzahl aller Primzahlen � x an.Satz 3.64. Es gibt unendli
h viele Primzahlen.Genauer gilt:



76 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGEN1. pn � 2(2n�1) für alle n 2 N .2. �(n) > ln lnn für alle n 2 N .Beweis. (na
h Euklid)1. Seien p1; : : : ; pn die ersten n Primzahlen.Dann gilt pi - (p1 � � � pn + 1) für i = 1; : : : ; n.Jede natürli
he Zahl läÿt si
h als Produkt von Primzahlen darstellen,da Z ZPE-Ring ist.Jeder Primfaktor von (p1 � � � pn + 1) ist � (p1 � � � pn + 1).Also existiert pn+1, und es gilt pn+1 � (p1 � � � pn + 1).Hieraus ergibt si
h die Behauptung dur
h vollständige Induktion.2. Sei n 2 N ; n � 2 gegeben und k 2 Z so gewählt, daÿ 2(2k�1) � n < 22k .Dann folgt ln lnn < k � �((2k�1)) � �(n)(mit diesem Ansatz erhält man aus einer oberen Abs
hätzung für pneine untere Abs
hätzung für �(n)).Satz 3.65. Sieb des EratosthenesSei n 2 N ; n � 2 gegeben.Betra
hte die Zahlen 1; 2; 3; : : : n.1. Strei
he 1.2. Unterstrei
he die kleinste ni
ht gestri
hene und ni
ht unterstri
heneZahl und strei
he alle e
hten Vielfa
hen davon.3. Wiederhole S
hritt 2 bis eine Zahl > pn unterstri
hen ist.Behauptung: Die ni
ht gestri
henen Zahlen sind genau die Primzahlen � n.(�Ausgesiebt� werden alle Zahlen, die e
htes Vielfa
hes einer Primzahl sind.)Beweis. O�enbar werden Primzahlen � n ni
ht gestri
hen.Sei m � n und m ni
ht Primzahl.Dann besitzt m einen Primteiler p � pn, und als e
htes Vielfa
hes von pwird m gestri
hen.Die Abs
hätzungen in Satz 3.64 lassen si
h wesentli
h verbessern. Es giltSatz 3.66. Primzahlsatz (ohne Beweis)�(x) � xlnx (das heiÿt: limx!1 �(x)xlnx = 1);pn � n lnn (das heiÿt: limn!1 pnn � lnn = 1):



3.6. IRREDUZIBILITÄTSKRITERIEN 773.6 IrreduzibilitätskriterienBereits bewiesen wurde (siehe Satz 3.50)Bemerkung 3.67. SeienR ZPE-Ring,K Quotientenkörper von R, f 2 R[x℄.Dann gilt: f irreduzibel in R[x℄, f irreduzibel in K[x℄:Speziell für f 2 Z[x℄:f irreduzibel in Z[x℄, f irreduzibel in Q [x℄:Beispiel 3.68.x2 � 2 irreduzibel in Q [x℄ (p2 ist ni
ht rational)x2 � 2 ni
ht irreduzibel in R[x℄Bemerkung 3.69.Seien (R;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 R; f 2 R[x℄; a 2 R.Dann gilt:f(x) irreduzibel in R[x℄, f(x+ a) irreduzibel in R[x℄:Beweis. Es ist lei
ht na
hzure
hnen,daÿ aus f = g � h folgt f(x+ a) = g(x+ a) � h(x + a).Bemerkung 3.70. Sei f 2 R[x℄; f = anxn + � � �+ a0.Ferner seien m 2 N gegeben und an 6� 0 (mod m).Weiter sei ef := anxn + � � �+ a0 2 Zm[x℄.Dabei bezei
hne ai die Restklasse ai (mod m). Dann gilt:ef irreduzibel in Zm[x℄) f irreduzibel in Z[x℄:Beweis. Die Abbildung e� : Z[x℄! Zm[x℄ de�niert dur
he�(drxr+� � �+d0) := drxr+� � �+d0 ist ein Homomorphismus (siehe Bemerkung2.79).Aus der Zerlegungf = anxn + � � �+ a0 = (brxr + � � �+ b0)(
sxs + � � �+ 
0) in Z[x℄erhält man also die Zerlegungef = anxn + � � �+ a0 = (brxr + � � �+ b0)(
sxs + � � �+ 
0) in Zm[x℄:Wegen an 6= 0 und an = br � 
s folgt br 6= 0, 
s 6= 0.Ist die Zerlegung in Z[x℄ ni
ht trivial, so ist au
h die Zerlegung in Zm[x℄ ni
httrivial.



78 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENBeispiel 3.71. x3 � 8x2 + 17x � 135 ist irreduzibel in Z2[x℄ (besitzt keineNullstelle), also au
h irreduzibel in Z[x℄.Dies läÿt si
h au
h direkt na
hweisen (mit Hilfe von Satz 2.90).Satz 3.72. EisensteinkriteriumSei R ZPE-Ring, f = anxn + � � �+ a0 2 R[x℄, n � 1, an 6= 0.Ferner existiere ein Primelement p 2 R mit p - an, pjan�1; : : : ; pja0; p2 - a0.Dann ist f irreduzibel in R[x℄ (und na
h Bemerkung 3.67 au
h in K[x℄, wennK Quotientenkörper von R ist).Beweis.Gelte f = anxn + � � �+ a0 = g � h = (brxr + � � �+ b0)(
sxs + � � �+ 
0) 2 R[x℄:Dann ist zu zeigen, daÿ g oder h konstant ist.Es gilt a0 = b0 � 
0.Na
h Voraussetzung teilt p genau eine der Zahlen b0 oder 
0, etwa pjb0; p - 
0.Weiter ist na
h Voraussetzung p - an und an = br � 
s, also au
h p - br.Demna
h existiert ein Index m mit pjb0; : : : ; pjbm�1, p - bm (grad g � m).Es folgt am = bm � 
0| {z }ni
ht Vielfa
hes von p+ bm�1
1 + � � �+ b0
m| {z }Vielfa
hes von p , also p - am.Aus der Voraussetzung des Satzes folgt weiter m = n, also grad g � n.Dies ist nur dann mögli
h, wenn h konstant ist.Beispiel 3.73.1. 3x5 + 2x3 � 4x2 + 2 2 Z[x℄ ist irreduzibel (wähle p = 2).2. xn � p 2 Z[x℄ (n 2 N ; p Primzahl) ist irreduzibel.Speziell folgt: xn � p hat in Q keine Nullstelle, also ist npp irrational.3. Sei p Primzahl.Dann ist �p(x) := xp�1 + xy0p�2 + � � �+ x + 1 2 Z[x℄ irreduzibel.�p(x) heiÿt p-tes Kreisteilungspolynom.Beweis. Es gilt�p(x) = xp � 1x� 1�p(x+ 1) = (x + 1)p � 1x= xp�1 + �p1�xp�2 + �p2�xp�3 + � � �+ � pp� 1�| {z }=p x0:�p(x + 1) ist irreduzibel in Z[x℄ na
h Satz 3.72, also au
h �p(x) na
hBemerkung 3.69.



3.7. PRIMIDEALE, MAXIMALE IDEALE 793.7 Primideale, Maximale IdealeDe�nition 3.74. Primideal, maximales IdealSeien (R;+; �) kommutativer Ring; a Ideal von R und a 6= R.1. a heiÿt Primideal, wenn gilt:a � b 2 a) (a 2 a _ b 2 a):2. a heiÿt maximales Ideal, wenn gilt:(b Ideal, a � b � R)) (b = a _ b = R):Bemerkung 3.75. Seien (R;+; �) Integritätsberei
h, 1 2 R, p 2 R, p ni
htEinheit, p 6= 0. Dann gilt:p Primelement ,De�nition 3:21 �pja � b) (pja _ pjb)�,Satz 3:20 �(a � b) � (p)) �(a) � (p) _ (b) � (p)��, �a � b 2 (p)) �a 2 (p) _ b 2 (p)��,De�nition 3:74 (p) Primideal.Satz 3.76. Sei (R;+; �) kommutativer Ring; p Ideal von R, p 6= R.Dann gilt: p Primideal, R=p nullteilerfrei.Beweis. ): Sei (a+ p) � (b + p) = a � b+ p = 0 + p, also a � b 2 p.Na
h Voraussetzung folgt a 2 p oder b 2 p, also a+ p oder b+ p Null in R=p.(: Sei a � b 2 p, also a � b + p = (a+ p)(b+ p) = 0 + p.Na
h Voraussetzung folgt a+p oder b+ p Null in R=p, also a 2 p oder b 2 p.Satz 3.77. Sei (R;+; �) kommutativer Ring, 1 2 R, m Ideal von R, m 6= R.Dann gilt: m maximales Ideal, R=m Körper.Beweis. ): Sei a+m ni
ht Null in R=m, also a 62 m.Dann folgt (a;m) = R, und es existieren m 2 m; b 2 R mit 1 = m + b � a(Bemerkung 3.3).Also ist (b+m)(a+m) = 1+m. Das heiÿt: b+m ist zu a+m in R=m invers.(: Sei a ein Ideal mit m $ a � R.Gezeigt wird: a = R.Sei a 2 a mit a 62 m.



80 KAPITEL 3. IDEALE IN KOMMUTATIVEN RINGENIn R=m besitzt a+m na
h Voraussetzung ein Inverses, etwa b +m.Dann folgt a � b+m = 1 +m, also a � b� 1 2 m � a.Wegen a 2 a ist au
h a � b 2 a, also 1 2 a, woraus a = R folgt.Bemerkung 3.78. Da jeder Körper nullteilerfrei ist, ist na
h Satz 3.76 undSatz 3.77 in einem kommutativen Ring mit Eins jedes maximale Ideal Prim-ideal.Bemerkung 3.79. In 2Z ist (4) maximales Ideal; 2Z=(4) ist ni
ht nulltei-lerfrei wegen (2 + (4))(2 + (4)) = 0 + (4); erst re
ht ist 2Z=(4) kein Körper(bea
hte: 1 62 2Z).Satz 3.80. Seien (R;+; �) kommutativer Ring, 1 2 R, a Ideal von R, a 6= R.Dann besitzt R ein maximales Ideal m mit a � m.Beweis. Sei M := fb � ajb Ideal von R; b 6= Rg und M geordnet bezügli
hder Inklusion.Dann ist M ni
ht leer wegen a 2M .Sei K eine Kette von M . Dann besitzt K die obere S
hranke � := S�2K�(o�enbar ist � Ideal, � � a und 1 62 �; also � 2M).Na
h dem Zorns
hen Lemma1 besitzt M ein maximales Element m.Dieses ist o�enbar ein maximales Ideal, wel
hes a enthält.
1Voraussetzungen für das Zorns
he Lemma:Geordnete Menge (M;�) heiÿt geordnete Menge, falls gilt:1. a � a für alle a 2M . (Re�exivität)2. (a � b ^ b � a)) a = b für alle a; b 2M . (Antisymmetrie)3. (a � b ^ b � 
) ) a � 
 für alle a; b; 
 2M (Transitivität)Kette Eine geordnete Menge (M;�) heiÿt Kette oder vollständig geordnete Menge, fallszusätzli
h gilt: a � b _ b � a für alle a; b 2M .Obere S
hranke Seien (M;�) eine geordnete Menge, U �M .Ein Element s 2M heiÿt obere S
hranke von U , falls gilt: k � s für alle u 2 U .Maximales Element Sei (M;�) eine geordnete Menge. Ein Element m 2M heiÿt ma-ximales element, falls gilt: m � a) m = a für alle a 2M .Zorns
he Lemma: Sei (M;�) eine ni
ht leere, geordnete Menge.Besitzt jede Kette K � M eine obere S
hranke s in M , dann besitzt M ein maximalesElement m.



Kapitel 4Elementare Körpertheorie
4.1 KörpererweiterungenEs seien (E;+; �) ein Ring mit 1 und K Teilkörper von E.Dann läÿt si
h E auf natürli
he Weise au�assen als K-Vektorraum (dabei seidas Produkt von Skalar mit Vektor de�niert dur
h das Produkt in E).[E : K℄ bezei
hne die Dimension des K-Vektorraums E (Grad der Erweite-rung E : K).Interessant ist vor allem der Spezialfall, bei dem E Körper ist.Grundlegend istSatz 4.1. Seien K � S � E Körper. Dann gilt:1. Ist [S : K℄ unendli
h, so ist au
h [E : K℄ unendli
h.2. Ist [E : S℄ unendli
h, so ist au
h [E : K℄ unendli
h.3. Sind [E : S℄ und [S : K℄ endli
h, so au
h [E : K℄, und es gilt[E : K℄ = [E : S℄ � [S : K℄: (Körpergrad-Formel)Genauer: Seien f�1; : : : ; �ng Basis von S : K,f�1; : : : ; �mg Basis von E : S.Dann ist B := f�i�jj1 � i � n; 1 � j � mg Basis von E : K.Beweis.1. Na
h Voraussetzung besitzt E einen Unterraum S unendli
her Dimen-sion.Dann besitzt au
h E unendli
he Dimension (Lineare Algebra).81



82 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE2. Sei B eine (unendli
he) Basis des S-VR E, speziell B linear unabhängigüber S.Dann ist B erst re
ht linear unabhänging über K.3. Zu zeigen: B Erzeugenden-System von E : K.Sei 
 2 E beliebig gegeben.Dann läÿt si
h 
 darstellen in der Form 
 = mPj=1sj�j, sj 2 S.Die sj lassen si
h darstellen in der Form sj = nPi=1kij�i, kij 2 K.Also ist 
 Linearkombination von Elementen aus B mit Koe�zientenaus K.Zu zeigen: B linear unabhängig über K.0 =Xi;j kij|{z}2K �i�j =Xj (Xi kij�i| {z }2S )�jDa f�1; : : : ; �mg Basis von E über S ist, folgtPi kij�i = 0 für alle j.Da f�1; : : : ; �ng Basis von S über K ist, folgt kij = 0 für alle i; j.Bemerkung 4.2. Ringadjunktion, KörperadjunktionSei I Integritätsberei
h, 1 2 I.Sei I1 Teilberei
h von I, 1 2 I1.Sei M � I.Dann wird de�niert I1[M ℄ := \R�I1[MR Unterring von IR(kleinster Unterring von I, wel
her I1 und M enthält).Natürli
h ist I1[M ℄ Integritätsberei
h.I1[M ℄ enthält genau alle endli
hen Summen von Elementen der Formi �ma11 � � �marr mit i 2 I1; mi 2M; ai 2 N [ f0g:I1(M) bezei
hne den Quotientenkörper von I1[M ℄.I1(M) enthält genau alle Elemente der Form ab mit a; b 2 I1[M ℄; b 6= 0.Der Übergang I1 ! I1[M ℄ heiÿt Ringadjunktion.Der Übergang I1 ! I1(M) heiÿt Körperadjunktion.



4.1. KÖRPERERWEITERUNGEN 83Spezialfälle1. Seien K � E Körper, M � E.Dann ist K(M) der kleinste Teilkörper von E, wel
her K und M ent-hält.2. K1; K2 � E seien Körper. Dann gilt K1(K2) = K2(K1).3. Sei K[x℄ Polynomring über dem Körper K.Dann kann K[x℄ au
h aufgefaÿt werden als Ringadjunktion von x zuK.(Die Bezei
hnungen stimmen überein.)K(x) ist der Quotientenkörper von K[x℄.Beispiel 4.3.1. Q [i℄ = fa+ bija; b 2 Qg � C :f1; ig ist eine Basis des Q -VR Q [i℄, also ist [Q [i℄ : Q ℄ = 2.Ferner gilt Q [i℄ = Q (i) (wegen 1a+bi = a�bia2+b2 , falls a+ bi 6= 0.2. Sei K[x℄ Polynomring über dem Körper K.Dann ist f1; x; x2; : : : g eine Basis von K[x℄ : K.Es gilt der wi
htigeSatz 4.4. Seien K � E Körper und sei M � E.Ist [K[M ℄ : K℄ endli
h, so gilt K[M ℄ = K(M).Beweis. Sei a 2 K[M ℄; a 6= 0.Gesu
ht wird ein zu a in K[M ℄ multiplikatives Inverses.Betra
hte die Abbildung' : K[M ℄ ! K[M ℄ de�niert dur
h'(�) := a � � für alle � 2 K[M ℄:Dann ist ' lineare Abbildung des K-VR K[M ℄ in si
h.' ist injektiv, denn aus '(�) = '(�0) folgt a � � = a � �0 also � = �0 (dur
hMultiplikation mit a�1 2 E).Dann ist ' au
h surjektiv, da [K[M ℄ : K℄ als endli
h vorausgesetzt wurde(lineare Algebra).Also existiert ein � 2 K[M ℄ mit '(�) = a� = 1.



84 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE4.2 Algebrais
he und Transzendente Erweite-rungenDe�nition 4.5. Algebrais
h, TranszendentSeien K � E Körper.E : K heiÿt endli
he Körpererweiterung, falls [E : K℄ endli
h ist.� 2 E heiÿt algebrais
h überK, wenn ein Polynom f 2 K[x℄; f 6= 0, existiertmit f(�) = 0 (sonst heiÿt � transzendent über K).E : K heiÿt algebrais
he Körpererweiterung, wenn jedes � 2 E algebrais
hüber K ist.Bemerkung 4.6. Sei � 2 E algebrais
h über K.Dann existiert genau ein normiertes Polynom p 2 K[x℄ kleinsten Grades mitp(�) = 0; p 6= 0 (andernfalls wäre die Di�erenz zweier sol
her Polynome einPolynom 6= 0 kleineren Grades, wel
hes � als Nullstelle besitzt).Das Polynom ist irreduzibel in K[x℄.Es heiÿt de�nierendes Polynom von � über K oder Minimalpolynom von �über K und wird bezei
hnet mit Irr(�;K).Besitzt Irr(�;K) den Grad n, so heiÿt � algebrais
h vom Grad n über K.Bemerkung 4.7. Sei � 2 E algebrais
h überK, f 2 K[x℄; f 6= 0; f(�) = 0.Dann gilt Irr(�;K)jf in K[x℄.Also gilt: Ist f(x) 2 K[x℄ irreduzibel, f(�) = 0 und f(x) normiert, so istf(x) = Irr(�;K).Beweis. Division von f dur
h Irr(�;K) mit Rest liefert eine Glei
hung derForm f = q � Irr(�;K) + r mit r = 0 oder grad r < grad Irr(�;K).Der Einsetzungshomomorphismus liefert r(�) = 0.Es folgt r = 0.Satz 4.8. Jede endli
he Körpererweiterung E : K ist algebrais
h.(Die Umkehrung ist fals
h, siehe Übung.)Beweis. Seien [E : K℄ = n 2 N und � 2 E.Dann sind 1; �; : : : �n linear abhängig über K.Gelte a0 + a1� + � � �+ an�n = 0; ai 2 K[x℄, ni
ht alle ai = 0.Dann ist � Nullstelle von f(x) = a0 + � � �+ anxn 2 K[x℄, f 6= 0.Satz 4.9. Seien K � E Körper, � 2 E. Dann gilt:� transzendent über K ) K[�℄ �= K[x℄ (Polynomring über K):



4.2. ALGEBRAISCHE UND TRANSZENDENTE ERWEITERUNGEN 85Beweis. Betra
hte den Einsetzungshomomorphismus '� : K[x℄ ! K[�℄de�niert dur
h '�(f) := f(�).Da � transzendent ist über K, folgt Ker '� = f0g.Ferner ist '� surjektiv.Die Behauptung folgt na
h dem Homomorphie-Satz für Ringe.Satz 4.10. Seien K � E Körper, � 2 E algebrais
h über K. Dann gilt:1. K[�℄ �= K[x℄=(Irr(�;K).2. Sei n := grad Irr(�;K).Dann ist f1; �; : : : ; �n�1g eine Basis von K[�℄ : K.(Speziell ist K[�℄ : K endli
h.)3. K[�℄ = K(�). (Das heiÿt: K[�℄ ist ein Körper.)Beweis.1. Na
h Bemerkung 4.7 ist (Irr(�;K)) der Kern des Einsetzungshomo-morphismus '�, und na
h dem Homomorphiesatz für Ringe folgt dieBehauptung.2. f1; �; : : : ; �n�1g ist linear unabhängig über K, denn aus a0+a1�+� � �+an�1�n�1 = 0, ai 2 K, folgt für f = a0 + a1x + � � �+ an�1xn�1 2 K[x℄die Glei
hung f(�) = 0 und wegen grad f < n weiter f = 0; das heiÿt:ai = 0 für alle i.f1; �; : : : ; �n�1g ist ein Erzeugenden-System des K-VR K[�℄ :Sei b0 + � � �+ bs�s 2 K[�℄ beliebig gegeben.Setze f := b0 + � � �+ bsxs.Der Divisionsalgorithmus liefert eine Glei
hung der Formf = q � Irr(�;K) + r mit r = 0 oder grad r < n.Der Einsetzungshomomorphismus liefert f(�) = r(�).Es folgt die Behauptung, da r(�) Linearkombination der Elemente1; �; : : : ; �n�1 mit Koe�zienten aus K ist.3. Es werden drei Beweise geführt:(a) Na
h Satz 4.4 und Teil 2.(b) Irr(�;K) ist unzerlegbar in K[x℄; K[x℄ ist Euklidis
her Ring, (Be-merkung 3.36) also au
h Hauptidealring (Satz 3.37), also ist(Irr(�;K)) maximales Ideal in K[x℄ (Satz 3.27).Dann istK[x℄=(Irr(�;K)) Körper (Satz 3.77) und na
h Teil 1 folgtdie Behauptung.
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) (Konstruktive Bere
hnung der Inversen mit Hilfe des Euklidis
henAlgorithmus)Sei � 2 K[�℄; � 6= 0, etwa � = f(�), f 2 K[�℄, grad f < n (na
hTeil 2).Es folgt Irr(�;K) - f und damit 1 = ggTfIrr(�;K); fg.Mit Hilfe des Euklidis
hen Algorithmus bere
hne man �; � 2 K[x℄mit f � �+ Irr(�;K) � � = 1.Der Einsetzungshomomorphismus für � liefert f(�) � �(�) = 1.Na
h Satz 4.8 und Satz 4.10 folgtBemerkung 4.11. Seien K � E Körper, � 2 E algebrais
h über K.Dann ist K[�℄ algebrais
h über K.Bemerkung 4.12. Seien K � S � E Körper, � 2 E algebrais
h über K.Dann ist � algebrais
h über S (klar na
h De�nition).Bemerkung 4.13. Seien K � S � E Körper, S algebrais
h über K, � 2 Ealgebrais
h über S.Dann ist � algebrais
h über K.Beweis. Sei � Nullstelle von f = a0 + � � �+ anxn 2 S[x℄.Dann ist K(a0; : : : ; an) : K endli
h, denn für alle i ist ai algebrais
h überK(a0; : : : ; ai�1) (na
h Bemerkung 4.12), also K(a0; : : : ; ai) : K(a0; : : : ; ai�1)endli
h (na
h Satz 4.10) und damit au
h K(a0; : : : ; an) : K endli
h (na
hSatz 4.1).Ferner ist au
h K(a0; : : : ; an; �) : K(a0; : : : ; an) endli
h (Satz 4.10).Dann ist au
h K(a0; : : : ; an; �) : K endli
h (Satz 4.1), und na
h Satz 4.8 folgtdie Behauptung.Satz 4.14. Seien K � E Körper. Dann gilt:E : K endli
h , es existieren endli
h viele über K algebrais
he Elemente�1; : : : ; �n 2 E mit E = K(�1; : : : ; �n).Beweis. ): Wähle �i so daÿ K $ K(�1) $ : : : .Aufgrund der Körpergradformel erhält man na
h endli
h vielen S
hritten E.(: Es gilt: K(�1) : K endli
h, K(�1�2) : K(�1) endli
h, . . . .Die Behauptung folgt na
h der Körpergradformel.Bemerkung 4.15. Seien K � E Körper.Dann ist A(K) := f� 2 Ej� algebrais
h über Kg ein Körper (der algebrai-s
he Abs
hluÿ oder die algebrais
he Hülle von K in E).Beweis. Seien a; b 2 A(K).Dann ist K(a; b) : K endli
h (Satz 4.10), also au
h algebrais
h (Satz 3.54).Es folgt a� b 2 A(K), a � b 2 A(K) und a�1 2 A(K), falls a 6= 0.



4.3. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL 874.3 Konstruktionen mit Zirkel und LinealUntersu
ht werden soll das folgende Problem:Es seien Punkte in der Ebene gegeben.Wel
he neuen Punkte lassen si
h daraus mit Zirkel und Lineal konstruieren?Präzisierung der Problemstellung:Sei P0 eine Menge von gegebenen Punkten in der Ebene;P0 enthalte mindestens zwei Punkte.Lege in der Ebene ein Cartesis
hes Koordinatensystem fest (also eine Ortho-normalbasis B).Identi�ziere die Punkte der Ebene mit den zugehörigen Koordinaten, alsomit den Elementen (x; y) 2 R2 .Im allgemeinen legt man das Koordinatensystem so, daÿ (0; 0); (0; 1) gegebe-ne Punkte sind (das heiÿt: die Einheitsstre
ke ist gegeben).Es sind folgende Operationen erlaubt:(L) Lineal: Ziehe dur
h zwei vers
hiedene Punkte von P0 eine Gerade.(Z) Zirkel: Ziehe um einen Punkt aus P0 einen Kreis, wobei der RadiusAbstand zweier Punkte aus P0 ist.Die S
hnittpunkte von Geraden und Kreisen, die man mit zwei Operationenerhalten kann, heiÿen im ersten S
hritt aus P0 konstruierbare Punkte.Algebrais
h lassen si
h die Koordinaten dieser Punkte bes
hreiben als Lö-sungen gewisser Glei
hungssysteme.Ein Punkt p 2 R2 heiÿt aus P0 konstruierbar, falls es endli
h viele Punktep1; p2; : : : ; pn = p gibt, so daÿ pi im ersten S
hritt aus P0 [ fp1; : : : ; pi�1gkonstruierbar ist für i = 1; : : : ; n.Ein Element a 2 R heiÿt konstruierbar aus P0, wenn der Punkt (a; 0) kon-struierbar ist.Ein Element a 2 R heiÿt konstruierbar, wenn der Punkt (a; 0) ausf(0; 0); (0; 1)g konstruierbar ist.Bemerkung 4.16.(a; b) 2 R2 aus P0 konstruierbar , a; b aus P0 konstruierbarBemerkung 4.17. a; b 2 R konstruierbar aus P0 ) a+ b; a � b; ab ( für b 6=0); pa konstruierbar aus P0.Beweis.
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6eeeeeee
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a a�bDie Konstruktion von a � b ergibt si
h aus dem Strahlensatz.
-

6eeeeeee
eeeeeeeeeeba

1 abDie Konstruktion von ab (b 6= 0) ergibt si
h ebenfalls aus dem Strahlensatz.
.................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................""""""""""""

""""TTTTTTTTTpa1 aDie Konstruktion von pa ergibt si
h aus dem Höhensatz.Satz 4.18. Sei M � R, 1 2M , � 2 R.1. Dann sind alle Elemente aus dem Körper Q(M) aus M konstruierbar(na
h Bemerkung 4.17).2. � aus M konstruierbar , Es existiert ein endli
her KörperturmQ(M) =: K0 � K1 � � � � � Kn mit � 2 Kn und [Ki : Ki�1℄ = 2für alle i 2 f1; : : : ; ng.



4.3. KONSTRUKTIONEN MIT ZIRKEL UND LINEAL 89Na
h Satz 4.10 hat Ki die Form Ki = Ki�1(p�i�1); �i�1 2 Ki�1.Ki entsteht also dur
h Adjunktion der Nullstelle eines geeigneten qua-dratis
hen Polynoms mit Koe�zienten aus Ki�1.Speziell: � 2 R Konstruierbar ) [Q (�) : Q ℄ ist Potenz von 2.Die Umkehrung ist fals
h (ohne Beweis).Beweis.1. Klar.2. S
hnittpunkte von Geraden und Kreisen haben Koordinaten, die Lö-sungen quadratis
her oder linearer Glei
hungen sind.Beispiel 4.19. 1. Quadratur des KreisesGegeben sei ein Kreis mit dem Radius 1 (das heiÿt die beiden Punkte(0; 0); (0; 1)).Aufgabe: Konstruiere ein Quadrat mit glei
hem Flä
heninhalt (mit Zir-kel und Lineal).Zur Lösung ist p� zu konstruieren.Dies ist jedo
h unmögli
h, da p� transzendent über Q ist (ohne Be-weis), also [Q(p�) : Q℄ =1.2. Delis
hes ProblemGegeben sei ein Würfel mit der Kantenlänge 1.Aufgabe: Konstruiere die Kantenlänge eines Würfels mit doppeltemVolumen (mit Zirkel und Lineal).Zur Lösung ist 3p2 zu konstruieren.Dies ist jedo
h unmögli
h, da [Q ( 3p2) : Q ℄ = 3 ist (na
h Satz 4.10).Bea
hte, daÿ Irr( 3p2;Q) = x3 � 2 ist na
h dem Eisensteinkriterium.3. Dreiteilung eines WinkelsBehauptung: Es sei eine Stre
ke der Länge 1 gegeben.Dann läÿt si
h ni
ht jeder Winkel � mit Zirkel und Lineal in drei glei
hgroÿe Winkel teilen.Beweis. Sei ein Winkel 3� gegeben dur
h die Stre
ke der Länge
os(3�).Zeigen: Bei geeigneter Wahl von � läÿt si
h 
os� ni
ht konstruierenaus f1; 
os 3�g.Zunä
hst gilt na
h der Formel von de Moivre: 
os 3� + i sin 3� =(
os� + i sin�)3.Verglei
h des Realteils liefert 
os 3� = 4 
os3 �� 3 
os�.



90 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIEFür � = 20Æ, also 
os 3� = 12 , erhält man speziell 12 = 4x3 � 3x oder8x3 � 6x� 1 = 0.8x3 � 6x� 1 = 0 ist irreduzibel, da das Polynom na
h Satz 2.90 keineNullstellen in Q besitzt. Also ist [Q (
os 20Æ) : Q ℄ = 3 und 
os 20Æ istni
ht konstruierbar.(Also ist au
h das regelmäÿige 18-E
k ni
ht konstruierbar.)4.4 ZerfällungskörperEs seien (K;+; �) ein Körper, f 2 K[x℄.Gesu
ht wird ein Körper E � K, über dem f in Linearfaktoren zerfällt.Zunä
hst wird ein Körper E � K gesu
ht, in dem f eine Nullstelle besitzt.VorbemerkungSeien E � K Körper, � 2 E algebrais
h über K.Dann gilt (na
h Satz 4.10):K(�) = K[�℄ �= K[x℄=(Irr(�;K)):Also ist K[�℄=(Irr(�;K)) ein Körper, wel
her K enthält (bis auf Isomorphie),und in dem Irr(�;K) eine Nullstelle besitzt.Ferner ist 1; �; : : : ; �n�1 Basis von K(�) : K, wobei n := grad Irr(�;K).Satz 4.20. Seien (K;+; �) Körper, p 2 K[x℄ irreduzibel (speziell ni
ht kon-stant). Dann existiert eine Körpererweiterung L : K mit [L : K℄ = grad p,in der p eine Nullstelle besitzt.Beweis.Entspre
hend der Vorbemerkung wird der Körper K[x℄=(p) betra
htet.' : K ! K[x℄=(p) de�niert dur
h '(k) := k + (p) ist ein injektiver Homo-morphismus.K[x℄=(p) enthält also einen zu K isomorphen Teilkörper fk + (p)jk 2 Kg,wel
her mit K identi�ziert wird.Dann besitzt p in K[x℄=(p) die Nullstelle x+ (p). Dies ergibt si
h wie folgt:Ersetzt man in p(x) = a0|{z}=a0+(p)+ � � � + an|{z}=an+(p)xn 2 K[x℄ die Unbestimmte xdur
h das Element x+ (p) 2 K[x℄=(p), so erhält man das Element(a0+(p))+(a1+(p))(x+(p))+� � �+(an+(p))(x+(p))n = 1p(x)+(p) = 0+(p);1Bea
hte die Re
henregeln im RestklassenkörperK[x℄=(p); Multiplikation und Additionist repräsentantenweise vorzunehmen.



4.4. ZERFÄLLUNGSKÖRPER 91also die Null in K[x℄=(p).Ferner wird gezeigt:1 + (p); x + (p); : : : ; xn�1 + (p) ist eine Basis von K[x℄=(p) : K, wobein := grad p(x). (Dies ergibt si
h au
h direkt aus Satz 4.10).Die lineare Unabhängigkeit ergibt si
h aus a0 + � � �+ an�1xn�1 62 (p) für be-liebige ai 2 K.Sei f + (p) (f 2 K[x℄) beliebig aus K[x℄=(p) gegeben.Division von f dur
h p liefert na
h dem Euklidis
hen Algorithmus eine Glei-
hung der Form f = q � p + r mit r = 0 oder grad r < grad p.Es folgt f + (p) = r + (p) und r + (p) ist Linearkombination der 1 +(p); : : : ; xn�1 + (p) mit Koe�zienten aus K.Folgerung 4.21. Es seien (K;+; �) ein Körper und f 2 K[x℄ ein ni
ht kon-stantes Polynom.Dann existiert eine Körpererweiterung E von K, über der f in Linearfaktorenzerfällt.Beweis. Besitzt f eine Nullstelle in E, so läÿt si
h von f in E[x℄ ein Line-arfaktor abspalten (na
h Satz 2.82).Zum Beweis zerlege man f in ein Produkt irreduzibler Faktoren und wendeSatz 4.20 wiederholt an.De�nition 4.22. ZerfällungskörperSeien (K;+; �) Körper, f 2 K[x℄.Eine Körpererweiterung E von K heiÿt Zerfällungskörper von f über K,wenn gilt:1. Es existieren � 2 K ;�1; : : : ; �n 2 E mit f = �(x� �1) � � � (x� �n)(f zerfällt über E in Linearfaktoren).2. E = K(�1; : : : ; �n).E ist also minimale Körpererweiterung von K, über der f in Linearfaktorenzerfällt.Bemerkung 4.23. Ist (K;+; �) Körper und f 2 K[x℄, so existiert ein Zer-fällungskörper von f über K.Beispiel 4.24. Q(p2) ist Zerfällungskörper von x2 � 2 über Q .Zum Na
hweis der Eindeutigkeit des Zerfällungskörpers (bis auf Isomorphie)brau
hen wir



92 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIESatz 4.25. Seien ' : K ! K1 ein Körperisomorphismus,e' : K[x℄! K1[x℄ de�niert dur
h e'(a0+ � � �+ anxn) := '(a0)+ � � �+'(an)xndie kanonis
he Fortsetzung. Na
h Bemerkung 2.79 (dann ist e' ebenfalls Iso-morphismus) und e'(f) := f1.Seien f 2 K[x℄ irreduzibel,E Körperererweiterung von K; � 2 E Nullstelle von f ,E1 Körperererweiterung von K1; �1 2 E1 Nullstelle von f1.Dann läÿt si
h ' zu einem Isomorphismus'� : K(�)! K1(�1)mit '�(�) = �1 fortsetzen. K '! K1K[x℄ e'! K1[x℄K(�) '�! K1(�1)Beweis. Sei grad f = n.Dann ist au
h grad f1 = n und f1 ist irreduzibel über K1 (da e' Isomorphis-mus).Na
h Satz 4.10 gilt:f1; : : : ; �n�1g Basis von K(�) : K;f1; : : : ; �n�11 g Basis von K1(�1) : K1:� (�)De�niere '� dur
h '�(a0 + � � �+ an�1�n�1) := '(a0) + � � �+ '(an�1)�n�11 .Dann gilt� '� ist bijektiv (na
h (�)).� '� setzt ' fort.� '�(�) = �1.� '� ist relationstreu bezügli
h +.� '� ist relationstreu bezügli
h �.22Seien g(�); h(�) 2 K(�); g; h 2 K[x℄ und sei g � h = q � f + r na
h dem Euklidis
henAlgorithmus.Dann gilt '�(g(�) � h(�)) = '�(r(�)) = r1(�1) und'�(g(�)) � '�(h(�)) = g1(�1)g1(�1) = r1(�1) wegeng1 � h1 = q1 � f1 + r1 und f1(�1) = 0



4.5. ENDLICHE KÖRPER 93Setzt man in Satz 4.25 speziell ' = id, so erhält manFolgerung 4.26. Seien K � E Körper, f 2 K[x℄ irreduzibel und �1; �2 2 ENullstellen von f .Dann ist '� : K(�1)! K(�2) de�niert dur
h'�(a0 + � � �+ an�1�n�11 ) := a0 + � � �+ an�1�n�12ein Isomorphismus mit '(�1) = �2.Wiederholte Anwendung von Satz 4.25 liefertSatz 4.27. Seien ' : K ! K1 Körperisomorphismus, e' : K[x℄ ! K1[x℄ diekanonis
he Fortsetzung, f 2 K[x℄, f1 := e'(f),L Zerfällungskörper von f über K,L1 Zerfällungskörper von f1 über K1.Dann läÿt si
h ' zu einem Isomorphismus '� : L! L1 fortsetzen.(Speziell erhält man für ' = id, daÿ der Zerfällungskörper von f(x) 2 K[x℄bis auf Isomorphie eindeutig ist.)4.5 Endli
he KörperSatz 4.28. Sei (K;+; �) endli
her Körper (also Körper mit endli
h vielenElementen).Dann ist jKj Primzahlpotenz.Beweis. Sei Char K = p. Dann ist p Primzahl (Bemerkung 2.10).Dann ist Zp := Z=pZ der Primkörper von K (das heiÿt: der von 1 erzeugteUnterkörper) bis auf Isomorphie.Sei [K : Zp℄ = n.Dann besitzt der Zp-VR K eine Basis mit n Elementen.Jedes Element aus K läÿt si
h eindeutig darstellen als Linearkombinationdur
h die n Basiselemente mit Koe�zienten aus Zp. Die Anzahl aller mögli-
hen Linearkombinationen beträgt genau pn; also gilt: jKj = pn.Satz 4.29. Sei (K;+; �) Körper und G eine endli
he Untergruppe der mul-tiplikativen Gruppe (K n f0g; �) des Körpers.Dann ist (G; �) zyklis
he Gruppe.Speziell ist die multiplikative Gruppe eines endli
hen Körpers stets zyklis
h.Zum Beweis wird gebrau
htLemma 4.30. Sei (G; �) endli
he abels
he Gruppe.



94 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE1. Dann existiert ein g 2 G, für dessen Ordnung m gilt: am = e für allea 2 G.2. Ferner gilt: m � jGj (na
h dem Satz von Euler).Beweis. (von Lemma 4.30)Sei g 2 G ein Element mit maximaler Ordnung m.Annahme: Es existiert ein b 2 G, dessen Ordnung n ni
ht Teiler von m ist;etwa m = prm0; n = psn0; ggT(m0; p) = ggT(n0; p) = 1; s > r für einegeeignete Primzahl p.Dann besitzt gpr die Ordnung m0 und bn0 die Ordnung ps (Satz 1.57); alsogprbn0 besitzt die Ordnung psm0 > m (Satz 1.59). Dies ist ein Widerspru
hzur maximalen Wahl von m.Beweis. (von Satz 4.29)Na
h Lemma 4.30.1 existiert ein g 2 G der Ordnung m mit am = 1 für allea 2 G.Dann ist jedes a 2 G Nullstelle von xm � 1 2 K[x℄. Es folgt jGj � m, daxm�1 hö
hstens m vers
hiedene Nullstellen besitzen kann, und na
h Lemma4.30.2 weiter jGj = m. Also erzeugt g die Gruppe G.Satz 4.31. Seien p 2 N Primzahl und n 2 N .1. Bis auf Isomorphie existiert genau ein Körper GF(pn) der Ordnung pn(Galois-Field der Ordnung pn).2. Der Zerfällungskörper von xpn � x 2 Zp[x℄ ist ein Körper der Ordnungpn.Beweis.2. Sei K Zerfällungskörper von xpn � x 2 Zp[x℄.Das Polynom xpn � x besitzt keine mehrfa
he Nullstellen (Bemerkung2.88).Seien �1; : : : ; �pn die Nullstellen von xpn � x in K.Es genügt zu zeigen, daÿ die Nullstellen einen Körper bilden, der Zpenthält.Na
h dem Satz von Fermat ist jedes Element aus Zp Nullstelle vonxpn � x.Mit � ist au
h �� Nullstelle von xpn � x. Dies ist klar für p 6= 2; imFall p = 2 bea
hte man � = ��.Mit �1; �2 sind au
h �1 + �2 und �1 � �2 Nullstellen von xpn � x.Mit �(6= 0) ist au
h 1� Nullstelle von xpn � x.



4.6. ENDLICHE ERWEITERUNGEN 951. Die Existenz folgt aus 2.Sei K Körper mit pn Elementen.Dann ist der Primkörper von K isomorph zu Zp (na
h dem Beweis vonSatz 4.28.Ferner ist jedes a 2 K Nullstelle von xpn � x, denn die multiplikativeGruppe von K hat o�enbar die Ordnung pn � 1.Also ist K Zerfällungskörper von xpn � x 2 Zp[x℄ und damit bis aufIsomorphie eindeutig.Bemerkung 4.32. Sei K Körper der Ordnung pn; m 2 N . Dann gilt:K enthält einen Unterkörper der Ordnung pm , mjn:Der Beweis wird dem Leser als Übung überlassen. Es wird no
hmal auf denSatz von Wedderburn (Seite 37) hingewiesen.4.6 Endli
he ErweiterungenDe�nition 4.33. Einfa
he algebrais
he Körpererweiterung,primitives ElementSei E : K eine Körpererweiterung.E : K heiÿt einfa
he Körpererweiterung, wenn ein � 2 K existiert mitK(�) = E.E : K heiÿt einfa
h, algebrais
he Körpererweiterung, wenn ein � 2 E exi-stiert mit K(�) = E, und � algebrais
h über K.Gilt E = K(�), so heiÿt � primitives Element von E : K.Interessant ist der folgende (in der Vorlesung aber ni
ht weiter benötigte)Satz 4.34. Sei E : K eine Körpererweiterung. Dann gilt:E : K einfa
h algebrais
h , Es existieren nur endli
h viele Zwis
henkörperL mit K � L � E.Beweis. (:Vorausgesetzt wird, daÿ nur endli
h viele Zwis
henkörper L existieren.Dann ist E : K algebrais
h (ist nämli
h � 2 E transzendent über K, so giltK(�) % K(�2) % K(�22) % K(�23) % : : : , da K(�2n) genau alle Quotientenvon Polynomen in � enthält, bei denen der Exponent von � stets Vielfa
hesvon 2n ist.Betra
hte einen Körperturm der FormK $ K(�1) $ K(�1; �2) $ � � � $ K(�1; : : : ; �r) = E (4.1)



96 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIEEin sol
her existiert, da na
h Voraussetzung nur endli
h viele Zwis
henkörperexistieren.Dann ist E : K endli
h (na
h der Körpergradformel auf Seite 81 und da jedeeinzelne Erweiterung endli
h ist na
h Satz 4.10).Nun werden zwei Fälle unters
hieden.Ist K endli
h, so ist au
h E endli
h, also die multiplikative Gruppe von Ezyklis
h, und ein erzeugendes Element ist o�enbar primitives Element vonE : K.Sei nun K unendli
h, und der Körperturm 4.1 so gewählt, daÿ r minimal ist.Dann ist r = 1 zu zeigen.Annahme: r > 1. Für 
 2 K sei �
 := �1 + 
�2.Dann existieren a; b 2 K mitK(�a) = K(�b), da jKj unendli
h und E : K nurendli
h viele Zwis
henkörper besitzt. Es folgt �a � �b = (a� b)| {z }2K �2 2 K(�a),also �2 2 K(�a) und damit au
h �1 = �a � a � �2 2 K(�a).Dann giltK(�1; �2) � K(�a) und E = K(�a; �3; : : : ; �r) im Widerspru
h zurminimalen Wahl von r.): Sei E : K einfa
h algebrais
h; etwa E = K(�), � algebrais
h über K, Mein Zwis
henkörper (K �M � E) und Irr(�;M) := m0+ � � �+mrxr 2M [x℄.Zunä
hst wird gezeigt: M = K(m0; : : : ; mr) (4.2)(also sind vers
hiedenen Zwis
henkörpern M vers
hiedene Irr(�;M) zuge-ordnet).Es gilt: K(m0; : : : ; mr) �M .Gezeigt wird: K(m0; : : : ; mr) �M :Irr(�;M) ist irreduzibel in M [x℄, also erst re
ht in K(m0; : : : ; mr).Dann gilt: [M(�)| {z }=E : M ℄ = grad Irr(�;M) = [K(m0; : : : ; mr; �)| {z }=E :K(m0; : : : ; mr)℄; also M = K(m0; : : : ; mr).Der Beweis ergibt si
h nun wie folgt:Es gilt Irr(�;M)jIrr(�;K) inM [x℄, also erst re
ht Irr(�;M)jIrr(�;K) in E[x℄.Andererseits besitzt Irr(�;K) in E[x℄ nur endli
h viele normierte Polynomeals Teiler (man bea
hte, daÿ E[x℄ ZPE-Ring ist).Na
h (4.2) folgt die Behauptung.De�nition 4.35. Sei E : K eine Körpererweiterung, � 2 E algebrais
h überK.Dann heiÿt � separabel über K, wenn Irr(�;K) in seinem Zerfällungskörpernur einfa
he Nullstellen besitzt.Ist E : K endli
h, so existieren endli
h viele über K algebrais
he Elemente



4.6. ENDLICHE ERWEITERUNGEN 97�1; : : : ; �n 2 E mit E = K(�1; : : : ; �n). Häu�g kommt man aus mit derAdjunktion eines Elementes. Dies besagtSatz 4.36. Satz vom primitiven ElementSei E : K eine Körpererweiterung.Seien �1; : : : ; �r 2 E separabel über K mit E = K(�1; : : : ; �r).Dann existiert ein primitives Element � 2 E mit E = K(�).Beweis. Gezeigt wird: Ist � algebrais
h über K, � separabel über K, soexistiert ein � 2 K(�; �) mit K(�; �) = K(�).Wiederholte Anwendung liefert den Satz (man bea
hte, daÿ � algebrais
hüber K ist, da K(�) = K(�; �) über K endli
hen Grad besitzt.Ist K endli
h, so au
h K(�; �) (nämli
h jK(�; �)j = jKj[K(�;�):K℄) und manwähle für � ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe von K(�; �)na
h Satz 4.29.Sei nun K ni
ht endli
h.Ferner seien p(x) := Irr(�;K); q(x) := Irr(�;K), F � K(�; �) ein Körper,in dem p � q in Linearfaktoren zerfällt (ein sol
her existiert na
h Bemerkung4.23),p = (x� �1) � � � (x� �r); � = �1; �i 2 F ;q = (x � �1) � � � (x � �l); � = �1; �i 2 F paarweise vers
hieden, da �separabel.Betra
hte die Glei
hungen � + x� = �s + x�t (4.3)für alle 1 � s � r und 1 < t � l.Dies sind endli
h viele Glei
hungen und jede Glei
hung hat in K hö
hstenseine Lösung. Wegen jKj = 1 existiert also ein � 2 K, wel
hes keine derGlei
hungen (4.3) löst.Gezeigt wird: � := � + �� ist ein primitives Element (der Beweis ist alsokonstruktiv).Es gilt: K(�) � K(�; �).Zum Beweis von K(�) � K(�; �) wird � 2 K(�) gezeigt (dann folgt au
h� 2 K(�)).Es gilt: q(x); f(x) := p(���x) 2 K(�)[x℄ zerfallen in F [x℄ in Linearfaktoren.q(x); f(x) haben beide � also Nullstelle, aber keine weitere gemeinsame Null-stellen (na
h Wahl von �).Also haben p; f in F (x) den ggT (x� �) (da � separabel über K ist).Na
h Bemerkung 4.7 folgt Irr(�;K(�))jq, Irr(�;K(�))jf in K(�)[x℄ undIrr(�;K(�)) = x� � und damit � 2 K(�).Bea
hte: Im Beweis vom Satz vom primitiven Element kommt man ohne dieSeparabilitätsanforderung ni
ht aus. Hierfür gibt es Beispiele.



98 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE4.7 Normale und Separabele ErweiterungenDe�nition 4.37. Sei E : K Körpererweiterung.E heist normal über K, wenn gilt:1. E : K algebrais
h2. Jedes irreduzible Polynom f 2 K[x℄, wel
hes in E eine Nullstelle be-sitzt (also in E[x℄ einen Linearfaktor besitzt), zerfällt in E[x℄ bereits inLinearfaktoren.Satz 4.38. Sei E : K endli
he Körpererweiterung. Dann gilt:E : K normal, E ist Zerfällungskörper eines f 2 K[x℄:Beweis. ): Sei E = K(�1; : : : ; �n); �1; : : : ; �n algebrais
h über K.Na
h Voraussetzung zerfällt Irr(�i; K) in E[x℄ in Linearfaktoren für i =1; : : : ; n. Also ist E Zerfällungskörper von Qni1 Irr(�i; K).(: Sei E Zerfällungskörper von f 2 K[x℄.Seien �1; : : : ; �n die Nullstellen von f in E, also E = K(�1; : : : ; �n).Sei g 2 K[x℄ irreduzibel und a 2 E Nullstelle von g.Sei F Zerfällungskörper von g 2 E[x℄.Sei b 2 F Nullstelle von g.Dann ist b 2 E zu zeigen.Na
h Folgerung 4.26 existiert ein Isomorphismus ' : K(a) ! K(b) mit'(a) = b; 'jK = id.Es istE(a) = E = K(a; �1; : : : ; �n) Zerfällungskörper von f über K(a);E(b) = K(b; �1; : : : ; �n) Zerfällungskörper von f über K(b):Dann läÿt si
h ' fortsetzen zu einem Isomorphismus '� : E ! E(b) (na
hSatz 4.27).Wegen '�jK = id ist '� lineare Abbildung vom K-VR E in den K-VR E(b),also VR-Isomorphismus.Es folgt [E : K℄ = [E(b) : K℄, da E : K endli
h ist als Zerfällungskörper.Dann ist E = E(b), also b 2 E.Bemerkung 4.39. Sei E : K endli
he Körpererweiterung.Dann hat E die Form E = K(�1; : : : ; �n); �i 2 E algebrais
h über K.Sei M Zerfällungskörper von Qni=1 Irr(�i; K) über K.Dann ist M eine normale Erweiterung von K mit K � E � M und au
hminimal mit dieser Eigens
haft.M heiÿt normale Hülle von E über K.



4.7. NORMALE UND SEPARABELE ERWEITERUNGEN 99Bemerkung 4.40. Seien K � E � M Körper. Ist M : K normal undendli
h, so au
h M : E na
h Satz 4.38.Beispiel 4.41.1. Q(pa) : Q ist normal als Zerfällungskörper von x2 � a, a 2 Q .2. Q( 3p2 : Q ist ni
ht normal ( 3p2 bezei
hne die reelle 3-te Wurzel), dennQ( 3p2) enthält nur reelle Zahlen, also ni
ht alle Nullstellen des na
hdem Eisensteinkriterium irreduziblen Polynoms x3 � 2 2 Q [x℄.De�nition 4.42. Seien (K;+; �) Körper, f 2 K[x℄ irreduzibel, g 2 K[x℄.f heiÿt separabel über K, wenn f in seinem Zerfällungskörper nur einfa
heNullstellen besitzt.g heiÿt separabel über K, wenn alle irreduziblen Faktoren von g in K[x℄separabel über K sind.K heiÿt vollkommen, wenn jedes f 2 K[x℄ separabel über K ist.E : K heiÿt separable Körpererweiterung, wenn jedes � 2 E separabel überK ist.Bemerkung 4.43. Sei E : K Körpererweiterung. Dann gilt:� separabel über K , Irr(�;K) separabel über K , � Nullstelle einesseparablen Polynoms f 2 k[x℄(ist � Nullstelle eines separablen Polynoms f 2 K[x℄, so gilt na
h Bemerkung4.7 Irr(�;K)jf in K[x℄ und Irr(�;K) ist separabel).Bemerkung 4.44. Sei f 2 K[x℄ irreduzibel. Dann gilt:1. f separabel über K , f 0 6= 02. Char K = 0) K vollkommen3. f ni
ht separabel über K ) Char K =: p 6= 0 und die formale Ablei-tung f 0 von f ist das Nullpolynom (und damit Polynom in xp).Beweis.1. ): Sei f separabel über K, � Nullstelle von f . Dann ist � einfa
heNullstelle von f . Na
h Bemerkung 2.88 ist dann f 0(�) 6= 0 und damitf 0 6= 0.(: Sei f 0 6= 0 und � Nullstelle von f . Dann ist f 0(�) 6= 0 na
h Bemer-kung 4.7. (Sonst würde f jf 0 gelten. Das ist aber wegen grad f 0 < grad fni
ht mögli
h.) Also ist � einfa
he Nullstelle von f na
h Bemerkung2.88.



100 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE2. Ist Char K = 0 und f ni
ht konstantes Polynom, so ist die forma-le Ableitung f 0 von f ni
ht das Nullpolynom, also folgt na
h 1. dieBehauptung.3. Folgt aus 1. und 2.4.8 Galoistheorie im Überbli
kIn diesem Paragraphen werden die Hauptergebnisse der Galoistheorie skiz-ziert. Auf Beweise wird weitgehend verzi
htet.Bemerkung 4.45. GaloisgruppeSei L : K eine Körpererweiterung. Dann bilden die Automorphismen von L,die K elementenweise festlassen eine Gruppe. Diese wird mit G(L : K) oderGal(L : K) bezei
hnet und heiÿt Galoisgruppe von L : K.Satz 4.46. Sei L : K eine endli
he Körpererweiterung. Dann gilt:jGal(L : K)j � [L : K℄:Die Aussage ist klar, falls L : K separabel ist. Na
h dem Satz vom primitivenElement existiert dann ein � 2 L mit L = K(�), und ein Automorphismusaus Gal(L : K) bildet � wieder ab auf eine Nullstelle von Irr(�;K) und dur
hdas Bild von � ist der Automorphismus bereits festgelegt.De�nition 4.47. Galoiss
he ErweiterungSei L : K eine endli
he Körpererweiterung.L : K heiÿt galoiss
he Erweiterung, falls jGal(L : K)j = [L : K℄.Bemerkung 4.48. FixpunktkörperSei U eine Untergruppe von Gal(L : K). Dann istF := f� 2 Ljf(�) = � für alle f 2 Ugein Zwis
henkörper von L : K. Er heiÿt Fixpunktkörper von U .Satz 4.49. Sei L : K endli
he Körpererweiterung. Dann sind äquivalent:1. L : K ist galoiss
he Erweiterung2. K ist der Fixpunktkörper von Gal(L : K)3. L : K ist normal und separabel4. L ist Zerfällungskörper eines überK separablen Polynoms f(x) 2 K[x℄.



4.8. GALOISTHEORIE IM ÜBERBLICK 101Folgerung 4.50. Ist L : K galoiss
he Körpererweiterung und M ein Zwi-s
henkörper.Dann ist au
h L :M galoiss
he Körpererweiterung.Sei nun L : K endli
he, galoiss
he Körpererweiterung.Das Hauptziel dieses Paragraphen besteht darin eine bijektive Korrespondenzzwis
hen den Untergruppen von G(L : K) und den Zwis
henkörpern vonL : K herzuleiten.Sei MZ := fZ Körper jK � Z � Lg die Menge der Zwis
henkörper vonL : K;MU := fU jU Untergruppe von G(L : K)g die Menge der Untergruppen vonG(L : K);�Z;U : MZ ! MU ordne jedem Zwis
henkörper Z die Untergruppe G(L : Z)von G(L : K) zu;�U;Z : MU ! MZ ordne jeder Untergruppe U den Fixpunktkörper fa 2Lj�(a) = a für alle � 2 Ug von U zu.Das Hauptergebnis des nä
hsten Satzes besagt, daÿ �Z;U und �U;Z bijektivund zueinander invers sind.Einen Überbli
k gibt das folgende S
hema:L  ! fegj jFixpunktkörpervon Z  ! U = G(L : Z)j jK  ! G(L : K) (Galoiskorrespondenz)
�Z;U :MZ !MU , z 7! G(L : Z)�U;Z :MU !MZ , u 7!Fixpunktkörper von U .Satz 4.51. Hauptsatz der GaloistheorieMit den obigen Voraussetzungen und Bezei
hnungen gilt:1. �U;Z : MU ! MZ und �Z;U : MZ ! MU sind bijektiv und zueinanderinvers.Das heiÿt:(a) Ist Z 2 MZ Zwis
henkörper von L : K, so ist Z Fixpunktkörpervon G(L : Z) 2MU .(b) Ist U 2MU Untergruppe von G(L : K) und F der Fixpunktkörpervon U , so ist U = G(L : F ).



102 KAPITEL 4. ELEMENTARE KÖRPERTHEORIE2. Sind U1; U2 2 MU zwei Untergruppen von G(L : K) und F1; F2 diezugehörigen Fixpunktkörper, so gilt:U1 � U2 , F2 � F1:3. Sei U 2 MU eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehörigeFixpunktkörper. Dann gilt:[L : F ℄ = jU j[F : K℄ = [G(L : K) : U ℄4. Sei U 2 MU eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehörigeFixpunktkörper; � 2 G(L : K).Dann besitzt �U��1 den Fixpunktkörper �(F ).Das heiÿt: (U $ F )) (�U��1 $ �(F )).5. Sei U 2 MU eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehörigeFixpunktkörper. Dann gilt:(a) U Normalteiler in G(L : K), F : K galoiss
h(b) U Normaltieler in G(L : K)) G(F : K) �= G(L : K)=G(L : F )(Bea
hte G(L : F ) = U na
h 5a.)Mit Hilfe der Galoistheorie läÿt si
h allgemein die Frage beantworten, wanndie Nullstellen eines Polynoms dur
h �Wurzeln� ausgedrü
kt werden können.Für quadratis
he Polynome ist dies mögli
h na
h der bekannten Formel vonVieta (p� q-Formel), für kubis
he na
h der Formel von Cardano.Seit der Mitte des 16. Jahrhunderts kennt man au
h eine Formel für Polynome4. Grades. Na
h einer Formel für Polynome vom Grad>4 hat man langegesu
ht. 1826 bewies Abel, daÿ es sol
he Formeln ni
ht geben kann.Zur genauen Bes
hreibung werden zwei weitere Begri�e benötigt, nämli
hden der �Radikalerweiterung� und der �au�ösbaren Gruppe�.De�nition 4.52. Reine Radikalerweiterung, RadikalerweiterungSei E : K Körpererweiterung.1. E : K reine Radikalerweiterung:, E hat die Form E = K(b), wobei bNullstelle eines f(x) = xn � a 2 K[x℄ ist.Das heiÿt: E entsteht aus K dur
h Adjunktion einer n-ten Wurzel einesElementes a 2 K;die Elemente aus E haben die Formk0 + k1 npa + � � �+ kn�1 npan�1; ki 2 K:



4.8. GALOISTHEORIE IM ÜBERBLICK 1032. E : K Radikalerweiterung:, Es existiert eine endli
he KörperketteK = K0 � K1 � � � � � Kn = E.wobei Ki+1 : K reine Radikalerweiterung ist für alle i.Das heiÿt: Die Elemente aus E lassen si
h dur
h �vers
ha
htelte Wur-zelausdrü
ke� von Elementen aus K darstellen.De�nition 4.53. Dur
h Radikale Au�ösbarSeien (K;+; �) Körper, f 2 K[x℄.f heiÿt dur
h Radikale au�ösbar, wenn der Zerfällungskörper von f über Kin einer Radikalerweiterung von K enthalten ist.Das heiÿt: Die Nullstellen von f lassen si
h dur
h �vers
ha
htelte Wurzelaus-drü
ke� von Elementen aus K darstellen.De�nition 4.54. Au�ösbarSei (G; �) eine Gruppe.G heiÿt au�ösbar, wenn Untergruppen N0; : : : ; Nl von G existieren, so daÿgilt:1. G = N0 � � � � � Nl = feg,2. Ni ist Normalteiler in Ni� 1 und Ni�1=Ni ist abels
he Gruppe füri = 1; : : : ; l.Satz 4.55. Sei (K;+; �) Körper mit Char K = 0, f 2 K[x℄ und E Zerfäl-lungskörper von f über K. Dann gilt:f ist über K dur
h Radikale au�ösbar, Gal(E : K) ist au�ösbar.Bemerkung 4.56. Sei E Zerfällungskörper von f 2 K[x℄,seien �1; : : : �n die Nullstellen von f in E, also E = K(�1; : : : �n).Jedes � 2 Gal(E : K) permutiert die Nullstellen von f (da � Homomorphis-mus), und � ist dur
h diese Permutation bereits festgelegt.Also ist Gal(E : K) isomorph zu einer Untergruppe der symmetris
hen Grup-pe Sn.Bemerkung 4.57. Jede Untergruppe einer au�ösbaren Gruppe ist au�ös-bar.Für n � 4 ist Sn au�ösbar, also ist jedes Polynom f 2 K[x℄ vom Grad�dur
h Radikale au�ösbar, falls Char K = 0.Für n � 5 ist Sn ni
ht au�ösbar.Es gibt Polynome von Grad 5 (zum Beispiel x5�6x3+3), deren Galoisgruppeisomorph ist zu S5. Diese sind dann ni
ht dur
h Radikale au�ösbar.
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