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Kapitel 1

Gruppen

1.1 Algebraische Strukturen

Algebra ist die Theorie der algebraischen Strukturen. In der Vorlesung wer-
den aber nur Gruppen, Ringe und Korper behandelt und einige zahlentheo-
retische Anwendungen.

Definition 1.1. Relation

Seien X, Y Mengen, R C X x Y.

(R, X,Y) oder auch einfach R heifst (zweistellige) Relation zwischen X und
Y.

R wird héufig mit ~ bezeichnet.

Im Fall X =Y heift R auch Relation auf X.

Fiir (x,y) € R schreibt man auch xRy, x ~p y oder x ~ y.

Analog werden n-stellige Relationen definiert als Teilmenge eines Cartesi-
schen Produktes X; x --- x X,,.

Beispiel 1.2. Sei P eine Menge von Personen, V' eine Menge von Vereinen.
Die Mitgliedschaftsbeziehungen werden beschrieben durch die Relation

R :={(z,y)|r € P ist Mitglied im Verein y ¢ V} C P x V.

Definition 1.3. Aquivalenzrelation
Sei ~ Relation auf X.
~ heifst Aquivalenzrelation, wenn fiir alle a,b,c € X gilt:

a~a (Reflexivitét)
a~b=0b~a (Symmetrie)
a~bAb~c=ar~c (Transitivitit)
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Definition 1.4. Aquivalenzklasse
Sei ~ Aquivalenzrelation auf X, ¢ € X. Dann heifst die Teilmenge

{beXb~a}=:[a]C X
die von a erzeugte Aquivalenz-Klasse.

Satz 1.5.
Seien a,b € X. Dann gilt [a] = [b] oder [a] N [b] =
(zwei Aquivalenz-Klassen sind entweder gleich, oder elementefremd).

Beweis.

Fall 1 [a] N [b] = (0. Der Satz ist trivialerweise erfiillt.

Fall 2 [a] N [b] # 0. Dann Je € [a] N [b]. Fiir dieses ¢ gilt
(¢ ~ a) A (c ~ b). Aus der Symmetrie und Transitivitit von ~ folgt
a~b.

Nun wird [a] C [b] gezeigt.

Aus d € [a] folgt d ~ a und wegen a ~ b und der Transitivitit von ~
weiter d ~ b, also d € [b].

Analog folgt [a] D [b]. O

Definition 1.6. Partition
Sei X eine Menge, T" eine Menge von Teilmengen von X.
T heifst Partition von X falls gilt:

1. die Elemente von 7" sind paarweise disjunkt, und
2. die Vereinigung der Elemente von 7" ist X.

Satz 1.7. Jede Partition 7" einer Menge X induziert eine Aquivalenzrelation
auf X durch
a~bedeT: (acTyNbeT).

Definition 1.8. Abbildung

Sei (f, A, B) eine Relation.

(f, A, B) heikt Abbildung von A nach B, wenn gilt:

Zu jedem a € A existiert genau ein b € B mit (a,b) € f.
Schreibweise: f : A — B, f(a) := b oder a — b.

Definition 1.9. Surjektiv
Die Abbildung f : A — B heift surjektiv, falls zu jedem b € B mindestens
ein a € A existiert mit f(a) = b.
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Definition 1.10. Injektiv
Die Abbildung f : A — B heift injektiv, falls zu jedem b € B hochstens ein
a € A existiert mit f(a) = b.

Definition 1.11. Bijektiv

Die Abbildung f : A — B heift bijektiv, falls zu jedem b € B genau ein
a € A existiert mit f(a) = b. (Also falls f sowohl surjektiv als auch injektiv
ist).

Definition 1.12. Komposition

Seien f: A — B, g: B — C zwei Abbildungen.

Als Komposition von f und g bezeichnet man die Abbildung go f: A — C,
definiert durch g o f(a) := g(f(a)) fiir alle a € A.

Bemerkung 1.13. Seien f: A — B, g:C — D zwei Abbildungen.
Nach Definition 1.8 sind f und ¢ gleich genau dann, wenn gilt:
A=C, B=D und f(a) = g(a) fiir alle a € A.

Definition 1.14. Verkniipfung

Seien X, Y nicht leere Mengen.

Eine Abbildung f:Y x X — X heifst 2-stellige Verkniipfung auf X.

Falls Y # X, heifit f duflere Verkniipfung auf X mit Operatorenbereich Y.
Falls Y = X, heifst f innere Verkniipfung auf X.

Analog werden n-stellige Verkniipfungen auf X definiert.

In diesem Skript sind alle Verkniipfungen 2-stellig, wenn nicht explizit anders
vereinbart.

Sind € X und y € Y, so wird fiir das ,Verkniipfungsergebnis* f(z,y) in der
Regel y fx geschrieben.

Beispiel 1.15. Die Addition und Multiplikation in N, Z, Q und R sind innere
Verkniipfungen.

Definition 1.16. kommutativ
Eine Verkniipfung o auf X heif$t kommutativ, falls
aob="boaqa fiir alle a,b € X.

Definition 1.17. Assoziativ
Eine Verkniipfung o auf X heifst assoziativ, falls
((aob)oc)=(ao(boc)) fir alle a,b,c € X.

Bemerkung 1.18.
Ist o eine assoziative Verkniipfung auf X, und zy,...,2, € X, so nimmt
x10---0x, bei jeder Beklammerung denselben Wert an (Siehe Ubung).
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Definition 1.19. Algebraische Struktur

Seien X eine Menge, I eine nicht leere Indexmenge und V' := {f;|i € I} eine
(nicht leere) Menge von (nicht notwendig zweistelligen) Verkniipfungen auf
X. Dann heift (X, V) algebraische Struktur.

Ist V.= {fi...fn} endlich, so schreibt man fir (X,V) auch (X, fi,..., fn)
Die Anzahl der Elemente von X heifst Ordnung der algebraischen Struktur
(in Zeichen |X| oder Ord X). Die Ordnung kann auch unendlich sein. Man
spricht jeweils von einer endlichen oder unendlichen algebraischen Struktur.

Definition 1.20. Verkniipfungstafel, Verkniipfungsmatrix

Seien X :={ay,...,a,} eine endliche Menge und o eine innere Verkniipfung
auf X. Der algebraischen Struktur (X, o) wird eine Verkniipfungstafel wie
folgt zugeordnet:

O a/]_ ... a/j .. an
aplayoa; --- ayoa; -+ a1 0ay,
a; |a;oay - a;oa; - ;00
Qp |Ap O A1 *** AR O Aj =+ - Qp O Gy
Die Matrix
aroay --- A1 0a; --- A1 9 Ay
a;oa; -+ a; 0a; - G;00p
apoap *++ Ap O a; *+* Gp O Gy

heifst Verkniipfungsmatrix.

Definition 1.21. Isomorph

Zwei algebraische Strukturen (X,V’) und (X', V') heifen isomorph (in Zei-
chen: (X,V) = (X',V')), wenn gilt:

Es existieren bijektive Abbildungen ¢ : X — X' mit x — 2’ und ¢ : V. — V'
mit o = ®, sodak gilt:

1. o ist innere Verkniipfung von V' < ® ist innere Verkniipfung von V'

2. Ist o dufere Verkniipfung, so besitzen o und ® denselben Operatoren-
bereich Y.

3. p(xy0x) = x| ® &, fiir alle x1, 29 € X und alle innere Verkniipfungen
aus V.
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4. p(yox) =y fiirallex € X, y € Y und alle dufsere Verkniipfungen
aus V.

In der Algebra beschiftigt man sich mit algebraischen Strukturen. In der
Vorlesung werden aber nur Gruppen, Ringe und Koérper behandelt.

1.2 Gruppen

Definition 1.22. Halbgruppe, Gruppe

Sei (G, o) eine algebraische Struktur.

(G, o) heifst Halbgruppe, wenn o assoziativ ist.
Eine Halbgruppe (G, o) heifft Gruppe wenn:

1. Es existiert ein Element e € G, mit e o g = g fiir alle ¢ € G (e heifst
dann linksneutrales Element von (G, 0)).

2. Zu jedem g € G existiert ein ¢ € G mit ¢’ o g = e (¢’ heifit dann
linksinverses Element zu g in (G, 0)).

Eine Gruppe (G, o) heifst abelsch (oder kommutativ), falls o kommutativ ist.

Beispiel 1.23.

(Z, -), (N,+) und (R,-) sind Halbgruppen.

(Z,+), (R\ {0},-) und (2Z, +) sind (abelsche) Gruppen.

Sei M Menge; Py == {f | f : M — M bijektive Abbildung}. Dann ist
(P, 0) eine Gruppe.

Satz 1.24.
Sei (G, o) Gruppe, e linkneutrales Element. Dann gilt:

1. Ein Linksinverses von ¢ ist auch Rechtsinverses von g.
Das heift: g og=e = gog' =e.

g’ heifst: auch Inverses von g.

2. Eine linkneutrales Element ist auch rechtsneutrales Element.
Das heifit: eog =g = goe =g.
e heifst auch neutrales Element oder Eins(element) in G.

3. Seien a,b € G. Dann sind aox = b und zoa = b in G eindeutig losbar.
4. e ist eindeutig bestimmt.

5. Jedes g € G besitzt genau ein Inverses (das mit g=! bezeichnet wird).
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6. Fiir jedes g € G gilt (g7}t =g.

7. Fiir beliebige g1,...,9, € G gilt (gi0---0¢g,) ' =g, to---0ogr".

Beweis.
1. Zu zeigen: go g' = e.
Sei ¢g” ein Linksinverses von ¢'. Dann folgt
e=g"og =g"o(gog)og =(g"0yg)o(gog) =co(goyg)=ygoyg.

2. goe=go(gog)=(gog)og=cog=y.

Man beachte, daf das vorletzte Gleichheitszeichen wegen (1) gilt.

3. Eine Losung von a o x = b ist offenbar a' o b. Sind x1, x5 Losungen von
aox =b,so folgt aoxy =aowxs(=0), alsoa’ caox; =a oaoxy und
damit x; = x.

Die Aussage iiber z o a = b laft sich analog beweisen.

4. Nach Definition existiert eine Eins e. Jede Eins ist Losung von zoe = e.
Nach dem vorherigen Teil des Satzes ist die Losung eindeutig bestimmt.

5. Jedes g € G besitzt genau ein Inverses als Losung von z o0 g = e.

6. (¢7')"! und ¢ sind beide Losungen von x o g~! = e nach dem ersten
Teil des Satzes, nach dem dritten Teil sind dann beide Elemente gleich.

7. Wegen der Assoziativitiit von o ist (g, o---0g; ) o(gio---0g,) =€,

und nach dem vierten Teil des Satzes ist das Inverse eindeutig. O

Bemerkung 1.25.

1.

Bei additiver Schreibweise wird das neutrale Element einer Gruppe i.A.
mit 0 bezeichnet und ¢~! wird mit —g bezeichnet. Bei multiplikativer
Schreibweise wird das neutrale Element i.A. mit 1 bezeichnet.

. In Definition 1.22 kann man auch analog ein rechtsneutrales Element

und Rechtsinverse fordern und einen dem Satz 1.24 entsprechenden
Satz beweisen.

Es gibt Halbgruppen, die eine Rechtseins und Linksinverse besitzen,
aber keine Gruppe sind; z.B.:
(H,o) mit H = {e,a}; ece=¢,eca=¢,a0e=a, aoa=a.

Satz 1.26. Sei (G, o) Halbgruppe. Dann gilt:

(G,o0) ist Gruppe < Va,b € G:aox =bund xoa =bsind in G losbar.
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Beweis. =: nach Satz 1.24.

<: (G, o) ist Halbgruppe, also ist G # () und es existiert ein g € G. Nach
Voraussetzung existiert ein e € G mit e o g = g als Losung von x o g = g.
Sei a € G beliebig. Dann existiert (nach Voraussetzung) ein b € G mit
a = gob als Losung von a = g o .

Es folgt eoa=eo(gob) =(eog)ob=gob=a. e ist also linksneutral.
Fiir jedes ¢ € G ist eine Losung von x o ¢ = e linksinverses Element von
qg. ]

Definition 1.27. Reguléir (Kiirzungsregel)
Eine Halbgruppe (H, -) heifit reguldr, wenn fiir alle a, z,y € H gilt:
(a-z=a-y=z=y)und (z-a=y-a=z=y).

Satz 1.28. Jede endliche reguldre Halbgruppe ist Gruppe.

Beweis.

Seien (H,-) eine endliche reguldre Halbgruppe, a € H beliebig aber fest,
f:H—H, f(r):=2-aund g: H— H, g(z) := a-x Abbildungen. f und g
sind injektiv (wegen der Reguldritit), also bijektiv (da H endlich ist). Also
sind x - a = bund a-x = b losbar fiir alle a,b € H. Nach Satz 1.26 folgt die
Behauptung. O

Bemerkung 1.29.
1. (N, +) ist reguldre Halbgruppe, die nicht Gruppe ist.
2. Eine Unterhalbgruppe einer Gruppe ist stets regulér.

Beispiel 1.30. Seien (K, +,-) Korper, n € N.

Sei Gl(n, K) die Menge aller n x n Matrizen mit Elementen aus K und De-
terminante nicht Null.

Sei Sl(n, K) die Menge aller n x n Matrizen mit Elementen aus K und De-
terminante Eins.

Dann sind (Gl(n, K), ), (Sl(n, K), ) Gruppen.

Beispiel 1.31. Seien (G, o) endliche Halbgruppe, G = {a,,...,a,}, M die
zugehorige Verkniipfungsmatrix.

Dann gilt:

o kommutativ < M ist symmetrisch.
a; o x = b 1osbar < In der i-ten Zeile von M tritt b auf.

Nach Satz 1.26 folgt:
(G, o) ist Gruppe<In jeder Zeile und Spalte der Verkniipfungsmatrix tritt
jedes Element aus G genau einmal auf.



12 KAPITEL 1. GRUPPEN

Beispiel 1.32. Gruppen mit kleiner Ordnung

1. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 1, ndmlich
(G,0) mit G = {e} und ece =e.

2. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 2, ndmlich
(G,0) mit G = {e,a} und der Verkniipfungstafel:

ole a
€ a

3. Bis auf Isomorphie existiert nur eine Gruppe der Ordnung 3, ndmlich
(G,0) mit G = {e,a,b} und der Verkniipfungstafel:

oleab

blbea

4. Versucht man fiir eine Gruppe der Ordnung 4, alle moglichen Verkniip-
fungstafeln aufzustellen, so erhélt man wegen Beispiel 1.31 die folgen-
den Moglichkeiten (e ist das neutrale Element):

oile a b cllogle a b c||og|le a b cllogle a b ¢
eleabecl|leleabecelleleabdcelleleadc
alaecbllalaecb|lalabcellalacebd
blbceallblbcace||blbceallblbeca
clcbaellclcbeallclceabllc|lcbace

Durch probieren 1aft sich feststellen, daf alle vier algebraischen Struk-
turen das Assoziativgesetz erfiillen.

Vertauscht man in oy a und b, so erhélt man osz. Vertauscht man in o4 ¢
und b, so erhdlt man o3. Damit sind die Gruppen mit og, o3 und o4 iso-
morph. Also gibt es bis auf [somorphie genau 2 Gruppen der Ordnung
4.

Die Kleinsche Vierergruppe: (G,0;) mit G = {e,a,b,c} heilt
Kleinsche Vierergruppe. Quadrate sind stets e. Das Produkt zwei-
er nicht neutraler Elemente ist immer das dritte nicht neutrale
Element. Die Kleinsche Vierergruppe ist abelsch.

Die Zyklische Gruppe der Ordnung 4: (Siehe Definition 1.50 auf
Seite 17.) Schreibt man in(G,o3) statt {e,a,b,c}, die Menge
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{0,1,2,3}, so erhilt man die additive Gruppe Z modolo 4.

Das Verkniipfungsergebnis zweier Elemente erhilt man dann
durch Addition in Z, Division durch vier, und Bildung des Re-
stes.

Bemerkung 1.33.
(Z,+) und (2Z, +) sind Gruppen, und f : Z — 2Z, f(z) = 2 - z ist Isomor-
phismus obwohl 2Z & Z. Siehe Definition 1.21 auf Seite 8.

1.3 Untergruppen, Normalteiler

Definition 1.34. Untergruppe

Sei (G, 0) eine Gruppe, U C G. Sei U abgeschlossen beziiglich o, das heifst:
Fir alle uy,uy € U gilt uj o ug € U. Dann lisst sich o (genauer: Die Ein-
schrinkung von o auf U x U) auffassen als Verkniipfung auf U.

(U, o) heikt Untergruppe von (G, o), falls (U, o) eine Gruppe ist.

Fiir (U, o) schreibt man héaufig einfach U.

Bemerkung 1.35.

1. Seien (G, o) eine Gruppe mit neutralem Element e, U eine Untergruppe.
Dann ist e auch neutrales Element von U.

Beweis. Sei €’ neutrales Element von U.
Dann gilt ¢’ o€’ = ¢’ und ¢ o e = ¢’. Nach Satz 1.24.3 ist ¢’ ox = ¢’
eindeutig losbar, also e = ¢€'. O

2. Der Durchschnitt beliebig vieler Untergruppen einer Gruppe ist auch
eine Untergruppe dieser Gruppe.

3. Die Vereinigung zweier Untergruppen ist nicht unbedingt eine Unter-
gruppe.

Beweis. Seien (G,0) Gruppe;U;, U, Untergruppen von (G, o) mit
U LUy, Uy LUy, g1 € Up\Us, g2 € U\ UL

Dann gilt g; o go & Uy U Us.

Angenommen ¢; o go = uy € Uj.

Dann ist g, = gfl owuy € U; im Widerspruch zur Voraussetzung.
Analog laft sich zeigen gy o gy & Us. O

Satz 1.36. Untergruppenkriterien
Sei (G, +) eine Gruppe, U C G, U # (). Dann gilt:

U ist Untergruppe < (a,b € U = a-b"' € U)
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Beweis. =: Klar.
&: Zu zeigen:

l.ecU

2.YueU: u'teU

3. Va,beU: a-beU

4. - (auf U beschréinkt) ist assoziativ.
Der Beweis dieser Aussagen ergibt sich wie folgt:

1. U ist nicht leer, also existiert ein u € U, alsoist u-u ! =e € U

2.ccuclU=e-ut=ultel.

3. a,beU=a,b'eU,alsoa-(b7")'=a-beU.

4. Die Assoziativitdat von - auf U folgt aus der Assoziativitit auf G. O
Definition 1.37. Nebenklasse
Seien (G, -) eine Gruppe, a € G und U eine Untergruppe von G.
a-U:={a-ulu € U} heift die von a erzeugte Linksnebenklasse von U.
U-a:={u-alu € U} heifit die von a erzeugte Rechtsnebenklasse von U.
Satz 1.38. Sei U Untergruppe von (G, -). Dann gilt:

1. Zwei Linksnebenklassen von U sind gleich oder elementefremd.

2. Die Linksnebenklassen von U bilden eine Partition von G.
Die beiden Aussagen gelten analog fiir die Rechtsnebenklassen.
Beweis.

1. Seiena,be Gundce€a-UNb-U.

Dann existieren uy,uy € U mit c=a-u; = b - us.
Fiir beliebiges a-u € a-U gilt a-u = a-uy-u; '-u = b-(uy-u; t-u) € b-U.

Alsoist a - U C b- U (analog erhilt man bU C aU).

2. Fiir beliebiges a € G gilt a =a -e € aU. O
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Bemerkung 1.39. Seien (G, ) Gruppe, U Untergruppe und G' = | J,¢; g;-U
die Zerlegung von G in paarweise verschiedene Linksnebenklassen von U.
Dann heift {g;|i € I} vollstindiges Représentantensystem der Linksneben-
klassen von U in G.

Dann ist G = U, U - g; ! die Zerlegung von G in paarweise verschiedene
Rechtsnebenklassen von U.

Genauer gilt: Die Abbildung f : {g;- Uli € I} — {U - g;'|i € I} definiert
durch g; - U + U - g; * ist bijektiv.

Es gibt also genausoviele Linksnebenklassen wie Rechtsnebenklassen von U
(auch wenn es unendlich viele gibt).

Die Anzahl der Links- oder Rechtsnebenklassen heifit Index von U in G (in
Zeichen: [G : U]).

Beweis. Wir beweisen zunichst | J,., U -g; ' = G.

Uie; U g; " C G ist trivial.

Fiir jedes g € G existieren nach Voraussetzung ¢ € I und v € U mit

g =gi-u.

Daraus folgt g =u~'- g7t € U-g;!, also Uz’eIU'gi_l DG.

Zu zeigen bleibt, dak U - g; ! fiir ¢ € I paarweise verschiedene Rechtsneben-
klassen sind.

Aus Satz 1.38 folgt, dak zwei Rechtsnebenklassen paarweise disjunkt oder
gleich sind.

Angenommen U - g;' = U - gj_l; dann existieren uy,uy € U mit uy - g7 " =

el

Ug - gj’l. Daraus folgt g; " = u; ' - uy - gj’l.

Also g; = g; - uy"' - up und nach Satz 1.38 ist dann g; - U = g; - U.

Nach Voraussetzung ist dann 7 = j, also alle U - g;c; sind paarweise verschie-
den. O

Bemerkung 1.40. Seien (G, -) Gruppe, U Untergruppe und ¢ € G. Dann
gilt: ¢ : U — ¢ - U definiert durch ¢(u) := g-wund ¢ : U — U - g definiert
durch ¢(u) := u - ¢ sind bijektiv.

Ist G endlich, so hat jede Nebenklasse von U gleich viele Elemente wie U
selbst.

Satz 1.41. Lagrange (1736 - 1813)
Seien (G, ) endliche Gruppe, U Untergruppe. Dann gilt:

Gl =|U]-1G - U]
Speziell ist |U]| ein Teiler von |G| (in Zeichen |U|||G]).

Beweis. Sei g;c; ein vollstindiges Représentantensystem der Linksneben-
klassen von U. Nach Bemerkung 1.40 ist die Abbildung (i,u) — ¢; - u
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von I x U nach G bijektiv, also |I| - |U| = |G|. Aber |I| = [G : U], also
|G| =|U|- |G :U]. O
Definition 1.42. Normalteiler

Sei (G, -) Gruppe, U Untergruppe.

U heift Normalteiler (NT) von G (in Zeichen: U <1 G), wenn gilt:
g-U=U".gfiralle g € G.

(Achtung: Gefordert wird die Gleichheit der entsprechenden Nebenklassen,
nicht die Gleichheit g-u=wu-g firalle g € G, u € U.)

Beispiel 1.43. Jede Gruppe (G, o) hat die sogenannten trivialen Normaltei-
ler {e} und G.

Bemerkung 1.44. Seien U Untergruppe von G,

N Normalteiler von G mit N C U.

Dann ist N Normalteiler von U, und die Menge der Nebenklassen von N in
U ist Teilmenge der Nebenklassen von N in G.

Bewelis.

N ist Normalteiler von G < gN = Ny fiir alle g € G
N ist Normalteiler von U < gN = Ng fiir alle g e U O
Satz 1.45. Normalteiler-Kriterien

Sei (G, ) Gruppe, U Untergruppe. Dann sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

1. g-U=U-gfiralle g € G (U ist Normalteiler von G).
2. g-U-g ' =U fiir alle g € G.

3. g-U-g~' CU fiir alle g € G.
Beweis. 1 < 2: trivial.
2 = 3: trivial.
3 = 2: Nach Voraussetzung gilt gUg ! C U fiir alle g € G.
Dann gilt fiir alle ¢ € G auch ¢ 'Ug C U und damit auch U C gUg™t. O

Satz 1.46. Jede Untergruppe vom Index 2 ist Normalteiler.
Beweis. Sei g € G, g ¢ U. Dann folgt G =U U gU =U UUg. O

Satz 1.47. Ist (G, ) abelsche Gruppe, so ist jede Untergruppe Normalteiler
(klar nach Definition).

Bemerkung 1.48. Sei (G, o) die Gruppe aller Permutationen von {1, 2, 3},
also |G| = 6.

Dann ist U = {id, (1,2)} eine Untergruppe.

Es gilt U o (2,3) = {(2,3),(3,1,2)} # (2,3) o U = {(2,3), (1, 3,2)}, also ist
U nicht Normalteiler von G.
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1.4 Zyklische Gruppen

Definition 1.49. Erzeugendensystem

Sei (G, ) eine Gruppe, E C G, E~' .= {g7'|g € E}.

E heifst Erzeugendensystem von G, wenn sich jedes g € G als Produkt endlich
vieler Elemente aus £ U E~! darstellen lift.

Definition 1.50. Zyklisch
Die Gruppe (G, ) heikt zyklisch (oder zyklische Gruppe), falls G ein einele-
mentiges Erzeugendensystem besitzt.

Beispiel 1.51.
1. (Z,+) ist zyklisch mit 1 als erzeugendes Element.

2. Seien n € N fest gewéhlt,

G = cos (%) +i-sin (2Z) (n-te Einheitswurzel),

E,:={1,¢,,C% ..., "t}
Dann ist (E,,-) zyklische Gruppe der Ordnung n mit ¢, als erzeugen-
dem Element (Gruppe der n-ten Einheitswurzeln).

3. Im Beispiel 4 auf Seite 12 wurde eine zyklische Gruppe der Ordnung 4
betrachtet.

Bemerkung 1.52. Seien (G,-) eine endliche Gruppe, ¢ € G und m die
kleinste natiirliche Zahl mit ¢™ = ¢, fiir ein ¢ mit 0 < ¢ < m. Dann gilt:

1. g™ = e. (m heifst Ordnung von g, auch Ord g geschrieben.)

Beweis. Aus g™ = ¢' folgt g™ = ¢°(= e).
Wegen der Minimalititseigenschaft von m folgt 7+ = 0.

2. <g>=1{eg,¢%...,9™ '} ist eine zyklische Untergruppe von G.
3.6 gt =e
Satz 1.53. Seien (G, -) eine endliche Gruppe und g € G. Dann gilt:
1. Ord g ist Teiler von |G|.
2. gl¢l =e.

Beweis. Zum Beweis beider Aussagen betrachte die Untergruppe < g > und
wende Satz 1.41 (Lagrange) an.
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Satz 1.54. Sei p eine Primzahl und (G, -) eine Gruppe der Ordnung p.
Dann ist (G, -) zyklisch und wird erzeugt von einem beliebigen ¢ € G, mit
g # e (nach Satz 1.53.1).

Bis auf Isomorphie gibt es also genau eine Gruppe der Ordnung p.

Satz 1.55. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist selbst auch zy-
klisch.

Beweis. Seien (G, -) zyklische Gruppe mit erzeugendem Element g, U Un-
tergruppe von G.
Dann existiert ein minimales i € N' mit ¢* € U.
Wir beweisen, dak ¢* die Untergruppe U erzeugt:
Sei g™ € U beliebig gegeben.
Dann liefert die Division mit Rest eine Gleichung der Form m = ¢ -7+ r mit
0<r<au.
Daraus folgt ¢™ = (g")?-¢", also g" € U und damit r = 0.

=~

eUv eU

Damit ist ¢™ = (g*)9. O

Satz 1.56. Seien (G,-) eine Gruppe, A € Z und a € G besitze die Ordnung
n. Dann gilt:

ot =e & nl)
Beweis. Division von A durch n mit Rest liefert eine Gleichung der Form
A=p-n+rmitp€Z, 0<r<n. Danngilt:a* =e<ad" =e<r=0. O

Satz 1.57. Sei (G, ) Gruppe und a € G besitze die Ordnung n.

Dann besitzt o die Ordnung m.

Beweis. Gesucht ist die kleinste natiirliche Zahl ¢ mit (a™)4 = e.
Nach Satz 1.56 muk m - ¢ Vielfaches von n sein und m - ¢ ist trivialerwei-
se Vielfaches von m. Das kleinste gemeinsame Vielfache von n und m ist

ggT(.n,m) ) ]

Satz 1.58.

Sei g erzeugendes Element der zyklischen Gruppe (G, ) mit |G| =n € N.
Dann besitzt G zu jedem d € N mit d|n genau eine Untergruppe U, der
Ordnung d. Uy wird erzeugt von g4 (Uy ist also zyklisch).

Weitere Untergruppen besitzt (G, -) nicht.

Beweis. Nach Satz 1.55 besitzt G' nur zyklische Untergruppen.
Nach Satz 1.57 erzeugt g4 eine Untergruppe Uy der Ordnung d fiir jedes d|n.

'Dabei ist N definiert durch N := {1,2,3,...}.
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Seien nun Uy und U), :=< g*> Untergruppen der Ordnung d.
Zu zeigen ist: U, = U,.
Nach Satz 1.57 ist —~— = d, also ist A Vielfaches von Z.

ggT(An) d
Also liegt ¢* in der von g erzeugten Untergruppe Uy.
Es folgt U} C Uy, also auch U}, = U,. O

Satz 1.59. Seien (G, ) eine abelsche Gruppe und a,b € G mit teilerfremder

Ordnung.
Dann ist Ord a-b = Ord a - Ord b.

Beweis. Seien n die Ordnung von a und m die Ordnung von b.
Offenbar ist (a - b)"™ = a™™ - "™ = e (weil (G, ) abelsch ist).
Sei (a-b)* =a* 0 =e.
Dann folgt a™ - b*" = p™
Nach Satz 1.56 ist A - n Vielfaches von m, und wegen der Voraussetzung
ggT(n,m) =1 ist auch A\ Vielfaches von m.

Analog ist A Vielfaches von n. Wegen ggT(n, m) = 1 ist dann A auch Vielfa-
ches von n - m. 0J

= €.

1.5 Permutationsgruppen

Definition 1.60. Transformation, Permutation

Seien M eine nicht leere Menge und ¢ : M — M eine bijektive Abbildung.
Dann heifst ¢ Transformation von M. Ist M endlich, so heifit ¢ auch Permu-
tation von M.

Bemerkung 1.61. Transformationsgruppe

Sei M eine nicht leere Menge, S); die Menge aller Transformationen von M.
Dann ist (Sys, o) eine Gruppe.

Eine Untergruppe von Sy, heifst Transformationsgruppe von M.

(Sp,0) bezeichnet die Gruppe aller Permutationen einer Menge von n Ele-
menten. Sie ist bis auf Isomorphie eindeutig und heifst Permutationsgruppe
vom Index n (oder symmetrische Gruppe vom Index n).

Es gilt |S,| = n!

Satz 1.62. Jede Gruppe (G, -) ist zu einer Transformationsgruppe isomorph.
Genauer: Fiir beliebiges a € G sei f, : G — G definiert durch f,(g) :==a-g.
Dann gilt:

1. f, ist bijektiv.

2. Sei F; := {f,]a € G}. Dann ist (Fi, o) eine Gruppe. (Als Untergruppe
von (Sg, 0), also auch Transformationsgruppe.)
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3. ¢ : G — Fg definiert durch ¢(g) := f, ist ein Gruppen-Isomorphismus.
Beweis.

1. klar
2. (a) Die Komposition ist assoziativ.
(b) fe = id ist neutrales Element.
(c¢) Es gilt f,-1 0 f, = id. Also ist f,-1 Linksinverses zu f,.
(d) Fiir fo, fy € Fg gilt foo fo = fus € Fo.
3. Trivialerweise ist ¢ surjektiv. Ferner gilt:

fo=1Ffy = 9= f,(e) = fy(e) =¢'. Also p ist injektiv.
Unter Verwendung von 2(d) erhélt man

@(a-b) = fas = fao fo =p(a)opb).

Also ¢ ist Homomorphismus. O

Eigenschaften von Permutationen

Sein €N, n>1und f € 5,. Eine Moglichkeit f darzustellen ist

1 2 ....n
die Funktionstafel:
(f(l) f@2) ... f(N)>
Spezielle Permutationen sind Zyklen. Ein Zyklus (ay,...,a,,) der Linge m

ist definiert durch
a1 > Qg > ... = Q > Qq

wobei die von ay, ..., a,, verschiedene Elemente auf sich abgebildet werden.

Definition 1.63. Transposition
Ein Zyklus der ldnge 2 heiflt Transposition.
Eine Transposition vertauscht also zwei Elemente und lafst die anderen fest.

Ohne Beweis benutzen wir aus der Linearen Algebra:
Bemerkung 1.64. Signum

1. Jede Permutation ist Produkt elementefremder Zyklen (eindeutig bis
auf die Reihenfolge).

2. Jede Permutation ist Produkt von Transpositionen (nicht eindeutig).

3. Seim€ S, mit m=¢t,0---0t,, =5,0...08,; t;, s; Transpositionen.
Dann folgt (—1)™ = (—1)™.
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sgn 7 := (—1)™ heilt Signum, Signatur oder Paritdt von .
7 heifst gerade, falls sgn m = 1 und 7 heift ungerade, falls sgn 7= = —1.

Bemerkung 1.65.

1. sgn id =1 (beachte: id = (1,2)(2,1)).

2. sgn T =sgn w ..

(Beachte: Ist m = t; o --- o t; eine Darstellung von 7 als Produkt von
Transpositionen, so folgt 7=! = ¢, o ---ot; wegen t? = id.)

3. sgn (m o mp) = sgn 7y - SgN To.
Satz 1.66. Alternierende Gruppe

A, = {m € S,|sgn m = 1} ist Untergruppe von S, und heifit alternierende

Gruppe vom Index n. Es gilt |4, | = @ =% (dap: A, = S, \ 4, definiert

durch ¢(m) := (1,2) o 7 bijektiv ist), also ist [S,, : A,] = 2 und damit ist A,
Normalteiler von S,, (nach Satz 1.46).

1.6 Beispiele von Gruppen

Satz 1.67. Quaternionengruppe

Seien
_(10\ ., (i 0 _(01y . _(0i
“=lo1) " " No=i )77\ =10) " \io)

Dann bilden die 8 komplexen Matrizen +e, +i’, £7j, £k beziiglich der Matri-
zenmultiplikation eine nichtkommutative Gruppe (G, -). Diese Gruppe heifst
Quaternionengruppe.

Beweis. Es gilt:

L ()2 =52 =k = —e.

2.4 j = k.
jeil = —k

3. j- k=4
k-j=—1

4. k-i' =y
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Also ist - eine nicht kommutative Verkniipfung auf GG. Die Matrizenmultipli-
kation ist assoziativ, also ist (G, -) eine Halbgruppe. Offenbar ist e neutrales
Element. Die oben angegebenen Verkniipfungsergebnisse zeigen auch, daf je-
des Element ein Inverses besitzt. O

Die Quaternionengruppe spielt eine Rolle bei der Konstruktion des Quater-
nionenschiefkérpers in Ergdnzung 2.78.

Satz 1.68. Seien

(12 3 4 ...(n=1)n
7r1‘_<1n(n—1)(n—2)... 3 2)65"‘”ld
(1234...(n—1)n
7r2"‘(234 o 1)65%'

Dann gilt:
l. mom =mom, "
. T2 0T = T OTy

2. Die von m; und 7y erzeugte Untergruppe von (S,,-) hat fir n > 3 die
Ordnung 2n und ist nicht kommutativ.

Sie heifst Diedergruppe von Index n und wird mit D,, bezeichnet.
Beweis.

1. Gezeigt wird my 0 m 0 9 = 7y
Es gilt my o m o me(1) =1 = my(1);
o 0 0 Me(n) = 2 = m(n).
Fir i # 1,n gilt mpom ome(i) = mom(i+1) = m(n— (i — 1)) =
n—i+2=m(i).

2. Offenbar besitzt m; die Ordnung 2, 75 die Ordnung n. Wegen 1 kann
also D,, (n > 3) nicht kommutativ sein. Wegen 1 gilt myom; = momy !

Die gesuchte Gruppe enthélt also nur die Elemente
momy, 0< A<, 0< u<n—1.

Zu zeigen bleibt noch, dak diese Elemente paarweise verschieden sind.
Dazu nehmen wir 73 o 7 = 7 o 7" an.

Ist A = )X, so folgt u = p', also die Behauptung.

Ist A\ # XN, etwa A =0, X =1, so folgt m = WQL_",.

Wegen (1) =1 = 7 (1) gilt 74 * = id, also 4/ = p.

Daraus folgt 7} = 7, also A = ) im Widerspruch zur Voraussetzung.
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O

Bemerkung 1.69. D, (n > 3) besitzt eine einfache geometrische Deu-
tung. Die Ecken eines regelméafigen n-Ecks seien etwa im Uhrzeigersinn mit
1,2,...,n durchnummeriert. Der Mittelpunkt des n-Ecks sei M.
Dann bedeutet 7; eine Spiegelung an der durch 1 und M bestimmmten Sym-
metrieachse und 7, eine Drehung um M im Uhrzeigersinn um 27

n

1.7 Gruppenhomomorphismen

Definition 1.70. Seien (G, o), (H,-) Gruppen und ¢ : G — H eine Abbil-
dung.
¢ : G — H heift (Gruppen-) Homomorphismus, wenn ¢ relationstreu ist;
das heifst:

p(aob) = p(a)- p(b) fir alle a,b € G.

¢ : G — H heift (Gruppen-) Isomorphismus, falls ¢ auferdem bijektiv ist
(vergleiche Definition 1.21 auf Seite 8).

Ein (Gruppen-) Isomorphismus ¢ : G — G heifst Automorphismus (von G).
Existiert ein (Gruppen-) Isomorphismus ¢ : G — H, so heien G und H
isomorphe Gruppen (in Zeichen: G = H).

Einfache Eigenschaften von Gruppenhomomorphismen sind zusammengefafst
in

Satz 1.71. (Gruppen-) Homomorphismen
Seien (G, 0), (H,-) Gruppen mit neutralen Elementen e, ¢’ und ¢ : G - H
Homomorphismus. Dann gilt:

1. p(e) =€ und p(g!) = ¢(g)~* fiir alle g € G.

2. U Untergruppe von G = ¢(U) Untergruppe von H.
Insbesondere ist ¢(G) Untergruppe von H.
N Normalteiler von G = ¢(N) Normalteiler von ¢(G).

3. V Untergruppe von H = ¢ (V') Untergruppe von G.
V' Normalteiler von H = ¢~(V) Normalteiler von G.
Insbesondere ist o' ({€'}) (der Kern von ¢) Normalteiler von G.

4. G ist abelsch = ¢(G) ist abelsch.

5. G ist zyklisch = ¢(G) ist zyklisch.
Genauer: Erzeugt g die Gruppe G, so erzeugt ¢(g) die Gruppe ¢(G).
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¢ Isomorphismus = ¢! Isomorphismus.

Sind ¢; : G — H, vy : H — S Homomorphismen, so auch ¢; o @5 :
G—S.

Sei Aut G := {y|p : G — G ist Automorhismus}.
Dann ist (Aut G,o) eine Gruppe und heift Automorphismengruppe
von G.

Seien r € G, ¢, : G — G definiert durch ¢,(g) :=xogoz !

Dann ist ¢, ein Automorphismus von G.
¢, heift innerer Automorphismus von G.

Die inneren Automorphismen von G bilden eine Untergruppe von
Aut G (sogar einen Normalteiler, siche Ubungen).

¢ injektiv < Ker ¢ = {e}.

Satz 1.72. Faktorgruppe
Seien (G,o) Gruppe, N Normalteiler von G und G/N := {aN|a € G} (in
Worten: G nach N) die Menge der Nebenklassen von N. Dann gilt:

1. Durch (aN) - (bN) := (a0 b)N wird eine Verkniipfung - auf G/N defi-
niert.

2. (G/N, ) ist eine Gruppe (die Faktorgruppe G nach N).

Beweis.

1. Zu zeigen ist, dak das Verkniipfungsergebnis unabhéngig von der Wahl
der Reprisentanten der Nebenklassen ist (also wohldefiniert ist):
Seien aN = a/N, bN =b'N.

Dann wird (a0 b)N = (a' o b')N gezeigt.
Fiir geeignete ny,ny € N gilt a = a' ony, b =10 ones.
Dann folgt a o b =a' ony ol ony.
Da N Normalteiler ist gilt ny o ' = b’ o n] fiir geeignetes n| € V.
Es folgt aob=da" ol onjons € (a'ob')N. Also (a0 b)N = (a’ o V) N.
N——
eN
2. eN = N ist neutrales Element.

a !N ist zu aN invers.
Die Assoziativitit von - folgt direkt aus der Assoziativitdt von o. [
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Beispiel 1.73. Sei n € N.

Dann ist nZ := {n - z|z € Z} eine Untergruppe der kommutativen Gruppe
(Z,+), also auch Normalteiler.

Die Faktorgruppe Z/nZ hat die Elemente {nZ,1+nZ,...,(n—1)+nZ} und
wird erzeugt von 1 + nZ, ist also zyklisch.

Der folgende Satz ist ein wichtiges Hilfsmittel in der Gruppentheorie.
Satz 1.74. Kanonischer Homomorphismus, Homomorphiesatz

1. Kanonischer Homomorphismus
Seien (G, o) Gruppe, N Normalteiler von G.
Dann ist ¢ : G — G/N definiert durch ¢(g) := gN ein surjektiver
Homomorphismus mit Ker ¢ = .

2. Homomorphiesatz
Sei ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus.
Dann ist f : G/(Ker ¢) — ¢(G) definiert durch f(aKer ¢) := ¢(a) ein
Isomorphismus.
Bemerkung: Ker ¢ ist Normalteiler.

Beweis.

1. 1 ist relationstreu wegen

Y(g1092) = (g1092)N = 1N - 2N = (1) - ¥(g2).
Der Rest ist klar.

2. Zunéchst wird gezeigt, daf f wohldefiniert ist. Sei aKer ¢ = a'Ker ¢.
Dann ist p(a) = ¢(a’) zu zeigen:
Fiir ein geeignetes g € Ker ¢ gilt a =a’ o g.
Es folgt ¢(a) = ¢(d’ 0 g) = p(d') - ¢(g) = ¢(d').
Ferner ist f surjektiv, da ein beliebiges Element ¢(a) € ¢(G) als Urbild
aKer ¢ besitzt.
f ist offenbar relationstreu, also Homomorphismus.
f ist injektiv, da der Kern trivial ist. O

Bemerkung 1.75.
Ist G eine unendliche zyklische Gruppe, so ist G = Z.
Ist G eine endliche zyklische Gruppe der Ordnung n < oo, so ist G =2 Z,,.

Beweis. Sei g erzeugendes Element von G.

Dann ist ¢ : Z — G definiert durch ¢(z) := ¢* ein surjektiver Homomorphis-
mus.

Im Fall |G| = oo ist der Kern trivial.
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Im Fall |G| =n < oo ist der Kern nZ.
Nach dem Homomorphiesatz (Satz 1.74) folgt die Behauptung. O

Satz 1.76. Reduktionssatz oder 1. Isomorphiesatz
Seien (G, -) Gruppe, U Untergruppe, N Normalteiler, von G
UN :={u-nlu € U, n € N}. Dann gilt:

1. UN ist Untergruppe von G, und zwar die kleinste Untergruppe die
U U N enthilt.

2. U N N ist Normalteiler von U und N ist Normalteiler von UN.
3. UN/N 2U/(UNN)
Bewelis.

1. Seien uyny, usng € UN mit uy,uy € U und ny,ne € N. Dann gilt
(u1n1) (ugng) ™t = ugniny P uyt = uiuyt - m3 € UN fiir ein geeignetes
——
EN
n3 € N (wegen uy, ' N = Nu,'). Nach Satz 1.36 (Untergruppenkriteri-
um) auf Seite 13 folgt die Behauptung.

2. Nach dem Homomorphiesatz ist ¢ : G — G /N definiert durch
©(g) := gN ein surjektiver Homomorphismus mit N als Kern.
Sei ¢' die Einschrinkung von ¢ auf U.
Dann ist ¢’ : U — G/N ein Homomorphismus mit N N U als Kern.
Nach Satz 1.71.3 ist dann N N U Normaltieler von U.
Sei ¢" die Einschrénkung von ¢ auf UN.
Dann ist ¢” : UN — G/N ein Homomorphismus mit N als Kern.
Nach Satz 1.71.3 ist dann N Normaltieler von UN.

3. 9 : U — UN/N definiert durch ¢(u) := uN ist surjektiver Homomor-
phismus mit N N U als Kern.
Nach dem Homomorphiesatz sind U/(UNN) und UN/N Isomorph. O

Satz 1.77. Kiirzungssatz oder 2. Isomorphiesatz
Sei (G, -) eine Gruppe, U C V seien Normalteiler von G.
(U ist Normalteiler von V' nach Bemerkung 1.44.) Dann gilt:

1. V/U ist Normalteiler von G/U.

2. G/V=G/U/V/U.
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Beweis. Sei ¢ : G/U — G/V definiert durch ¢(gU) := gV'.

Dann ist ¢ wohldefiniert, denn es gilt:

gU =9 U =g gUCqgV =gV =4gV.

¢ ist Homomorphismus.

@ ist surjektiv.

Ker (¢) = V/U. Nach Satz 1.71.3 ist V//U Normalteiler von G /U, und nach
Satz 1.74 auf Seite 25 folgt die Behauptung 2. O

1.8 Normalisator, Zentralisator

Definition 1.78. Konjugiert

Seien (G, -) eine Gruppe; g¢,¢'€ G; U, U’ Untergruppen von G.

Dann werden eine Relation ~ auf G und eine Relation ~ auf der Menge der
Untergruppen von G definiert durch

g~ ¢ = Jr € Gmit g =xg'z!

U~U e 3reG@mitU=zU'z7".

g und ¢’ heifen konjugiert, falls g ~ ¢'.
U und U’ heifsen konjugiert, falls U ~ U’.

Bemerkung 1.79. ~ ist Aquivalenzrelation auf G.
~ ist Aquivalenzrelation auf der Menge der Untergruppen von G.

Beweis.

Es gilt ¢ = ege !, also g ~ ¢.

g~ ¢ = g=uxg'v " fiir ein geeignetes v € G = ¢ = lgr = ¢ ~ g.
Gelte g1 ~ ga, g2 ~ g3; etwa g1 = 1920~ ", g = ygsy ' mit z,y € G.

Dann folgt ¢, = zygs yilel, also g1 ~ gs.
—

(zy)~*
(Fiir Untergruppen analog).

Definition 1.80. Normalisator

Seien (G,-) eine Gruppe, g € G, U Untergruppe von G.
Dann heift M, := {m € G|mgm™"' = g} Normalisator von ¢
und My := {m € GlmUm™" = U} Normalisator von U.
(beachte: mUm™" = U <& mU = Um.)

Satz 1.81. Sei (G, -) eine Gruppe, g € G, M, der Normalisator von g. Dann
gilt:

1. M, ist Untergruppe von G.
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2. mgmt =ngnt < mM, =nM,.

3. Die Anzahl der verschiedenen zu g konjugierten Elemente ist [G' : M];
also Teiler von |G|, falls |G| endlich.

Bewelis.

1. (a) e € M,.
(b) my,my € My = mymag (mlmg)’l =g =my-my € M,.
—_—

-1 _—1
my "My

(c) me My =mgm*=g=m'gm=g=m*e M,

1

2. mgm '=ngn ' e ntmg m'n =g nlme M, & mM, =nM,.

(n=tm)=1
3. Folgt aus 1. und 2.
Analog zu Satz 1.81 gilt:

Satz 1.82.
Seien (G, -) eine Gruppe, U eine Untergruppe von G, My der Normalisator
von U. Dann gilt:

1. My ist Untergruppe von G (genauer: grofte Untergruppe von G, in der
U Normalteiler ist).

2. mUm ' =nUn' & mMy = nMy.

3. Die Anzahl der verschiedenen zu U konjugierten Untergruppen
ist [G : My]; also Teiler von |G|, falls |G| endlich.

Beweis. analog zu Satz 1.81.

Definition 1.83. Zentralisator

Seien (G, -) eine Gruppe, M C G.

Dann heift Zy; := {g € G|gmg™" =m Vm € M} der Zentralisator von M.
—_—

(&gm=myg)
Speziell heikt Zg = {g € G|gmg™' = m Ym € G} das Zentrum von G.

Bemerkung 1.84. Der Zentralisator von M ist eine Untergruppe von G.
Das Zentrum Zg von G enthilt genau alle Elemente ¢ € G mit gm = myg fiir
alle m € G.

Also gilt: Z = G < G abelsch.

Das Zentrum ist ein Normalteiler von G.
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1.9 Direkte Produkte, abelsche Gruppen

Seien (G1,-), (Gq,-) zwei Gruppen. Definiere auf G; x G, eine Verkniipfung
- durch

(91 92) - (91, 95) = (9191, 9293)-

Dann ist (G} x G, -) eine Gruppe (das direkte Produkt von G und G5).
Analog wird das direkte Produkt endlich vieler Gruppen gebildet.

Bemerkung 1.85. Das direkte Produkt abelscher Gruppen ist abelsch.
Satz 1.86. Seien (Gy,:), (G,-) zyklische Gruppen und endlich. Dann gilt:

(G1 x G, -) ist zyklisch < ggT(|G4],|G2]) = 1.
Beweis. Sei g; erzeugendes Element von G; fir i € {1,2}, also ¢ = ¢;
genau dann, wenn |G;||a;.
Sei zunéchst ggT(|Gy|, |Ga]) =d > 1.
Dann ist v := %JGZ‘ Vielfaches von |G| und |Gs|, und fiir ein beliebiges
Element (g, g5°) € G1 x G folgt (91", 95°)" = (91", 95°") = (€1, €2).
Also ist (G x G2) nicht zyklisch.
Sei nun ggT(|Gy],|Ge|) = 1 und (g1,92)* = (e1,e2). Dann ist A Vielfaches
von |G| und |Gy, also auch von |Gy| - |Gyl. (g1, g2) erzeugt also G x Go.

Satz 1.87. Seien (G,,-) zyklische Gruppe der Ordnung n = pi*---p', p;
paarweise verschiedene Primzahlen, a; € N.

Dann ist (G,,-) isomorph zu einem direkten Produkt zyklischer Gruppen
(Gpeiy+) der Ordnung pj:

>~ ar
G”_Gpll X XGpT .

Beweis. Nach Satz 1.86 ist (G X -+ X Gper,-) zyklisch von der Ordnung
n. Andererseits gibt es bis auf Isomorphie nur eine zyklische Gruppe der
Ordnung n nach Bemerkung 1.75.

Satz 1.88. Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist isomorph zu einem direkten Pro-
dukt zyklischer Gruppen.

Zusammen mit Satz 1.87 ergibt sich:

Jede endliche abelsche Gruppe ist isomorph zu einem direkten Produkt zy-
klischer Gruppen von Primzahlpotenzordnung.

Dartiber hinaus sind die Faktoren bis auf die Reihenfolge eindeutig bestimmt.

Beweis. Siehe |2]| durch vollstédndige Induktion, [3] im Rahmen der Modul-
theorie.
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Beispiel 1.89.

Seien p eine Primzahl, (G, ) zyklische Gruppe der Ordnung p, (G2, -) zy-
klische Gruppe der Ordnung p?.

Dann sind (G2, -), (G, X G, -) die einzigen abelschen Gruppen der Ordnung
p? (bis auf Isomorphie).

Der Beweis folgt direkt aus Satz 1.88.

Satz 1.90. Inneres Direktes Produkt
Seien Ny, No Normalteiler der Gruppe (G, -) mit Ny N Ny = {e} und
Nl . NQ = {’I’Ll . TL2|TL1 S Nl,ng € NQ} = (G. Dann gllt

1. Jedes g € G 14kt sich eindeutig darstellen in der Form g = ny - ny mit
n; € Nl,ng € NQ.

2. ny - ng = ng - ny fiir alle ny € Ny, ny € Ns.

3. ¢ : G — Ny x N, definiert durch ¢(g) := (ny,ng) firalle g =ny-ny € G
ist ein Isomorphismus.
Man sagt kurz: G ist inneres direktes Produkt von Ny, Ns.

Bewelis.

1. Die Existenz der Darstellung ist klar nach Voraussetzung.
Gelte ny - ny = n) - nb, mit ny,n} € Ny und ng, n), € Ns.
Dann folgt n)™" - ny = nb - ny' € NyN Ny, also nf' -ny = e =nl-ny',

] i / _ !
und damit ny = nj, ne = n,.

2. nyng = ngny ist gleichwertig mit nglnannfl —e.
Andererseits gilt n;l nlngnfl € N, und n;lnlng nfl € N;.
N—_—— N—_——

€Ny €N

3. Folgt aus 1 und 2.

1.10 Einbettung von Halbgruppen in Gruppen

Sei (H, -) Halbgruppe, also - ist assoziative Verkniipfung. Untersucht werden
soll die Frage, wann eine Gruppe (G, -) existiert, die eine zu H isomorphe
Halbgruppe enthélt.

Existiert eine solche Gruppe (G, -), so ist (H, -) regulér.

Die Umkehrung gilt nicht (siehe [1| Seite 115), aber es gilt:

Satz 1.91.

Sei (H,-) kommutative, regulidre Halbgruppe.

Dann existiert eine Gruppe (G, -), die eine zu (H,-) isomorphe Halbgruppe
enthalt.
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Beweis. Um einen Leitfaden fiir die Konstruktion von (G, -) zu bekommen,
fithren wir die folgende Vorbetrachtung durch.

Wir nehmen an, dak (G, -) eine Gruppe ist, die H enthilt.

Da H abelsch ist, gelten fiir alle a,b € H die Gleichungen ab = ba und
b~ la =ab .

Dann ist U := {ab !|la,b € H} eine Untergruppe von G nach Satz 1.36
(Untergruppenkriterium) auf Seite 13.

Ferner gilt H C U weil \ag/a_l = a € U fiir alle @ € H, und U ist eine

eH
minimale Untergruppe von G mit H C U.

Da H abelsch ist, gilt ab = ba, also b ta = ab™!.

Ausserdem gilt ab™! = cd™! & ad = be.

Wir nehmen uns U als Vorbild fiir die Konstruktion der gesuchten Gruppe
(G, -).

Sei M :=H x H.

Auf M wird eine Relation ~ definiert durch

(a,b) ~ (¢,d) & ad = be.

Es ist leicht zu zeigen, daf ~ Aquivalenzrelation ist.

[a, b] bezeichne die von (a,b) erzeugte Aquivalenzklasse.
Sei G die Menge der Aquivalenzklassen.

Auf G wird eine Verkniipfung - definiert durch

la,b] - [¢,d] = [ac, bd)].

Die Zuordnung ist wohldefiniert, denn aus (a,b) ~ (a’,0) A(c,d) ~ (¢d') also
ab' = a'b A ed' = dd folgt ach'd = bdd'¢ also (ac,bd) ~ (a'd,V'd').

(G, -) ist Gruppe. Die Assoziativitét ist offenbar erfiillt.

la, a] ist neutrales Element.

la, b] ist zu [b, a] invers.

Es bleibt noch zu zeigen, dak (G,-) eine zu (H,-) isomorphe Halbgruppe
enthélt.

Seien h € H beliebig aber fest, T := {[ah, h]la € H}.

Dann ist 7" Unterhalbgruppe von (G, -), denn fiir beliebige [ah, h|, [bh, h] € T
gilt [ah, h] - [bh, h] = [abh?, h?] = [abh, h] € T.

Ferner ist f : H — T definiert durch f(a) := [ah, h] surjektiv, injektiv
(wegen [ah, h] = [bh, h] < ah? = bh? < a = b)

und Homomorphismus (wegen [ah, h]- [bh, h] = [abh, h]); also Isomorphismus.

Bemerkung 1.92. Die im Beweis konstruierte Gruppe G ist minimal in dem
folgenden Sinn: Eine echte Untergruppe von G enthélt T nicht.
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Bemerkung 1.93. Als wichtigen Spezialfall von Satz 1.91 erhélt man die
Konstruktion von (Z,+) aus (N, +).

Hierbei wird davon ausgegangen, daf (N, 4) eine kommutative regulére Halb-
gruppe ist.

Auf eine axiomatische Beschreibung von N und den axiomatischen Aufbau
des Zahlensystems wird im Kapitel 2 genauer eingegangen, wenn die Begriffe
Integritiatsbereich und Quotientenkorper zur Verfiigung stehen.



Kapitel 2

Ringe

2.1 Grundbegriffe der Ringtheorie

Definition 2.1. Ring
Seien & Menge und +, - Verkniipfungen auf R.
(R, +,-) heikt Ring, wenn gilt:

1. (R, +) ist abelsche Gruppe.
2. (R,-) ist Halbgruppe.

3. Es gilt a(b+¢) = ab+ ac und (b + ¢)a = ba + ca fiir alle a,b,¢c € R.
(Distributivgesetze)
(Wie iiblich soll - stets stérker binden als +, zum Beispiel gilt a-b+c¢ =
(a-b)+c.)

Der Ring heifit kommutativ, falls - kommutativ ist.
1 € R heilst Eins, fallsa-1=1-a = a fiir alle a € R.
0 bezeichnet stets das neutrale Element von (R, +).

Bemerkung 2.2.
1. Ein Ring R besitzt hochstens eine Eins (wegen 1’ =1-1"=1).

2. Ein a € R besitzt hochstens ein multiplikatives Inverses.
Ist namlich ¢ Rechtsinverses zu a und b Linksinverses zu a, so folgt

c = (ba)e = b(ac) = b.

3. Ein a € R kann mehrere Rechtsinverse besitzen (siche Ubung).
In diesem Fall hat aber a kein Linksinverses.

4. Die Definition von Unterringen erfolgt analog zu der von Untergruppen.

33
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Der Durchschnitt von Unterringen eines Ringes ist auch Unterring.

Beispiel 2.3.

1.
2.
3.

Satz

(Z,+, ) ist kommutativer Ring mit Eins.

(2Z, +, -) ist kommutativer Ring ohne Eins.

({0}, +, ) ist kommutativer Ring mit Eins (der Nullring).
R := {a + bv2|a,b € Q} ist Unterring von (R, +,-).

Seien (R, +,-) Ring, n € N, Rj; die Menge aller n x n Matrizen iiber
R.
Dann ist (Rys, +, -) Ring (voller Matrizenring iiber R).

Seien (R, +,) Ring, S eine nicht leere Menge,
Rs:={f|f:S — R Abbildung}.
Definiert man auf Rg zwei Verkniipfungen + und - durch

(f +9)(s) == f(s) + g(s) und
(f-9)(s) :== f(s) - g(s) fiir alle s € S,
so ist (Rg, +,-) Ring.
Seien (Ry,+,-), (Rq,+,-) Ringe.

Definiert man zwei Verkniipfungen + und - auf R; x Ry als die kompo-
nentenweise Addition und Multiplikation, also

(1) = (ry + 1, e 1)

77“5) = (r1- 7"177‘2 : 7“5)7

(ry,79) + (7

(ri,r2) - (r

—_~ =~

so ist (R; X Rs,+,-) Ring (direktes Produkt von R; und Rs).

Analog erhdlt man das direkte Produkt endlich vieler Ringe.

Ist 1 € R, soist (1,1) Eins im direkten Produkt (R x R, +,-), und (1,0)
ist Eins im Unterring {(r,0)|r € R}.

2.4. In einem Ring R gilt:

.a-0=0-a=0 fir alle a € R.

(@-0=a-(0+0)=a-04+a-0=a-0=0)
Ist R# {0}, 1 € Rsofolgt 1 #0. (fira#0ista-1=a, a-0=0)

a(—b) = (—a)b = —(ab) fiir alle a,b € R.
(Zum Beispiel gilt: ab + a(—b) = a(b — b) = 0 also —ab = a(-b))
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4. a(b—c) =ab— (ac), (b—c)a = ba — ca fiir alle a,b, ¢ € R.

Definition 2.5. Nullteilerfrei
Ein Ring (R, +, ) heift nullteilerfrei, wenn fiir alle a,b € R gilt:
ab=0= (a =0 oder b=0).

Definition 2.6. Integrititsbereich
Ein kommutativer, nullteilerfreier Ring (R, +,-) mit R # {0} heift Integri-
tatsbereich.

Bemerkung 2.7. In einem nullteilerfreien Ring gilt die Kiirzungsregel:

a#0,ab=ac=b=c
a#0,ba=ca=b=c

Beweis. ab=ac=ab—ac=0=a(b—¢c)=0=b—c=0=b=c

Bemerkung 2.8. Sei (R, +,-) nullteilerfreier Ring, 1z Einselement von R,
U Unterring mit U # {0} und Einselement 1.
Dann ist 1z = 1y. (Beachte Beispiel 2.3.7 auf Seite 34.)

Beweis. Unter Verwendung von Bemerkung 2.7 ergibt sich:
lg-ly=1y -1y = 1g = 1p.

Definition 2.9. Charakteristik

Sei (R, +,-) Ring mit Eins, |R| > 1. Dann sei

Char R := 0, falls jede endliche Summe 1 +14---+1 # 0 und
Char R := n, falls n» € N minimal ist mit 1 +1+---+1=0.

n—mal

Char R heiflt Charakteristik von R.

Bemerkung 2.10. Seien (R, +,-) nullteilerfreier Ring mit Eins,
R # {0}, Char R # 0.

1. Dann ist Char R eine Primzahl.
2. Ist (R, +, ) kommutativ und Char R = p Primzahl, so gilt:

(a+b)P =a’ + 1P,

Beweis.
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1. Annahme: Char R=n=abmit 1 < a,b < n.

Dann folgt aus dem Distributivgesetz
1+---+1)-(1+---+1) = (1+---4+1) = 0, wegen der Nullteiler-

(.
-~ -~ -~

a—mal b—mal n—mal
freiheit also

(14---4+1)=0oder (1+---+1) =0 im Widerspruch zur Definition

~—— ~———
a—mal b—mal

von 7.

. Nach Voraussetzung gilt im Ring R die Gleichung p = 0, also ist auch

jedes Ganzzahlige Vielfache von p gleich 0. (Dabei bedeutet p die p-
fache Addition von 1 mit sich selbst.)
Nach dem Distributivgesetz gilt

p—1
(a+b)P =df + Z (?)a”_ibi + 7.
i=1

Ferner ist (¥) = w fiir 1 < ¢ < p ein Vielfaches von p, da

sich der Faktor p im Zahler nicht herauskiirzt (weil p prim ist).

Definition 2.11. Einheit

Seien (R, +,-) Ring mit Eins, R # {0}, a € R.

a heifst Einheit von R, wenn a ein multiplikatives Inverses b besitzt
(das heifst: ab = ba = 1).

a heifst dann auch invertierbar in R.

Bemerkung 2.12. Sei (R, +, ) Ring mit Eins und R # {0}.

Dann ist 0 nicht Einheit von R, denn es gilt 0-a = 0 # 1 fiir alle ¢ € R.
(Siehe Satz 2.4.2)

Satz 2.13. Einheitengruppe
Seien (R, +, ) Ring mit Eins, Fr := {r € R|r ist Einheit von R}.
Dann ist (Eg, ) Gruppe und heifst Einheitengruppe von R.

Bewelis.

1. 1€ Ep
2. GEER:>U,71€ER.

3. a,b€ Egp = abb™'a™' =1 = ab € Ej.

Definition 2.14. Schiefkérper, Korper

Seien (R, +,-) Ring mit Eins, R # {0}.

(R,+,-) heift Schiefkdrper oder Divisorenring, wenn (R\{0},-) Gruppe ist.
Ein kommutativer Schiefkorper heiflt Korper.



2.2. IDEALE, RESTKLASSENRINGE, RINGHOMOMORPHISMEN 37

Satz 2.15. Ein endlicher nullteilerfreier Ring (R, +, -) mit R # {0} ist Schief-
korper.
Jeder endliche Integritdtsbereich ist also Korper.

Beweis. Seien (R, +,-) endlicher nullteilerfreier Ring mit R # {0}.
Dann ist (R \ {0}, -) endliche reguldre Halbgruppe nach Bemerkung 2.7.
Nach Satz 1.28 folgt die Behauptung.

Satz 2.16. Wedderburn
Jeder endliche Schiefkorper ist Korper.

Beweis. Siehe [4] Seite 67.

Satz 2.17. In Korpern gilt (der Nenner sei # 0):

a ac a ¢ _ac a c¢ ad aj:c_adibc
b bc’ b d bd b d bc b B '

d bd
Dabei sei ¢ :=a:b:=a- b~! wie iiblich.

Bemerkung 2.18. Jeder Korper ist nullteilerfrei.
Beweis. Aus ab = 0 und a # 0 folgt a=tab = b = 0.

Bemerkung 2.19. Seien (R, +,-) Ring, S C R.

[S] bezeichne den Durchschnitt aller Unterringe, die S enthalten.

Dann ist [S] Unterring von R.

[S] ist der kleinste Unterring von R, welcher S enthélt.

[S] heifst der von S erzeugte Unterring.

Zum Beispiel gilt: [#] = {0}.

Im Fall S # () enthélt [S] genau alle endlichen Summen von endlichen Pro-
dukten von Elementen aus S, wobei die Summanden auch negative Vorzei-
chen haben diirfen.

2.2 Ideale, Restklassenringe,
Ringhomomorphismen
Definition 2.20. (Ring-)Homomorphismus

Seien (Ry,+, ), (R, +,-) Ringe.
Eine Abbildung f : Ry — Ry heift (Ring-)Homomorphismus, wenn gilt:

fla+b) = f(a)+ f(b) und
fla-b) = f(a)- f(b) fiir alle a,b € R,

Ein bijektiver (Ring-)Homomorphismus heift (Ring-)Isomorphismus.
Ry 2 R, & Es existiert ein Isomorphismus ¢ : Ry — Rs.
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Bemerkung 2.21.

1. Sei (R; X Ry, +,-) das direkte Produkt der Ringe (Ry, +,-), (Rg, +, ).
¢ : Ry — Ry X Ry definiert durch ¢(r;) := (r1,0) ist ein Ring-
Homomorphismus.

Ist 1 € Ry, 1" € Ry, so gilt (1) = (1,0) # (1,1"). Ein Homomorphis-
mus mufs die Eins also nicht immer auf die Eins abbilden.

2. Sei ¢ : R — R' surjektiver Homomorphismus und 1 € R, so ist ¢(1)
Eins in R’ (wegen ¢(r) - ¢(1) = ¢(r - 1) = o(r) = ¢(1) - ¢(r)).

3. Ist ¢ Ring-Tsomorphismus, dann ist auch ¢~ Ring-Isomorphismus (Be-
weis analog wie bei Gruppen).

4. Sei ¢ : R — R' ein Ring-Homomorphismus.
Dann gilt: ¢ injektiv < Ker ¢ = {0}.

Beweis. Klar, da ¢ ein Gruppen-Homomorphismus von (R, +) ist
(nach Satz 1.71.11).

Definition 2.22. Ideal

Seien (R, +, ) Ring, (a,+) Untergruppe von (R, +).

a heifst Linksideal von R, wenn gilt: r € R, a € a=1r-a € a.
a heift Rechtsideal von R, wenn gilt: r € R, a € a=a -1 € a.
a heift Ideal von R, wenn a Rechts- und Linksideal ist.

Bemerkung 2.23.
1. Jeder Ring (R, +,-) besitzt die trivialen Ideale {0}, R.
2. a Ideal von R = a Unterring von R.
3. nZ :={n-z|z € Z} ist Ideal von (Z,+, -) fiir jedes n € N.

4. Sei a Ideal von R.
Existiert eine Einheit ¢ € a, so ist a = R, denn fiir alle » € R gilt:
r=(re e € a.
Korper besitzen also nur die trivialen Ideale.

5. Seien f : R; — Ry Ringhomomorphismus, a Ideal von R,.
Dann ist f~'(a) := {a € R;|f(a) € a} Ideal von R;.
Speziell ist Ker f Ideal von R;.
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Beweis. f!(a) ist Gruppe beziiglich + (nach Satz 1.71.3.
Seien r € Ry, a € f!(a). Dann folgt
fr-a)=f(r)- f(a) €a,alsor-ac f~!(a).
—~
ca

Bemerkung 2.24. Restklassenring, Kongruenz

Seien (R, +,") Ring, a Ideal von R.

Dann ist a Normalteiler der Gruppe (R, +), da (R, +) abelsch ist.

Sei (R/a,+) die Faktorgruppe. Sie ist abelsch, da (R, +) abelsch ist.

Auf R/a wird eine multiplikativ geschriebene Verkniipfung - definiert durch:

(a+a)-(b+a)=a-b+afiralle (a +a),(b+a) € R/a.

Die Zuordnungsvorschrift ist wohldefiniert, denn aus ¢ + a = o’ + a und
b+a =10 +a, also aus a = a’ +z und b = V' + y mit geeigneten z,y € a folgt
ab=d't! +ad'y+bx+ay, also ab+ a = d'b’ + «a.

ca
Dann ist (R/a,+,-) Ring.
Der Ring (R/a, +,-) heifit Restklassenring R nach a.
Auf R wird eine Aquivalenzrelation = (mod a) definiert durch:

a=bmoda)=a—-bea

Offenbar gilt: a = b(mod a) & a+a=0>b+a.
Sprechweise fiir a = b (mod a) : «a ist kongruent b modolo a.
Rechenregeln fiir Kongruenzen:

a; = by(mod a) aj; + az = by + be(mod a)
az = by(mod a) ai - ay = by - be(mod a)

Der Beweis dieser Rechenregeln ergibt sich aus der Wohldefiniertheit von +
und - in R/a.

Satz 2.25. Kanonischer Homomorphismus, Homomorphiesatz fiir Ringe

1. Kanonischer Homomorphismus
Seien (R, +,") Ring, a Ideal von R.
Dann ist ¢ : R — R/a definiert durch ¢(r) := r + a ein surjektiver
Homomorphismus mit Ker ¢ = a.

2. Homomorphiesatz fiir Ringe
Sei ¢ : Ry — R, Ring-Homomorphismus.
Dann ist f : Ry /Ker ¢ — ¢(R;) definiert durch f(r 4+ Ker ¢) := p(r)
ein Isomorphismus.
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Bewelis.

1. ¢ ist ein surjektiver Gruppen-Homomorphismus mit Ker ¢ = a nach
Satz 1.74 (Homomorphiesatz fiir Gruppen).
Die Relationstreue beziiglich - ist trivial.

2. f ist Gruppen-Isomorphismus nach Satz 1.74.
Ferner gilt f((r; + Ker p)(ro + Ker ¢)) = @(r1) - (1)
~ - “ — —
rira+Ker ¢ f(ri+Ker @) f(r2+Ker ¢)
Bemerkung 2.26. Sei (K,+,-) Korper, (R,+,-) Ring, ¢ : K — R Ring-
Homomorphismus.
Dann gilt p(K) = K oder p(K) = {0}.

Beweis. Folgt aus Satz 2.25, Bemerkung 2.23.4 und Bemerkung 2.23.5.

Bemerkung 2.27. Primkorper
Seien (K, +,-) Korper und f; : Z — K definiert durch

(1441, falls n > 0
1
filn):=¢—(1+---+1), fallsn<0
N—_——— —
n—mal
L0, falls n =0
1. Sei Char K = 0 und f: Q — K definiert durch f(%) := ’}((13 fiir alle
a€Z, beN
Dann ist f injektiv, und K enthilt einen zu Q isomorphen Teilkérper
1(Q.

Dieser Korper heifst Primkoérper von K.

2. Sei Char K = p.
Dann ist f; ein Homomorphismus mit dem Kern pZ, und K enthalt
einen zu Z/pZ isomorphen Teilkorper f;(Z) (man beachte, dak Z/pZ
nach Satz 2.31 ein Korper ist).
Der Korper f1(Z) heift Primkorper von K.

3. Der Primkorper besitzt keine nicht trivialen Teilkorper.

2.3 Grundlagen der Zahlentheorie

Seien n € N, n > 1 und nZ := {z - n|z € Z} das von n in Z erzeugte Ideal.
Wir betrachten den Restklassenring Z,, := Z/nZ.
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Offenbar gilt Z,, = {nZ,1+nZ,...,(n — 1) + nZ}.

Die Elemente von Z,, heiffen Restklassen mod n.

Z,, enthalt also genau n Elemente.

Seien a,b € Z. Fiir a = b (mod nZ) wird kurz a = b (mod n) geschrieben.
Dann gilt: a =b (mod n) ©@a—benZ < 3INEZ:a—b= I < n|la—0Db).

Bemerkung 2.28.

1. Entsprechend den Regeln fiir Kongruenzen aus Bemerkung 2.24 gilt:
a; +as = by + by(mod n)

= dn)ANay, =0b dn)=>
“ (mod n) Aay 2(mod n) ap-ay = by - by(mod n)

2. Sei f(z) = co+c1x+ -+ -+ ¢x™ ein Polynom mit Koeffizienten aus Z.
Dann gilt:
a = b(mod n) = f(a) = f(b)(mod n).

Beispiel 2.29. Keine natiirliche Zahl der Form 7 + 8k, k € N ist Summe
dreier ganzzahliger Quadrate, denn aus a? + b + ¢ = 7 + 8k folgt

a® + b? + ¢ = 7(mod 8). Aber 0,1,4(mod 8) sind die einzigen Quadrate
modolo 8, die Summe dreier Quadrate kann also nicht kongruent 7 modolo 8
sein.

Beispiel 2.30. 2 -5 = 0(mod 10), 2 # 0(mod 10), 5 % 0(mod 10).
Also ist Zyy nicht nullteilerfrei.

Satz 2.31. Z, ist nullteilerfrei< n ist Primzahl < Z,, ist Korper.

Beweis. Ist n nicht Primzahl, etwa a - b =n mit 1 < a,b < n, so folgt

a-b = 0(mod n), a # 0(mod n), b #Z 0(mod n). Z, ist also nicht nullteilerfrei.
Ist n Primzahl und a - b = 0(mod n), also nla - b,

so folgt n|a oder nl|b, also a = 0(mod n) oder b = 0(mod n).

Ist Z,, nullteilerfrei, so ist nach Satz 2.15 auf Seite 37 Z,, Kérper. Andererseits
ist jeder Korper nullteilerfrei. O

Beispiel 2.32. 2-5=2-2(mod 6), aber 5 #Z 2(mod 6)
also gilt in Zg nicht die Kiirzungsregel.

ggT(a,n

Satz 2.33. azx = ay(mod n) < = = y(mod #))
ay(mod n) < x = y(mod n).

Speziel gilt fiir ggT(a,n) =1:ax =

Beweis. =:

Aus n|(ax — ay) folgt me —y) =, und wegen der Teilerfremdheit

; : . " geT(a,n)
VO SeT(an) und ggT(a,n) folgt ggT(a,n)Kx —Y)-

<=: trivial.

<
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Definition 2.34. Vollstindiges Restsystem mod n

Eine Menge {ai,...,a,} C Z heifst vollstandiges Restsystem mod n, wenn
sie aus jeder Restklasse mod n genau ein Element enthélt.

Fiir beliebiges a € Z ist zum Beispiel {a, a+1, ..., a+(n—1)} ein vollstindiges
Restsystem mod n.

Definition 2.35. Prime Restklasse

Ist ggT(a,n) = 1, so ist jedes Element der Restklasse a(mod n) zu n teiler-
fremd. Deshalb ist die folgende Begriffsbildung sinnvoll:

a(mod n) heifit prime Restklasse mod n, wenn ggT(a,n) =1 ist.

Eine Menge{ay, ..., a,} C Z heift vollstindiges primes Restsystem mod n,
wenn sie aus jeder primen Restklasse mod n genau ein Element enthélt.

Definition 2.36. Eulersche ¢-Funktion
Die Eulersche ¢-Funktion bildet jede natiirliche Zahl n auf die Anzahl der
primen Restklassen mod n ab.

¢:N—=N, ¢(n):= E 1
1<i<n
ggT'(i,n)=1

Bemerkung 2.37. Sei p Primzahl, £ € N. Dann gilt
pp)=p—1 und @) =p" —p"t=p"p-1)

Satz 2.38. Die primen Restklassen mod n bilden die Einheitengruppe von
Z,,. Sie wird mit P,, bezeichnet.

Beweis. Die Einheiten sind offenbar prime Restklassen.

P, ist beziiglich der Multiplikation eine Halbgruppe, und nach Satz 2.33
reguldr. Aus Satz 1.28 folgt die Behauptung.

Zur Berechnung der Inversen l&ft sich der spéter zu behandelnde Euklidische
Algorithmus gut verwenden.

Satz 2.39. Euler, Fermat

Seien a € Z, n € N und ggT(a,n) = 1.

Dann gilt a®™ = 1(mod n).

Speziell folgt der kleine Satz von Fermat:

Seien p eine Primzahl, a € Z und ggT(a,p) = 1.
Dann gilt a?~! = 1(mod p).

Beweis. Der Satz von Euler ist ein Sonderfall von Satz 1.53 auf Seite 17.
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Satz 2.40. Der Chinesische Restsatz

Seien ny,...,n, € N paarweise teilerfremd und n := n;---n,. Dann ist Z,
isomorph zum direkten Produkt der Restklassenringe Z,,,...,Z,,. (Siehe
Beispiel 2.3.7 auf Seite 34)

Genauer gilt:

1. 9o :Zy — Ly, X -+ X Ly, definiert durch
¢(a(mod n)) := (a(mod ny),...,a(mod n,)) ist ein (Ring-) Isomor-
phismus.

2. o*: P, = P, x---x P, definiert durch
¢*(a(mod n)) := (a(mod n,),...,a(mod n,)) ist ein (Gruppen-) Iso-
morphismus.

Beweis.

1. Trivialerweise ist ¢ wohldefiniert, und ein Homomorphismus.
Da nq,...,n, paarweise teilerfremd sind, ist der Kern von ¢ trivial,
also ist ¢ injektiv.
Wegen |Z,,| = |Z,, X -+ X Ly, | ist ¢ dann auch surjektiv.

2. Ist ggT(a,n) =1, so ist auch ggT(a,n;) =1 fir 1 <i < r, also ist ¢*
wohldefiniert.
Offenbar ist ¢* Homomorphismus.
©* ist die Einschrankung von ¢ auf IP,; mit ¢ ist also auch ¢ injektiv.
Ein beliebiges Element aus P, x - -+ x P, besitzt nach dem 1. Teil des
Satzes genau ein Urbild, und dieses liegt offenbar in P,,.

Folgerung 2.41. Seien nq,...,n, € N paarweise teilerfremd und
ai,...,a, € Z beliebig. Dann gilt:

1. da€Z:a=a; (modn) fir 1 <i<r.
2. d =a;(mod n;) firl <i<r<a=d (modn;---n,).
Beweis.
1. Nach Satz 2.40.2 existiert ein a € Z mit
¢(a (mod ny---n,)) = (a; (mod ny),...,a, (mod n,)).

Dann erfiillt a die geforderten Kongruenzbedingungen.

2. a ist modolo ny - - - n, eindeutig bestimmt, da ¢ injektiv ist.
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Folgerung 2.42. Seien n,m € N mit ggT(n,m) = 1.
Dann gilt fiir die Eulersche ¢-Funktion:

p(n-m)=p(n) - p(m).
Zusammen mit Bemerkung 2.37 folgt:
Ist n = p{'---p¢r die Primfaktorzerlegung von n, so gilt
p(n) = o@r) o) =pl oy (= 1) (o = 1),
Beweis. ¢(n - m) = [Pul = [Bal - [Pl = 0(n) - ().

Definition 2.43. Primitivwurzel
Seien n € N, a € Z,. a heift Primitivwurzel (mod n), falls Ord a = ¢(n),
das heifst ¢ (mod n) erzeugt P, (die Gruppe der primen Restklassen).

Bemerkung 2.44. Eine Primitivwurzel (mod n) existiert genau dann,
wenn P, zyklisch ist. (Siehe auch Bemerkung 2.46.)

Beispiel 2.45.
1. 2 ist Primitivwurzel mod 3.

2. 3 ist Primitivwurzel mod 7.

Beweis. Es gilt 32 = 2 (mod 7) und 3% = 6 (mod 7), also ist Ord (3
(mod 7)) > 3.

Die Ordnung von P; ist 6.

Nach Satz 1.53 is Ord 3(mod 7) Teiler von 6.

Die einzigen Teiler von 6 sind 1,2,3,6; also ist Ord 3(mod 7) = 6.

3. 2 ist nicht Primitivwurzel (mod 7), denn 2% = 1(mod 7).
Bemerkung 2.46.

1. Es ist kein einfaches Verfahren bekannt, nach dem eine Primitivwurzel
mod p bestimmt werden kann.
Das Probeverfahren liefert natiirlich eine Primitivwurzel nach endlich
vielen Schritten, das sind jedoch oft zu viele Schritte um anwendbar zu
sein.

2. Vermutung von Artin: Sei a € Z nicht Quadratzahl. Dann gibt es un-
endlich viele Primzahlen p, fiir die ¢ Primitivwurzel mod p ist.

3. Die prime Restklassengruppe P, ist zyklisch genau fiir
m =1,2,4,p% 2p®, wobei p > 2 Primzahl ist und o € N
(Beweis siehe [8]). Siehe auch Satz 4.29 fiir den Fall m = p.
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Satz 2.47. Sein =)__,a;-10" die 10-adische (dezimal) Darstellung von n.
Die a; heifsen Ziffern von n.

q(n) == I, a; heift Quersumme von n.

¢*(n) :=>_1_,(—1)%a; heiRt alternierende Quersumme von n.

Es gilt:

1. Dreier-Probe
(a) 3|n < 3lg(n).
(b) ¢(n1 - n2) = q(n1) - g(ne)(mod 3).
(¢) q(n1 + n2) = q(n1) + q(nz)(mod 3).

Multipliziert man oder addiert man zwei natiirliche Zahlen, so kann
man relativ leicht testen, ob die vorletzte oder letzte Kongruenz erfiillt
ist. Ist dies nicht der Fall, so hat man sich verrechnet.

Dieses Verfahren nennt man Dreier-Probe.

2. Neuner-Probe
(a) 9ln < 9g(n).
(b) ¢(ny - n2) = q(n1) - ¢(ng)(mod 9).
(¢) q(n1 + n2) = q(n1) + q(ng)(mod 9).
3. Elfer-Probe
(a) 11|n & 11|g*(n).
(b) ¢*(n1 -n2) = ¢*(n1) - ¢*(n2)(mod 11).
(¢) ¢*(n1 + n2) = ¢*(n1) + ¢*(n2)(mod 11).

Beweis.

1: Rechne mod 3, beachte 10 = 1(mod 3).

4: Rechne mod 9, beachte 10 = 1(mod 9).

5: Rechne mod 11, beachte 10 = —1(mod 11), 10° = (—1)° (mod 11).

2.4 Einbettung von Integritatsbereichen
in Korper
Ist (R,+, ) ein Ring mit R # {0}, welcher in einem Korper enthalten ist, so

ist (R, +,-) kommutativer Ring und nullteilerfrei, also Integritdtsbereich.
Umgekehrt gilt:
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Satz 2.48. Sei (R, +,-) Integritétsbereich.

Dann existiert ein Korper (K, +,-), der einen zu R isomorphen Teilring ent-
halt.

Sprechweise: R 1aft sich in einen Korper K einbetten.

Beweis. Um einen Leitfaden fiir die Konstruktion von (K, +,) zu bekom-
men, fiihren wir die folgende Vorbetrachtung durch.

Wir nehmen an, da (K, +,-) ein Korper ist, welcher R enthilt.

Dann ist T":= {%]a,b € R, b # 0} ein Teilkérper von (K, +,-).

Ferner gilt 7" D R, und T ist minimaler Teilkorper von (K, +,-) mit dieser
Eigenschaft.

Auberdem gilt § = 7 < ad = bc.

Wir nehmen 7" als Vorbild fiir die Konstruktion des gesuchten Korpers.

Sei M := R x Ro, Ro = R\{O}

Definiere auf M eine Relation ~ durch (a,b) ~ (¢, d) < ad = be.

Dann ist ~ Aquivalenzrelation.

Seien K die Menge der Aquivalenzklassen, [a, b] die von (a,b) erzeugte Aqui-
valenzklasse.

Definiere auf K zwei Verkniipfungen durch:

[a,b] - [¢,d] := [ac, bd] und
la,b] + [¢,d] := [ad + be, bd).

Nachrechnen bestétigt, dafs beide Verkniipfungen wohldefiniert sind.

Dann ist (K, +,-) ein Korper, das Nullement ist [0, 7], das Einselement ist
[r,7] und das Inverse zu [a, ] ist [b, a] fiir [a, b] # [0, r|.

Sei r € R, r # 0 beliebig aber fest.

Dann ist f : R — K definiert durch f(a) := [ar,r] ein injektiver Ringho-
momorphismus, also f(R) = R nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe (siehe
Seite 39).

Definition 2.49. Quotientenkorper

Sei der Integritatsbereich R Unterring des Koérpers K. Dann heifst K Quoti-
entenkorper von R, wenn R in keinem echten Unterkérper von K enthalten
ist.

Bemerkung 2.50. Der im Beweis von Satz 2.48 konstruierte Korper K ist
Quotientenkorper von f(R).

Bemerkung 2.51. Ist K der Quotientenkorper von R, so lalst sich K dar-
stellen in der Form:

K:{%|a,b€R, b# 0} mit - = - < ad = be,

b d
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Bemerkung 2.52. Sei (K, +,-) der im Beweis von Satz 2.48 konstruierte
Quotientenkorper von (R, +,-).

Lldentifiziert” man R mit f(R), so laft sich R als Unterring von (K, +,-)
auffassen. Dies wurde in der obigen Bemerkung gemacht, und wir werden es
auch spéter haufig tun.

Unter ,identifizieren” soll das folgende Prozef verstanden werden:

Sei ¢ : R — R’ ein injektiver Ringhomomorphismus.

Dann soll R ersetzt werden durch einen zu R’ isomorphen Ring R", welche R
als Unterring enthélt. Wir gehen hier nicht weiter darauf ein, wie dies genau
gemacht wird.

Beispiel 2.53. Als wichtigen Spezialfall erhidlt man die Konstruktion von
(Q,+,) aus (Z,+,).

Bemerkung 2.54. Die Konstruktion von Satz 2.48 1aft sich wie folgt ver-
allgemeinern:

Es sei (R, +,-) ein kommutativer Ring, R # {0}.

Ferner sei S C R eine multiplikativ abgeschlossene Teilmenge von R (das
heifst: a,b € S = a-b € 5), die keine Nullteiler enthélt

(das heift: (se SAr€e RAr-s=0)= (r=0Vs=0)).

Dann lakt sich (R, +,-) einbetten in einen Ring (Rg, +, ) mit Eins, in dem
alle s € S invertierbar sind.

Rg 14kt sich darstellen in der Form

RS:{£|reR,s€S}

mit & = Z—; & riSy = IaSy.

Rg heifst Lokalisation von R nach S

2.5 Der Aufbau des Zahlensystems

Bisher wurden in der Vorlesung Grundeigenschaften der natiirlichen Zahlen
und rationalen Zahlen, die intuitiv klar sind, als bekannt vorausgesetzt und
ohne weitere Begriindung verwendet. Eine Rechtfertigung hierfiir ergibt sich
aus dem axiomatischen Aufbau des Zahlensystems, der in diesem Paragra-
phen kurz, und zum Teil ohne Beweis, skizziert werden soll. Eine ausfiihrliche
Darstellung findet man in [6].

Definition 2.55. Peano-Struktur
(N, 1, %) heift Peano-Stuktur, wenn gilt:

1. N ist eine nichtleere Menge,
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2. 1 € N ist ein ausgezeichnetes Element aus N,

3. x ist eine Abbildung x : N — N, n — n*,
so daf (N, 1, %) die folgenden Peano-Axiome erfiillt:
P;: Es existiert kein x € N mit z* = 1.
Py: x* = y* = x =y (Das heifst * ist injektiv.)
Pj: Fiir jede Teilmenge 7' C N mit 1 € T gilt:
(reT=2*e€T)=T=N
Bemerkung 2.56.

1. Jedes n € N 1dft sich anschaulich interpretieren als eine gewisse Anzahl
entsprechend der intuitiven Vorstellung von den natiirlichen Zahlen.

2. Die Abbildung * beschreibt das Weiterzéhlen.

3. n* heiflt Nachfolger von n.

4. Pj5 sichert das Prinzip der vollstdndigen Induktion.
Satz 2.57. (Ohne Beweis) Es existiert eine Peano-Struktur

Satz 2.58. (Ohne Beweis) Die Peano-Struktur ist bis auf Isomorphie ein-
deutig bestimmt. Das heift:
Ist (N, 1,%) eine weitere Peano-Struktur, so existiert eine bijektive Abbildung
N—-N . =~ ~%
: ~ mit f(1) =1, *) =n".
PN N i p) =1, fr) =7
Bemerkung 2.59. Im Folgenden sei (N, 1, x) stets eine festgewihlte Peano-
Struktur.
N={1,1*=2,2* = 3,...} heifst Menge der natiirlichen Zahlen.

Damit sind die natiirliche Zahlen charakterisiert.
Wir definieren nun zwei Verkniipfungen auf N.

Definition 2.60.

L. (n+1):=n*
n+m*:=(n+m)*
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Bemerkung 2.61. (Ohne Beweis) Durch Definition 2.60 werden auf N zwei
Verkniipfungen + und - definiert.
Es gilt:

1. (N,+) ist eine kommutative, regulire Halbgruppe.
2. (N,) ist eine kommutative, reguldre Halbgruppe, 1 ist Einselement.
3. (N, +, ) erfiillt das Distributivgesetz.

Wichtig ist noch die iibliche Ordnungsrelation auf N.

Definition 2.62. 1 <y:&JdzeN:x+z=yVr=y.
Die iibliche Schreibweise y > x soll z < y bedeuten.

Satz 2.63. (Ohne Beweis) (N, <) ist eine wohlgeordnete Menge mit 1 als
kleinstem Element. Das heifst es gilt:

l.a<bAb<c=a<ec
2.a<bAb<a=a=0
3. Va,beN:a<bVbh<a.

4. Jede nichtleere Teilmenge 1" C N enthilt ein kleinstes Element ¢.
(Das heifst es gilt: ¢t < ¢’ fir alle t' € T.

Im néchsten Schritt erfolgt die Erweiterung von N auf Z.

Satz 2.64. (N, +, ) laft sich bis auf Isomorphie eindeutig erweitern zu einem
Integritiatsbereich (Z,+,-) mit Z = NU{0}U — N wobei —N := {—n|n € N}.

Beweis. Die Konstruktion von (Z,+) aus (N,+) wird in Bemerkung 1.93
beschrieben.
Aus der Konstruktion ergibt sich

Z = NU{0}U — N. (2.1)

Ist ndmlich @ € N neutrales Element in (Z,+), so folgt ¢* = a+1 =1 im
Widerspruch zu P;. Also gilt: 0 ¢ N.

Fiir n € N gilt dann auch —n ¢ N, sonst wiirde n + (—n) =0 € N gelten.
Ferner haben verschiedene n € N in der Gruppe (Z, +) verschiedene Inverse.
Nach Gleichung 2.1 und Satz 2.4 gibt es nur eine Mdoglichkeit die Multipli-
kation von N auf Z fortzusetzen, so dak (Z,+,-) zu einem kommutativen
Ring wird. Durch Fallunterscheidung l&ft sich leicht nachpriifen, dafs diese
Moglichkeit tatsidchlich einen kommutativen Ring (Z, +, -) liefert.
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Fiir a,b € N gilt a - b € N, also insbesondere « - b # 0. Hieraus folgt leicht,
dak (Z,+, ) nullteilerfrei ist.

Die Ordnungsrelation < von N wird auf Z iibertragen durch
x<y:=y—zeNU{0}.
Wie iiblich wird definiert
r<y:& (v < Ar#y).

Satz 2.65. (Ohne Beweis) (Z,+, -, <) ist ein Integritétsbereich, der archi-
medisch angeordnet ist. Das heifst:

1. Fiir jedes a € Z gilt genau eine der Relationen ¢ > 0, a =0, —a > 0.
2.a>0Nb>0=a+b>0Aa-b>0.
3.0<a<b=dneN:a-n>b

Aus (Z,+,-) erhédlt man durch Bildung des Quotientenkorpers den Korper
(Q,+, ) der rationalen Zahlen. Es lakt sich leicht zeigen, daf man die An-
ordnung < von Z auf genau eine Weise zu einer Anordnung < des Korpers
Q fortsetzen kann, ndmlich durch

a a C
< - <a- - < - <
O_b@()_a b, b_d@()_

%, Va,b,c,d € Z mit b,d # 0.

Ul o

Der Ubergang von Q zum Koérper R der reellen Zahlen erfolgt mit Hilfe von
Cauchyfolgen.

Sei M die Menge aller rationalen Cauchyfolgen. Durch komponentenweise
Addition und Multiplikation wird M zu einem Ring (M, +,-).

Sei A die Menge aller Elemente aus M die gegen 0 konvergieren.

Dann ist A ein Ideal von M.

Der Restklassenring R := M/A ist ein Korper.

Als Ubungsaufgabe weise man fiir ein beliebiges Element # 0 die Existenz
eines Inversen nach.

Dies ist der Korper der reellen Zahlen.

Die Abbildung von Q nach R, die jedem ¢ € Q als Bild die Nebenklasse von
A zuordnet, die die konstante Folge (¢),en als Représentant hat, ist eine
Einbettung von Q in R.

Jede Nebenklasse aus R besitzt einen Reprisentanten der Form

431 431 a2
(ao,a0+—,a0+—+—

10 10 100:...), mit ay € Z, a; € {0,1,...9} fir i e N.
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Die zugehorige reelle Zahl kann man auch in der Dezimaldarstellung
(g, a1a2a3 . .. schreiben. Existiert fiir eine reelle Zahl r = ag,a1a2... ein
minimales z' € N mit a; = 9 fiir alle j > ¢ (also a;_; < 9 oder § = 1), SO
besitzt r auch die Dezimaldarstellung

= ap,a1a9 ... ai_g(ai_l + 1)000 e

Umgekehrt, existiert fiir eine reelle Zahl s = ag, a1a2 ... eina; > Omit a; =0
fiir alle 7 > 4, so besitzt s auch die Dezimaldarstellung

s =ag,a...a; 1(a; —1)999..

Zum Beispiel gilt: 1 =0,999....
Tritt keiner dieser beiden Félle ein, so ist die Dezimaldarstellung eindeutig.

Die Ordnungsrelation < wird von Q auf R fortgesetzt, indem fiir alle
r = ((an)nen + A) € R, 11,75 € R definiert wird:

0<r: (r=0Vv0 < a, fiir unendlich viele n € N),
<719 0<1r9—r1.

Satz 2.66. (Ohne Beweis) (R, +, -, <) ist ein archimedisch angeordneter Kor-
per, der vollsténdig ist (das heift jede Cauchy Folge ist konvergent).
Bis auf Isomorphie ist R hierdurch eindeutig bestimmt.

Definiert man auf C := R x R zwei Verkniipfungen durch

(CLI, CLQ) + (bl, bg) = ((ll + bl, a9 —+ bg)
(a1, az) - (by, be) = (a1by — asbe, a1by + asby),

so erhdlt man den Korper der komplexen Zahlen. Setzt man

r:=(r,0) und i := (0,1), so gilt a + bi = (a,0) + (b,0)(0,1).

Hieraus ergibt sich die iibliche Schreibweise fiir komplexe Zahlen.

Man kann den Korper der komplexen Zahlen auch als Zerfallungskorper von
22 + 1 iiber R auffassen (siehe Kapitel 4).

2.6 Polynomringe

Definition 2.67. Polynom

Seien (R, +,-) Ring, R # {0}, Ny := N U {0}.

Eine Abbildung f : Ny — R, fiir die f(n) # 0 fiir nur endlich viele n € N,
gilt, heift Polynom iiber R.
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Seien a; := f(7) fiir alle i € N, a; = 0 fiir alle i > n.
Dann schreibt man f iiblicherweise in der Form

f=ao+aw+ agx® + -+ a,a”.

Die Reihenfolge der Summanden wird gelegentlich auch vertauscht.

a; heifit Koeffizient von 2! des Polynoms f.

Summanden mit Koeffizient 0 kénnen, miissen aber nicht, aufgefithrt werden.
Ist a; = 1, so schreibt man fiir a;2° auch z*.

Fiir ay schreibt man auch agz°.

Die ,,Unbestimmte” x kann durch ein anderes Symbol ersetzt werden, etwa
durch y.

Bemerkung 2.68. Das Polynom f ist eindeutig durch seine Koeffizienten
bestimmt.

Das Polynom, dessen Koeffizienten sdmtlich 0 sind, heifst Nullpolynom und
wird mit 0 bezeichnet.

Seien f nicht das Nullpolynom, n € Ny maximal mit f(n) = a, # 0.

Dann heifst n der Grad von f und f heifst normiert falls a,, = 1.

Aufserdem heifst a,, hochster Koeffizient von f.

Ist 1 € R, so ist x ein Polynom iiber R.

Fiir den Grad von f schreibt man grad f.

Bemerkung 2.69. Seien (R, +, -) Ring, R[] die Menge aller Polynome iiber
R.

Auf R[z] werden zwei Verkniipfungen + und - definiert wie folgt:

Fiir alle f, g € R|x] sei

f+g: Ny = R definiert durch (f + ¢)(n) :== f(n) + g(n)
f+g9: Ny = R definiert durch (f-g)(n) =Y 1, f(i)-g(n—1)

[ - g ist wieder ein Polynom, denn fiir m > grad f + grad g gilt f-g(m) = 0.

Bemerkung 2.70. Sei (R, +, ) Ring, R # {0}.
Dann ist auch (R[z], +,+) Ring (der Polynomring iiber R).
Ist (R, +,-) kommutativ, so auch (R[z],+,").

Beweis. Nichttrivial ist nur das Assoziativgesetz beziiglich -.
((F-9)-m)n) = > (F-0)@)-h() = > fI)-9(k)-h(j) = (f-(g-P)(n).
i+j=n I+k+j=n
Bemerkung 2.71. R[z| enthilt einen zu R isomorphen Teilring
R = {ap2’]ay € R}.

Identifiziert man R mit R', so kann man R als Teilring von R[z] auffassen.
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Bemerkung 2.72. Man kann den Polynomring R[z][y] bilden.
Es gilt R[z|[y] = R[y][x]. Man schreibt auch R[z,y].
Analog kann man R[z1,...,x,] bilden, den Polynomring in n Unbestimmten.

Bemerkung 2.73. Seien (R, +, -) Ring, R[[z]] die Menge aller Abbildungen
f Ny — R.

Definiert man analog zu Bemerkung 2.69 zwei Verkniipfungen + und - auf
R[[z]], so erhélt man ebenfalls einen Ring (Ring der formalen Potenzreihen

iber R).

Bemerkung 2.74. Seien (R,+,-) Ring, R # {0}, (S,-) Halbgruppe mit
SNR=0.

Sei R[S] :={f:S5 — R|f(s) # 0 fiir nur endlich viele s € S}.

Definiere auf R[S] zwei Verkniipfungen durch

(f+9)(s) == f(s) +g(s)
(f-9)(s) = > fs1)- f(s2).

§1-52=8
51,5268

Dann ist (R[S],+,-) Ring (der Halbgruppenring von S iiber R).

Fiir die Halbgruppe (Np, +) erhélt man den Polynomring iiber R aus Bemer-

kung 2.70.

Bemerkung 2.75. Mit (R, +,-) ist auch der Polynomring (R[x], +, ) Inte-
gritatsbereich.
Dann existiert auch der Quotientenkorper

R(x) = {§|f,g € Rla],g #0}.

Bemerkung 2.76. Sei f = a,2" + -+ ap € R[z].

/R — R sci definiert durch f(r) = a4+ ar +ay =: f(r).

Dann heifst fPolynomabbildung von f. Gelegentlich wird fauch mit f be-
zeichnet.

Verschiedene Polynome konnen dieselbe Polynomabbildung besitzen; zum
Beispiel haben 0,2% — & € Zy[z] beide die Nullabbildung als Polynomabbil-

dung.
Sehr hiufig gebraucht wird

Satz 2.77. Einsetzungshomomorphismus
Seien (R,+,-) kommutativer Ring, r € R.
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Dann ist ¢ : R[z] — R definiert durch ¢(f) := f(r) ein Ringhomomorphis-
mus.

Eine Gleichung mit Elementen aus R[z] geht iiber in eine Gleichung mit
Elementen aus R, wenn x durch r ersetzt wird.

Beweis. Es gilt (J‘/—T—/g)(r) = f(r)+g(r), da die Gruppe (R, +) kommutativ
ist.

Sei f=ap+amz+---+a,a®, g=by+bx+---+ba’.

Dann gilt f(r) = ag +ayr + -+ asr* Ag(r) = by + byr + -+ - + byrt.

Also f(r) - 3(r) = 320 (S by 17 = (- 9)(0).

Man beachte, daf das vorletzte Gleichheitszeichen wegen der kommutativitit
des Rings R gilt.

Erginzung 2.78. Satz 2.77 gilt nicht fiir beliebige Ringe.
Als Beispiel betrachten wir den sogenannten Quaternionen Schiefkorper.

Fiir v, u € C betrachte man die 2 x 2 Matrix M (u,v) := v
Dann ist @ := {M(u,v)|u,v € C} ein Ring.

Es gilt M (u,v) — M(z,y) = M(u—z,v —y),
M(u,v) - M(x,y) = M(ux — vy, uy + vI),
M(1,0) ist E1nselement

zu M(u v) # M(0,0) ist M(‘ E

—U U

+\v\2’ ‘u|2+‘v‘2) das Inverse.

Also ist (@, +, ) Schiefkorper (der Qaternionenschiefkorper).

Setze j := M(0,1). Dann gilt M(u,v) = M(u,0) + M (v,0) - j

Die Abbildung f : C — @ definiert durch f(u) := M(u,0) ist ein injektiver
Homomorphismus.

Identifiziert man C mit seinem Bild in @), so kann C als Teilkorper von @
aufgefalst werden.

Dann gilt Q = {u + vj|u,v € C}, und

(u+0vj) + (@ +yj) = (utz)+(v+y)J
(u+vj) - (@ +yj) = (uz — v5) + (uy — vF)j.
Schreibt man die Elemente aus C' in der Form 2z = a + bi; a,b € R; 2 = —1

und setzt man k :=1- 7, so gilt:

Q = {a1+a2i+a3j+a4k'|a1,...,a4 ER},
LRy

ij=—ji=k

ki = —ik =]
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Man beachte die Analogie dieser Rechenregeln zur Quaternionengruppe aus
Satz 1.67 auf Seite 21.

Satz 2.77 gilt nicht fiir Q.

Fiir f =iz € Q[z], g =z € Q[z], also g - f = ix? gilt

9) - fG) =j-i-j=—j%i =14,
g-f(G) =i-j*=~i.
Bemerkung 2.79. Kanonische Fortsetzung
Sei ¢ : Ry — Ry Ringhomomorphismus. Dann ist

¢ : Ry[x] — Ry[z] definiert durch
Plag+ -+ apz™) = p(ag) + -+ + @(ay)z"

ebenfalls Ringhomomorphismus.
Ist ¢ bijektiv, so auch @.

2.7 Division von Polynomen

Satz 2.80. Seien (K, +,-) Korper; f,g € K[x]; g # 0.
Dann existieren Polynome ¢, r € K[z] mit

f=q-g+r, r=0Vgrad r < grad g.

Beweis.
Ist grad f < grad g oder f =0, so wihle man ¢ = 0.
Sei also grad f > grad g.
Der Beweis wird gefiihrt durch vollstdndige Induktion nach grad f.
Induktionsbeginn:
Im Fall grad f = 0 wihle man q—0, falls grad ¢ > 0 und ¢ = ¢ 'f, falls
grad g = 0.
Der Schluf auf n:
Annahme:
Fiir alle f € K[z| mit grad f < n gilt die Behauptung.
Seien f = a,ax" + - -+ ag, g =bpz™ +---+by, n>m, a, #0, b, F# 0.
Sei hi=f—a™ ™. p=-yg.
Dann gilt entweder h = 0 (und es folgt die Behauptung)
oder grad h < grad f.
Im zweiten Fall existieren nach Induktionsvoraussetzung ¢,r € K|x]| mit
h = q-g+r, r = 0 oder grad r < grad g, und es folgt f = (7=2" " +q)+r. O

Bemerkung 2.81. Der Beweis von Satz 2.80 lafst sich {ibertragen, wenn
(K, +,-) Ring ist mit 1 € K und g normiert oder der hochste Koeffizient von
g Einheit ist.
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2.8 Nullstellen von Polynomen

Satz 2.82. Seien (R, +,-) kommutativer Ring, 1 € R, f € R[z], o € R mit
f(a) = 0 (genauer f(a) = 0, wobei fdie zu f gehorige Polynomabbildung
ist), also « ist Nullstelle von f(z), f # 0.

Dann existiert genau ein ¢ € R[z| mit f = (v — «) - ¢, grad f = grad ¢ + 1.

Beweis.
Existenz: Der Divisionsalgorithmus fiir Polynome (Satz 2.80) liefert eine Glei-
chung der Form

f=qx—a)+r
mit 7 = 0 oder grad r < grad (x — «), also ist r konstant. Der Einsetzungs-
homomorphismus (Satz 2.77) liefert 0 = f(a) = q(@) - 0+ r, also r = 0.
Eindeutigkeit: Aus (z —«a)-¢— (x —a) -¢* =0 folgt (r —a)-(¢—¢*) =0
(Nullpolynom), also ¢ = ¢*. Es gilt grad f = grad ¢ + 1. O

Definition 2.83. k-fache Nullstelle
Seien (R, +,-) kommutativer Ring, 1 € R, f € R[z], f #0, a € R.
a heift k-fache Nullstelle von f, wenn gilt

f=@-a)lq
fiir ein ¢ € R[x] mit ¢(«) # 0.

Bemerkung 2.84. In Definition 2.83 sind k£ und ¢ durch f eindeutig be-
stimmt. Dies ergibt sich analog zum Beweis von Satz 2.80.

Bemerkung 2.85. Seien [ Integrititsbereich, 1 € I, f € I[x], f # 0,
«; r;-fache Nullstellen von f fiir : = 1,..., s und a; paarweise verschieden.
Dann 1aft sich f darstellen in der Form

f= H(x — )" g
i=1

Dabei ist ¢ € I[z] eindeutig bestimmt. Ferner gilt ¢(o;) #0 firi =1,...,s.

Beweis. Die Existenz der Darstellung ergibt sich durch vollstdndige Induk-
tion nach der Anzahl der ,abgespaltenen” Linearfaktoren.

Die Eindeutigkeit von g € I[x] ergibt sich analog zum Beweis von Satz 2.82
unter Anwendung von Bemerkung 2.84.

Bemerkung 2.86. Sei (I, +,-) Integrititsbereich, 1 € I, f € I[z], f # 0.
Dann besitzt f hochstens grad f Nullstellen. Dabei zéhlen k-fache Nullstellen
als k& Nullstellen.
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Beweis. Vergleiche die Grade auf beiden Seiten der Gleichung in Bemerkung
2.85.

Bemerkung 2.87.

1. Bemerkung 2.86 gilt nicht fiir beliebige kommutative Ringe.
Zum Beispiel besitzt #° — x € Zg[z] 6 Nullstellen.

2. Bemerkung 2.86 gilt nicht fiir beliebige Schiefkdrper. Man beachte, daf
zum Beweis der Einsetzungshomomorphismus benutzt wird. Ist ) der
Quaternionenschiefkorper, so besitzt 22+1 € Q[z] die Nullstellen 4, j, k.
Siehe Erginzung 2.78 auf Seite 54.

Bemerkung 2.88. Formale Ableitung

Seien (I, +,-) Integritétsbereich, 1 € I, f = a,a™ + - -+ ay € I[z].

Setze f':=a,-n-ax" ' +.--+a; € I[x]. f’ heilt formale Ableitung von f.
ay, - m bezeichne die m-fache Summe von a,, mit sich selbst.

Dann gilt

(f+9) =f+4d,
(f-9)=f-d+f-g

Der Beweis sei als Ubung empfohlen.
Sei o Nullstelle von f. Dann gilt:

« ist 1-fache Nullstelle von f < f'(a) # 0.
Allgemeiner gilt falls Char I =0 :
« ist n-fache Nullstelle von f < « ist (n — 1)-fache Nullstelle von f'.

Beweis.

Sei f=(z—a)-g.

Dann folgt f' = (z — )¢’ + g.

Also ist f'(«) = 0 gleichwertig mit g(«) = 0.
Die Verallgemeinerung ergibt sich analog.

Folgerung 2.89. 17" — x € I[z] besitzt keine mehrfachen Nullstellen, falls
Char I = p.

Satz 2.90.

Seien f = ap 2" + ap,_12" P+ +ag € Z[z], « € Q mit f(a) =0, a = .
reZ,seN, ggl(r,s)=1.

Dann ist s|a, und r|ao.

Im Fall a,, = 1 ist also a € Z und «ay.
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Beweis. Es gilt 5" - f(£) = 0 = apr" + ap_157™ " + -+ + aos™, also s|a,r"
und damit s|a,, und r|ay.

Beispiel 2.91. Als mogliche Nullstellen von 2° 4+ z + 2 € Q[z] kommen nach
Satz 2.90 hochstens die Elemente 0, +1, £2 in Frage (tatsdchlich ist -1 die
einzige Nullstelle in Q).



Kapitel 3

Ideale in Kommutativen Ringen

In diesem Kapitel seien alle Ringe kommutativ!

3.1 Summe und Produkt von Idealen

Sei (R, +, -) kommutativer Ring. Nach Definition 2.22 heifst a C R Ideal von
R, wenn gilt: (a,+) ist Gruppe und (r € R, a €a=r-a € a).

Bemerkung 3.1.
Der Durchschnitt von Idealen von R ist wieder Ideal von R.

Definition 3.2. Hauptideal, Erzeugendensystem
Seien (R,+,-) kommutativer Ring, M C R. Dann bezeichnet

M)= (] a

MCa
a ist Ideal von R

das kleinste Ideal von R, welches M umfaft, und M heifst Erzeugendensystem
des Ideals (M).
Ein Ideal a heifst Hauptideal von R, wenn a von einem Element erzeugt wird.

Bemerkung 3.3. Seien (R, +,-) kommutativer Ring, M C R.
Ist M =0, so gilt (M) = {0}.
Ist M # (), so enthélt (M) genau alle endlichen Summen der Form

n

S
Z rim; + Z kjm;-
j=1

=1

wobei r; € R; my,mj; € M; k; € Z und
k-m:=m+---+m,falls k>0
(k—mal)

29
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k-m:=0,falls k=0
k-m:=—-m—---—m, falls £ <0.
N—_——— —

(k—mal)
Im Fall 1 € R enthélt (M) genau alle endlichen Summen der Form

n
ani TZ'ER, m; € M.

Beispiel 3.4.

1. Sei 1 € R. Dann gilt:

o (a) = {)\ a|l\ € R}.

(1) =
(a) = R < a ist Einheit.
¢ (aa b) ( b) = (aa _b) = (CL, a+ b)
2. In Z gilt: (6,—9,21) = (6,—9,21,—3) = (3).
3. In Z[\/-5] := {a + by/—5l|a,b € Z} gilt

(2,14 v=5) = (2,-1—v/=5) = (2,1 — V/=5).

Definition 3.5. Summenideal
Seien a; (7 € I) Ideale von R.
Dann bezeichnet )., a; das kleinste Ideal, welches alle a; enthélt.

iel
Bemerkung 3.6. Die obige Definition des Summenideals ist sinnvoll nach

Bemerkung 3.1. Sonst existiert das kleinste Ideal eventuell nicht.
> ics % enthélt genau alle endlichen Summen der Form

ay + -+ ap,

wobei a; aus einem der Ideale a; stammt.
Beispiel 3.7. In Z gilt

e (6)+(9) = (6,9 =(3).

e (2)+(3)=(2,3)=(1).
Generell gilt

ea+b=(aUb).

e (a+b)+c=a+(b+rc).
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Definition 3.8. Produktideal
Seien a, b Ideale von R.
Dann bezeichnet a - b das kleinste Ideal, welches {a - bla € a, b € b} enthilt.

Bemerkung 3.9. a- b enthilt genau alle endlichen Summen der Form
Zaibi mit a; € a, bz €b.
Bemerkung 3.10. Fiir Ideale a, b gilt stets a-b C anb.

Bemerkung 3.11. Seien (R, +,-) kommutativer Ring; A, B C R,

a:=(A),

b:= (B),

A-B:={a-bla€ A, be B}.

Dann gilt a- b= (A- B).

Ist A Erzeugendensystem von a, B Erzeugendensystem von b, so ist A - B
Erzeugendensystem von a - b.

Beweis. Folgt aus Bemerkung 3.3.

Beispiel 3.12. Betrachte das Ideal a := (2,1 + +/—5) in Z[\/-5].
Dann gilt a? 1= a- a = (4,2 + 2/—5, —4 + 2v/—5) = (4,2 + 2/—5,6) = (2).

Bemerkung 3.13. Fiir Ideale eines kommutativen Ringes gilt:

. (a-b)-c=a-(b-c).

2. a- Zie[ bz = Ziga- bz

3.2 Teilbarkeit in Integrititsbereichen

Definition 3.14. Seien (R,+,-) Integrititsbereich mit 1 € R; a,b € R; E
die Gruppe der Einheiten von R.

l.a~b:sdec Emita=c-b
Sprechweise: a und b sind assoziiert.

2. a|b (in R):& dc€ Rmita-c=Db.

Bemerkung 3.15. ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R.

Beweis.

a~a,dalekr.

Sei a ~ b, etwa a = ¢ - b. Dann folgt b=a -7, also b ~ a.
Ausa~bAb~c, etwa a =e1b, b =-¢eyc folgt a = ¢, - e9¢, also a ~ c.

1
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Bemerkung 3.16.
1. Gilt a|b in R, a ~ o' und b ~ V', so folgt a'|b'.
2. a~b< albund bla.

Beispiel 3.17. Die Einheiten in Z sind +1.

Beispiel 3.18. Wir betrachten den Ring Z[v/-5] = {a + bv/=5|a,b € Z}
und die Abbildung N : C - R, N(z) = z - Z fiir alle z € C.

Bekanntlich gilt N(z; - z2) = N(z1) - N(22) (IV heifst Normabbildung).

Fiir die Einheiten in Z[v/—5] gilt:

1. € € Z[/—5] Einheit & N(¢) =1
2. Die Einheiten von Z[/—5] sind +1.
Beweis.

1. N(e) =¢-&=1= ¢ ist zu ¢ invers.
Ist & Einheit, so gilt N(e-e7!) =1=N(e)- N(e 1),
N(e) €N, N(e!) € N, also folgt die Behauptung.

2. Klar.

Beispiel 3.19. Im Ring Z[i] := {a + bi|a,b € Z} gilt:
€ € Z[i] ist Einheit < N(e) = 1.
Die Einheiten von Z[i] sind £1, =+i.

Teilbarkeitsbeziehungen in Integritatsbereichen lassen sich idealtheoretisch
ausdriicken. Dies besagt der wichtige, aber leicht zu beweisende

Satz 3.20. Seien (R, +,-) Integritédtsbereich, 1 € R; a,b € R. Dann gilt:
1. (a) C (b) & bla.
2. (a) = (b) & albund bla = a~Db
3. ¢ Einheit < ¢la fiir allea € R
4. €|1 & ¢ ist Einheit.
5. a € (b) & bla

Definition 3.21. Sei (R,+,-) Integritatsbereich, 1 € R,a € R,a # 0, a
nicht Einheit.
Dann wird definiert:
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1. a unzerlegbar (in R) :< (a = b- ¢ = b Einheit oder ¢ Einheit)
a besitzt nur die trivialen Teiler, also nur Einheiten und zu a assoziierte
Elemente als Teiler.

2. a Primelement (in R) :< (alb- ¢ = albV alc).

3. Sei f € Rlx|, f # 0, gradf > 0.
[ reduzibel (iiber R oder in R[z]) & f ist darstellbar als Produkt
zweier nicht konstanter Polynome aus R|x].
f irreduzibel (iiber R oder in R[x]) :< f ist nicht darstellbar als Pro-
dukt zweier nicht konstanter Polynome aus R|[z].

Beispiel 3.22. 2z? + 2 € Z[x] ist irreduzibel, da das Polynom in Z offenbar
keine Nullstellen besitzt, aber nicht unzerlegbar (eine nichttriviale Zerlegung
ist 2(z% + 1)).

Satz 3.23. Jedes Primelement ist unzerlegbar (Beispiel 3.25 zeigt, daf die
Umkehrung falsch ist).

Beweis. Sei p Primelement und gelte p = b - ¢. O.B.d.A. folgt p|b, etwa
p-r =bfiir ein r € R.
Dann ist p=p-7r-c, also r - ¢ = 1 und damit ¢ Einheit.

Beispiel 3.24. In (Z, +, -) sind genau die Primzahlen £2, 43, ... die Primele-
mente und auch die unzerlegbaren Elemente. Die Begriffe Primelement und
unzerlegbares Element fallen in diesem Fall zusammen. Dies ist intuitiv klar.
Ein Beweis folgt in Abschnitt 3.3.

Beispiel 3.25.

1. In Z[v/—5] ist die 2 unzerlegbar. Aus 2 = (a + b\/—5)(c + dv/—5) folgt
durch Anwendung der Normabbildung 4 = N(2) = (a? +5b%)(c? +5d?),
alsob=d=0und a = +2,c = %1 oder a = £1,¢c = 2.

2. In Z[y/-5] ist 2 nicht Primelement. Es gilt ndmlich
2(6,6 = (1++v/—5)(1—/=5), aber 2{ (1/=5) (da =2 ¢ Z[\/=5]).

Beispiel 3.26. [st p € R Primelement, so ist auch jedes zu p assoziierte
Element Primelement.
Die Aussage gilt analog fiir unzerlegbare Elemente.

Satz 3.27. Seien (R, +, -) Integritétsbereich; 1,7 € R; r # 0, r nicht Einheit.
Dann gilt:

r ist unzerlegbar < (r) ist maximal unter den Hauptidealen # R von R.
Das heifst: ((r) € (a) € R) = ((a) = (r) oder (a) = R).
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Beweis. =

Sei r unzerlegbar. Dann ist  auch nicht Einheit. Dann ist (1) # R(= (1))
(nach Satz 3.20.2).

Gelte (r) C (a) C R.

Dann db € R mit r = a - b.

Da r als unzerlegbar angenommen wird, folgt: a ist Einheit (also (a) = R)
oder b ist Einheit (also (r) = (a)) nach Satz 3.20.2.

<: Sei (r) # R maximal unter den Hauptidealen.

Gelte 7 = @ - b. Dann folgt (nach Satz 3.20.1) (r) C (a) und aufgrund der
Voraussetzung (1) = (a) oder R = (a).

Im 1. Fall folgt, daf b Einheit ist (Satz 3.20.2).

Im 2. Fall folgt, dafs a Einheit ist.

3.3 Euklidische-, Hauptideal- und ZPE-Ringe

Betrachtet werden in diesem Abschnitt Integritdtsbereiche mit Eins mit spe-
ziellen Eigenschaften.

Definition 3.28. Sei R Integritatsbereich mit Eins. R heiftt Hauptidealring,
wenn jedes Ideal von R Hauptideal ist (also von einem Element erzeugt wird).

Definition 3.29. Sei R ein Integrititsbereich mit Eins.
R heiltt ZPE-Ring, wenn fiir jedes € R, r # 0, r nicht Einheit, gilt:

1. r ist Produkt unzerlegbarer Elemente.

2. Gilt r = p1---pr = ¢+ -qs, mit py,..., P, q1,...,qs unzerlegbar, so
folgt t = s und bei geeigneter Numerierung p; ~ ¢;.
(d.h. die Darstellung von r als Produkt unzerlegbarer Elemente ist im
wesentlichen eindeutig).

Bemerkung 3.30. Sei R ZPE-Ring und r € R. Dann gilt:
r ist unzerlegbar < r ist Primelement.

Beweis. <: nach Satz 3.23

= Sei r unzerlegbar.

Gelte r|a - b, etwa r-c=a-b.

In der Zerlegung von a - b in ein Produkt unzerlegbarer Elemente tritt nach
Definition 3.29 ein zu r assoziierter Faktor auf. Dies ist dann auch der Fall
bei einem der Faktoren a oder b, etwa bei b. Dann folgt r|b.

Bemerkung 3.31. Z[\/—5] ist kein ZPE-Ring, denn nach Beispiel 3.25 ist
2 unzerlegbar, aber nicht Primelement.
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Zum Beispiel erhdlt man durch 6 = 2 -3 = (1 +/=5)(1 — /—5) zwei
verschiedene Darstellungen von 6 als Produkt unzerlegbarer Elemente. Mit
Hilfe der Normabbildung 1aft sich leicht zeigen, dafs jedes Element # 0,
welches nicht Einheit ist, als Produkt unzerlegbarer Elemente darstellbar ist.

Satz 3.32. Jeder Hauptidealring ist ZPE-Ring.
(In den Ubungen wird gezeigt, daf die Umkehrung falsch ist.)

Als Vorbereitung fiir den Beweis werden 2 Lemmata benotigt.

Lemma 3.33. Sei R Hauptidealring. Dann wird jede aufsteigende Kette
(ag) € (ay) C ... von Idealen konstant.

Das heift, es existiert ein j € N mit (a;) = (aj4+1) = (aj42) = .... (Die
Aussage gilt analog fiir Integritétsbereiche mit Eins, in denen jedes Ideal von
endlich vielen Elementen erzeugt wird (Noethersche Ringe)).

Beweis. Offenbar ist | J;~(a;) Ideal in R, etwa von der Form (b).
Dann gilt b € (a;) fiir ein geeignetes j, also (b) C (a;).
Hieraus folgt die Behauptung. O

Lemma 3.34. Sei R Hauptidealring. Dann ist jedes unzerlegbare Element
Primelement.

Beweis. Sei p unzerlegbar, gelte pla-b, p1{a, also a & (p).
Nach Satz 3.27 folgt (p,a) = (1).
Dann gilt 1 = A-p+ - a fiir geeignete A\, p € R, alsob=Ap-b+pu-a-b

Vielfaches von p

und damit p|b. O

Beweis von Satz 3.32 Existenz einer Zerlegung (mit Hilfe von Lemma
3.33):

Sei ayg € R, ag # 0, ag nicht Einheit.

Annahme: ag ist nicht Produkt unzerlegbarer Elemente; speziell ist dann ag
nicht unzerlegbar.

Gelte ag = aj - b1; a1, by nicht Einheiten, also (ag) G (a1), (a0) G (b1) (nach
Satz 3.20 auf Seite 62). Aufgrund der Annahme ist mindestens einer der Fak-
toren ay, b; ebenfalls nicht Produkt unzerlegbarer Elemente; etwa a;. Fiihrt
man dieselbe Uberlegung anstelle von ag nun fiir a; durch, so erhilt man ein
az € R mit (a1) G (az), ag nicht Produkt unzerlegbarer Elemente.
Fortfiihrung liefert eine Folge von Idealen (ag) G (a1) G ... im Widerspruch
zu Lemma 3.33.

(Bei dieser Schluftweise wird das Auswahlaxiom benutzt:

Betrachte die Menge aller Elemente aus R, die nicht Produkt unzerlegbarer
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Elemente sind.

Ordne jedem dieser Elemente r die Menge 7, aller Teiler zu, die nicht Pro-
dukt unzerlegbarer Elemente sind.

Dann wird eine Auswahlfunktion fiir die Menge der Mengen T, benétigt.)
Eindeutigkeit der Zerlegung (mit Hilfe von Lemma 3.34):

Gelte a = py - p, = q - - - ¢, flir unzerlegbare Elemente py,...,prq1, ..., qs;
speziell pi|q; - - - gs.

Nach Lemma 3.34 sind die p; auch Primelemente, also folgt p; |g; fiir ein ge-
eignetes j. Da ¢; unzerlegbar ist, folgt p; ~ g¢;.

Kiirzen und Wiederhohlung der Schlufweise liefert die Behauptung.

Definition 3.35. Sei R Integrititsbereich mit 1 € R.

R heift Euklidischer Ring, wenn eine Abbildung f : R\ {0} — Ny existiert
mit:

Zu a,b € R mit b # 0 existieren Elemente ¢,r € R mit
a=q-b+r,wobeir=0oder f(r) < f(b).

f heikt Euklidische (Norm-)Abbildung von R.

Bemerkung 3.36. (Z,+,-) ist ein Euklidischer Ring, f : Z \ {0} — N
definiert durch f(z) := |z| ist eine Euklidische Abbildung von Z.

(Dies ist aufgrund der intuitiven Vorstellung von Z klar. Fiir einen exakten
Beweis verwendet man, dak (Z, +, -, <) ein archimedisch angeordneter Ring
ist.)

Sei (K, +, -) ein Korper.

Dann ist der Polynomring K[z] Euklidischer Ring und f : K[z] \ {0} — Ny
definiert durch f(g(z)) := grad g(z) ist eine Euklidische Abbildung von K|x]
nach Satz 2.80 auf Seite 55.

Natiirlich kann ein Ring mehrere Euklidische Abbildungen besitzen.

Satz 3.37. Jeder Euklidische Ring ist Hauptidealring.
(Die Umkehrung ist falsch, zum Beispiel fiir Z[v/—19], ohne Beweis.)

Beweis. Sei a # (0) Ideal von R.

Wihle a € a, a # 0, so dak f(a) < f(b) fiir alle b € a, b # 0.

Gezeigt wird dann a = (a). Trivial ist (a) C a.

Sei b € a beliebig. Nach Voraussetzung existieren Elemente ¢,r € R mit
b=gq-a-+rmitr=0oder f(r) < f(a).

Aus r = b—q-a € aund der Minimalitét von f(a) folgt r = 0, also b € (a). O

Bemerkung 3.38. Sei (K, +, ) Korper, K[z] der Polynomring in einer Un-
bestimmten.

Dann ist K[x] Hauptidealring, also auch ZPE-Ring (siche Satz 3.32, Bemer-
kung 3.36 und Satz 3.37).
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Beispiel 3.39. Z[i] := {a + bi|a,b € Z} ist ein Euklidischer Ring.

N : Z[i]\ {0} — Ny definiert durch N(a + bi) := a* + b? ist eine Euklidische
Abbildung von Z[i].

Seien «, B € Z[i|; f #0.

Dann ist zu zeigen: Es existiert ein ¢ € Z[i] mit N(a — ¢f) < N(B) be-
ziehungsweise N(% —q) < 1 (beachte, dalt N multiplikativ ist, das heift
N(a- ) = N(«a)- N(p) fir alle a, 8 € Z[i]).

Die letzte Bedingung bedeutet geometrisch in der Gaufsschen Zahlenebene,

dal es zu 5 einen Gitterpunkt ¢ mit ganzzahligem Real- und Imaginarteil

gibt mit Abstand kleiner als eins von % Dies ist klar.

Bemerkung 3.40. Sei R Integrititsbereich, 1 € R, M C R, M # .
d € R heifst gg'T' von M, wenn gilt:

d|m fir alle m € M
d'|m fiir alle m € M = d'|d.

Ein ggT existiert nicht immer (siche Ubung).
Es gilt:

dl,dg ggT von M = d1|d2 VAN d2|d1 = di ~ dy

siehe Satz 3.20.2

dy gg'l'von M Ndy ~ do = do gg'l' von M.

siehe Bemerkung 3.16

Bemerkung 3.41. Sei (R, +, ) ZPE-Ring, r € R.

Mit r ist auch jedes zu r assoziierte Element Primelement.

Py enthalte aus jeder Aquivalenzklasse assoziierter Primelemente genau einen
Vertreter.

Seia € R, a#0.

Dann &5t sich a eindeutig darstellen in der Form

Vp(a) €Ny
a=¢- H p# @ mit vp(a) # 0 fiir nur endlich viele p
PeFr ¢ Einheit.

Sei M C R, M # 0.

Dann besitzt M einen ggT, nimlich [] pmin{vs(e)leeM},
PEFR

Bemerkung 3.42. Seien (R, +,-) Hauptidealring, M C R, M # ().
Fiir das von M erzeugte Ideal gelte (M) = (d).
Dann ist d ein gg'T' von M.
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Dies ergibt sich wie folgt: Klar gilt d|m fiir alle m € M.

Gilt d'|m fiir alle m € M, so folgt M C (d'), also auch (d) = (M) C (d),
also d'|d.

Ferner 1aft sich d darstellen in der Form

d=XAmy+ -+ A\my mit \; € R, m; € M (nach Bemerkung 3.3).

Dies liefert allerdings keine Methode zur Bestimmung der )\; (vergleiche mit
Satz 3.45).

Bemerkung 3.43. Seien R Integritiatsbereich, 1 € R, H C R, H Haupt-
idealring und Unterring von R.

Sei d € H ein ggT von {a,b} C H in H.

Dann ist d auch ein ggT von {a,b} in R.

Beweis. d|a und d|b ist klar.

Sei 6 € R und 6|a, J]b.

Dann folgt auch 60|d in R, da sich (nach Bemerkung 3.42) d darstellen l&ft in
der Form d = Aja + Aob mit A\, Ay € H. O

Interessante Spezialfille von Bemerkung 3.43 werden zusammengefafit in

Bemerkung 3.44. Seien K C E Korper, also K[z] C E[z] Hauptidealringe
nach Bemerkung 3.38.
Seien f, g € K[z]. Dann gilt:

1. Ist d ggT von {f, g} in K|z|, so ist d auch ggT von {f, ¢} in E|x].

2. Besitzen f und ¢g in F eine gemeinsame Nullstelle «, so besitzen f und
g in K|[z] einen gemeinsamen nicht konstanten Teiler, denn es gilt:
Nach Satz 2.82 ist (v — «v) gemeinsamer Teiler von f und ¢ in E[z], also
ist eine Konstante aus K nicht ggT von f und ¢ in K[z| (nach Teil 1).

3. Sei f € K|z| irreduzibel, f' # 0.
Dann besitzt f in E keine mehrfache Nullstelle.

Beweis. Ist a € F mehrfache Nullstelle von f, so gilt f'(a) = 0 (nach
Bemerkung 2.88 auf Seite 57), also ist (x — «) gemeinsamer Teiler von

fund f"in E[z].
Also besitzen (nach Teil 2) f und f’ einen nichtkonstanten gemeinsa-
men Teiler in K[z| im Widerspruch zur Irreduzibilitit von f. O

4. Nach Bemerkung 2.88 auf Seite 57 folgt:
Sei f(x) € K[z], f(x) zerfalle in E[z] in ein Produkt von Linearfakto-
ren. Dann gilt

f besitzt in E keine mehrfache Nullstellen < ggT(f(z), f'(x)) = 1.
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Satz 3.45. Euklidischer Algorithmus

Seien (R, +, -) Euklidischer Ring und f : R\ {0} — Ny euklidische Abbildung
von R.

Seien a,as € R mit a; # 0, as # 0. Gelte

a1 = qq - ag + as, flas) < f(a2),
az = @2 - a3 + ag, f(as)

An—2 = Qn-2 " Qp—1 + Qp, f(an) < f(anfl)a
Apn-1 = (Qn-1-0p + Qp+1, f(an+1) < f(an)a
On = Qn ' Opy1 + 0.

\

(Nach endlich vielen Schritten erhilt man stets den Rest 0.)
Dann gilt

1. Gpyq ist ein ggT von {a;,as}.

2. Durch Einsetzen in (%) lassen sich A;, Ay € R berechnen
mit py1 = )\1&1 + )\2@2
(Man beginne bei der vorletzten Gleichung.)

Beweis.

1. Es gilt ayi1|a, (letzte Gleichung), also auch a,iq]|a,—; (vorletzte
Gleichung). Fortfithrung liefert a,1|as (zweite Gleichung), also auch
an+1]ar (erste Gleichung).

Gelte d|a; A d|ay. Dann folgt d|as (erste Gleichung), also auch d|a4
(zweite Gleichung). Fortfithrung liefert d|a,; (vorletzte Gleichung).

2. Trivial.

Folgerung 3.46. Die ganzzahlige Gleichung ax + by = m ist in Z lésbar
genau dann, wenn m Vielfaches vom ggT(a, b) ist.

Das néchste Ziel in diesem Abschnitt ist der Beweis, dafs der Polynomring
R[z] ZPE-Ring ist, falls R ZPE-Ring ist.

Definition 3.47. Primitiv

Sei R ZPE-Ring und f = ap,a™ + -+ + a¢ € R[z] Polynom mit Koeffizienten
aus R.

Dann heifst f primitiv, falls 1 ggT der Koeffizienten von f ist (der ggT exi-
stiert nach Bemerkung 3.41).
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Bemerkung 3.48.

Seien R ZPE-Ring, K Quotientenkérper von R, g € K|z].
Dann existiert ein a € K, so daf a - g € R[z| primitiv ist.
Bis auf einen Einheitsfaktor aus R ist a eindeutig bestimmt.

Beweis. Ergibt sich aus der Definition von ZPE-Ringen.

Lemma 3.49. Gauflsches Lemma
Sei R ZPE-Ring und seien f, g € R[z].
Sind f und ¢ primitiv, so auch f - g.

Beweis. Seien

f=a " +---+ay € Rlz], a, # 0,
g =bypa™+---+by € R[x], by, # 0.
f'g:Cn+mxn+m+"‘+C[)GR[I‘].

Wir nehmen an, daf ein Primelement p € R existiert mit p|c¢; fiir alle 1.
Nach Voraussetzung existiert ein kleinstes ¢ mit p { a;.
Nach Voraussetzung existiert ein kleinstes j mit p { b;.
Nach Voraussetzung gilt p|c;;.
Andererseits gilt ¢;y; = aopbiy; +aibiyj 1+ ... +abj + -+ aibo
N _ . ),

~
Vielfaches von p Vielfaches von p

also p 1 ¢y
Besonders wichtig fiir den Spezialfall R = Z ist

Satz 3.50. Seien R ZPE-Ring, K Quotientenkorper von R und f € R|x].
Dann gilt
f irreduzibel in R[x] < f irreduzibel in K|[z]

Beweis. <« klar.

=: Gelte f =g - h in K|z].

Sei g = ¢g* - g1, g1 € R[x] primitiv, g* € K (nach Bemerkung 3.48).

Sei h = h* - hy, hy € R[z| primitiv, h* € K (nach Bemerkung 3.48).

Dann folgt f =g¢*-h*- g, - hy.

Nach dem Gaukschen Lemma ist g; - by primitiv, andererseits gilt f € R|x]
also folgt ¢* - h* € R.

Man erhilt also eine Zerlegung von f in R[x].

Satz 3.51. Ist R ZPE-Ring, so ist auch der Polynomring R[z] ZPE-Ring.

Beweis. Es sei zunichst darauf hingewiesen, daf die unzerlegbaren Elemen-
te von R[z| genau die unzerlegbaren Elemente von R und die irreduziblen,
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primitiven Polynome aus R[z] sind.

Sei f € R|x] gegeben, f nicht Einheit in R[z], f # 0.

Ist f € R, so ist die ,eindeutige Faktorzerlegung” in unzerlegbare Elemente
klar, da R ZPE-Ring ist.

Sei f nicht aus R. Die Existenz einer Zerlegung von f in ein Produkt unzer-
legbarer Elemente ist klar (man beachte grad ¢ - h = grad g + grad h).
Gelte f=p1-pa--"g1-92 G = q - q2-+h1-hy---hs; p;,q; aus R unzer-
legbar, g;, h; aus R[x] primitiv und irreduzibel.

Nach Bemerkung 3.48 und Lemma 3.49 folgt p; -py--- ~ q1 - ¢2---, und da
R ZPE-Ring ist, weiter p; ~ q1, p2 ~ ¢, ... bei geeigneter Numerierung.
Durch Kiirzen erhilt man aus der obigen Gleichung ¢ - ¢y ---¢, = hy---hs,
¢ Einheit.

Man betrachte diese Gleichung in K|x], wobei K Quotientenkorper von R
ist und beachte, dalt K[z] Euklidischer Ring ist, also auch ZPE-Ring.

Dann folgt r = s und g; ~ h; in K[z]| bei geeigneter Numerierung.

Also existieren Elemente ¢; € K mit g; = ¢; - h;.

Da g;, h; in R[x| primitiv sein sollten, folgt nach Bemerkung 3.48, dalk ¢; € R
Einheit ist.

Also ist auch g; ~ h; in R[z].

Bemerkung 3.52. Eine Satz 3.51 entsprechende Aussage gilt fiir Haupt-
idealringe nicht.

Zum Beispiel ist (2,z) kein Hauptideal in Z[z] (siche Ubung).

Ist K Korper, so ist K|x] Euklidischer Ring.

3.4 Lineare und Quadratische Kongruenzen

Wir betrachten in diesem Paragraphen speziell ganzzahlige Kongruenzen.
Zuniachst eine Bemerkung allgemein iiber Polynomkongruenzen.

Bemerkung 3.53. Seien my,...,m, € N paarweise teilerfremd; m :=
my---m,.

Ferner sei f(z) € Z[z] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten.

Dann gilt offenbar:

fle)=0 (mod m)= f(c) =0 (modm,) firi=1,...,r
Nach dem Chinesischen Restsatz (genauer: nach Folgerung 2.41) gilt ferner:

0 (modm;) fir i=1,...,r
¢; (mod m;) fir i=1,...,r

} = f(c)=0 (mod m).
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Bei Vorgabe der ¢; ist ¢ (mod m) eindeutig bestimmt.

Also folgt:

Die Anzahl der (mod m) verschiedenen Losungen von f(z) = 0 (mod m)
ist gleich dem Produkt der entsprechenden Losungsanzahlen von f(z) = 0
(mod m;) firi=1,...,r.

Satz 3.54. Lineare Kongruenzen
1. ax = b (mod m) losbar < ggT(a, m)|b

2. Sei xy eine Losung von ax = b (mod m).
Dann erhélt man alle (mod m) verschiedenen Losungen durch

A=0,1,..., ggT(a,m) — 1.

Speziell: Im Fall ggT(a,m) = 1 besitzt ax = b (mod m) modolo m
genau eine Losung.

Bewelis.

1. ax = b (mod m) losbar < Es existieren xg, A € Z mit a-29—b = A-m.
Nach Folgerung 3.46 ist dies gleichwertig mit ggT(a, m)|b.
Beachte: Ein solches zy findet man nach endlich vielen Schritten durch
Probieren oder durch Anwendung des Euklidischen Algorithmus.

2. <>
yo Losung von ax =b (mod m) & axy = ayy (mod m)

& xp= Yo (mod

Die letzte Aquivalenz ergibt sich aus Satz 2.33.

Folgerung 3.55. Wilson
Sei n € N. Dann gilt:

n Primzahl < (n — 1)l = -1 (mod n)

Beweis. Sei zunéchst n nicht Primzahl, etwan =a-b, 1 <a, 1 <b.

Dann ist (n —1)! (mod n) offenbar nicht prime Restklasse (mod n) im Ge-
gensatz zu —1 (mod n).

Sei nun n Primzahl. Nach Satz 3.54 existiert zu jedem i € {1,2,...,n — 1}
genau ein j € {1,2,...,n— 1} mit - j =1 (mod n). Andererseits folgt aus
i> =1 (mod n) unmittelbar (i — 1)(i + 1) = 0 (mod n) und, da n Primzahl
ist, i =1 (mod n) oder i = —1 (mod n).

Hieraus folgt die Behauptung.
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Untersucht werden soll nun die Losbarkeit einer quadratischen Kongruenz

der Form

2> =a (mod p); p > 2 Primzahl, a € Z, p{a.

Definition 3.56. Legendre-Symbol
Seien a € Z, p > 2 Primzahl. Dann wird das Legendre-Symbol ( ) definiert

durch
1 falls 22 = @ (mod p) lésbar und p 1 a
a
v

) =¢—1 fallsz? =a (mod p) nicht 16sbar und pta
0 falls pla
Im Fall

(%) = 1 heifit a Quadratischer Rest mod p (QR mod p);
Im Fall (%) = —1 heift a Quadratischer Nichtrest mod p (QNR mod p).

Einige einfache Eigenschaften des Legendre-Symbols werden zusammenge-
stellt in

Satz 3.57. Sei p Primzahl, p £ 2.
Loa=b (modp) = (2) = (2)
(7) =1, falls pta
(5) =1
5 (3) =1
_ind

4. Sei g Primitivwurzel mod p und a = ¢™4® (mod p).
(Dabei ist ind(a) mod p — 1 eindeutig bestimmt.)

Dann gilt:
(a) )1 falls 2|ind(a)
p) | -1 falls 2{ind(a).
5. Jedes vollstindige prime Restsystem mod p enthidlt genau p—;l QR

mod p, namlich ¢°, ¢2,..., ¢?~3 und genau ’%1 QNR  mod p, ndamlich
g', g%, ..., gP7% (dabei sei ¢ PW mod p).

Do

2 =a (mod p) besitzt genau 2 Losungen

hSHIS]

Beweis.
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1. Trivial.
2. Trivial.

3. Ist 2o Losung von 22 = a (mod p), so gilt
7 =23 = (x—w0)(x+29) =0 (mod p), und —zy ist die einzige weitere
Losung.

ind(a)

4. Ist 2|ind(a), so folgt (g~ 2 )? =a (mod p), also (%) =1

Sei (%) =1, etwa 22 = a (mod p), z = ¢g* (mod p), so folgt
ind(a) = 2a (mod (p — 1)), also 2|ind(a).

5. Klar nach 4.

Aus Satz 3.57.4 folgt

Satz 3.58. Multiplikativitit des Legendre-Symbols
Sei p # 2 Primzahl und a,b € Z mit p{ a, ptb. Dann gilt:

(5)-G)G)

Bemerkung 3.59. Zur Berechnung des Legendre-Symbols geniigt es also,
<;1) : <2) : (%) zu kennen, wobei p # ¢ ungerade Primzahlen sind.

p p

Satz 3.60.

1. Euler Kriterium X
Sei p > 2 Primzahl, p { a. Dann gilt ( ) =a"z (mod p).

a
p

2. 1. Ergdnzung zum quadratischen Reziprozitatsgesetz
Sei p > 2 Primzahl. Dann gilt

<—1> )1 fallsp=1 (mod 4)
p/) |-1 fallsp=3 (mod 4).
Beweis.

1. Sei (%) =1, etwa 23 = a (mod p).
Dann folgt "z = 22~' =1 (mod p) nach Satz 2.39.
Sei (%) = —1. Dann ist nach Satz 3.57.1 ind(a) ungerade, etwa a =
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g***1 (mod p) fiir eine PW g.

Es folgt "2 = gP~Va. g" = ¢ (mod p) nach Satz 2.39.
Nun ist aber gp%l = —1 (mod p), denn nach Satz 2.39 ist ngfl Losung
von 2 — 1= (z —1)(z+1) =0 (mod p).

2. Folgt aus Teil 1. fiir a = —1.

Satz 3.61. 2. Erginzung zum quadratischen Reziprozititsgesetz (Ohne Be-
weis)
Sei p > 2 Primzahl. Dann gilt

(g) 1 falls p=£1 (mod 8)
p) |-1 fallsp=4+3 (mod 8).

Sind p und ¢ ungerade Primzahlen mit p # ¢, so ist ein einfacher Ausdruck
fiir (’—;) nicht bekannt.

Allerdings besteht ein einfacher Zusammenhang zwischen (’—;) und (%).

Satz 3.62. Quadratisches Reziprozititsgesetz (ohne Beweis)
Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen > 2. Dann gilt:

<g>_<;_o>_{1 fallsp=1 (mod4)oder¢g=1 (mod 4)

p q —1 sonst

B-2))- ) @0 0-0
3.5 Primzahlen

Nach Paragraph 3.3 ist (Z, +, -) ein ZPE-Ring.

Die Primelemente von Z sind +2, +3, +5, +7, +11,....

Die positiven Primelemente von Z heifen Primzahlen.

Sei P := {2,3,5,7,11,...} die Menge aller Primzahlen und p, die n—te

Primzahl.

7 :RY — NU{0} definiert durch 7(z) := Zp% 1 heift Primzahlfunktion.
pE

-~

7(x) gibt also die Anzahl aller Primzahlen < x an.

Satz 3.64. Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Genauer gilt:
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1. p, < 227D fiir alle n € N.

2. m(n) > Inlnn fiir alle n € N.
Beweis. (nach Euklid)

1. Seien pq,...,p, die ersten n Primzahlen.
Dann gilt p; t (p1---p,+ 1) firi=1,...,n.
Jede natiirliche Zahl léfst sich als Produkt von Primzahlen darstellen,
da Z ZPE-Ring ist.
Jeder Primfaktor von (py---p, + 1) ist < (p1---p, + 1).
Also existiert p,,.1, und es gilt p,1 < (p1---pn + 1).
Hieraus ergibt sich die Behauptung durch vollstandige Induktion.

2. Sein €N, n> 2 gegeben und k € Z so gewshlt, dak 22" < pn < 22",
Dann folgt Inlnn < k < 7(2)) < x(n)
(mit diesem Ansatz erhdlt man aus einer oberen Abschétzung fiir p,
eine untere Abschétzung fiir 7(n)).

Satz 3.65. Sieb des Eratosthenes
Sein € N, n > 2 gegeben.
Betrachte die Zahlen 1,2, 3,...n.

1. Streiche 1.

2. Unterstreiche die kleinste nicht gestrichene und nicht unterstrichene
Zahl und streiche alle echten Vielfachen davon.

3. Wiederhole Schritt 2 bis eine Zahl > \/n unterstrichen ist.

Behauptung: Die nicht gestrichenen Zahlen sind genau die Primzahlen < n.
(,Ausgesiebt” werden alle Zahlen, die echtes Vielfaches einer Primzahl sind.)

Beweis. Offenbar werden Primzahlen < n nicht gestrichen.

Sei m < n und m nicht Primzahl.

Dann besitzt m einen Primteiler p < /n, und als echtes Vielfaches von p
wird m gestrichen.

Die Abschétzungen in Satz 3.64 lassen sich wesentlich verbessern. Es gilt
Satz 3.66. Primzahlsatz (ohne Beweis)

m(z) ~ L (das heifst: lim @ =1);

Inz z—00 ——

pn~nlon  (das heift: lim —2"— =1).

n—oom - lnn
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3.6 Irreduzibilitatskriterien

Bereits bewiesen wurde (siehe Satz 3.50)

Bemerkung 3.67. Seien R ZPE-Ring, K Quotientenkorper von R, f € R|[z].
Dann gilt:
f irreduzibel in R[x] < f irreduzibel in K|x].

Speziell fir f € Z[z]:
f irreduzibel in Z[z] < f irreduzibel in Q[z].

Beispiel 3.68.
2% — 2 irreduzibel in Q[z] (v/2 ist nicht rational)
x? — 2 nicht irreduzibel in Rx]

Bemerkung 3.69.
Seien (R, +,-) Integrititsbereich, 1 € R, f € R[z], a € R.
Dann gilt:

f(z) irreduzibel in R[z] < f(z + a) irreduzibel in R[z].

Beweis. Es ist leicht nachzurechnen,
dals aus f =g h folgt f(x +a) =g(x +a) - h(z + a).

Bemerkung 3.70. Sei f € R[z|, f=a,z" +---+ ao.
Ferner seien m € N gegeben und a,, Z 0 (mod m).
Weiter sei f:: " 4 -+ -+ ag € Lylx].

Dabei bezeichne @; die Restklasse a; (mod m). Dann gilt:

f irreduzibel in Z,,[z] = f irreduzibel in Z[z].

Beweis. Die Abbildung ¢ : Z[z] — Z,,[z] definiert durch
(d,a"+- - +dy) := d,x"+- - -+dy ist ein Homomorphismus (siehe Bemerkung
2.79).

Aus der Zerlegung
f=apz" +---+ag=(ba" + - +by)(csz® + -+ ) in Zx]

erhalt man also die Zerlegung

f=tma" 4 +ay= (b’ + - +bo) (G + -+ ) in Zy].
Wegen @, # 0 und a, = b, - ¢, folgt b, £ 0, ¢, # 0.
Ist die Zerlegung in Z[x] nicht trivial, so ist auch die Zerlegung in Z,,[z] nicht
trivial.
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Beispiel 3.71. 2? — 8z% + 172 — 135 ist irreduzibel in Z[z] (besitzt keine
Nullstelle), also auch irreduzibel in Z|x].
Dies lafst sich auch direkt nachweisen (mit Hilfe von Satz 2.90).

Satz 3.72. Eisensteinkriterium

Sei R ZPE-Ring, f = a,a™ +---+ay € R[z], n > 1, a, # 0.

Ferner existiere ein Primelement p € R mit pt ay, plan_1, ... ,plag, P* 1 ap.
Dann ist f irreduzibel in R[z] (und nach Bemerkung 3.67 auch in K[z], wenn
K Quotientenkorper von R ist).

Beweis.

Gelte f =ap2" +---+ap=9g-h=(ba"+---+by)(csx® + - - -+ co) € R[z].
Dann ist zu zeigen, daf g oder h konstant ist.

Es gilt ag = by - ¢o.

Nach Voraussetzung teilt p genau eine der Zahlen by oder ¢, etwa plby, p 1 co.
Weiter ist nach Voraussetzung p t a, und a, = b, - ¢, also auch p 1 b,.

Demnach existiert ein Index m mit plby, ..., p|bm_1, p1 by (grad g > m).
Es folgt a,, = by - Co +bpmo101 + - -+ boCp, also p 1 ay,.
\,—/ - ~ 7
nicht Vielfaches von p Vielfaches von p

Aus der Voraussetzung des Satzes folgt weiter m = n, also grad g > n.
Dies ist nur dann moglich, wenn h konstant ist.

Beispiel 3.73.
1. 32° + 22° — 422 + 2 € Z[z] ist irreduzibel (wihle p = 2).

2. 2" —p € Zlz] (n € N, p Primzahl) ist irreduzibel.
Speziell folgt: ™ — p hat in Q keine Nullstelle, also ist {/p irrational.

3. Sei p Primzahl.
Dann ist ¢ (x) := 2P~ + 2y?~? + - - - + & + 1 € Z[z] irreduzibel.
¢, (x) heifit p-tes Kreisteilungspolynom.

Beweis. Es gilt

P—1
Pp() = xx_l
1)r—1
o+ 1) = L=
g @ n (g) bt (p P 1)
N——

=p

¢p(x + 1) ist irreduzibel in Z[z] nach Satz 3.72, also auch ¢,(x) nach
Bemerkung 3.69.
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3.7 Primideale, Maximale Ideale

Definition 3.74. Primideal, maximales Ideal
Seien (R, +, ) kommutativer Ring; a Ideal von R und a # R.

1. a heifft Primideal, wenn gilt:

a-bea= (acaVbea).

2. a heifit maximales Ideal, wenn gilt:

(b Ideal, a CbC R)= (b=aVb=R).

Bemerkung 3.75. Seien (R, +, ) Integritatsbereich, 1 € R, p € R, p nicht
Einheit, p # 0. Dann gilt:

p Primelement e pla-b= (plaV p|b))
R )
o a-bep <a€()vb€(p))>

& (p) Primideal.
Definition 3.74
Satz 3.76. Sei (R, +,-) kommutativer Ring; p Ideal von R, p # R.
Dann gilt:
p Primideal < R/p nullteilerfrei.

Beweis. =: Sei (a+p)-(b+p)=a-b+p=0+p,alsoa-bEp.

Nach Voraussetzung folgt a € p oder b € p, also a+p oder b+ p Null in R/p.
<:Seia-bep,alsoa-b+p=(a+p)(b+p)=0+p.

Nach Voraussetzung folgt a +p oder b+ p Null in R/p, also a € p oder b € p.

Satz 3.77. Sei (R, +, ) kommutativer Ring, 1 € R, m Ideal von R, m # R.
Dann gilt:
m maximales Ideal < R/m Korper.

Beweis. =: Sei a + m nicht Null in R/m, also a ¢ m.

Dann folgt (a,m) = R, und es existieren m € m, b € Rmit 1 = m+b-a
(Bemerkung 3.3).

Also ist (b+m)(a+m) = 1 +m. Das heift: b+ m ist zu a +m in R/m invers.
«: Sei a ein Ideal mit m g a C R.

Gezeigt wird: a = R.

Sei a € a mit a ¢ m.
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In R/m besitzt a + m nach Voraussetzung ein Inverses, etwa b + m.
Dann folgt a-b+m=1+m,alsoa-b—1€mCa.
Wegen a € aist auch a-b € a, also 1 € a, woraus a = R folgt.

Bemerkung 3.78. Da jeder Korper nullteilerfrei ist, ist nach Satz 3.76 und
Satz 3.77 in einem kommutativen Ring mit Eins jedes maximale Ideal Prim-
ideal.

Bemerkung 3.79. In 27Z ist (4) maximales Ideal; 2Z/(4) ist nicht nulltei-
lerfrei wegen (24 (4))(2 + (4)) = 0+ (4); erst recht ist 2Z/(4) kein Korper
(beachte: 1 & 27).

Satz 3.80. Seien (R, +,-) kommutativer Ring, 1 € R, a Ideal von R, a # R.
Dann besitzt R ein maximales Ideal m mit a C m.

Beweis. Sei M := {b D a|b Ideal von R,b # R} und M geordnet beziiglich
der Inklusion.
Dann ist M nicht leer wegen a € M.

Sei K eine Kette von M. Dann besitzt K die obere Schranke o := (J 7
TEK
(offenbar ist o Ideal, 0 O a und 1 ¢ o; also o € M).

Nach dem Zornschen Lemma' besitzt M ein maximales Element m.
Dieses ist offenbar ein maximales Ideal, welches a enthélt.

!'Voraussetzungen fiir das Zornsche Lemma:

Geordnete Menge (M, <) heifit geordnete Menge, falls gilt:

1. a < afiir alle a € M. (Reflexivitét)
2. (a<bAb<a)=a=0bfirallea,be M. (Antisymmetrie)
3. (a<bAb<c)= a<cfiralle a,b,c € M (Transitivitat)
Kette Eine geordnete Menge (M, <) heifit Kette oder vollstandig geordnete Menge, falls
zusétzlich gilt: a < bV b < a fiir alle a,b € M.

Obere Schranke Seien (M, <) eine geordnete Menge, U C M.
Ein Element s € M heifit obere Schranke von U, falls gilt: k < s fiir alle u € U.

Maximales Element Sei (M, <) eine geordnete Menge. Ein Element mn € M heifst ma-
ximales element, falls gilt: m < a = m = a fir alle a € M.

Zornsche Lemma: Sei (M, <) eine nicht leere, geordnete Menge.
Besitzt jede Kette K C M eine obere Schranke s in M, dann besitzt M ein maximales
Element m.



Kapitel 4

Elementare Korpertheorie

4.1 Korpererweiterungen

Es seien (E,+,") ein Ring mit 1 und K Teilkérper von E.

Dann l&t sich E auf natiirliche Weise auffassen als K-Vektorraum (dabei sei
das Produkt von Skalar mit Vektor definiert durch das Produkt in E).

[E : K| bezeichne die Dimension des K-Vektorraums E (Grad der Erweite-
rung E : K).

Interessant ist vor allem der Spezialfall, bei dem E Korper ist.
Grundlegend ist

Satz 4.1. Seien K C S C F Korper. Dann gilt:
1. Ist [S : K] unendlich, so ist auch [E : K] unendlich.
2. Ist [E : S] unendlich, so ist auch [E : K| unendlich.
3. Sind [E : S| und [S : K] endlich, so auch [E : K|, und es gilt
E:K|=[E:S|-[5: K| (Korpergrad-Formel)

Genauer: Seien {a,...,q,} Basis von S : K,
{P1,-..,PBm} Basis von E : S.
Dann ist B := {o;3;]1 <i<n, 1 <j<m} Basis von £ : K.

Beweis.

1. Nach Voraussetzung besitzt E einen Unterraum S unendlicher Dimen-
sion.
Dann besitzt auch E unendliche Dimension (Lineare Algebra).

81
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2. Sei B eine (unendliche) Basis des S-VR FE, speziell B linear unabhéngig
tiber S.
Dann ist B erst recht linear unabhénging iiber K.

3. Zu zeigen: B Erzeugenden-System von £ : K.
Sei 7 € E beliebig gegeben.

Dann laft sich v darstellen in der Form v = ) s;3;, s; € S.
j=1

n
Die s; lassen sich darstellen in der Form s; = Y ki, kij € K.
i=1

Also ist v Linearkombination von Elementen aus B mit Koeffizienten
aus K.
Zu zeigen: B linear unabhingig iiber K.

0=>" kij ciffy=> O kijou)B;
1,J d

<~ .
Yo eK J ——
=
Da {f1,..., B} Basis von E iiber S ist, folgt > k;;a; = 0 fiir alle j.

Da {o,...,a,} Basis von S iiber K ist, folgt k;; = 0 fiir alle i, j.

Bemerkung 4.2. Ringadjunktion, Korperadjunktion
Sei I Integritétsbereich, 1 € I.

Sei I} Teilbereich von I, 1 € I;.

Sei M C I.

Dann wird definiert

nM= () R

ROI;UM
R Unterring von [

(kleinster Unterring von I, welcher I; und M enthélt).
Natiirlich ist I;[M] Integritatsbereich.
I,[M] enthélt genau alle endlichen Summen von Elementen der Form

i-mit---myr mit i € Iy, m; € M, a; € NU{0}.

I, (M) bezeichne den Quotientenkdrper von I;[M].

I1(M) enthélt genau alle Elemente der Form § mit a,b € I,[M], b # 0.

Der Ubergang I; — I,[M] heikt Ringadjunktion.
Der Ubergang I — I;(M) heifst Korperadjunktion.
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Spezialfille

1. Seien K C E Korper, M C E.
Dann ist K (M) der kleinste Teilkbrper von E, welcher K und M ent-
halt.

2. Kl, K2 g E seien Kérper. Dann gllt Kl(Kg) = Kg(Kl)

3. Sei K[z] Polynomring iiber dem Korper K.
Dann kann K[z] auch aufgefakt werden als Ringadjunktion von z zu
K.
(Die Bezeichnungen stimmen iiberein.)
K (z) ist der Quotientenkorper von Klzx|.

Beispiel 4.3.

1. Q] ={a+bila,b € Q} CC.
{1, i} ist eine Basis des Q-VR Q)[i], also ist [Q[i] : Q] = 2.

Ferner gilt Q[i] = Q(i) (wegen — = 4% falls a + bi # 0.

2. Sei K|[z] Polynomring iiber dem Kérper K.
Dann ist {1, 2,22, ...} eine Basis von K[z]: K.

Es gilt der wichtige

Satz 4.4. Seien K C E Korper und sei M C E.
Ist [K[M] : K] endlich, so gilt K[M] = K(M).

Beweis. Sei a € K[M], a # 0.
Gesucht wird ein zu a in K[M] multiplikatives Inverses.
Betrachte die Abbildung

¢ : K[M] — K[M] definiert durch
o(a) == a -« fiir alle « € K[M].

Dann ist ¢ lineare Abbildung des K-VR K[M] in sich.

@ ist injektiv, denn aus p(a) = p(a’) folgt a- a = a -’ also a = o' (durch
Multiplikation mit a=* € E).

Dann ist ¢ auch surjektiv, da [K[M] : K] als endlich vorausgesetzt wurde
(lineare Algebra).

Also existiert ein o € K[M] mit p(«) = ac = 1.
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4.2 Algebraische und Transzendente Erweite-
rungen

Definition 4.5. Algebraisch, Transzendent

Seien K C E Korper.

E : K heifst endliche Korpererweiterung, falls [E : K| endlich ist.

« € F heiftt algebraisch iiber K, wenn ein Polynom f € K{z], f # 0, existiert
mit f(a) = 0 (sonst heift « transzendent iiber K).

E : K heilst algebraische Korpererweiterung, wenn jedes o € E algebraisch
iiber K ist.

Bemerkung 4.6. Sei o € E algebraisch iiber K.

Dann existiert genau ein normiertes Polynom p € K[z] kleinsten Grades mit
p(a) =0, p # 0 (andernfalls wére die Differenz zweier solcher Polynome ein
Polynom # 0 kleineren Grades, welches o als Nullstelle besitzt).

Das Polynom ist irreduzibel in K[x].

Es heifst definierendes Polynom von « iiber K oder Minimalpolynom von «
tiber K und wird bezeichnet mit Irr(c, K).

Besitzt Irr(c«, K) den Grad n, so heift « algebraisch vom Grad n iiber K.

Bemerkung 4.7. Sei a € F algebraisch iiber K, f € K[z], f #0, f(a) =0.
Dann gilt Irr(«, K)|f in K[z].

Also gilt: Ist f(z) € K|x] irreduzibel, f(«) = 0 und f(z) normiert, so ist
f(z) =Irr(e, K).

Beweis. Division von f durch Irr(a, K) mit Rest liefert eine Gleichung der
Form f = ¢ Irr(o, K) + r mit 7 = 0 oder grad r < grad Irr(«, K).

Der Einsetzungshomomorphismus liefert r(«) = 0.

Es folgt r = 0.

Satz 4.8. Jede endliche Korpererweiterung E : K ist algebraisch.
(Die Umkehrung ist falsch, siche Ubung.)

Beweis. Seien [E: K|=ne€Nund a € E.

Dann sind 1, «, ... o™ linear abhangig iiber K.

Gelte ag + aya + - - - + a,™ = 0; a; € K[x], nicht alle a; = 0.
Dann ist o Nullstelle von f(z) = ag+ -+ apa™ € Kz], f # 0.

Satz 4.9. Seien K C F Korper, a € E. Dann gilt:

« transzendent iiber K = K[a| = K|z| (Polynomring iiber K).
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Beweis. Betrachte den Einsetzungshomomorphismus ¢, : Kz] — Klq]
definiert durch ¢, (f) := f(a).

Da « transzendent ist iiber K, folgt Ker ¢, = {0}.

Ferner ist ¢, surjektiv.

Die Behauptung folgt nach dem Homomorphie-Satz fiir Ringe.

Satz 4.10. Seien K C F Korper, a € E algebraisch iiber K. Dann gilt:

1.

2.

3.

Kla] =2 K[z]/(Irr(a, K).

Sei n := grad Irr(a, K).
Dann ist {1, a,...,a" "'} eine Basis von K[a]: K.
(Speziell ist K[«a] : K endlich.)

Kla] = K(«a). (Das heift: K|a] ist ein Korper.)

Beweis.

1.

3.

Nach Bemerkung 4.7 ist (Irr(e, K)) der Kern des Einsetzungshomo-
morphismus ¢,, und nach dem Homomorphiesatz fiir Ringe folgt die
Behauptung.

. {1l,a,...,a" 1} ist linear unabhiingig iiber K, denn aus ap+a;a+-- -+

an_10" =0, a; € K, folgt fiir f = ag +ayx + -+ + ap_12" " € K[z]
die Gleichung f(a) = 0 und wegen grad f < n weiter f = 0; das heift:
a; = 0 fiir alle ¢.

{1l,a,...,a™ '} ist ein Erzeugenden-System des K-VR Kla] :

Sei by + - - - + bsa® € K|a] beliebig gegeben.

Setze f:=0by+ -+ bsa?’.

Der Divisionsalgorithmus liefert eine Gleichung der Form

f=q Irr(o, K) 4+ r mit r = 0 oder grad r < n.

Der Einsetzungshomomorphismus liefert f(a) = r(a).

Es folgt die Behauptung, da r(«) Linearkombination der Elemente
La,...,a" ! mit Koeffizienten aus K ist.

Es werden drei Beweise gefiihrt:

(a) Nach Satz 4.4 und Teil 2.

(b) Irr(c, K) ist unzerlegbar in K[z]; K[z] ist Euklidischer Ring, (Be-
merkung 3.36) also auch Hauptidealring (Satz 3.37), also ist
(Irr(cr, K)) maximales Ideal in K[z]| (Satz 3.27).

Dann ist K[z|/(Irr(a, K)) Korper (Satz 3.77) und nach Teil 1 folgt
die Behauptung.
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(c¢) (Konstruktive Berechnung der Inversen mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus)
Sei f € Klal, f #0, etwa 5 = f(«), f € K|a], grad f < n (nach
Teil 2).
Es folgt Irr(c, K) 1 f und damit 1 = ggT{Irr(a, K), f}.
Mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus berechne man A, u € K|z]
mit f - p+ Irr(o, K) - A = 1.
Der Einsetzungshomomorphismus fiir « liefert f(«) - p(a) = 1.

Nach Satz 4.8 und Satz 4.10 folgt

Bemerkung 4.11. Seien K C E Korper, a € E algebraisch iiber K.
Dann ist K|[«] algebraisch iiber K.

Bemerkung 4.12. Seien K C S C E Korper, o € E algebraisch iiber K.
Dann ist « algebraisch iiber S (klar nach Definition).

Bemerkung 4.13. Seien K C S C F Korper, S algebraisch iiber K, a €
algebraisch iiber S.
Dann ist « algebraisch iiber K.

Beweis. Sei o Nullstelle von f = ag + -+ + a,a™ € S[z].

Dann ist K(ag,...,a,) : K endlich, denn fiir alle ¢ ist a; algebraisch {iber
K(ag,...,a; 1) (nach Bemerkung 4.12), also K(ay,...,a;) : K(ag,...,a; 1)
endlich (nach Satz 4.10) und damit auch K(ay,...,a,) : K endlich (nach
Satz 4.1).

Ferner ist auch K(ay, ..., an, ) : K(ay,...,a,) endlich (Satz 4.10).

Dann ist auch K (ay, ..., a,,«) : K endlich (Satz 4.1), und nach Satz 4.8 folgt
die Behauptung.

Satz 4.14. Seien K C E Korper. Dann gilt:
E : K endlich & es existieren endlich viele iiber K algebraische Elemente
ap,...,0p € Emit E = K(ay,...,q,).

Beweis. =: Wihle o; so dak K G K(a1) & ...
Aufgrund der Korpergradformel erhalt man nach endlich vielen Schritten E.
<: Es gilt: K(oy) : K endlich, K(ajas) : K(ay) endlich, .. ..

Die Behauptung folgt nach der Korpergradformel.

Bemerkung 4.15. Seien K C E Korper.
Dann ist A(K) := {a € E|« algebraisch iiber K} ein Korper (der algebrai-
sche Abschluf oder die algebraische Hiille von K in E).

Beweis. Seien a,b € A(K).
Dann ist K (a,b) : K endlich (Satz 4.10), also auch algebraisch (Satz 3.54).
Es folgt a+ b€ A(K),a-b€ A(K) und a ! € A(K), falls a # 0.
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4.3 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Untersucht werden soll das folgende Problem:
Es seien Punkte in der Ebene gegeben.
Welche neuen Punkte lassen sich daraus mit Zirkel und Lineal konstruieren?

Prézisierung der Problemstellung:

Sei P, eine Menge von gegebenen Punkten in der Ebene;

P, enthalte mindestens zwei Punkte.

Lege in der Ebene ein Cartesisches Koordinatensystem fest (also eine Ortho-
normalbasis B).

Identifiziere die Punkte der Ebene mit den zugehorigen Koordinaten, also
mit den Elementen (z,y) € R?.

Im allgemeinen legt man das Koordinatensystem so, dak (0,0), (0,1) gegebe-
ne Punkte sind (das heifit: die Einheitsstrecke ist gegeben).

Es sind folgende Operationen erlaubt:
(L) Lineal: Ziehe durch zwei verschiedene Punkte von Py eine Gerade.

(Z) Zirkel: Ziehe um einen Punkt aus P, einen Kreis, wobei der Radius
Abstand zweier Punkte aus P, ist.

Die Schnittpunkte von Geraden und Kreisen, die man mit zwei Operationen
erhalten kann, heifsen im ersten Schritt aus P, konstruierbare Punkte.
Algebraisch lassen sich die Koordinaten dieser Punkte beschreiben als Lo-
sungen gewisser Gleichungssysteme.

Ein Punkt p € R? heiRt aus Py konstruierbar, falls es endlich viele Punkte
D1, D2y -+, Pn = D gibt, so dal p; im ersten Schritt aus Py U {p1,...,p; 1}
konstruierbar ist fiir: =1,...,n.

Ein Element a € R heikt konstruierbar aus Py, wenn der Punkt (a,0) kon-
struierbar ist.

Ein Element a € R heift konstruierbar, wenn der Punkt (a,0) aus
{(0,0), (0,1)} konstruierbar ist.

Bemerkung 4.16.
(a,b) € R? aus Py konstruierbar < a,b aus Py konstruierbar

Bemerkung 4.17. a,b € R konstruierbar aus Py = a +b, a-b, § ( fiir b #
0), /a konstruierbar aus P.

Beweis.
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b_

| |
a a-b
Die Konstruktion von a - b ergibt sich aus dem Strahlensatz.

1 s
1 b

Die Konstruktion von § (b # 0) ergibt sich ebenfalls aus dem Strahlensatz.

1 a
Die Konstruktion von y/a ergibt sich aus dem Hohensatz.
Satz 4.18. Sei M CR, 1€ M, a € R

1. Dann sind alle Elemente aus dem Korper Q(A) aus M konstruierbar
(nach Bemerkung 4.17).

2. a aus M konstruierbar < Es existiert ein endlicher Korperturm
QM) =t Ky C K, C--CK,mita € K, und [K; : K; 1] = 2
fir allei € {1,...,n}.
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Nach Satz 4.10 hat K; die Form K; = K;_1(+/B8i_1), Bi-1 € K;_1.

K; entsteht also durch Adjunktion der Nullstelle eines geeigneten qua-
dratischen Polynoms mit Koeffizienten aus K;_;.

Speziell: o € R Konstruierbar = [Q(«) : Q)] ist Potenz von 2.

Die Umkehrung ist falsch (ohne Beweis).

Beweis.
1. Klar.

2. Schnittpunkte von Geraden und Kreisen haben Koordinaten, die Lo-
sungen quadratischer oder linearer Gleichungen sind.

Beispiel 4.19. 1. Quadratur des Kreises
Gegeben sei ein Kreis mit dem Radius 1 (das heifst die beiden Punkte
0,0), (0,1)).
Aufgabe: Konstruiere ein Quadrat mit gleichem Flacheninhalt (mit Zir-
kel und Lineal).
Zur Losung ist /7 zu konstruieren.
Dies ist jedoch unmdoglich, da /7 transzendent iiber Q ist (ohne Be-

weis), also [Q(y/7) : Q] = oc.

2. Delisches Problem
Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kantenlinge 1.
Aufgabe: Konstruiere die Kantenlinge eines Wiirfels mit doppeltem
Volumen (mit Zirkel und Lineal).
Zur Losung ist /2 zu konstruieren.
Dies ist jedoch unmdglich, da [Q(v/2) : Q] = 3 ist (nach Satz 4.10).
Beachte, daf Irr(v/2,Q) = 2 — 2 ist nach dem Eisensteinkriterium.

3. Dreiteilung eines Winkels
Behauptung: Es sei eine Strecke der Lénge 1 gegeben.
Dann 1aft sich nicht jeder Winkel o mit Zirkel und Lineal in drei gleich
grofse Winkel teilen.

Beweis. Sei ein Winkel 3o gegeben durch die Strecke der Léange
cos(3a).

Zeigen: Bei geeigneter Wahl von « 1dft sich cos « nicht konstruieren
aus {1, cos3a}.

Zunachst gilt nach der Formel von de Moivre: cos3a + ¢sin3a =
(cosa + isina)’.

Vergleich des Realteils liefert cos 3a = 4 cos® a — 3 cos a.
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Fiir o = 20°, also cos3a = %, erhédlt man speziell % = 423 — 3z oder
8z3 —6x —1=0.

813 — 62 — 1 = 0 ist irreduzibel, da das Polynom nach Satz 2.90 keine
Nullstellen in Q besitzt. Also ist [Q(cos20°) : Q] = 3 und cos 20° ist
nicht konstruierbar.

(Also ist auch das regelméfige 18-Eck nicht konstruierbar.)

4.4 Zerfallungskorper

Es seien (K, +,-) ein Korper, f € K[z].
Gesucht wird ein Korper £ O K, iiber dem f in Linearfaktoren zerfillt.
Zunéchst wird ein Kérper F O K gesucht, in dem f eine Nullstelle besitzt.

Vorbemerkung

Seien ' O K Korper, a € E algebraisch iiber K.
Dann gilt (nach Satz 4.10):

K(a) = Ko] 2 K[z]/(Irt(«, K)).

Also ist K|[o]/(Irr(ev, K)) ein Korper, welcher K enthélt (bis auf Isomorphie),
und in dem Irr(ev, K') eine Nullstelle besitzt.
Ferner ist 1, a,...,a" ! Basis von K(a) : K, wobei n := grad Irr(a, K).

Satz 4.20. Seien (K, +,-) Korper, p € K[x] irreduzibel (speziell nicht kon-
stant). Dann existiert eine Korpererweiterung L : K mit [L : K] = grad p,
in der p eine Nullstelle besitzt.

Beweis.

Entsprechend der Vorbemerkung wird der Koérper K[z]/(p) betrachtet.

¢+ K — Klz]/(p) definiert durch ¢(k) := k + (p) ist ein injektiver Homo-

morphismus.

K|z|/(p) enthilt also einen zu K isomorphen Teilkorper {k + (p)|k € K},

welcher mit K identifiziert wird.

Dann besitzt p in K[z]/(p) die Nullstelle z + (p). Dies ergibt sich wie folgt:

Ersetzt man in p(z) = ay +---+ _a, 2" € Klz] die Unbestimmte «
—~— —~~

=ao+(p) =an+(p)
durch das Element x + (p) € K[x]/(p), so erhilt man das Element

(ao+(p))+(ar+(p)) (x+(p)+- -+ (an+(p) (x+(p)" = "p(x)+(p) = 0+(p),

!Beachte die Rechenregeln im Restklassenkorper K [z]/(p); Multiplikation und Addition
ist repriasentantenweise vorzunehmen.
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also die Null in K[x]/(p).

Ferner wird gezeigt:

1+ (p),z + (p),..., 2" "' + (p) ist eine Basis von Kl[z]/(p) : K, wobei
n := grad p(x). (Dies ergibt sich auch direkt aus Satz 4.10).

Die lineare Unabhéngigkeit ergibt sich aus ag + -+ + a,_12" ! & (p) fiir be-
liebige a; € K.

Sei f + (p) (f € K|x]) beliebig aus K|[z]/(p) gegeben.

Division von f durch p liefert nach dem Euklidischen Algorithmus eine Glei-
chung der Form f = ¢ -p -+ r mit r = 0 oder grad r < grad p.

Es folgt f + (p) = r + (p) und r + (p) ist Linearkombination der 1 +
(p), ..., 2" '+ (p) mit Koeffizienten aus K.

Folgerung 4.21. Es seien (K, +,-) ein Korper und f € K|[z| ein nicht kon-
stantes Polynom.

Dann existiert eine Korpererweiterung £ von K, iiber der f in Linearfaktoren
zerfallt.

Beweis. Besitzt f eine Nullstelle in E, so 1akt sich von f in E[z] ein Line-
arfaktor abspalten (nach Satz 2.82).

Zum Beweis zerlege man f in ein Produkt irreduzibler Faktoren und wende
Satz 4.20 wiederholt an.

Definition 4.22. Zerfillungskorper

Seien (K, +,-) Korper, f € Klz].

Eine Korpererweiterung E von K heilt Zerfallungskorper von f iiber K,
wenn gilt:

1. Es existieren « € K ,0q,...,a, € Emit f =a(z —aq) - - (. — )
(f zerféllt iiber E in Linearfaktoren).

2. E=K(ay,...,0p).

E ist also minimale Koérpererweiterung von K, iiber der f in Linearfaktoren
zerfallt.

Bemerkung 4.23. Ist (K, +,-) Korper und f € K|[z], so existiert ein Zer-
fallungskorper von f iiber K.

Beispiel 4.24. Q(/2) ist Zerfillungskorper von 22 — 2 iiber Q.

Zum Nachweis der Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers (bis auf Isomorphie)
brauchen wir
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Satz 4.25. Seien ¢ : K — K ein Korperisomorphismus,

¢ : K[z] — Ki[z] definiert durch ¢(ag +-- -+ ap,2™) = p(ag) +- - -+ ¢(an)x"
die kanonische Fortsetzung. Nach Bemerkung 2.79 (dann ist ¢ ebenfalls Iso-
morphismus) und ¢(f) = fi.

Seien f € K[z] irreduzibel,

E Korperererweiterung von K, o € E Nullstelle von f,

E, Korperererweiterung von Ky, «y € E; Nullstelle von f;.

Dann lafst sich ¢ zu einem Isomorphismus

" K(a) = Ki(ay)

mit p*(a) = ay fortsetzen.

K 3 K,
K|z] RS K [z]
K(CY) i) Kl(al)

Beweis. Sei grad f =n.

Dann ist auch grad f; = n und f; ist irreduzibel iiber K; (da ¢ Isomorphis-
mus).

Nach Satz 4.10 gilt:

{1,...,a" 1} Basis von K(a) : K; ()
{1,...,a" '} Basis von Ki(o) : K.

Definiere ¢* durch ¢*(ag + -+ + a,_ 10" 1) := @(ag) + - -+ + (a,_1)a} ™"
Dann gilt

e " ist bijektiv (nach (x)).

o " setzt ¢ fort.

o V() = a.

e " ist relationstreu beziiglich +.

e " ist relationstreu beziiglich -.2

2Seien g(a),h(a) € K(a); g,h € K[z] und sei g - h = ¢ - f + r nach dem Euklidischen
Algorithmus.

Dann gilt *(g(a) - h(a)) =  ¢*(r(a)) = ri(ap) und
©*(9(@)) - ¢*(h(@)) = gi(a1)gi(n) = ri(aa) wegen
gi-h1 = q-fi+m und fi(ag) =0
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Setzt man in Satz 4.25 speziell ¢ = id, so erhilt man

Folgerung 4.26. Seien K C F Korper, f € K[z] irreduzibel und oy, 0 € F
Nullstellen von f.
Dann ist ¢* : K(«;) = K(ao) definiert durch

SO*(G/O + -4 anfla?_l) = ay + -+ anilag'_l
ein Isomorphismus mit p(a;) = s.
Wiederholte Anwendung von Satz 4.25 liefert

Satz 4.27. Seien ¢ : K — K, Koérperisomorphismus, ¢ : K[z] — K;[z| die
kanonische Fortsetzung, f € K[x], fi := ¢(f),

L Zerfallungskorper von f iiber K,

Ly Zerfallungskorper von f; iiber K.

Dann 14t sich ¢ zu einem Isomorphismus ¢* : L — L fortsetzen.

(Speziell erhdlt man fiir ¢ = id, dak der Zerféllungskorper von f(z) € Klz|
bis auf Isomorphie eindeutig ist.)

4.5 Endliche Korper

Satz 4.28. Sei (K, +,-) endlicher Korper (also Kérper mit endlich vielen
Elementen).
Dann ist |K| Primzahlpotenz.

Beweis. Sei Char K = p. Dann ist p Primzahl (Bemerkung 2.10).

Dann ist Z, := Z/pZ der Primkorper von K (das heifst: der von 1 erzeugte
Unterkorper) bis auf Isomorphie.

Sei K : Zy] = n.

Dann besitzt der Z,-VR K eine Basis mit n Elementen.

Jedes Element aus K lakt sich eindeutig darstellen als Linearkombination
durch die n Basiselemente mit Koeffizienten aus Z,. Die Anzahl aller mdogli-
chen Linearkombinationen betrigt genau p"; also gilt: |K| = p™.

Satz 4.29. Sei (K, +,-) Korper und G eine endliche Untergruppe der mul-
tiplikativen Gruppe (K \ {0}, ) des Korpers.

Dann ist (G, -) zyklische Gruppe.

Speziell ist die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers stets zyklisch.

Zum Beweis wird gebraucht

Lemma 4.30. Sei (G, -) endliche abelsche Gruppe.
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1. Dann existiert ein g € G, fiir dessen Ordnung m gilt: o™ = e fiir alle
a€ (.

2. Ferner gilt: m < |G| (nach dem Satz von Euler).

Beweis. (von Lemma 4.30)

Sei g € GG ein Element mit maximaler Ordnung m.

Annahme: Es existiert ein b € GG, dessen Ordnung n nicht Teiler von m ist;
etwa m = p'm/, n = p°n/, ggT(m/,p) = ggT(n',p) = 1, s > r fiir eine
geeignete Primzahl p.

Dann besitzt ¢?" die Ordnung m' und b die Ordnung p* (Satz 1.57); also
g?"b" besitzt die Ordnung p*m’ > m (Satz 1.59). Dies ist ein Widerspruch
zur maximalen Wahl von m.

Beweis. (von Satz 4.29)

Nach Lemma 4.30.1 existiert ein ¢ € G der Ordnung m mit ¢™ =1 fiir alle
a€G.

Dann ist jedes ¢ € G Nullstelle von 2™ — 1 € K[xz]. Es folgt |G| < m, da
2™ —1 hochstens m verschiedene Nullstellen besitzen kann, und nach Lemma
4.30.2 weiter |G| = m. Also erzeugt g die Gruppe G.

Satz 4.31. Seien p € N Primzahl und n € N.

1. Bis auf Isomorphie existiert genau ein Korper GF(p”) der Ordnung p"
(Galois-Field der Ordnung p™).

2. Der Zerféllungskorper von 22" — x € Z,[z] ist ein Kérper der Ordnung

p".
Bewelis.

2. Sei K Zerfallungskorper von 2" — x € Z,[z].
Das Polynom 2" — x besitzt keine mehrfache Nullstellen (Bemerkung

2.88).

Seien av, ..., a,n die Nullstellen von 2#" — z in K.

Es geniigt zu zeigen, dafs die Nullstellen einen Korper bilden, der Z,
enthalt.

Nach dem Satz von Fermat ist jedes Element aus Z, Nullstelle von
P — .

Mit « ist auch —a Nullstelle von 27" — x. Dies ist klar fiir p # 2; im
Fall p = 2 beachte man @ = —a.

Mit aq, ay sind auch a; + ay und ay - a, Nullstellen von 27" — .
Mit «(# 0) ist auch = Nullstelle von 2" — z.
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1. Die Existenz folgt aus 2.
Sei K Korper mit p” Elementen.
Dann ist der Primkérper von K isomorph zu Z, (nach dem Beweis von
Satz 4.28.
Ferner ist jedes a € K Nullstelle von 27" — x, denn die multiplikative
Gruppe von K hat offenbar die Ordnung p™ — 1.
Also ist K Zerfillungskorper von 27" — z € Z,[z] und damit bis auf
Isomorphie eindeutig.

Bemerkung 4.32. Sei K Korper der Ordnung p"; m € N. Dann gilt:
K enthélt einen Unterkorper der Ordnung p™ < m|n.

Der Beweis wird dem Leser als Ubung iiberlassen. Es wird nochmal auf den
Satz von Wedderburn (Seite 37) hingewiesen.

4.6 Endliche Erweiterungen

Definition 4.33. Einfache algebraische Korpererweiterung,
primitives Element
Sei E : K eine Korpererweiterung.
E : K heift einfache Korpererweiterung, wenn ein o € K existiert mit
K(a)=FE.
E . K heifst einfach, algebraische Korpererweiterung, wenn ein o € E exi-
stiert mit K () = E, und « algebraisch iiber K.
Gilt E = K(«), so heifst « primitives Element von E : K.

Interessant ist der folgende (in der Vorlesung aber nicht weiter bendtigte)

Satz 4.34. Sei E : K eine Korpererweiterung. Dann gilt:
E : K einfach algebraisch < Es existieren nur endlich viele Zwischenkorper
Lmit K CLCE.

Beweis. «:

Vorausgesetzt wird, dafs nur endlich viele Zwischenkorper L existieren.
Dann ist E : K algebraisch (ist namlich o € E transzendent iiber K, so gilt
K(a) 2 K(a?) 2 K(o®) 2 K(*) 2 ..., da K(a”") genau alle Quotienten
von Polynomen in « enthélt, bei denen der Exponent von « stets Vielfaches
von 2" ist.

Betrachte einen Korperturm der Form

KEK(%);K(%,O@)g"';K(Oﬂa---;ar):E (4.1)
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Ein solcher existiert, da nach Voraussetzung nur endlich viele Zwischenkdrper
existieren.
Dann ist F : K endlich (nach der Kérpergradformel auf Seite 81 und da jede
einzelne Erweiterung endlich ist nach Satz 4.10).
Nun werden zwei Félle unterschieden.
Ist K endlich, so ist auch E endlich, also die multiplikative Gruppe von £
zyklisch, und ein erzeugendes Element ist offenbar primitives Element von
E: K.
Sei nun K unendlich, und der Korperturm 4.1 so gewéhlt, dafs » minimal ist.
Dann ist » = 1 zu zeigen.
Annahme: » > 1. Fiir ¢ € K sel v, := a1 + cas.
Dann existieren a, b € K mit K(v,) = K (1), da | K| unendlich und £ : K nur
endlich viele Zwischenkorper besitzt. Es folgt v, — v, = (a — b) ae € K(v,),
€K

also ay € K(v,) und damit auch oy = v, —a-ay € K(v,).
Dann gilt K (ay,ay) € K(v,) und E = K (v, s, ..., q,) im Widerspruch zur
minimalen Wahl von r.
=: Sei E : K einfach algebraisch; etwa E = K(«), «a algebraisch iiber K, M
ein Zwischenkorper (K C M C E) und Irr(a, M) := mo+- - -+m,z" € Mlz].
Zuniachst wird gezeigt:

M = K(mg,...,m,) (4.2)

(also sind verschiedenen Zwischenkérpern M verschiedene Irr(a, M) zuge-
ordnet).

Es gilt: K(my,...,m,;) C M.

Gezeigt wird: K(mq, ..., m,;) D M:

Irr(e, M) ist irreduzibel in M|z], also erst recht in K (my, ..., m,).
Dann gilt: [M(a) : M] = grad Irr(e, M) = [K(mo,...,m,,«)
" h ~ g

E
K(my,...,m;)], also M = K(my,...,m,).
Der Beweis ergibt sich nun wie folgt:

Es gilt Irr (o, M)|Irr(ev, K) in M{z], also erst recht Irr(a, M)|Irr (e, K) in Efz].
Andererseits besitzt Irr(«, K) in E[z] nur endlich viele normierte Polynome
als Teiler (man beachte, daf E[z] ZPE-Ring ist).

Nach (4.2) folgt die Behauptung.

Definition 4.35. Sei £ : K eine Korpererweiterung, o € E algebraisch iiber
K.

Dann heifit a separabel iiber K, wenn Irr(a, K) in seinem Zerfallungskorper
nur einfache Nullstellen besitzt.

Ist £ : K endlich, so existieren endlich viele iiber K algebraische Elemente
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ai,...,q, € Emit E = K(oy,...,q,). Hiufig kommt man aus mit der
Adjunktion eines Elementes. Dies besagt

Satz 4.36. Satz vom primitiven Element

Sei E : K eine Korpererweiterung.

Seien vy, ...,v, € E separabel iiber K mit E = K (vy,...,1;).
Dann existiert ein primitives Element v € E mit £ = K(v).

Beweis. Gezeigt wird: Ist o algebraisch iiber K, [ separabel iiber K, so
existiert ein v € K(«, f) mit K(a, f) = K(v).

Wiederholte Anwendung liefert den Satz (man beachte, daf v algebraisch
tiber K ist, da K(v) = K(«, ) iiber K endlichen Grad besitzt.

Ist K endlich, so auch K(«, ) (ndmlich |K(a, 8)| = |K|X@A):E]) ynd man
wiahle fiir v ein erzeugendes Element der multiplikativen Gruppe von K («, f3)
nach Satz 4.29.

Sei nun K nicht endlich.

Ferner seien p(z) := Irr(o, K), ¢(z) :=Irr(5, K), F O K(«, 5) ein Korper,
in dem p - ¢ in Linearfaktoren zerfillt (ein solcher existiert nach Bemerkung
1.23),

p=@—a) - (r—a); a=0a1; o € F

q = (x—0) - (x=p); p=p; Bi € F paarweise verschieden, da [
separabel.

Betrachte die Gleichungen

a+zf =as+xb (4.3)

firallel <s<rundl<t<l|.
Dies sind endlich viele Gleichungen und jede Gleichung hat in K hd6chstens

eine Losung. Wegen |K| = oo existiert also ein £ € K, welches keine der
Gleichungen (4.3) 16st.

Gezeigt wird: v := a + £f ist ein primitives Element (der Beweis ist also
konstruktiv).

Es gilt: K(v) C K(«, ).

Zum Beweis von K(v) 2 K(«, ) wird f € K(v) gezeigt (dann folgt auch
a € K(v)).

Es gilt: ¢(x), f(z) :== p(v—E&x) € K(v)|x] zerfallen in F[z] in Linearfaktoren.
q(z), f(x) haben beide /5 also Nullstelle, aber keine weitere gemeinsame Null-
stellen (nach Wahl von &).

Also haben p, f in F(x) den ggT (x — ) (da 8 separabel iiber K ist).
Nach Bemerkung 4.7 folgt Irr(5, K(v))|g, Irr(5, K(v))|f in K(v)[z] und
Irr(B, K(v)) =  —  und damit § € K(v).

Beachte: Im Beweis vom Satz vom primitiven Element kommt man ohne die
Separabilitdtsanforderung nicht aus. Hierfiir gibt es Beispiele.
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4.7 Normale und Separabele Erweiterungen

Definition 4.37. Sei E : K Korpererweiterung.
E heist normal iiber K, wenn gilt:

1. E: K algebraisch

2. Jedes irreduzible Polynom f € K|[x], welches in E eine Nullstelle be-
sitzt (also in E[z] einen Linearfaktor besitzt), zerfillt in E|x| bereits in
Linearfaktoren.

Satz 4.38. Sei £ : K endliche Korpererweiterung. Dann gilt:
E : K normal < E ist Zerfillungskorper eines f € K|x].

Beweis. =: Sei £ = K(ay,...,q,); aq,. .., q, algebraisch iiber K.

Nach Voraussetzung zerfillt Irr(c;, K) in E[z] in Linearfaktoren fiir i =
1,...,n. Also ist £ Zerfillungskorper von []7 Irr(a;, K).

<: Sei E Zerféllungskorper von f € K|z

Seien aj, ..., q, die Nullstellen von f in E, also F = K(ay,...,q,).

Sei g € K|[z] irreduzibel und a € E Nullstelle von g.

Sei F' Zerfallungskorper von g € E|x].

Sei b € F' Nullstelle von g.

Dann ist b € E zu zeigen.

Nach Folgerung 4.26 existiert ein Isomorphismus ¢ : K(a) — K(b) mit

Es ist
E(a) =E = K(a,q,...,qa,) Zerfillungskorper von f iiber K(a),
E(b) = K(ba,...,a,) Zerfallungskérper von f iiber K (b).

Dann lékt sich ¢ fortsetzen zu einem Isomorphismus ¢* : E — E(b) (nach
Satz 4.27).

Wegen ¢ = id ist ¢ lineare Abbildung vom K-VR E in den K-VR E(b),
also VR-Isomorphismus.

Es folgt [E : K| = [E(b) : K|, da E : K endlich ist als Zerfallungskorper.
Dann ist £ = E(b), also b € E.

Bemerkung 4.39. Sei £ : K endliche Korpererweiterung.

Dann hat E die Form E = K(ay,...,a,); «; € E algebraisch iiber K.

Sei M Zerfallungskorper von [[1, Irr(ey, K) iiber K.

Dann ist M eine normale Erweiterung von K mit K C F C M und auch
minimal mit dieser Eigenschaft.

M heifst normale Hiille von F iiber K.
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Bemerkung 4.40. Seien K C EF C M Korper. Ist M : K normal und
endlich, so auch M : E nach Satz 4.38.

Beispiel 4.41.
1. Q(y/a) : Q ist normal als Zerfallungskorper von z? — a, a € Q.

2. Q(v/2: Q ist nicht normal (v/2 bezeichne die reelle 3-te Wurzel), denn
Q(v/2) enthilt nur reelle Zahlen, also nicht alle Nullstellen des nach
dem Eisensteinkriterium irreduziblen Polynoms z3 — 2 € Q[z].

Definition 4.42. Seien (K, +,-) Korper, f € K[z] irreduzibel, g € K|z].

f heilst separabel iiber K, wenn f in seinem Zerfallungskorper nur einfache
Nullstellen besitzt.

g heift separabel iiber K, wenn alle irreduziblen Faktoren von ¢ in Klz]
separabel iiber K sind.

K heift vollkommen, wenn jedes f € K|z| separabel tiber K ist.

E : K heift separable Korpererweiterung, wenn jedes o € E separabel iiber
K ist.

Bemerkung 4.43. Sei £ : K Korpererweiterung. Dann gilt:

« separabel liber K < Irr(a, K) separabel iiber K < « Nullstelle eines
separablen Polynoms f € k[z]

(ist a Nullstelle eines separablen Polynoms f € K|z, so gilt nach Bemerkung
4.7 Irr(a, K)| f in Kz] und Irr(o, K) ist separabel).

Bemerkung 4.44. Sei f € K|z| irreduzibel. Dann gilt:
1. f separabel iiber K < f' # 0
2. Char K =0 = K vollkommen

3. f nicht separabel iiber K = Char K =: p # 0 und die formale Ablei-
tung f’ von f ist das Nullpolynom (und damit Polynom in zP).

Beweis.

1. =: Sei f separabel iiber K, o Nullstelle von f. Dann ist « einfache
Nullstelle von f. Nach Bemerkung 2.88 ist dann f’(a) # 0 und damit
fT#0.
<: Sei f' # 0 und « Nullstelle von f. Dann ist f'(«) # 0 nach Bemer-
kung 4.7. (Sonst wiirde f|f’ gelten. Das ist aber wegen grad f’ < grad f
nicht moglich.) Also ist « einfache Nullstelle von f nach Bemerkung
2.88.
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2. Ist Char K = 0 und f nicht konstantes Polynom, so ist die forma-
le Ableitung f’ von f nicht das Nullpolynom, also folgt nach 1. die
Behauptung.

3. Folgt aus 1. und 2.

4.8 Galoistheorie im Uberblick

In diesem Paragraphen werden die Hauptergebnisse der Galoistheorie skiz-
ziert. Auf Beweise wird weitgehend verzichtet.

Bemerkung 4.45. Galoisgruppe

Sei L : K eine Korpererweiterung. Dann bilden die Automorphismen von L,
die K elementenweise festlassen eine Gruppe. Diese wird mit G(L : K) oder
Gal(L : K) bezeichnet und heift Galoisgruppe von L : K.

Satz 4.46. Sei L : K eine endliche Korpererweiterung. Dann gilt:
|Gal(L : K)| < [L: K].

Die Aussage ist klar, falls L : K separabel ist. Nach dem Satz vom primitiven
Element existiert dann ein v € L mit L = K(v), und ein Automorphismus
aus Gal(L : K) bildet v wieder ab auf eine Nullstelle von Irr(v, K') und durch
das Bild von v ist der Automorphismus bereits festgelegt.

Definition 4.47. Galoissche Erweiterung
Sei L : K eine endliche Korpererweiterung.
L : K heifst galoissche Erweiterung, falls |Gal(L : K)| = [L : K].

Bemerkung 4.48. Fixpunktkorper
Sei U eine Untergruppe von Gal(L : K). Dann ist

F:={a€L|f(a) =afiralle f € U}
ein Zwischenkorper von L : K. Er heifit Fixpunktkorper von U.
Satz 4.49. Sei L : K endliche Koérpererweiterung. Dann sind dquivalent:
1. L: K ist galoissche Erweiterung
2. K ist der Fixpunktkorper von Gal(L : K)

3. L : K ist normal und separabel

W

. L ist Zerféallungskorper eines iiber K separablen Polynoms f(x) € K|z].
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Folgerung 4.50. Ist L : K galoissche Korpererweiterung und M ein Zwi-
schenkorper.
Dann ist auch L : M galoissche Kérpererweiterung.

Sei nun L : K endliche, galoissche Korpererweiterung.

Das Hauptziel dieses Paragraphen besteht darin eine bijektive Korrespondenz
zwischen den Untergruppen von G(L : K) und den Zwischenkorpern von
L : K herzuleiten.

Sei My = {Z Korper |K C Z C L} die Menge der Zwischenkérper von
L:K;

My = {U|U Untergruppe von G(L : K)} die Menge der Untergruppen von
G(L: K);

bzu : My — My ordne jedem Zwischenkorper Z die Untergruppe G(L : Z)
von G(L : K) zu;

buz : My — My ordne jeder Untergruppe U den Fixpunktkérper {a €
Llo(a) = a fiir alle 0 € U} von U zu.

Das Hauptergebnis des nichsten Satzes besagt, dak ¢,y und ¢y z bijektiv
und zueinander invers sind.

Einen Uberblick gibt das folgende Schema:

L — {e}
| |
Fixpunktkbrper «— U=G(L:2) (Galoiskorrespondenz)
von Z
| |
K +— G(L:K)

¢Z,U : MZ —)MU, Z'—)G(L : Z)
v,z » My — My, u —Fixpunktkérper von U.

Satz 4.51. Hauptsatz der Galoistheorie
Mit den obigen Voraussetzungen und Bezeichnungen gilt:

1. ¢uz: My — Mz und ¢z : Mz — My sind bijektiv und zueinander
invers.
Das heifst:

(a) Ist Z € My Zwischenkorper von L : K, so ist Z Fixpunktkorper
von G(L: Z) € My.

(b) Ist U € My Untergruppe von G(L : K) und F der Fixpunktkorper
von U, so ist U = G(L : F).
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2. Sind Uy,Uy € My zwei Untergruppen von G(L : K) und Fy, Fy die
zugehorigen Fixpunktkorper, so gilt:

U CUy, & F, CF.

3. Sei U € My eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehorige
Fixpunktkorper. Dann gilt:

[L:F|=|U|
F:K|=[|G(L:K):U]

4. Sei U € My eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehorige
Fixpunktkorper; o € G(L : K).
Dann besitzt cUc ! den Fixpunktkorper o(F).
Das heifit: (U <> F) = (cUo ! <> o(F)).

5. Sei U € My eine Untergruppe von G(L : K) und F der zugehorige
Fixpunktkorper. Dann gilt:

(a) U Normalteiler in G(L : K) < F : K galoissch

(b) U Normaltieler in G(L : K) = G(F : K) = G(L : K)/G(L : F)
(Beachte G(L : F') = U nach b5a.)

Mit Hilfe der Galoistheorie 1aft sich allgemein die Frage beantworten, wann
die Nullstellen eines Polynoms durch ,Wurzeln” ausgedriickt werden kénnen.
Fiir quadratische Polynome ist dies moglich nach der bekannten Formel von
Vieta (p — ¢-Formel), fiir kubische nach der Formel von Cardano.

Seit der Mitte des 16. Jahrhunderts kennt man auch eine Formel fiir Polynome
4. Grades. Nach einer Formel fiir Polynome vom Grad>4 hat man lange
gesucht. 1826 bewies Abel, daf es solche Formeln nicht geben kann.

Zur genauen Beschreibung werden zwei weitere Begriffe benotigt, ndmlich
den der ,Radikalerweiterung” und der ,auflésbaren Gruppe”.

Definition 4.52. Reine Radikalerweiterung, Radikalerweiterung
Sei E : K Korpererweiterung.

1. E: K reine Radikalerweiterung:< E hat die Form E = K (b), wobei b
Nullstelle eines f(x) = 2™ — a € K|z] ist.
Das heifst: E entsteht aus K durch Adjunktion einer n-ten Wurzel eines
Elementes a € K;
die Elemente aus E haben die Form

ko +ki/a+ -+ ko a" ", ki € K.
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2. E : K Radikalerweiterung:< Es existiert eine endliche Korperkette
K=Ky,CK C---CK,=F.
wobei Ky : K reine Radikalerweiterung ist fiir alle 7.
Das heifst: Die Elemente aus E lassen sich durch ,yerschachtelte Wur-
zelausdriicke” von Elementen aus K darstellen.

Definition 4.53. Durch Radikale Auflésbar

Seien (K, +,-) Korper, f € K|x].

f heifst durch Radikale auflosbar, wenn der Zerfallungskorper von f iiber K
in einer Radikalerweiterung von K enthalten ist.

Das heifst: Die Nullstellen von f lassen sich durch ,yverschachtelte Wurzelaus-
driicke” von Elementen aus K darstellen.

Definition 4.54. Auflosbar

Sei (G, ) eine Gruppe.

G heift auflosbar, wenn Untergruppen Ny, ..., N; von G existieren, so dafs
gilt:

1.G=Ny2-- 2N, = {e},

2. N; ist Normalteiler in Ni — 1 und N;_;/N; ist abelsche Gruppe fiir
i=1,...1.

Satz 4.55. Sei (K, +,-) Korper mit Char K = 0, f € K[z] und E Zerfil-
lungskorper von f {iber K. Dann gilt:
f ist iiber K durch Radikale auflésbar< Gal(E : K) ist auflosbar.

Bemerkung 4.56. Sei E Zerfillungskorper von f € Klz],

seien aq, .. .q, die Nullstellen von f in F, also £ = K(aq,...q,).

Jedes o0 € Gal(E : K) permutiert die Nullstellen von f (da ¢ Homomorphis-
mus), und o ist durch diese Permutation bereits festgelegt.

Also ist Gal(E : K) isomorph zu einer Untergruppe der symmetrischen Grup-
pe S,.

Bemerkung 4.57. Jede Untergruppe einer auflésbaren Gruppe ist auflos-
bar.

Fir n < 4 ist S, auflosbar, also ist jedes Polynom f € K[z] vom Grad<
durch Radikale auflésbar, falls Char K = 0.

Fiir n > 5 ist S,, nicht auflosbar.

Es gibt Polynome von Grad 5 (zum Beispiel 2° —62°+3), deren Galoisgruppe
isomorph ist zu S;5. Diese sind dann nicht durch Radikale auflésbar.
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